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ONGERILMELI BILESIK SILINDIRLERDE TEMAS KOSULLARININ
EKSENEL SIMETRIK BOYUNA DALGA YAYILIMINA ETKIiSi

OZET

Yap1 malzemelerinde 6ngerilme ve 6n sekil degistirmenin olusmasi farkli sebeplere
dayanir. Son ceyrek yiizyillda yapt malzemelerinde meydana gelen dngerilmelerin
hem teorik hem de pratik bakimmdan incelenmesi nem kazanmustir. Ongerilmenin
malzemenin kullanimi sirasinda olusturdugu etkiler verimlilik, emniyet ve konfor
gibi degisik agilardan arastirilmistir.

Bu ¢alisgmada ongerilmeli iki katli bilesik silindirlerde temas kosullarmin eksenel
simetrik boyuna dalga yayilimina etkisi incelenmistir. Caligmada pargali homojen
cisim modeli olarak, dngerilmeli elastik cisimlerde ii¢ boyutlu dogrusallastiriimis
elastik dalga yayilimi teorisi kullanilmistr (OOUDEDYT). Bilesik silindirlerin
katmanlarindan herbiri sikigabilir hiper elastik malzemeden yapilmis kabul edilerek
malzemenin mekanik davranigi harmonik potansiyel ile tanimlanmustir. Silindirler
arasindaki temas yilizeyinde siireksizlik derecesinin kayma-yay parametresine bagl
oldugu kabulll yapilmistr. Bu parametrenin degisiminin temel modlara ait
dispersiyon egrilerine etkisi genis bir bi¢cimde incelenmistir. Sayisal sonuglar
grafikler halinde verilmis ve bu sonuclarin elde edilmesi i¢in uygun algoritma
gelistirilmistir.

Sunulan galisma, 6ngerilmeli iki kath bilesik silindirlerde strekli ve sureksiz temas
kosullarinin eksenel simetrik boyuna dalga yayilimina etkisinin incelenmesine
yonelik ilk girisimdir.
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THE INFLUENCE OF THE CONTACT CONDITIONS ON THE
DISPERSION OF THE AXISYMMETRIC LONGITUDINAL WAVES IN
THE PRE-STRESSED COMPOUND CYLINDER

SUMMARY

Initial stresses and strains can occur in structural materials due to the different
reasons. Both theoretical and practical investigation of initial stresses in the structural
materials have become important in the last quarter of the century. The effects of the
initial strains on the materials in use has been investigated in many ways such as
efficiency, safety and comfort.

In this study, the influence of the imperfectness of the interface conditions on the
dispersion of the axisymmetric longitudinal waves in the pre-strained compound
cylinder is investigated. The investigations are performed within the framework of
the piecewise homogeneous body model by utilizing the 3D linearized theory of
elastic waves in elastic bodies with initial stresses( TLTEWISB). It is assumed that
the layers of the compound cylinder are made from high elastic compressible
materials and their elasticity relations are given through the harmonic potential. The
shear spring type imperfectness of the interface conditions is considered and the
degree of this imperfectness is estimated by the shear-spring parameter. Numerical
results showing the influence of this parameter on the behavior of the dispersion
curves are obtained related to the fundamental mode.

The previously performed algorithms are modified for the present study and than the
numerical results and graphs are obtained using the modified programs.

The present study is the first attempt to investigate the influence of the imperfectness
of the interface conditions on the dispersion of the axisymmetric longitudinal waves
in the pre-stressed compound cylinder.
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1. GIRiS

Yap1 elemanlarindaki 6ngerilmeler (veya 6n sekil degistirmeler) sadece statik agidan
degil, ayn1 zamanda malzemenin dinamik davranis1 bakimindan dikkate alinmasi
gereken 6nemli bir konudur. Ongerilmeler jeostatik kuvvetlere maruz kalmis yerin
farkli katmanlarinda, kompozit malzemelerin hazirlanmasinda uygulanan islem
sirasinda, yap1 elemanlarinin kurulumu ve montajinda ortaya ¢iktigindan etkilerinin
incelenmesi daima giincelligini korumaktadir. Bundan bagska, isletme siiresi boyunca
dis etkiler (riizgar, deprem, servis yiikleri vb.) ve ilave kuvvetler altinda yap1
elemanlarinda olusabilecek mekanik etkilerin analizinde 6ngerilmelerin bir faktor
olarak dikkate alinmas1 gerekmektedir. Ongerilmeye maruz malzeme problemlerinin
irdelenmesi, hem teorik hem de uygulama alani bakimindan biiyiik bir 6neme

sahiptir.

1.1 Tezin Amaci

Literatiir aragtirmalarmin sonucunda elde edilen verilere gore temas kosullarinin
stireksiz olmasit durumunun O©ngerilmeli ve 0Ongerilmesiz iki kath bilesik
silindirlerdeki eksenel simetrik boyuna dalga yayilimma etkisi simdiye kadar
incelenmemistir. Tezin amaci temas kosullarmin dngerilmeli igi bos ve i¢i dolu ikKi
katli bilesik silindirlerde eksenel simetrik boyuna dalga yayilimma etkilerinin
incelenmesidir. Malzeme, hiper elastik sikisabilir malzeme olarak kabul edilmis ve

elastisite bagintilar1 harmonik potansiyel ile tanimlanmustir.

1.2 Literatiir Ozeti

Ongerilmeli elemanlarda dalga yayilimmm incelenmesi bir ¢ok arastirmact
tarafindan yapilmistir. Bu aragtirmalarin sistematik analizi Biot (1965), Eringen ve
Suhubi (1975), Guz (2004) tarafindan verilmistir. Bu ¢alismalarin 6zetini Guz (2002,
2005), Zhuk ve Guz (2007), Akbarov (2007) yaymlarinda bulmak miimkiindiir. S6z

konusu arastirmalarm 6nemli bir kisminin kisa 6zeti asagida ele alinmistur.



Ongerilmeli ¢cok kath ortamlarda harmonik dalga yayihmindan séz edildiginde ilk
calismanin, literaratlr incelenmesine dayanarak Hayes ve Rivline (1961) ile
bagladig1r goriilmistir. Bu calismada, Ongerilmeli yar1 uzayda Rayleigh yuzey
dalgalar1 incelenmistir. Dalga yayiliminin ongerilmelerin asal ekseni boyunca
olustugu varsayilarak yayilimin dispersif olmadigi tipki (elastodinamigin klasik
teorisinde oldugu gibi) dogrulanmistir. Bundan sonra da bu alanda bir ¢ok arastirma

yapilmistir. Son yirmi yilda gergeklestirilen ¢alismalar asagida 6zetlenmistir.

Dowaik ve Ogden (1991) tarafindan yapilan g¢alismada sekil degistirme-enerji
fonksiyonu kullanilarak éngerilmelerin bir asal eksen boyunca etkidigi varsayilarak
yayilan yiizey dalgalarmm bir somut denklemi elde edilmistir. Sotiropoulos (1998)
tarafindan iki ayr1 Ongerilmeli sikisabilir yar1 uzayin diizlem sinirlar1 boyunca elastik
i¢ yiizey dalgalarin (Stoneley dalgalar1) yayilimi incelenmistir. iki farkli elastik
malzemeden meydana gelen diizlemlerin arayiizeyinde ortaya ¢ikan elastik i¢ yuzey
dalgalarin (Stoneley dalgalar1) yayilimmna oOngerilmelerin etkileri incelenmistir.
Sotiropoulos ¢aligmasinda yar1 uzaym maruz kaldigi homojen sonlu sekil
degistirmelerin maruz kaldigi asal eksenlerden birinin ara yiizeye normal oldugu

varsayimini yapmistir.

Akbarov ve Ozisik (2003) c¢alismalarinda ongerilmeli katman ile kaplanmis
ongerilmeli yar1 diizlemdeki genellestirilmis Rayleigh yiizey dalgalarinin
dispersiyonunu incelemislerdir. Bu ¢alismada, katman ve yar1 diizlem arasinda
strekli temas kosullarinin saglandigi varsayimi yapilarak bilesenlerin mekanik
davranis1 Murnaghan potansiyeli ile tanimlanmistir. Ayrica, ongerilmeler ve 6n sekil
degistirmelerin kiiciik oldugu varsayilarak klasik dogrusal -elastisite teorisiyle
belirlenmistir. Ilgili dispersiyon denkleminden elde edilen sayisal sonuglar analiz
edilmistir. Akbarov ve Ozisik (2004), Akbarov ve Ozisik (2003) calismalarindaki
elde edilen sonuclar1 kullanarak katman ve yar1 diizlem arasinda siireksiz temas

kosullar1 i¢in de inceleme yapmuslardir.

Rogerson ve Fu (1995) yaptiklari calismada 6ngerilmeli sikismaz elastik plakta dalga
yayilimi i¢in dispersiyon bagintilarinin asimtotik analizi ele alinmistir. Dalga hizinin

dalga sayismin bir fonksiyonu olarak bir asimtotik agilimi elde edilmistir.



Plak malzeme sabitlerinin 6zel kosullar1 sagladigr durum i¢in sayisal sonuglar elde
edilmistir. Bu 6zel kosullar1 neo-Hookean ve Mooney-Rivlin sekil degistirme-enerji
fonksiyonlarin kosullarmi sagladigi gosterilmistir. Sandiford ve Rogerson (2000),
Rogerson ve Fu (1995) tarafindan yapilan ¢aligmalar1 gelistirerek 6n sekildegistirmis
az sikisabilir elastik plak tlizerinde inceleme yapmuslardir. Sayisal sonuglar elde
edildiginde elastisite bagintilar1 Varga sekil degistirme-enerji fonksiyonu ile
tanimlanmistir. Sandiford ve Rogerson (2000) calismalarinda ele alman problem
Nolde ve dig. (2004) tarafindan da ele alinmis, plak malzemesinin elastik davranisini
gOsteren c¢ok yaygin olarak kullanilan sekil degistirme-enerji fonksiyonlar1 igin
incelenmistir. Malzemenin farkliliginin etkisini elde etmek i¢in neo-Hookean, Varga

ve Blatz-Ko sekil degistirme-enerji fonksiyonlar1 kullanilmistir.

Sandiford ve Rogerson (2000) calismalarinda dngerilmeli sikismaz dort tabakali
simetrik yapida genislemeli dalga yayilimi incelenmistir. Yapinin orta diizleminde
ist ve alt kisimda lamine edilmis iki simetrik kat oldugu varsayilmistir. Gergekte bu
caligma, sikismaz bir malzemeden olusan {i¢ tabakali plak sandivicinde genislemeli
dalga yayilmasmin incelenmesidir. Sayisal sonuglar Mooney-Rivlin ve Varga

potansiyeli i¢in elde edilmistir.

Ongerilmeli sikisabilir malzemeden yapilmis iki katl bir plakta 6ngerilmenin asal
ekseni boyunca yayilan dalgalarm dispersiyonu Kayestha ve dig. (2010) tarafindan
incelenmistir. Sayisal sonuglar elde etmek i¢in hem iki parametreli sikigabilir neo-

Hookean malzemesi hem de VVarga malzemesi kullanilmistir.

Ongerilmeli tabakali ortamlara ait yukarida gosterilen biitiin ¢alismalarda dalga
yayilimma her hangi bir dis kisitlama olmadig1 varsayilmi vardir. Bu varsayimi
Wijeyewickrema ve dig. (2008) calismalarinda ortadan kaldirarak Ongerilmeli
homojen bir plakta plak yiizey yerdegistirmelerinin engellenmesinin dalga

yayilimia (dispersiyona) etkisi incelenmistir.



Yukaridaki ¢aligmalarda Katlar arasindaki temas kosullarinin tam siirekli oldugu
varsayimi yapilmistir. Siireksiz temas kosullarmin éngerilmeli ¢cok katli plaklardaki
dalga yayilimmna etkisinin incelenmesi Leungvichcharoen ve Wijeyewickrema
(2003), Leungvichcharoen ve dig. (2004), Wijeyewickrema ve Leungvichcharoen
(2009) tarafindan yapilmistir. Leungvichcharoen ve Wijeyewickrema (2003),
Leungvichcharoen ve dig. (2004) calismalarinda ongerilmeli sikismaz sandivig
plakalarda siireksiz temas kosullarin1 dikkate alarak simetrik ve simetrik olmayan
dalga yayilimmin dispersif davranigmi analiz etmiglerdir. Wijeyewickrema ve
Leungvichcharoen (2009) calismalarinda, Leungvichcharoen ve Wijeyewickrema
(2003), Leungvichcharoen ve dig. (2004) vyaptiklar1 calismay: gelistirerek
ongerilmeli sikisabilir sandivi¢ simetrik plagi incelemislerdir. Bu c¢alismalardaki
sayisal 6rnekler i¢in diizlem-sekil degistirme hali dikkate alinarak hem neo-Hookean

malzemesi hem de Varga malzemesi kullanilmistir.

Boylece, dngerilmeli sikisabilir ve sikismaz ¢ok kath plakalardaki harmonik dalga
dispersiyonu ile ilgili ¢aligmalarin Ozeti tamamlanmistir. Unutulmamalhidir ki, bu
calismalardaki elde edilen sayisal sonuglar bir arastirmaciya Ongerilmenin, dalga
yayilim hizina veya tabakali bir ortamdaki dalga yayilimma etkisinin nitelik ve
nicelik agisindan nasil olabilecegi sorusuna bir cevap verememektedir. Bu boslugu
Akbarov ve dig. (2008, 2011) hiper elastik malzemeden yapilmis 6ngerilmeli ti¢ katl
sandivig bir plakta esnek Lamb dalgalarin incelenmesi ile doldurmustur. Katmanlarin
malzemelerinin mekanik bagmtilar1 harmonik-tip potansiyel ile tanimlanmustir.
Asagida bu tez ¢alismasi ile dogrudan alakali dngerilmeli dairesel kesitli iki katl

bilesik silindirlerde harmonik dalga dispersiyonu ile ilgili caligmalar ele alinmistir.

Ongerilmeli silindirik elemanlarda elastik dalgalarm yayilimi ile alakali ilk dncii
calisgma Green (1961) tarafindan yapilmistir. Green (1961) galismasinda dngerilmeli

homojen silindirlerde burulma dalga yayilimini incelemistir.

Demiray ve Suhubi (1970) galismalarinda 6n burulmali dairesel silindirlerde simetrik
dalga yayilimlarinmm ayri1 ayri olusamiyacagi belirlenmis ve yeni tip simetrik

dalgalarin olustugu gosterilmistir.

Belward (1976) calismasinda sikismaz malzemeden yapilmis dngerilmeli silindirde

dalga yayilimini incelemistir.



Silindirdeki 6ngerilme, dogrusal olmayan elastisite teorisi kullanilarak bulunmustur.
Homojen bir silindirde boyuna dalga yayilimmnin incelenmesi Guz ve dig. (1975) ve
Kushnir (1979) calismalarina da konu olmustur. Bu konudaki ¢aligmalar Guz

(2004)’tin monografinda verilmistir.

S6z konusu  Onceki caligmalar homojen dairesel silindirler i¢in yapilmis
calismalardir. 21. vyiizyllin baslamasindan ©nce Ongerilmeli iki kathh bilesik
silindirlerde dalga yayilimi problemi incelenmemistir. Bu alandaki ilk tesebbiis

Akbarov ve Guz (2004) tarafindan yapilmistr.

Ozturk ve Akbarov (2008, 2009a, 2009b) calismalarinda burulma dalgalarini,
ongerilmeli i¢i bos ve dolu iki kathh bilesik silindirlerde incelemislerdir.
Ongerilmelerin klasik dogrusal elastisite teorisiyle hesaplanabildigi varsayimi
yapilmistir. Ayrica bilesenlerin elastisite bagmtilar1 Murnaghan potansiyeli ile

tanimlanmaistir.

Akbarov ve Guliev (2009) calismalarinda Akbarov ve Guz (2004) c¢aligsmalarini
gelistirmislerdir. Bu c¢alismada sekil degistirmelerin sonlu oldugu, malzemelerin
sikigabilir oldugu, mekanik bagmtilarinin harmonic-tip potansiyel ile tanimlandigi
vurgulanmistir. Ayni1 kabuller kullanilarak Akbarov ve Guliev (2010) ¢alismalarinda
sonlu ongerilmelerin sikisabilir sonsuz elastik ortamla ¢evrelenmis dairesel

silindirlerdeki dalga yayilimina etkilerini incelemislerdir.

Akbarov ve dig. (2010) calismasinda ise, Akbarov ve Guliev (2009, 2010)
calismasindaki problemi bu kez malzemenin sikisamaz hali i¢in incelenmis ve
malzemenin gerilme-sekil degistirme bagmtilar1 Treolar potansiyeli ile verilmistir.
Silindirin iginde ve onu gevreleyen kisimda ongerilmenin dalga yayilimma etkileri
ile alakali sayisal sonuclar sunulmustur. Bu ¢alismalarda Ongerilmelerin dalga
yayilimi yoniinde bir asal eksen boyunca (silindir boyunca) basing veya ¢ekme ile
olustugu varsayilmistir. On burulmali bilesik silindirlerdeki simetrik boyuna
dalgalarin dispersiyonu Akbarov ve dig. (2010b, 2011) tarafindan arastirma konusu
olmustur. Malzeme bilesenleri izotrop ve homojen oldugu kabul edilmistir.
Yukaridaki ¢aligmalarin tiimiinde i¢ ve dis silindirlerin temas eden yiizeylerinde

kuvvet ve yerdegistirme vektorlerinin siirekli oldugu varsayimi yapilmistir.



Ancak bir ¢ok durumda (6rnegin 6ngerilmeli kablolarin iki malzemeli bilesik silindir
olarak modellenmesi durumu gibi) yuzeyde temasin sirekli olarak saglandigi
varsayimi ger¢ekei olmamaktadir. Sonug olarak, teorik sonuglar1 belirtilen durumlara
uygulamak icin iki kath bilesik silindirdeki dalga yayilimma temas kosullarinin

sireksizliginin etkilerinin incelenmesi vazgecilmez olmustur.

Berger ve dig. (2000) ¢alismalarinda Jones ve Whitter (1967) tarafindan siireksiz
temas kosullarmm Onerildigi bir modeli kullanarak ongerilmesiz iki katli bilesik
silindirlerde burulma dalga yayilimmin incelenmesi yapilmistir. Benzer bir ¢aligma
Kepceler (2010) tarafindan iki malzemeli bilesik silindir i¢in yapilmistir. Bu
caligmada Ozturk ve Akbarov (2008, 2009b), Berger ve dig. (2000)’in ¢alismalarinda

temas kosullarinin siireksizligini ifade eden veriler kullanilarak inceleme yapilmustir.

Literatiir arastirmalarindan elde edilen sonuglar 1s1¢inda bakildiginda temas
kosullarinin 6ngerilmeli ve ongerilmesiz durumdaki iki katli bilesik silindirlerde
eksenel simetrik boyuna dalga yayilimma etkisinin incelenmesi ilk kez bu tez

calismasinda ele alinmistir.



2. BOLUM

2.1 Problemin Matematiksel Formulasyonu

Bu calismada, Ongerilmeli i¢i dolu ve i¢i bos iki kath bilesik silindirde temas
kosullarmin eksenel simetrik boyuna dalga yayilimina etkisinin incelenmesi
yapildigindan her bir durum igin matematiksel formiilasyonun ¢ikarilmasi, temas ve
siir kosullarinin belirlenmesi ve modellenmesi yapilmistir. S6z konusu iki durum

asagidaki gibi tanimlanmustir.
I¢i dolu iki katli bilesik silindir:

Iki katl bilesik silindirden olusmaktadir. i¢i dolu ve dist silindirle gevrili bilesik
silindirdir. Sekil 2.1°de i¢i dolu iki katli bilesik silindirin geometrisi verilmistir.

I¢i bos iki katli bilesik silindir:

Iki kath bilesik silindirden olusmaktadir. i¢i bos ve dist silindirle gevrili bilesik
silindirdir. Sekil 2.2°de i¢i bos iki kath bilesik silindirin geometrisi gosterilmistir.

Dogal durumda bilesik silindirlerin noktalarinin konumunu Oréz silindirik koordinat
takiminda verilen Lagrange koordinatlar1 ile belirlenmektedir. Silindirlerin Oz
ekseni boyunca sonsuz uzunlukta oldugu ve baslangi¢ sekildegistirme-gerilme
durumunda bu eksene gore eksenel simetrik ve homojen oldugu kabulll yapilmustir.
Gerilme alaninin Oz ekseni boyunca iki katli bilesik silindirin baslangicta cekmeye

veya basinca maruz kalarak olustugu diistiniilmiistiir.

I¢i dolu ve igi bos iki katli bilesik silindirlerde éngerilmeler Oz ekseni boyunca
silindirlerin ya cekmeye yada basinga maruz kalarak olustugu varsayilmaktadir.
Cekme veya basing gerilmesi, i¢i dolu ve i¢i bos iki kath bilesik silindir
olusturulmadan 6nce her bir silindir malzemeye uygulandiktan sonra dngerilmeli

bilesik silindir olusturulmustur.
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Sekil 2.2: Ici bos iki kath bilesik silindirin geometrisi.



Ancak yapilan arastirmalar, silindirler birlestirildikten sonra olusan eksenel simetrik
ongerilme durumlar1 i¢in de gecerli olmaktadir. Bu durumda bilesik silindiri
olugturan i¢ ve dig silindir malzemelerinin radyal ve cevresel deformasyonun
farklarinin  bir sonucu olarak (klasik dogrusal elastisite teorisinde benzer
deformasyon durumu Poisson oranlari ile belirlenmektedir) Oz eksenine paralel alan
Uzerinde homojen olmayan bir 6n gerilme-sekil degistirme alani ortaya ¢ikar. Ancak
cok iyi bilinmektedir ki, mekanik 6ngoriler dikkate alindiginda, s6z konusu homojen
olmayan gerilmeler, Oz eksenine dik alanda etki eden gerilmelerden cok kiigiik

oldugundan ihmal edilebilir.

I¢i dolu iki katli bilesik silindirin dogal durumdaki i¢ yarigapt R, onu cevreleyen
bos silindirin kalmhgi h dir. I¢i bos iki kath bilesik silindirin dogal durumdaki ic
silindirin i¢ yarigap1 R, i¢ silindirin kalinlig h® ve onu cevreleyen dis silindirin
kalmhg h®dr.

Bilesik silindirde i¢ ve dis silindirlere ait blyuklikler sirasiyla, tst (2) ve st (1)

indisleri ile gosterilmistir. Baglangi¢c durum ise, tst 0 indisi ile isaretlenmistir.

Sonug olarak, i¢i dolu ve i¢i bos iki kath bilesik silindirde baslangi¢c durumda i¢ ve
dis katlarindaki radyal ve Oz eksenleri yonundeki 6n sekil degistirmeler asagidaki

gibi tanimlanmustir.
u? = (40 =1)r, uf? =0, uf? = (40 -1)z, 49 = A0, k=12 (2.1)

u? ve U baglangic durumdaki yerdegistirmeleri, A ve A ise, sirasiyla radyal

ve Oz eksenleri yonune ait birim uzama-kisalma parametreleridir.

Baslangic durumda (yani oOngerilme oldugu durumda) silindirlerin noktalarinin
konumu O'r'6'z" silindirik koordinat takiminda verilen Lagrange koordinatlar1 ile

belirlenmigstir. Boyle ki,

r'=1{rz2'=2{z. (2.2)
(2.2)’de i¢i dolu bilesik silindir i¢in:

0<r <R durumunda k =2

R<r<R+h durumunda k =1



I¢i bos bilesik silindir igin:

R<r<R+h® durumunda k =2

R+h® <r<R+h® +h® durumunda k =1

Ileride r' ve z' koordinatlar1 ile belirlenen biiyiikliikler iist (')’le gosterilmektedir.

Bu ¢alismada yukarida verilenler ¢ergevesinde bilesik silindirlerde Oz (veya O'z' )
ekseni boyunca yayilan ve bu eksene gore simetrik olan boyuna dalgalarin

yayilimina silindirler arasindaki temas kosullarinin etkisi incelenmistir.

Akbarov ve Guliev (2008) c¢aligmalarinda kullanilan notasyon ve yontem
kullanilmigtir.  Sonucta, eksenel simetri durumunda sikisabilir bir cisim igin
Ongerilmeli Ortamda Ug¢ Boyutlu Dogrusallastiriimis Elastik Dalga Yayilimi Teorisi
(OOUDEDYT)’nin temel bagntilar1 elde edilmistir. Burada homojen cisim modeli

kullanildigindan malzeme bilesenlerinin herbiri bu bagintilar1 saglamaktadir.

Hareket denklemleri:

0 ) 0 W LA ) ) 0? 1K)
Qv+t =Q it re 0 ) = PR
o @t 5@t Q- Q ) =0 5
9 (k) 9 (k) 1 (k) (k) 82 (k)
Ao 'z'r'+_ 'z'z'+_ 'z'r': ' _u'z' : 2.3
8r'Q oz’ Q r'Q P o (23)
Mekanik bagmntilar:
G U
Q) =, M2, Uy g, B

(k) (k) o (k)
(0 _ ago OU'p o Uy W OU 5
Q'yp =w'on —+ W'y rr T W s

or' ' 0z'
1(k 1(k 1(k
() OU w G U'h 0 ou'l
QY =W ar T W 33 r T W 333 97"
'(k '(K)
Q'® () OU'; T ou’
131 \ 1331 T
rz 313 82 33 a
1(k) 1(k)
'(K) (ky Ou'y (k) Ou'y
Q% 3113 82: T W g3 8I’Z' . (2.4)
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r'r's

(2.3) ve (2.4) nolu denklemlerdeki Q') ..., Q"% biyuklikleri simetrik olmayan
Kirchoff gerilme tansoriiniin bilesenlerinin  pertirbasyonu; u'® ve u'®

yerdegistirme  vektorli  bilesenlerinin  pertiirbasyonunu;  w'%) .. w8 k.
malzemesinin elastisite sabitlerini ve baslangic sekil degistirmeleri belirten
parametreleri iceren biyiklikleri; p'® ise k nolu malzeme bileseninin yogunlugunu
gostermektedir.

Bu ¢aligmada verilen denklem takimlar1 ve bagintilar Eringen ve Suhubi (1975), Guz
(2004) monograflarindaki c¢alismaya dayanarak ¢ikarilmistir. Bu calismadaki
s6zkonusu hiper elastik cisimler ve dogrusallastirma islemleri i¢in uygulanan sonlu

elastik sekil degistirme teorisinin temel bagintilar1 asagida ag¢iklanmustir,

2.1.1 Hiper elastik cisimlerin dogrusal olmayan elastisite teorisi bagitilar

Bu amagla Orfz silindirik koordinat sisteminde tanimlanan Lagrange koordinatlar1

kullanilmaktadir. Ik énce Green sekil degistirme tansorii &’nin Or@z takimindaki

fiziksel bilesenlerinin yerdegistirme vektori U’nun fiziksel bilesenleri arasindaki

iliski yazilmalidir.

ou 1 (aurj (au j
&y = +—
or 2 or or

8_3 ou, au +£%8u au, ou,
i 282 o) 2leor &z or oz

1 R

Kirchoff gerilme tansoriiniin tanimi ele alindiginda elastik ortamlarin sonlu sekil
degistirmelerinde farkli gerilme tansorleri olarak kullanilmaktadir. Bu tansorler,
gerilme vektorlerinin sekil degistirmeden dnceki veya sonraki alanlarin oranina gore
alinmasi ile farklandirilirlar. Clink(, sonlu elastik sekil degistirme teorisinde hareket
denklemlerinin ve kuvvetlere gore verilen smir kosullarinin yaziliminda alan ve

hacim degisimleri gozoniine alinmak zorundadir. Bu agiklamalar ¢ercevesinde bu

11



¢alismada kullamilan gerilme tansérlerinden Kirchoff (§ ile isaret edilirse) ve

Lagrange (S isaret edilirse) gerilme tansorleri ele alinsm. Bu gerilme tansorlerinin
her ikisinin bilesenleri cisme sekil degistirme durumunda etki eden i¢ kuvvetlerin

sekil degistirmeden 6nceki uygun alana gore yayilim siddetini belirler.
Gerilme tansori S’in, Sii) fiziksel bilesenleri, sekil degistirme enerjisi potansiyeli

D =D(¢,,,8,..,&,, ) cinsinden asagidaki gibi verilebilir.

WIS o
2 66‘(".) 6g(ji)

Burada, (Ij) =1r,00,2z,rz olarak tanimlanmustur.

Gerilme tansorii §’nun bilesenleri ise asagidaki gibi tanimlanmistir.

r

E3

i)

[ 8ur] ou
qrr = Srr l+ + Srz

or

6 —s 8uz+s [l+8uz]
rz rr or rz o7 '

ul’
Qpp = Spo [l‘*'TJ,

q, =S [1+a“f]+s 0,
r r ar Y24 az 1
0 0
d, =S, 3ul’z +5,, [l+ ;ZZ]. (2.7

(2.6) ve (2.7) denklemlerinde goriildiigii gibi S simetrik iken, § simetrik degildir.
Ele alinan durumda hareket denklemi Kirchhoff gerilme tansorii bilesenleri araciligi

ile agagidaki gibi yazilmaktadir.

l 2
o, o, 7u

o 92 +F(qrr_q66):py1

oq, 1 0q ou

2z = Z — . 2.8
8r+rq”+8z patz 28)
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Bu calismada (2.6) denkleminde verilen sekil degistirme enerjisi potansiyeli @

harmonik potansiyel olarak, yani

D :%/1612 + e, . (2.9

bi¢iminde ele alinmaktadir. Burada,

e = \/1+ 2¢g, +\/1+ 2¢, +\/l+ 2¢, -3,

e, =(JI+2e, 1) +(L+2e, -1) +(1+2e,-1) . (2.10)

yazilabilmektedir.

(2.9) ve (2.10) denklemindeki A ve p malzeme sabitleridir. ¢ (i =1,2,3) ise, Green

sekil degistirme tansOriniin asal degerleridir. Boylece gerilme ve sekil degistirme
tansorleri tanimlamalari, aralarindaki bagmtilar1 ve sonlu elastik sekil degistirme

teorisindeki hareket denklemi verilmistir.

2.1.2 On sekil degistirme ve 6ngerilmenin belirlenmesi

(2.1) nolu denklem (2.5) nolu denklemde yerine yazildiginda ve uygun (st indisler

kullanildiginda baslangi¢ sekil degistirmeler i¢in asagidaki ifade elde edilmistir.

£(K0 = (00 ((il(k)) )

£(K00 _ ((Ag(k)) _1)

g0 =0, (2.11)

I’Z

(2.11) nolu denklem incelendiginde, baslangic durumda Green sekil degistirme

£(00 (k)O

tansoriiniin asal degerleri £, ve g{’

()0 (k)0

(k)O
1 €og

nin sirasiyla, &, ve g, ile,

ortlistiigli gortlmistir. (2.11) nolu denklem (2.9) ve (2.10) nolu denklemlerde
kullanildiginda baslangi¢ durumdaki sekil degistirme enerjisi potansiyeli asagidaki
bicimde elde edilmistir.

oo 1
2

l(k)(zﬂi(k)_,_ (k)_3)2+‘u(k)(2(ll(k)_1)2+(ﬂék)_1)2)_ (2.12)

(2.11)’den goziktigii gibi

13



8 6 1 0
0el ~ Bel 10 A0

0 1 0
5,000 = ﬂg‘k) 8135") ) (2.13)
Olmaktadir.

(2.12) ve (2.13) denklemlerini kullanarak, (2.6)’dan baslangic durumdaki gerilmeler

icin asagidaki ifadeler elde edilmistir.

-1
S99 = 109 (2200 1 109 )+ 299 (140 ~1) (19,
1 =507 =5 <0,

S99 = 500 = [ A0 (2200 4 19 —3) - 2% (4 —1)|(29) ™. (2.14)

Ele alinan problemlerin formiilasyonuna goére
s100 = 500 — [i‘k) (Ul(k) A0 — )+ 2% (ﬂfk) _1)](11&))‘1 —0,

oldugu varsayilmistir. Buradan

(k)
2[L+1

® (2.15)

(k)
i

elde edilir.

(2.14), (2.1) ve (2.7) denklemlerinden baslangic durumunda Kirchhoff gerilme
tansori bilesenleri asagida verildigi sekilde elde edilmistir.

(00 _ 7(K)g(k)0
qZZ 2’3 SZZ !
(00 _ 5 (K)g(k)0 _
qrr Al S

(699 _ 2005000 _
q@@ A’l S

(k)o _

qu

(k)o _

- qr@

(k)0 _

qI’Z

(k)0 _

qZI’

(k)0 _

Qze

(k)0 _

- qez (216)
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(2.1)-(2.16) denklemleri incelendiginde, (2.8) denkleminin baslangi¢ 6ngerilme-sekil

degistirme durumu igin saglandigi goriilmistiir.

2.1.3 Perturbasyon durumuna ait denklem ve bagintilar

Bu calismada ele aldigimiz iki katli bilesik silindirde, 6n gerilme-sekil degistirme
durumuna ilave kiglk perturbasyonlar olusmaktadir. Bu kiicik pertiirbasyonlar
u =u®(r,z,t) ve ul® =ul(r,z,t) yerdegistirme bilesenleri ile tanimlanmustir.
Bu pertirbasyonlarin ¢ok kigcik oldugu dikkate alinarak (2.5)-(2.10) denklemleri
(U 4yt (U +ul ) lar igin  yazilarak elde edilen dogrusal olmayan
denklemler u'*) ve u{*)’lara gore dogrusallastirilirsa Ongerilmeli Ortamda Ug

Boyutlu Dogrusallastirilnus  Elastik Dalga  Yayihmi Teorisi (OOUDEDYT)
denklemleri elde edilir. Bu islem ile pertlirbasyon durumu igin Green sekil

degistirme tansorleri bilesenleri i¢in asagidaki dogrusallastirilmis ifadeler elde edilir.

outt
gl = 00 G
=4 o
uto
gl = /%(k)
(k)_ﬁg(k)auik)
*a oz
ou'® oul®
gl = (0 4 200 . 2.17
(ﬂj oz ar] (217)

(2.6) nolu denklemin dogrusallastirilmasmda 3 gerilme tansorii bilesenlerinin

pertiirbasyonlari( S((i;()) ile isaret edilsin) icin asagidaki ifadeler elde edilir.

outk) ut outk)
Sk — l(k)+2,u(k) LA E L0 Bt SRR ) B ’
r a

r r 0z

au(k) u(k) au(k)

Sgg“:ﬂ(k’—f +(;L(k’+2y(k))—’ A0 =
or r 0z

au(k) u(k) (k) au(k)
S =AW kA S PICSINEE e YT Ly
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(k) (k) (k) (k)
Sr(zk) = kZA1 k :u(k) aur + kZA3 k :u(k) auz : (218)
AT e TR AT

Yukaridaki (2.18) denklemi ele alindiginda (2.7) nolu denklemindeki Kirchoff

gerilme tansoriiniin  bilesenlerinin  pertiirbasyonun  bilesenleri Q(‘ijk))’lar icin

kullanilarak asagidaki ifadeler bulunur.

() _ 5 (k) (ko OU
Q,, =4"S, +s, poat

(k)O Al(k)s(k)

o
(k) (k)g(k)
Al SH@ !

(k) Al(k)s(k)

rz !

QY = A{IsT) 480 (2.19)

Oyy» U, Ve u, yerine, (g0 +Qf7), (Uf°+u) ve (uf°+ul®) ifadeleri (2.8)

r

nolu denklemde yazildiginda ve uygun dogrusallastirma islemleri yapildiginda

i)

QY Q(k) ) ) o oM
(Q‘ ) _ ée))ZP( ) O Uy

_|_
or 0z ot

k 2, .(k
3Qz(z) — ot 0 U§ :

8Q% (k)
+— rz =
Q 0z ot?

or (2.20)

biciminde dogrusallastirilmis hareket denklemleri elde edilir.

A
(2.20) denklemini ((ﬂ.fk))zﬂ,a(k)) ile carptigimizda ve asagidaki terimler

kullanildiginda,

Wk 0 W0V 500\
p'=p ((ﬂl ) A ) 1
Q') = (k)(ﬂ.fk)ﬂék))

1K) _ ) (4 (0))?
Qz‘r‘_er (Ai ) !
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r'=1%,
-1
Q= QU (AN,
Q¥ ZQ(k)(ifk’)fz
u =u,
u' =ul,
2' =2z, (2.21)

(2.3) nolu denklemi elde edilmektedir. Ayrica (2.18), (2.19) ve (2.21)
denklemlerinden w'®),, W&, W, WK, WE, W vew ®), buyiklikleri

icin agagidaki ifadeler (2.4) nolu denklem yardimiyla elde edilmistir.

ol = () (14 24),

2
w0 _[4°
- :[F (1 2u),

(k) _ (700 \T k)
w1122_()“3 ) AT,
(k) (k) *j(k)
W 133 = (j'l ) 1
(k) (0\E k)
w1221_(2’3 ) s

-1
’

o= 20 (404 49)

w8y = 2% (A0) (MO (19 + 90 222)

Sonug olarak, bu ¢alismada (2.3), (2.4) ve (2.22) nolu denklemleri kullanarak ele
alinan problem i¢in eksenel simetrik boyuna dalga yayilimi incelenebilmektedir. Bu
denklemler mutlaka sinir ve temas kosullarini saglamalidir. Bu ¢alismada i¢i dolu ve
ici bos iki kath bilesik silindirler incelendiginden herbiri igin ayr1 sinir kosullarmi

yazmak gerekmektedir.
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I¢i dolu iki katl bilesik silindir igin:

(1) _
Q rr' - 0 !

r'=R'+h’

1(1)
Q r'z'

=0. (2.231)

r'=R'+h’

I¢i bos iki katl bilesik silindir igin :

Q' e

QR FoRh® 0.

Q' e = O

Q'@ =0 (2.23y)

Once, i¢ ve dis silindir arasmdaki temas yiizeyinin siireksiz olmas1 durumunu ele
alarak bir modelleme yapmak gerekmektedir. Temas kosullarinin siireksiz olmasi
durumu temas ylzeyindeki yerdegistirme ve gerilmelerin temas yizeyi boyunca

stireksizliginden kaynaklanmaktadir.

Mevcut aragtirmalarda temas ylizeyi lizerindeki temas kosullarinin siireksizliklerinin
matematiksel modellenmesi yerdegistirme ve kuvvet vektorlerinin siireksizligi
biciminde ele alinmistir. Bu konuda yapilan incelemelerin genis 6zeti Martin (1992)
calismasinda verilmistir.

Temas yiizeyinin bir tarafindaki yerdegistirme ve kuvvet vektdrlerini u™ ve ™ ile,

diger tarafindaki yerdegistirme ve kuvvet vektorlerini ise U~ ve T~ edilirse Rokhlin
ve Wang (1991)’in ¢aligmalarinda da kullanilan temas kosullarmin siireksizliginin

matematiksel modellemesi asagidaki bigimde verilmektedir.
[f]=Cu +Df",
[u]=Gu™ +Ff". (2.24)

Burada; C, D, G ve F (3x3) boyutlu matrislerdir ve kare parantezler temas

yuzeyinde gegis matrisini gostermektedir. Eger ylizey r'=R" ise;

18



[f]=f* f- (2.25)

r'=R'+0 r'=R'-0

elde edilmistir.

(2.24) denklemi dikkate ahnarak, bir ¢ok 6zel durumdaki temas kosullarinin
stireksizligi C, D, G ve F matrisleri yardimiyla incelenebilmektedir. Bu 6zel
durumlardan biri igcin Jones ve Whitter (1967) calismalarinda, C=D =G =0,
kullanarak problemin ¢o6zimini yapmislardir. (2.25) denklemi kullanilarak asagidaki

sonuca varilir.
[f]zO, [u]zFf‘. (2.26)

Burada F sabit bir diyagonal matristir. (2.26) denklemindeki modelleme bir ¢ok
durum igin problemin ¢6ziimiinde son derece kolaylik saglamaktadir. Bu nedenle, bu
modele kayma-yay tipi direng modeli denmektedir. Model, Jones ve Whitter (1967),
Mul ve Xu (1989), Pilarski ve Rose (1988), Berger, Martin ve McCaffery (2000) gibi
arastrmacilar tarafindan klasik Elastodinamigin konusu olan bir ¢ok problemin
incelenmesinde  kullanilmistir.  Ayrica bu  modeli, Leungvichcharoen ve
Wijeyewickrema (2003), Leungvichcharoen ve dig. (2004), Wijeyewickrema ve
Leungvichcharoen (2009) ve Kepceler (2010) 0Ongerilme dinamiginde
kullanmiglardir. Bu ¢alismada da bu model ve (2.26)’daki matematiksel

formilasyon, siireksiz temas kosullarinin modellenmesi i¢in kullanilmistir.

(2.26) modeli kullanildiginda i¢i dolu ve igi bos iki kath bilesik silindir i¢in asagidaki
temas kosullarini1 yazmak gerekmektedir:

e —_0'®
Q L I T A

e —_0'®
Q U [T Q U

"W —y'®
u " =R =u " =R’

R

() (2) _ (2)

Uzl U =F pe Q.. (2.27)

Burada F, boyutsuz kayma-yay parametresidir. F =0 siirekli temas kosulunu,

F = oo durumu ise, tam kaymali temas kosulunu tanimlamaktadir.

19



(A9 =29 =1.0), (k=1,2) olmasi halinde ise (yani éngerilmenin olmadigi durum

icin), sikisabilir bir cismin incelenmesinde, yukaridaki formiilasyon klasik elastisite
teorisindeki formiilasyona doniisecektir.
2.1.4 Cozum yontemi ve dispersiyon denkleminin elde edilmesi

(2.4) denklemi (2.3) denkleminde yerine yazildiginda yerdegistirmelerin cinsinden

asagidaki hareket denklemleri elde edilmektedir.

2, 1(k 1(k 2, 1(k 2, 1(k
o QU g O (Ul w0 o (U g 0t
@ 1111 or 2 T EEpwr) + (a) 1133t @ 1331) ooz T O 1313 o7

1
1(k) 1(k)
+F(a) un~ @ 2211)

ou () U'(If) 1 ou ) 62U'(Iv<)
1(k) 1(k) 1(k) 1(k) 3 _ k)
8rr' + (‘0 122~ @ 2222) r.rz +(a’ 11337 2233)_ = 3

r' oz ot?

X

i)

@ (0]
3133 ar.az. 3131 6I"2 r' 3113 62' r' 3131 6rl 3311 aruazu

2. 1(K) 2, 1(K) (k) '(K) 2, 1(K)
gy OUS” g OUG 1 g U L g QUG g OUN

1(K) 2, (k) 2, 1(k)

g LOUE g OUGT i OUY (2.28)
@ 33— T T WO TP 2 - :

r oz 0z ot

Guz (2004) yaptig1 calismaya gore yerdegistirme i¢in asagidaki ifade yazilmustir.

62
(k) _ (k)
=X
or'oz
1 o? 0?
(k) _ 1(k) ' (k) (k) (k)
Uz =—n 0| @i A+ 05, 077 —-pP o X (2.29)
@ 11331 @ 1313 z

Burada X, asagidaki denklemi saglamaktadir:

i . w0\2 0 . )2 0
(A1+(§g)) az—,Z][Aﬁ(éé)) F]_ )

84
o 0w —E— e X® =0, (2.30)
'(K) (f‘) 11t @ 135 Al O 4533+ @335 O ] 0 Wi Wian
(k) (k) 1 (k) vk 2 | A2
0 1111 0 1331 Q) 1111 a) 1331 az at

(2.29) ve (2.30) denklemlerinde asagidaki isaretlemeler kabul edilmistir.

d> 1d

= + s
Yodr? ordr
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fes2) =0+ s s s ) F

4 = o, it ol o+ o o ] @31)
Bilesik silindirlerde O'z'ekseni yonunde harmonik dalgalarin yayilimi ele
alindigindan X™ = X™ (r',z',t) fonksiyonu

X™ =XM(r")cos(kz' —at). (2.32)
biciminde gosterilmektedir.

(2.32) denklemi (2.30) denkleminde kullanildiginda ve bazi kisaltmalar ve
degisiklikler yapildiginda Xim)(r') icin asagidaki denklem elde edilmektedir:

(ar+ e ¥+ ) Iy = o. (2.33)
(2.33)’deki C(Zke), sabitleri, asagidaki denklem yardimiyla hesaplanabilir:

o o (™) -k Pl (0™ - s )+ 0l (e - o)+
oo ket il fp e - i) -0, 234
Burada ¢ = @/k, ¢ dalga yayilminin faz hizidir, @ dalganin agisal frekansi, k ise

dalga sayisidir. Xfm)(r'), (2.33) ve (2.34) denklemleri yardimiyla i¢i dolu ve i¢i bos

iki katli bilesik silindir i¢in asagidaki sekilde elde edilmektedir.

I¢i dolu iki katli bilesik silindir icin:

X:El) (rl) — Az(l)Eél) (krlg lgl))“‘ (1)Eél) (krlg ‘él))+ Bz(l)Gél) (kl"g lgl))“‘ Bél)Gél) (krlg Igl))
Xf) (r) = Az(z) EéZ) (kr'; .(22))+ ) EéZ) (kr'; .gz))_ (2.35)
I¢i bos iki katli bilesik silindir igin:

X (1) = APE® (kr'¢'®) + AVED (ki ¢ 9)+ BOGE (kr'¢ ') + BIGY (ki ¢ )
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XP (r)= APED (kr'¢'?)+ APED (kr'¢ @)+ BPGR (kr'¢ @)+ BPGPR (kr'¢ 'P).

(2.352)
Burada,
Eé")(kr'C'ﬁf)) ( '(k)) eger (C(k))
(kr ‘C ) eger rqu) <0,
pr¢w (k)
G (kr' ¢4 ) = to(kr'C) eger (G)°> (2.36)
Ko(kr'\gm ) eger (gngk)) <0

(2.36) denkleminde J,(x) ve Y,(x) sifirinci mertebeden birinci tip ve ikinci tip
Bessel fonksiyonlaridir. 1,(x) ve K,(x) sirasiyla, sifirnci mertebeden modifiye

edilmis Bessel fonksiyonu ve Macdonald fonksiyonudur.

Sonug olarak, (2.4), (2.29), (2.32), (2.35) ve (2.36) denklemleri kullanilarak eksenel
simetrik boyuna dalganin dispersiyon denklemi (2.23) ve (2.27) denklemlerinden

elde edilmistir.

I¢i dolu iki katl bilesik silindir icin:

det =0,i;j=1,2,3,4,5,6. (2.371)

h
o (C/C%) KR, F’E’ir(”k)”(k) 1/1(m),p(k))

I¢i bos iki katl bilesik silindir igin:

det =0,i;]=12,3,4,5,6,7,8.

1 RL®@)
ﬂUKC/C%)’kR E hR h?,lé]k), (k),;\‘(m),p(k)J

(2.37,)

I¢i dolu iki katli bilesik silindir igin ay; degerinin agilimi asagidaki gibidir.
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oul9187) =]

(2 ()

0421<52 1X2 )— )

(2) (2)
Qg ( 1 X2 )

o (2, X ):—%am(sg),xgz))jL

(2) (2)
O‘51( 2 1X2 )

'(2)
wml[ (Séz))zé(l (X§2))+I (X£2)))] %sml (Xz )+ 211(2) X

[ T (10613 + 0 (08) - 3 >]

2

ﬁ[_(sm)zl(\] (Xéz)) J (Xéz)))]erS;z s(Z)J ( (2))

2 AP

1(2)

4 Y w 133 o

2,0
(2
(8 (3:08) -9 ) =008, )|

eger( (2)) >0, .
71133

1(2) @

(2)

(

eger (Cz ))2 <0,

_%5(2)3 (X£2))+%( 1(2)(< (2)) (gJ ( (2>) J (X§2>))+

2
ﬁJl(x§2>)+<S§;) (92 (67) = 30 () + 559, (x87)

Eger( (2)) >0,

U AL CORXR RS

(2)
S(2) s | (Xéz))+(s727—2)<l <X£2))+I (Xéz))) ﬁzmséz)ll()(gz)))

Eger( (2)) <0,

séZ)J ( (2)) Eger( (2)) >0;

{1 (Xéz)) Eger( (2)) <0,

'(_ ) (2))2_ 2(2))J (Xg))
Eger( (2)) >0;
(_ o (2)) (2)), (Xg))

Eger( (2)) <0,

o5 =0,
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=y (s?,17), n=1,2,3,4,56,
(] S0 () v, () + i
0 )5 ) o)
Eger( (1)) >0,
e <S£1) Xél))_ w 51)11 )2 1 ) ) 51122 ) ) §1)33
W[(Sz ) E(K (Xz )+K (Xz ))]+ 1(1)77 s; K (XZ )+ 211(1)
6 100 )+ )1 )|
Eger( (1)) <0,
R )+ o s o1 1) o)+
(@)
S 60+ L () ) s )
0423<S§1) Xél))— Eger( (1)) > 0;

1n @
Qg (S 1 X2 )

o (87187 ) =

Oén4:Oé (

_ (1)
Qg3 = Qug (

Oén4:Oé (

( 1(1)(2(1))2_
q® Xél))1 n=1234,5,6,

@ _
2 1 Xon |1 Qlgg = Qlpg (S

(1)
_ Wigig s(1)K

e (0 [ 3,00+, 02+

e

&) sV

200+ B o )
Eger( (1)) <0,

—sMY, () eger (¢) >0

‘ —sPK, (Xél)) Eger( (1)) <0,1

( (1)( ) )2 _
1 2

DN, () eger () >0

0Ky () eger () <0, |

(1) @
2 1 X2h )

Ne) Xéﬁ)) n=12,34,56
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— o O _ @

Qs = Qg (52 1 X2 ) 1 Qs = Oy (52
OOV _ g0\ 3 (+O
_— ! (2 ) — M2 0<X2

Qs (Sz 1 X2 ):

_ @ O _ [0)
Qs = Q5 (52 1 Xah ) 1 Qg = Qg (52

— o O —
akG_ak5(53 1X3h)1 k=56.

' X2

®

P S X2

)

eger (1)2>0;
) eger(¢?)

)1 043520431(

(60~ 01, () eger(cPF <0,

®

(1) S371 X3

+ Xoh 1=1234,

)

). oo =as

(2.38y)

I¢i bos iki katli bilesik silindir igin By acilim asagidaki gibidir.

wlgil _(S(Z))zl(J ( o) )_J ( o) & @3 (1@
F 2 E 2\ 50 0 X2h<2>)) + ﬂéz)ﬁ S 1(X2h<2>)
(2)
[ﬁl(Z)(SEZ))Z(Jz(XE?D)_JO(X;?D))_327‘]1(965122))_ﬁz(Z)Jo(X;?a)J
A= gl o0
1(2) 1(2) (2)
e REUE(NCAMNNCE -SUNICRIS &
(2)
6 (S -0
\eger( 52))2 <0,
1(2) 1(2)
_%552)\]1()(;?@)—1—%( 1<2>((s§2>)3(331(><§?z>)—Js(x§i32>))+
f\)( @ )+@(J ( @ )_J ( @ ))Jrﬁ(z)s(z)J( @ ))
772 1\ X 2 2\ XKo@ 0\ Xop@ 2 92 Y1\ Xopo
eger(C?) >0,
s BT
B+ (o) (o0 ) + 1)) -
5(2) (852))2
2—2|1(X§i)<z>)+ 2n (Iz(X;izﬂ)‘i‘Io(X;za))_@2)552)'1()(;22)))
AEg“er( 52))2 <0,
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# K, (X;)u) ) + T(Kz (X;lh)u) ) +K, (X;h)u) )) + 355K, (X;h)u) ))

Eg“er( 51) )2 <0,

_ o O
Brs = Brs (53 1 Xaho ) ,

@ O Y
Ber (32 1 Xono ) =

Bre = Bor (Sssl)’X;)(l) ) )
Bn1:6n2:5n3:ﬁn4:01n:718' (2382)

(2.381) ve (2.38,)’deki ifadelerde

& KRV | A=k 0 =] s =[] n=12
n h n n n h n n

& =R L] 19 =hr{1e D] =k

(n) h® (n) | ~(n) (n) h® (n) | ~(n)

Xon@ :kR(l_? }1 2 |1 Xan® = kR 1_? ’11 3 |
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(n) h(l( (n) | ~(n) (n) h(l) (n) | ~(n)
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R R
(n) 1(n) (n) 1(n) (n)
m_4 W 1 m_ % Was el (i o V(9 gy
N A O R VA O N T R N m \“ 13" Caziz) - &
3 \Wisst Wisis A (W 133t W 1313) A

notasyonlar1 kullanilmastir.

Sonug¢ olarak, i¢i dolu bilesik silindirde yayilan eksenel simetrik boyuna dalgalar
dispersiyon denklemi (2.371) ,(2.38;) ve (2.39) biciminde, i¢i bos bilesik silindirde yayilan
eksenel simetrik boyuna dalgalar dispersiyon denklemi (2.37,) ,(2.38;) ve (2.39)

denklemlerindeki formda elde edilmistir.
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3.BOLUM

3.1 Sayisal Sonuclarin Degerlendirilmesi

Bilesik silindir katman malzemelerinin yogunluklarmin orani p‘2>/p<1>:1.0,

elastisite sabitleri modiilleri oranlar1A® /@ = 2®/1® =15 alnmgtar,

Dalga

yaythmmin faz hizi, ¢(=c(kR) bi¢iminde gosterilmistir. ¢ = c(kR) fonksiyonun

grafiklerine, literatiirde oldugu gibi dispersiyon egrileri denilmistir. Sayisal

incelemelerde F boyutsuz kayma-yay parametresinin, A% ve A" 6n sekil

degistirmeleri belirleyen parametrelerin, s6z konusu dispersiyon egrilerine etkisini

nitelik ve nicelik agisindan ortaya ¢ikarilmasi amaglanmistir. Problemin ¢6ziimiinde

kolaylik saglamasi agisindan asagidaki notasyonlar kullaniimastir:

(k)
1

()
p

k k
o) — Al )"‘ZM( :
10 (k) !
P
(k)
K)(g()y _ {w 1313
C (}“3 )_ p.(k) !

1(k)

K K w
Cl( )(13( )): piegs )

k) _
C20 -

Burada,

) = c(L0),

¢ = ¢ (L) dir.
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3.2 Hesaplama Algoritmasi

Dispersiyon ¢6zim denklemi (2.37)- (2.39)’da verilmistir. Bu denklemlerden Farkli
parametrelerin degisik kombinazyonlar1 ile g¢esitli sayisal sonuclar elde etmek
miimkiindiir. Bu denklemin sayisal ¢oziimiinde ¢ok yaygin olarak kullanilan iki parcaya

ayirma yontemi uygulanmstur.
Bu yontem kullanilarak kR ’nin her degeri i¢in C/ Cég) dalga hiz1 bulunmustur.

Bu c¢aligmadaki temel amag, oOngerilmeli iki kathi bilesik silindirin, i¢ ve dis
silindirleri arasindaki yiizeyde olusan kayma-yay tipi siireksizliginin temel modlara

olan etkisini ortaya ¢ikarmaktir.

Ancak, temel modlara kars:t gelen dispersiyon egrilerini elde etmek i¢in (2.37) —
(2.39) denkleminin yeterli miktarda N sayida koklerini bulmak gerekmektedir. Bu

durumda (c/c), (c/ci),...., (c/c{?) kokleri ve kR arasindaki grafiklerden

temel moda kars1 gelen {C/ c{?, kR} Uzerinde dispersiyon egrisi olusturulmaktadir.

(C/ ng))n ve kR arasindaki bagimliliga kars1 gelen grafikler olusumunda, genellikle

dispersif ve dispersif olmayan iki tip dalga yayilimina uygun olan egri ortaya
¢ikmaktadir. Calismada dispersif dalga egrilerinin elde edilmesi amacglandigindan
dispersif olmayan dalga egrileri genellikle uygun sekillerde gosterilmistir. Bu
aciklamalar 1s18inda, sayisal sonuglari elde etmek igin boyutsuz F kayma-yay
parametresinin, dalga yayilim hizina ve dispersiyon egrilerine etkilerini incelemek
icin bilesik iki katl silindirlerde 6ngerilmesiz ve dngerilmeli durumlar ayr1 ayri ele

almmustir.

3.3 ici Dolu iki Kath Bilesik Silindir

Burada i¢i dolu iki katli bilesik silindirin 6ngerilmesiz ve déngerilmeli durumda temas

kosullarinin siireksizliginin boyuna dalga dispersiyonuna etkisi incelenmektedir.
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3.3.1 Ongerilmesiz durumun degerlendirilmesi (1" = 1’ =1.0)

Bilesik silindirde kullanilan i¢ ve dis silindir malzemesinin farkli malzeme rijitlikleri
kullanilmigtir. Birinci durumda, i¢ silindir malzemesinin dis silindir malzemesine
oranla daha rijit oldugu ele almmustir. Ikinci durumda ise, dis silindir malzemesinin

i¢ silindir malzemesine nazaran daha rijit oldugu varsayilmustir.

Birinci durumda, x®/u® =2.0, ikinci durumda p®/u® =05 rijitlik oranlar:
kullanilarak Sekil 3.1 ve Sekil 3.2 grafikleri elde edilmistir. Grafikler, h/R=1.0
(Sekil 3.1a, Sekil 3.2a) da, h/R=0.5 (Sekil 3.1b, Sekil 3.2b)de, h/R=0.3 (Sekil
3.1c, Sekil 3.2c) de ve h/R=0.1 (Sekil 3.1d, Sekil 3.2d) de degerleri kullanilarak
elde edilmistir.

Sekillerden goziiktiigi gibi, F >0 durumunda, yani temas kosullarmin siireksiz
oldugu durumunda, F =0 (yani siirekli temas kosullar1 saglandigi durum)
durumunda elde edilen tek bir temel dispersiyon mod yerine farkli iki tip temel mod

olugsmaktadir. ile F >0 durumunda elde edilen birinci ve ikinci tip temel modlara
kars1 gelen dalga yayihm hizlarin1 ¢ ve c. ile ve F=0 durumundaki dalga

yayilim hizini ¢ ile isaret edilirse, s6z konusu modlar
D D
Cr <C<Cpp . (3.2)

iligkisi yardimi ile tanimlanabilmektedir. Yani, F >0 durumundaki birinci (ikinci)
tip dispersiyon egrileri F =0 durumuna karsi gelen dispersiyon egrisinden altta
(tistte) kalmaktadir.

Sekil 3.1a’da F =0 durumunda elde edilen grafik (dispersiyon egrisi) Akbarov ve
Guliev (2009) calismasinda elde edilen uygun grafikle ¢akigsmaktadir. Bu durum
sayisal incelemeler de kullanilan hesaplama algoritmasinin ve kodlamasinin giivenli

ve dogru oldugunu kanitlamaktadir.

Elde edilen sayisal sonuglardan birinci tip temel dispersiyon egrilerinin kR "nin

belirli degerlerinden (bu degerler (kR); ile isaret edilsin) sonra olustugu
gozlenmektedir. (kR), degerleri F kayma-yay parametresinin azalmasi ile

biiyliyerek sonsuza yaklagmaktadir.

F >0 iken, (kR)y — oo . (3.3)
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olmaktadir. kR — 0 yaklasirken temel modun ikinci tip egrisinin dalga yayilimimin
hizi, sonlu bir limite sahip oldugundan ve bu limit degeri F=0 surekli temas

kosulunda elde edilen sonuglarla ¢akigsmaktadir.

c/c§) h/R=1.0
160 o | AP=A=10 — B0

\ RO/ =20

- —-F=0

1.20

0.80

0.40

0.00 llllllllllllllllllllkR
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

Sekil3.1a: F’in, u@/u® =2.0, h/R=1.0"de dalga yayilhmna etKisi.

c/c) h/R=0.5
160 — e L i
4 M@)/“(l) =2.0 B

w/eR [Akbarv ve Guliev(2009)]

1.20 cmc(z\ \ Yiiksek mod

0.80 —

0.40

000 IlllllllllllllllllllkR
0.00 200 400 6.00 8.00 10.00

Sekil3.1b:  Fin, u®@/u® =2.0, h/R=0.5"de dalga yayilhmna etKisi.
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c/cR) h/R=0.3

1.20 —

0.80

0.40

000 LELEL I LELEL I LELIL I LILIL I LELIL I kR
0.00 200 4.00 ©6.00 8.00 10.00

Sekil3.1c:  F’in, u@/u® =2.0, h/R=0.3"de dalga yayilhmna etKisi.

c/c$) h/R=0.1
(2)_n (D_ >

160 — N MP=ASI=10 =

] ey S HIHO=20

7 \ N [ékgarov ve _Guliev(2009)]
o Yiiksek Thod
0.80 -
0.40 -
0.00 L) ] L) I | L) | I i L) I L) L ) I I L) L) I

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

Sekil3.1d :  F’in, u®@/u® =2.0, h/R=0.1"de dalga yayilhmna etKisi.
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Elde edilen bu sonug, Lai ve dig.(1971) ve Akbarov ve Guliev (2009) ¢alismalarinda
kullandiklar1 agsagidaki bagintiya gore belirlenmektedir.

1
KR —> 0 iken, CuE — e@p@ 4 e®p® ,® /)@ 2 |
Céé) 77(2) +77(1) p(l)/p(z)

(3.4)

olmaktadir. Burada:

200
2(29 + 1) |

-2
n® =(1+%j ,
2 -2
n® :(2%+(%} ](u%j | (3.5)

Yukaridaki sonug, kiigiik dalga sayilari i¢in, yani kR — 0 icin nitelik agisindan

e® =21+

stireksiz temas kosullart durumu i¢in kullanildiginda, Berger ve dig. (2000) ve
Kepceler (2010) c¢alismalarindaki bilesik silindirlerde burulma dalga yayilimi

incelemelerinde elde edilen sonuglara uymaktadir.

kKR — oo, durumu ele alindiginda Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de elde edilen sonuglarda ve

kR >>10.0 degerlerinde asagidaki ifadeler gecerli olmaktadir:
u® / p® =2.0 degeri alindiginda,

kR — oo iken, ¢ — ¢t —0 ,cp. —cl’ +0. (3.6)

olmaktadir. ;¢ / pu® =0.5 degeri alindiginda,
kR >0 iken, ¢ —c® -0, ch. —c? +0. (3.7)

olmaktadir. Yukaridaki ifadelerde c{’, iki kath bilesik silindirin dis kat

malzemesinin Rayleigh dalga hizi, c¢{” i¢ kat malzemesinin kayma dalga hizi

olmaktadir.
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@)
c/esy

250 —
] h/R=1.0
] AP=A"=1.0
2.00 - L/ =0.5
i F>0
1.50 3 - —-F=0
1.00 - —
. 05 ~0.3
0.50 -
] kR
0-00 1 L] 1 I 1 1 L} I 1 L} 1 I L] 1 1 I 1 L} 1 l

0.00 200 4.00 ©6.00 8.00 10.00

Sekil3.2a: F’in, u®/u® =05, h/R=1.0"de dalga yayilhmina etKisi.

c/c$y)
2.50 -
- h/R=0.5
: 2P0= 0
2.00 O/ =0.5
] F>0
1.50 — B
1.00 —
0.50 -
0-00 1 1 L] I L} L L I L] 1 1 I L} L L I 1 1 L} I kR

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

Sekil3.2b :  F’in, u®/u® =05, h/R=0.5"de dalga yayilhimna etKisi.
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2.50 —

i WR=0.3

i 5 AP=0{"=1.0
2.00 H nO/um =0.5

i F>0
1.50 — — — =-F=0
1.00 N
0.50 —

] kR
0.00 1 L 1 I 1 L 1 I 1 L] 1 I I ] I I I ] L) I

0.00 200 400 ©6.00 8.00 10.00

Sekil3.2c:  F’in, u®/u® =0.5, h/R=0.3"de dalga yayilhimna etKisi.

c/c$)
Sy h/R=0.1
AP=A=1.0
2.00 pA/uh =0.5

1.50

1.00

0.50

0.00 LI I LI I ) I LI I ) I LI I LI I
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

Sekil3.2d 1 F’in, u®/u® =0.5, h/R=0.1"de dalga yayihmna etkisi.

Butin bu ifadeler tim mimkin p®/u® degerleri igin asagidaki gibi

genellestirilebilir:
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kR — coiken,
¢ —min{cy’ —0, ¢f? —0, ¢, —0},cp- — min{ct’ +0, ¢ +0, ¢; +0}. (3.8)

Burada cg, Stoneley dalga hizidir. Stoneley dalgas: farkli iki malzemelerin araylizeyi

civarinda meydana gelen bir tiir dalga oldugundan, belirli malzeme giftleri igin
gegerli oldugundan ve bu calismada bu tir malzeme c¢ifti incelenmediginden
Stoneley dalga hizinin Sekil 3.1 ve Sekil 3.2’de meydana gelmedigi gézlenmektedir.

Dispersiyon egrilerin karakterleri analizi ele alindiginda;

Birinci tip temel dispersiyon egrilerine karsi gelen grafiklerden goéziiktigi gibi
kayma-yay parametresi F’in belirli F =F. degerlerinden sonra c_ =c_ (kR)
fonksiyonu monoton olmayan bir fonksiyona doniisiir.

Bir baska degisle, F >F. durumunda c degerinde kR degerleriyle, keskin bir
sekilde artmakta hatta kR ’in belirli bir kR =(kR),, degerleri i¢in maksimuma

ulagsmaktadir. Bu nedenle asagidaki ifade yazilabilir:

dc;?

FTC0) —0. (3.9)

KR=(KR) ¢

Sayisal sonuglar gdsteriyor ki, u(z)/u(l) =2.0 oldugu durumda, kR >(kR),, icin
¢l ’in degerleri kR ’in artmasi ile monoton olarak azalmaktadir. Ancak
p?/u® =05 oldugunda da ise kR > (kR),, icin c2 ve kR arasindaki bagimli
iliskiden dolay1 h/R ’in degerlerine gore degismektedir.

Ornegin, F >1, oldugunda sdzkonusu bagimlilik h/R=0.3 durumunda monoton

olmadig1 halde h/R =0.1 durumunda monotondur.

Yukaridaki sonuglarm F > F.’in durumunda gecerli oldugunu hatirlanmalidir.
Ayrica F. degerlerinin esasen p® / p®  degerlerine bagl oldugu goriilmektedir.
Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de verilen sonuglara gére x®/pu® =2.0 ve u®/u® =05
icin F.=2.0 ve F.=1.0 kabul edilebilmektedir.
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Temel modun ikinci dispersiyon egrilerine ait Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de gosterilen
sonuclara gore kayma-yay parametresi F’in her bir se¢ilmis degeri i¢in 6yle kKR var
ki, (bu kR ’nin (kR)g ile isaretlensin) kR >(kR)g durumunda s6zkonusu ikinci tip
dispersiyon egrisi F =0 durumunda elde edilen temel dispersiyon egrisinden
ayrilmaktadir.

Sayisal sonuglara gore asagidaki degerlendirme yapilmaktadir.

F — o iken, (kR)s —0. (3.10)

olmaktadir. Bundan baska sayisal sonuglar gosteriyor ki, temel moda ait ikinci
dispersiyon egrisine kars1 gelen dalganin faz hiz1 ¢, F ’in artmasi ile artmaktadir.
Bununla birlikte F arttikga temel moda ait ikinci tip dispersiyon egrileri daha

karmasgik bir sekil alir.

F’in Oyle degerleri vardir ki, (bu degerleri F.ile isaret edilsin) F >F.
durumlarinda c). degerleri igin yerel maksimum veya minimum olmaktadir. ¢ "in
s6z konusu yerel maksimum veya minimuma karsi gelen KR degerini (bu degeri
(kR),1cr. ile isaretlensin)

D
dCIIF

IS =0. (3.11)

kR:(kR)Ilcr.

denklemi yazilabilmektedir.

Sayisal sonuglara dayanaraktan F,.’in sadece p® / u®

degerlerine degil ayni
zamanda h/R’ in degerlerine bagli oldugu ortaya ¢ikmaktadir.
(3.9) ve (3.11) denklemlerine gére kR = (kR),., veya kR = (kR),,,, durumlarinda ele

alinan dalga yayilimmin grup hizi, onun faz hizia esit olmaktadir. Baska bir degisle,

kR =(kR),, veya kR=(kR),. noktalar1 normal ve normal olmayan dispersiyon

kisimlarini birbirinden ayirmaktadir. Soylenenler Sekil 3.3’te verilen dispersiyon

diyagramlari aracilig1 ile daha acik bir bicimde gézlenmektedir.
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(2)
oR / ¢c5

12.00 —
. WR=03 A=A =1.0 ,
- u® /uH=0.5 <4
8.00 —
4.00 —
0.00 ) L] L l L L L) l L) L] L l ) L] L) l L L L I kR

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

Sekil 3.3 :  F ’in farkli degerleri i¢in birinci mod i¢in dispersiyon diyagramu.

Bu dispersiyon diyagramlar1 ® /u® = 0.5, h/R =0.3 durumunda gizilmistir.

Benzer dispersiyon diyagramlar1 problem parametrelerinin baska degerleri i¢cin de

elde edilmektedir.

Yukarida gosterildigi gibi F =0 durumunun siirekli temas kosulu durumuna F =oo
durumu ise tam kaymali sureksiz temas kosuluna karsi gelmektedir. Bu durum

asagidaki ifade ile agiklanmistir:
F —0 iken, ¢ >¢+0 . (3.12)

olmaktadir. Simdi temel moda ait dispersiyon egrilerinin F — oo durumundaki

davramisini Sekil 3.4a’da 0< F <1000 ve u®/u® =2.0 ve h/R=1.0 durumunda
Sekil 3.4b’de p®? / P =05 ve h/R=0.3 durumlarinda elde edilen grafikler
gostermektedir. Bu grafiklerden goziiktiigii gibi ¢ = ¢ (KR) ve - =Cpe(kR)
egrileri F’in artmasi ile belirli bir "limit" egrilerine yaklasmaktadirlar.

C,E,): / C%) (veya C,E,),: / C%) )’in F=500 ve F =1000 oldugunda aldigi degerler

arasindaki fark 10> mertebesindedir.
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S WR=1.0
1 1000 AP=AE=1.0
1.60 — 500 (f H(z)/u(l) =20
1 F>0
711000 - — -F=0
1.20 — 500
i 100 [Akbarov ve Guliev(2009)]
4 50
0.80 4 10
0.40 — 03
0.00 LI N B R BN NN R B B I R B IkR

0.00 4.00 8.00 12.00

Sekil 3.4a:  F in yiiksek degerlerinde, u(z)/u(l) =2.0, h/R=1.0 degerleri
icin i¢ci dolu iki katl bilesik silindirin "limit" dispersiyon egrileri.

c/c§)
~ 50
. 100 h/R=0.3
110 ASEATELO
2.00 MO/ =0.5
- — — —F=0
1 100
1 50
1.50 —
1 10
15
1 1
1.00 —
0.50 -
0.00 —+— e
0.00 4.00 8.00 12.00

Sekil 3.4b :  F ’in yiiksek degerlerinde, u(z)/u(l) =0.5, h/R=0.3 degerleri igin

dolu iki katl bilesik silindirin "limit" dispersiyon egrileri.
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Baska bir degisle, F =1000’in durumunda elde edilen dispersiyon egrilerini F =

durumuna karsi gelen dispersiyon egrileri gibi kabul etmek mimkindur.

3.3.2 Ongerilmeli durumun degerlendirilmesi

Bu kisimda yukaridaki kisimda elde edilen sonuglara silindirlerde olusabilen 6n sekil
degistirmelerin (veya Ongerilmelerin) etkisi incelenmektedir. Bu etkiler (2.1)’deki
2D ve AP parametreleri araciligiyla yapilmaktadir. F =0 durumu, yani strekli
temas kosuluna ait durum Akbarov ve Guliev (2009) tarafindan incelenmistir.

F >0 durumuna ait yani siireksiz temas kosullar1 durumuna ait sayisal sonuglar
Sekil 3.5 ve Sekil 3.6’da siras1 ile temel moda ait ikinci ve birinci tip dispersiyon

egrileri igin verilmektedir. Bu egriler 4@ /u® =2.0, h/R=1.0 durumunda

A(= A2 = 20): {1.0,1.2} (Sekil 3.5a ve Sekil 3.6a), {1.2;1.5} (Sekil 3.5b ve

Sekil 3.6b), {1.0;0.9} (Sekil 3.5¢ ve Sekil 3.6¢), {0.9;0.8} (Sekil 3.5d ve Sekil 3.6d),

degerleri i¢in alinmustir.

Sekil 3.5’te verilen sonuglardan goziktiigii gibi, F degerleri kiigiildiilkce yani
F — 0 iken elde edilen sonuglar, Akbarov ve Guliev (2009) ¢aligmasinda verilen

sonuclara yaklagmaktadir.

h/R=1.0
u@/p =2.0

1.00

0.80

0.60 LILIL I LIELIL ] LI I LI I LI I kR
0.00 200 400 6.00 800 10.00

Sekil 3.5a : Ongerilmenin {4 = 4% =1.0 ve 1.2} temel modun

ikinci tip egrisine etkisi.

47



WR=1.0
1 n/p =2.0
F>0
2.00 — = = =E=0

1.60
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0.00 200 400 6.00 8.00 10.00

Sekil 3.5b : Ongerilmenin {4 = A =1.2 ve 1.5} temel modun

ikinci tip egrisine etkisi.

c/c$y

1.40
120 - h/R=1.0

- | uopm =20

i F>0
1.00 — - —-F=0
0.80
0.60

. :‘}’:kg”:os
0-40 ] ] 1 I ] T 1 l L) 1 1 I L) 1 ] I L] ] ] I kR

0.00 200 400 6.00 800 10.00

Sekil 3.5¢ : Ongerilmenin {4 = A =1.0 ve 0.9} temel modun

ikinci tip egrisine etkisi.
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Sekil 3.5d : Ongerilmenin {4 = A =0.9 ve 0.8} temel modun

ikinci tip egrisine etkisi.

Bundan baska Sekil 3.5 ve Sekil 3.6’da verilen sayisal sonuglar silindirlerdeki 6n
sekil degistirmelerin silindirler arasindaki siireksiz temas kosullarinin sézkonusu
dalga yayiliminin dispersiyon egrilerine nitelik acisindan etki etmemektedir. Yani ele
alman On sekil degistirmeler siireksiz temas kosullarmin dispersiyon egrilerine
sadece nicelik agisindan etki ettigini kanitlamaktadir. Yalniz 6n sekil degistirme

durumunda (3.2) iliskisi asagidaki bi¢cimde bulunmaktadir.
G (A7 A ) <c(A0, 47 ) <oy (A7, A7), (3.13)

Burada; ¢, (A", A7), ¢ (A2, A7) ve ¢(AP, 47 ) lar swrasiyla ¢, C,c Ve ¢ 6n

sekil degistirme durumdaki degerlerini gostermektedir.
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Sekil 3.6a : Ongerilmenin {4 = 4%’ =1.0 ve 1.2} temel modun

birinci tip egrisine etkisi.

c/cl

1.60

. h/R=1.0

- w2/ =2.0

] PELS
1.20
0.80
0.40

] kR
O-OO L} ] L] I L] ] L] I ] ] ] I | L] L] I ] L] L] l

0.00 200 400 6.00 8.00 10.00

Sekil 3.6b : Ongerilmenin {4 = A =1.2 ve 1.5} temel modun

birinci tip egrisine etkisi.
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Bundan baska elde edilen sayisal sonuglardan goziktigi gibi F —0 iken

(kR) — oo iliskisi 6ngerilmeli durum igin de gecerli olmaktadir. Ancak, 6ngerilme

(kR),, ’nin degerlerini onemli derecede degistirmektedir;

cf
Yani silidirler 6n gekmeye maruz kalmiglarsa (kR)Cf_degerleri on ¢ekmenin artmasi

ile azalmakta, eger silindirler 6n basinca maruz kalmiglar ise (kR)Cf_ degerleri 6n

basicin artmasi ile bliylimektedir.

Sekil 3.5’ten gorildigi gibi (ﬂél), ﬂgz))’nin (kR) > oo iken aldigi1 limit degerleri

kayma-yay parametresinden bagimsizdir ve bu limit Akbarov ve Guliev (2009)

calismalarinda verilen asagidaki ifade ile verilmektedir.

kR — 0 iken,

1
® 40 @ (1@\ .2 , O (0.0, 0/ @ 2
CIIF(}'S % )_ € (13 )77 te (13)77 p? 314
(2) - (2) @ @D/ 2 : ( . )
Cio n® +n® p/p

h/R=1.0
u®/um =2.0

0.60

0.40

0.20

kR
0.00 LI I I LI DL I LI I LI I LI I
0.00 200 400 6.00 8.00 10.00

Sekil 3.6¢ : Ongerilmenin {4 = A =1.0 ve 0.9} temel modun

birinci tip egrisine etkisi.
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Sekil 3.6d : Ongerilmenin {4 = 4% =0.9 ve 0.8} temel modun

birinci tip egrisine etkisi.

Yukaridaki sayisal sonuglardan ongerilmeli durumda (3.6), (3.7) ve (3.8) ifadelerin

asagidakilerle yerdegistirmeleri gerekmektedir.

kR — oo iken,
Ci (40, 28) — min{e® (45) -0, ¢ (A?) -0, e (4, 47) -0},
(141, 27) > il (49) 0, (47} 40,4 (4, 47) -0}
F -0 iken, ¢, (4", 47) > ¢4, 4} +0. (3.15)

Burada; cs (A", A7), 6ngerilmeli durumdaki Stoneley dalga hizlaridur.

(3.15)’teki ifadeler kR — oo iken, 6ngerilmeli durumda birinci ve ikinci tip dispersiyon

egrilerine ait dalga yayilim hizlarini1 gostermektedir.
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Sekil 3.7 : Ongerilmenin {4 = A =1.2, 1.0,0.8} temel modun
ikinci tip egrisine etkisi.
Sekil 3.5 ve Sekil 3.6’da elde edilen sonuglardan (kR)mr.Ve (kR)"cr_ degerlerinin 6n
sekil degistirmelerin biiyiimesi ile yani A" ve A parametrelerin biyiimesi ile
kiiglildiigii agikga gorilmektedir.

Yukaridaki incelemeler, ;? / p® =2.0 durumu icin yapilmistir. Yani Sekil 3.5 ve
Sekil 3.6’da verilen sonuglar »®/u® =2.0 durumuna aittir. Benzer sonuglar

p®/pu® =05 durumu igin de elde edilmis ve Sekil 3.7 ve Sekil 3.8°de

gosterilmektedir.
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Sekil 3.8 : Ongerilmenin {4 = A =1.2, 1.0,0.8} temel modun

birinci tip egrisine etkisi.

I¢i dolu iki katli bilesik silindir icin dngerilme degerlerini karsilastiran ilave grafikler
EK.B (1)-(4) sekillerinde verilmistir.

3.4 ici Bos Iki Kath Bilesik Silindir

I¢i bos iki kath bilesik silindirin temas kosullarmin stireklilik durumu, 6ngerilmesiz
ve Ongerilmeli durumda dalga dispersiyonun temas kosullarmin etkisi altinda

incelenmesi yapilmistir.

3.4.1 Temas kosulunun sureklilik durumu

Bu kisimda 6ngerilmeli igi bos iki katli bilesik silindirin katlar1 arasindaki yiizeyin
strekli oldugu durum, yani (2.27) denkleminde F =0 oldugu durum ele
almmaktadir. iki katl igi dolu bilesik silindir ile ilgili arastirma Akbarov ve Guliev
(2009) galismasinda yapildigi hatirlanmalidir. Bu agidan bakildiginda bu kisimda
yapilan incelemeler Akbarov ve Guliev (2009) calismasindaki incelemelerin i¢i bos

iki katl silindirler i¢in genellestirilmesini olusturmaktadir.
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Sekil 3.9 ve Sekil 3.10’da (2.37;) dispersiyon denkleminin F =0 durumunda,
sayisal ¢oziimiinden elde edilen ve temel moda ait olan dispersiyon egrileri

verlmektedir.
Bu egriler 1@ /u® =2.0 ,h®/R=1.0 durumunda (Sekil 3.9)’da A =A% >1.0 ve
(Sekil 3.10)°da A = 2 <1.0 hallerinde h® /R =0.1 (Sekil 3.9a ve Sekil 3.10a),

h®/R =0.5 (Sekil 3.9b ve Sekil 3.10b), h® /R =0.9 (Sekil 3.9¢ ve Sekil 3.10c)
elde edilmistir. Bununla birlikte Sekil 3.9 ve Sekil 3.10°da i¢i dolu iki katl bilesik

silindire ait uygun dispersiyon egrileri de verilmektedir. Mekaniksel ve fiziksel
ongoriilere gére h® /R biyiidiikge, i¢i bos iki kath bilesik silindir i¢in elde edilen
dispersiyon egrilerine yaklasmalidir.

Elde edilen ve Sekil 3.9 ve Sekil 3.10’da verilen sayisal sonuglarin analizi ve

karsilastirilmasi yukarida belirtilen mekaniksel ve fiziksel éngortleri

dogrulamaktadir.
¢/c)
2.80
] Bos silindir
1— — -Dolu silindir] Akbarov ve Guliev(2009)]
2.40 S
e h/R=1.0
2.00 hi))//R(T)O‘lz .
. uB/ud =3,
i P=1{P=1.9
1.60 B
] P=r=1.5
1.20
- AP=A{0=1.2
%0 3 L 10
LI B | I 1 1 1 I I I I I ) LI ) I LI B | IkR

0.00 200 400 6.00 800 10.00

Sekil 3.9a : Siirekli temas kosullarmin h®/R =0.1 degeri igin éngerilmenin
¢ekme olmasi durumunda dispersiyon egrilerine etkisi.
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Sekil 3.9b :

Sekil 3.9¢ :

1.60

1.20

@)
c/cty

Bos silindir

=¥ i Dolu silindir[ Akbarov ve Guliev(2009)]

h("/R=1.0
h®/R=0.5
u@/pm =2.0

C=1=1.0

kR

000 200 400 6.00 8.00 10.00

Siirekli temas kosullarmin h®® / R =0.5 degeri i¢in 6ngerilmenin
¢ekme olmasi durumunda dispersiyon egrilerine etkisi.

c/c$)
2.80 —
2.40 Bos silindir
h/R=1.0
Dolu silindir h®/R=0.9

2.00 arov ve Guliev(2009)] |,@/u0 =2.0

or{=1.9

1.60
P=1{P=1.5

1.20

_AP=AP=12

= {=1.0

0.80

kR

Illlllllllllllllllll

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

Siirekli temas kosullarmm h® / R =0.9 degeri i¢in 6ngerilmenin
¢ekme olmasi durumunda dispersiyon egrilerine etKisi.
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Sekil 3.10a : Siirekli temas kosullarmm h®® / R =0.1 degeri i¢in ongerilmenin
basing olmasi durumunda dispersiyon egrilerine etkisi.

c/c)
1.60 =

- hM/R=1.0 Bos silindir

- h®/R=0.5 — — = Dolu silindir
i p@/pm =2.0

0.80
P=0=1.0
P2.8-0.9

3 =A5=0.8
P=0=0.7

kR
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Sekil 3.10Db : Siirekli temas kosullarnin h® /R =0.5 degeri igin ongerilmenin
basing olmasi durumunda dispersiyon egrilerine etkisi.

Bundan baska, sayisal ve analitik incelemeler asagidaki limit durumlarinin oldugunu

gostermektedir.

2
e (;{3(2)) 77(2) 4 D (ﬂél)) (1)M(1) /N
Céé) o 77(2) +77(1)p(1) /p(Z)

kR — 0 iken,
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kR — oo iken, % = min(c® (A0)/c;c@ (3P) /c2) . (3.16)
20

olmaktadir. Burada, ¢ (1) ici bos iki katl: bilesik silindirdeki i¢ katin Rayleigh
dalga hizi, ¢ (A”)silindirdeki dis katin Rayleigh dalga hizidir. Ayrica asagidaki
bagintilar (3.16) denkleminde kullanilmaktadir.

e = 2(1+ 29/ (2(2% +u(k))))’

e 2—h@/R
7 (1+h®/n®)(2++h/R—h®/R)’

o 2+h®/R

g _(1+h‘1)/h‘2))(2+h‘1)/R—h‘2)/R)' (3.17)

c/cl)
1.60 —
i h(W/R=1.0
| h®/R=0.9
120 — p@/p® =2.0
| | Bos silindir
T Dolu silindir
0.80 —
- g2)2=7&(3])l=1.0
- £ ):27\«(3 )11049
. $=157=0.8
0.40 (Z)ZK%I):O‘7
L} L} T I L] L] L) I L] L) L) I L] L] L) I L) L) T I kR
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Sekil 3.10c : Siirekli temas kosullarmin h® / R =0.9 degeri i¢in 6ngerilmenin
basing olmasi durumunda dispersiyon egrilerine etkisi.

Sayisal sonuglara dayanaraktan, 6n ¢ekme (6n basing) sekil degistirmeleri ici bos iki

katl silindirde de dalga yayilim hizin1 artirmaktadir (azaltmaktadir).

EK.B’de, tim grafikler, farkli rijitlik degerlerinde birinci, ikinci ve yiksek modlarda
hem i¢i bos hem de i¢i dolu iki kath bilesik silindirler i¢in 6ngerilmeli ve

ongerilmesiz durum karsilastirilarak verilmistir. Grafikler {h(l)/R =1.0;

h(z)/R = 0.1;0.3;0.5;0.7;0.9} degerleri kullanilarak hem 0n basing hem de 6n ¢ekme

degerlerinde dalga dispersiyon egrileri i¢in elde edilmistir.
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3.4.2 Ongerilmesiz durumda diireksiz temas kosullarimin etkisinin

degerlendirilmesi (1" = 1/ =1.0)

F >0 i¢in iki durum ele alinmustir. Birinci durumda u(z)/u(l) =2.0, yani i¢ silindir
malzemesinin dis silindir malzemesine ikinci durumda ise u(z)/u(l) =0.5, yani dig

silindir malzemesinin i¢ silindir malzemesine nazaran daha rijit oldugu dikkate
olmaktadir. Birinci durum ile ilgili sonuglar Sekil 3.11 de verilirken ikinci durum ile

ilgili sonuglar EK.B’de (5)-(16) sekillerinde verilmistir.

Grafikler {h”/R=1.0; h®)/R =05} (Sekil 3.11a), {h"’/R=0.5; h*)/R=0.5} (Sekil
3.11b), {hY/R=05; N?/R=03} (Sekil 3.11c), {h"’/R=0.5; h*)/R=0.1} (Sekil
3.11d) ve {h®/R=0.1; h*)/R=05}(Sekil 3.11e) degerleri kullanilarak elde
edilmistir.

Sekillerde i¢i dolu iki kath bilesik silindirde oldugu gibi i¢i bos iki kathi bilesik

silindirde de F >0 durumunda, yani temas kosullarinin siireksiz oldugu durumunda,

F =0 tek bir temel dispersiyon mod yerine farkl iki tip temel mod olusmaktadir.

¢t ve ¢ ile F>0 durumunda elde edilen birinci ve ikinci tip temel modlara kars1

gelen dalga yayilim hizlarmi isaret edersek, s6z konusu modlar1
C. <c<Ch. (3.18)

iligkisi yardimi ile tanimlanabilmektedir. Yani, F >0 durumundaki birinci (ikinci)
tip dispersiyon egrileri F =0 durumuna karsi gelen dispersiyon egrisinden altta
(iistte) kalmaktadir. I¢i dolu iki kath bilesik silindirde oldugu gibi ici bos iki katl
bilesik silindirde de elde edilen sayisal sonuglardan birinci tip temel dispersiyon

egrilerinin KR ’nin belirli degerlerinden (bu degerleri (kR) ile isaret edilsin) sonra
olustugu goriilmektedir. (kR),; degerleri F kayma-yay parametresinin azalmasi ile

biiyliyerek sonsuza yaklagmaktadir.
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F >0 iken, (kR); — 0. (3.19)

olmaktadir. kR — 0 yaklasirken temel modun ikinci tip egrisinin dalga yayilimimin
hizi, sonlu bir limite sahip oldugundan ve bu limit degeri F=0 surekli temas
kosulunda elde edilen sonuglarla c¢akismakta ve asagidaki bagmtiya gore
belirlenmektedir.

cB B 9(2)77(2)+e(1)77(1)u(1)/ﬂ(2) %

H IIF
kR — 0 iken, @ | T @ @ B ],

(3.20)

Yukaridaki sonug, kiiglik dalga sayilar1 igin, yani KR — 0 ig¢in nitelik agisindan
stireksiz temas kosullart durumu i¢in kullanildiginda, Berger ve dig. (2000) ve
Kepceler (2010) c¢alismalarindaki bilesik silindirlerde burulma dalga yayilimi

incelemelerinde elde edilen sonuglara uymaktadir.

c/c$)
1.60 —
- h/R=1.0
- h®/R=0.5
- 7L(32)=7\,(3])=]_0
1.20 uA/p =20
. F>0
4 - — =F=0
0.80 —/
13
0.40 —
0.00 LI I ) I 1 I 1 I I I I I LI | I I ! LI I kR

000 200 400 6.00 800 10.00

Sekil 3.11a : I¢i bos iki kath bilesik silindirde suirekli temas kosullarmm
(/R =1.0; K”/R=0.5} degeri icin dispersiyon egrilerine etkisi.
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Sekil 3.11b : I¢i bos iki katl bilesik silindirde stirekli temas kosullarinin
{h(l)/R =05; h*”/R= 0.5} degerleri igin dispersiyon egrilerine etkisi.

c/c$y
1.60 —
- h()/R=0.5
a 5 h®/R=0.3
] AP=0=1.0
1.20 — S
il pAp®=2.0
] F>0
j - — -F=0
0.80 —
0.40 —
OOO L} L] L} I 1 1 | I L] L] 1 I ) 1 L] l 1 ] 1 I kR

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00  10.00

Sekil 3.11c : Ici bos iki katli bilesik silindirde stirekli temas kosullarinin
{h®/R =0.5; /R = 0.3} degerleri icin dispersiyon egrilerine etKisi.
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Sekil 3.11d : I¢i bos iki katl bilesik silindirde stirekli temas kosullarinin
{h(l)/R =1.0; h*®/R = 0.1} degerleri igin dispersiyon egrilerine etkisi.

c/c$) hW/R=0.1
160 — h®/R=0.5 F>0
i A@=p (D=1 0 — — =F=0
7 u@/u®=2.0
1.20 —
0804 J/ ASS—T——-"—"""7"7
0.40
A =03
0.00 1 1 1 I 1 1 L] I 1 L] L] I 1 L] L] I 1 T 1 I ]{R

0.00 200 400 600 8.00 10.00

Sekil 3.11e : Ici bos iki katli bilesik silindirde stirekli temas kosullarinin
{h/R=0.1; h”/R=0.5} degeri icin dispersiyon egrilerine etkisi.

62



kR — o, durumunu ele aldigimizda Sekil 3.12 de elde edilen sonuglarda ve kR >>10.0

degerlerinde asagidaki ifadeler gecerli olmaktadir. 1® /™ =2.0 degeri alindiginda;

kR — ooiken, ¢t —c® -0, ¢t —c® +0 . (3.21)
olmaktadir.
c/ed)
2.00
1 h/R=1.0
1 50 1000 h@/R =0.5
1.60 — 7&52):7&(3])21.0
e puA/ph =2.0
] F>0
~ 1
1.20 000 — o _F0
4500 58
4100
0.80 —
0.40
g 0.3
0.00 ] I ] ] 1 I 1 I ] I ] ] ) I kR

0.00 4.00 8.00 12.00
Sekil 3.12 : F in yitksek degerlerinde, 1®/u® =2.0, {h?/R=1.0; h*’/R =0.5}
icin i¢i bos iki katli bilesik silindirin "limit" dispersiyon egrileri.
(3.21) ifadesi biitiin olast @ / u® degerleri i¢in asagidaki gibi genellestirilebilir.
kR — «iken,

¢ —min{cy —0, ¢? —0, ¢, —0}, cie — min{ct’ +0, ¢? +0, ¢; +0}. (3.22)

Yukaridaki ifadelerde ¢’ (c?) bilesik silindirin dis(ic) silindirin Rayleigh dalga hizi,
burada c ise Stoneley dalga hizidir. Stoneley dalga hiz1 i¢i dolu iki katli bilesik silindirde
oldugu gibi i¢i bos iki kath bilesik silindirde de elde edilen sekillerden meydana

gelmedigi gorilmektedir.

Dispersiyon egrilerin karakterleri analizi ele alindiginda;
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I¢i dolu iki kath bilesik silindirde oldugu gibi i¢i bos iki katl bilesik silindirde de
temel moda ait birinci tip dispersiyon egrilerine karsi gelen grafiklerden goziiktiigii
gibi kayma-yay parametresi F’in belirli F=F. degerlerinden c =cf (kR)
fonksiyonu monoton olmayan bir fonksiyona doniisiir.

Bir baska degisle, F >F. durumunda c; degerinde kR degerleriyle, keskin bir
sekilde artmakta hatta kR ’in belirli bir kR =(kR),, degerleri i¢in maksimuma
ulagsmaktadir. Bu nedenle asagidaki ifade yazilabilir:

dc

R0 ~0. (3.23)

kR:(kR)Icr.
Sayisal sonuglar gosteriyor ki, p® / pu® =2.0 oldugu durumda, kR > (kR)\er iCIN

¢’ ’in degerleri kR ’in artmasi ile monoton olarak azalmaktadir.

Temel moda ait ikinci tip dispersiyon egrileri ele alindiginda elde edilen sayisal
sonuglardan kR ’nin belirli degerlerinden 6nce (bu kR ’ler (kR) ile isaretlensin)
F >0 durumunda elde edilen temel modun ikinci tip egrileri F =0 durumu igin elde
edilen egrilere hemen hemen cakismaktadir. Bu (kR),, degerleri F, h” / R ve h® / R
degerlerine baghdir. Bu sebeple Sekil 3.11’de verilen grafiklerden asagidaki iliski

verilebilmektedir.

F > iken, (kR), —0. (3.24)

Ayrica sayisal sonuglar gosteriyor ki, (kR), degerleri h®/R ve h®/R’lerin

azalmast ile artmaktadir. Bunun yaninda ¢;., F ’in artmasi ile artmaktadir. Bundan
baska sayisal sonuglar gosteriyor ki, temel moda ait ikinci dispersiyon egrisine karsi
gelen dalganin faz hizi ¢B. F’in artmasi ve (h®/R ve h®/R)’lerin azalmas: ile

temel moda ait ikinci tip dispersiyon egrileri daha karmasik bir sekil alir.

F’in Oyle degerleri vardir ki, (bu degerler F,«ile isaret edilsin) F >F.

durumlarinda cj}. degerleri igin yerel maksimum veya minimum olmaktadir. ¢ "in

s0z konusu yerel maksimum veya minimuma karsi gelen kR degerini (bu deger

(kR),1cr. ile isaretlensin)
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de,, 0 3.25
AR, (5:29)

kR:(kR)Ilcr.

denklemi yazilabilmektedir.

(3.25) denklemi F ’in aldig1 belirli degerlerden sonra olusmaktadir ve sadece F ’in
degerlerine degil ayn1 zamanda (h®/R ve h®/R)’lere de baglidur.

(3.23) ve (3.25) denklemlerine gore kR =(kR),, durumlarinda ele alinan dalga

yayillimmin grup hizi, onun faz hizina esit olmaktadir. Baska bir degisle,

kR = (kR),, veya kR=(kR),. noktalar1 normal ve normal olmayan dispersiyon

kisimlarini birbirinden ayirmaktadir.

Yukarida gosterildigi gibi F =0 durumunun siirekli temas kosulu durumuna
F =00 durumu ise tam kaymali siireksiz temas kosuluna karsi gelmektedir. Bu

durum asagidaki ifade ile a¢iklanmistir:

F—0iken, ¢’ —>c+0. (3.26)

olmaktadir. Simdi temel moda ait dispersiyon egrilerinin F — oo durumundaki
davramgmi  Sekil 3.12’de 0<F <1000 ve p®/u® =20 ve (h®/R=10,
h(z)/ R =0.5)lerin durumlarinda elde edilen grafikler gostermektedir. Bu
grafiklerden goziiktiigii gibi C, =C(kR) ve ¢,z =C,e(kR) egrileri F’in artmasi
ile belirli bir "limit" egrilerine yaklasmaktadirlar. C¢ / ¢ (veya Cye / ¢ )’in

F=500 ve F =1000 oldugunda aldig1 degerler arasindaki fark 107

mertebesindedir.

3.4.3 Ongerilmeli Durumun Degerlendirilmesi

Bu kisimda 6n sekil degistirmelerin (veya Ongerilmelerin) F =0 durumu, yani
stirekli temas kosuluna ait durum i¢in ve F >0 durumuna ait, yani temas kosullar1

stireksiz oldugu durumda dispersiyon egrilerine etkisi incelenmistir. Bu etkiler (2.1)

deki AV ve A{? parametreleri araciligiyla yapilmaktadir.
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Bu amacla temel modlara ait birinci ve ikinci tip egriler igin sayisal sonuglar Sekil

3.13 ve Sekil 3.14’te, {h”/R=1.0;h®/R=05} 4 (=2? =A%) {1.0; 1.2} ( Sekil
3.13a ve Sekil 3.14a ), {1.2;1.5} ( Sekil 3.13b ve Sekil 3.14b ), {1.5; 1.9} ( Sekil

3.13c ve Sekil 3.14c ), {1.0; 0.9} ( Sekil 3.13d ve Sekil 3.14d ), {0.9; 0.8} ( Sekil

3.13e ve Sekil 3.14e ) elde edilmistir.

Sonuglara bakildiginda iki kath ici bos bilesik silindirdeki 6n sekil degistirmelerin
silindirler arasindaki siireksiz temas kosullarinin s6zkonusu dalga yayilimmin
dispersiyon egrilerine nitelik agisindan etki etmemektedir. Yani ele alinan 6n sekil
degistirmeler siireksiz temas kosullarmin dispersiyon egrilerine sadece nicelik
acisindan etki ettigini kanitlamaktadir. Yalniz 6n sekil degistirme durumunda (3.18)

iligkisi asagidaki bigimde bulunmaktadir.

Cir (A2, 442 ) < (487,487 ) < e (A7, 287). (3.27)

Burada; cft (A%, A7), cie (A0, A7) ve ¢(4”, A7) lar srasiyla ¢, cj-ve ¢ 6n
sekil degistirme durumdaki degerlerini gostermektedir.

Bundan bagka elde edilen sayisal sonuglardan goziiktigi gibi F —>0 iken

(kR) — oo iliskisi ongerilmeli durum i¢in de gecerli olmaktadir. Ancak dngerilme,

(kR) ’nin degerlerini dnemli derecede degistirmektedir. Yani silindirler 6n cekmeye

cf

maruz kalmislarsa (kR)Cf.degerleri On cekmenin artmasi ile azalmakta, eger

silindirler 6n basinca maruz kalmislar ise (kR)Cf degerleri 6n basincin artmasi ile

blylimektedir.

Sekil 3.13 ve Sekil 3.14’te verilen grafiklerden anlasildigi tizere Ongerilmeli
durumda temel moda ait ikinci tip dispersiyon egrisinin ile ilgili dalga yayilim hizi,
kiigiik dalga sayilar1 limiti sifira yaklasirken yani kR — 0, boyutsuz kayma-yay
parametresi F ’den bagimsizdir. Ancak ongerilmeli durumdaki bu limit degeri (3.16)

denklemiyle hesaplanmaktadir.
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1.20 -
- h(/R=1.0
. h@/R =0.5
@/ =
. RO/ =2.0 /1(32)=7»g”=1.2
0.80 -
] /AP0 P=1.0
0.40 -
000 LI ) l LI I LI ) l LI I LI I | IkR

0.00 200 400 ©6.00 800 10.00

Sekil 3.13a : i¢i bos iki kath bilesik silindirde éngerilmenin {A;” =22 =10ve 12}
temel modun birinci tip egrisine etkisi.

c/c
160 5 h/R=1.0
h®/R =0.5

p/p =2.0

@) (1 5
3 3 §
/\/7L

1.20

i (/ li’(kg”—l.z
0.80 —
0.40

0-00 LI B | I LI I ) I LI B ) I LI I ) I LI B ) I kR
0.00 200 400 6.00 8.00 10.00

Sekil 3.13b : I¢i bos iki katl1 bilesik silindirde ngerilmenin {A;” =¥ =12 ve 1.5}
temel modun birinci tip egrisine etkisi.
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el

2.00 - h*/R=1.0

) | BO/R=0.5 0L o

J n@/p =2.0 3 =Ay =1
1.60 - v

’ AP=A=1.5
1.20
0.80 —
0.40 —
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000 200 4.00 6.00 800 10.00

Sekil 3.13c : I¢i bos iki katli bilesik silindirde ngerilmenin {ﬂ;” =2 =15ve 1.9}
temel modun birinci tip egrisine etkisi.

c/c§y

1.00 7 h/R=1.0

. h®/R =0.5
0.80 LA/ =2.0

. AP0 g
0.60 -
0.40 -
0.20 -

i AP=A=0.9
0.00 L) I L) | I ) I LIL B I | ) ) I LELIL I kR

0.00 200 400 600 800 10.00

Sekil 3.13d : I¢i bos iki katli bilesik silindirde ngerilmenin {A;” =2 =1.0ve 0.9}
temel modun birinci tip egrisine etkisi.
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Sekil 3.13¢ : I¢i bos iki katli bilesik silindirde 6ngerilmenin {2,3(1) =¥ =0.9 ve 0.8}
temel modun birinci tip egrisine etkisi.

Elde edilen sayisal sonuglardan Ongerilmeli durumdaki iki katli i¢i bos bilesik
silindirde dalga yayilim hizlar1 i¢in dalga sayisinin yiiksek olmasi durumunda yani

kR — oo iken, asagidaki ifadeler gegerli olmaktadir:

kR — oo iken,
2 (48, 72) — min{e® (48) -0, ¢ (i) -0, ¢; (A2, 1) -0},

B (7, A2) - min{c (1) +0, ¢ (22) 40, ¢y (482, 22)+0},

F—0 iken, ¢, (42,47 ) > ¢(447, 48 ) +o0. (3.28)
Burada cs (4§, A§?) 6ngerilmeli durumdaki Stoneley dalga hizlaridr.

Burada (kR),, ve (kR),, degerleri A" (=A?) parametreleri ile azalmakta oldugu

sonucuna varilmaktadir.
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1.60 — 5 h(/R=1.0

1 h@/R=0.5
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| F>0
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Sekil 3.14a : i¢i bos iki kath bilesik silindirde dngerilmenin {A;” =22 =10ve 12}
temel modun ikinci tip egrisine etkisi.

2
c/c§)

2.00 — h(/R=1.0
. 3 h®/R=0.5 F>0
: 2 u@pun=20 ——-F=0

1.60 —

120 4 4\ . —=—— = =

0.80 —

0.40 LI I LILIL I LI L) I LI I LI I kR
000 200 400 6.00 8.00 10.00

Sekil 3.14b : I¢i bos iki katli bilesik silindirde 6ngerilmenin {A;” =" =12 ve 1.5}
temel modun ikinci tip egrisine etkisi.
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h®/R=0.5
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2.40

2.00

1.60

1.20

kR

0.00 200 4.00 ©6.00 8.00 10.00

Sekil 3.14c : I¢i bos iki katli bilesik silindirde ngerilmenin {A;” =¥ =15 ve 1.9}
temel modun ikinci tip egrisine etkisi.

c/c)

1.40 -

. h(/R=1.0

T h@/R=0.5
1.20 L 2.0

’ F>0
1.00 = ==F=0
0.80 A@=AL=1.0
0.60 —

i YOOy

i kR
0.40 L] 1 1 I ] ] 1 I ] 1 L) I 1 L] 1 I L] 1 1 I

0.00 200 4.00 6.00 8.00 10.00

Sekil 3.14d : I¢i bos iki katli bilesik silindirde ngerilmenin {A;” =2 =1.0ve 0.9}
temel modun ikinci tip egrisine etkisi.
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Sekil 3.14e : I¢i bos iki kath bilesik silindirde 6ngerilmenin {A;” =2 =0.9 ve 0.8}
temel modun ikinci tip egrisine etkisi.

3.4.4 iki kath ici dolu ve ici bos bilesik silindirin sayisal sonuclarmin

karsilastirilmasi

Oncelikle, nitelik agisindan bakildiginda iki katli i¢i dolu bilesik silindir icin elde
edilen sayisal sonuglar ile iki katli igi bos bilesik silindir i¢in elde edilen sonuglarla
benzerlik géstermektedir. Elde edilen sonuglara dayanaraktan iki durum igin bulunan

sonuglardaki farkliligin i¢i bos bilesik silindirin i¢ silindir kalmhgmi ifade eden
h(z)/ R parametresinden kaynaklandigi ifade edilebilir. Bilesik silindirin katlar1
arasindaki temasin siireksiz olmas1 durumunda elde edilen disperisyon egrilerinin
h®/R parametresinin degisiminden ne kadar etkilendigini gormek igin temel moda
ait birinci ve ikinci tip dispersiyon egrilerinin bulundugu Sekil 3.15 ve Sekil
3.16°daki saysal sonuglarda Ongerilmenin olmadigi A" = A/ =1.0 degerlerinde,
F =0.3"un, ( Sekil 3.15a ve Sekil 3.16a)’da, F =1.0"in, ( Sekil 3.15b ve Sekil
3.16b)’de, F =3.0"Un, ( Sekil 3.15c ve Sekil 3.16¢)’de, F =5.0"in, ( Sekil 3.15d ve
Sekil 3.16d)’deki sonuglar1 analiz etmek gerekmektedir.
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Sekil 3.15a : F =0.3'te, h® / R parametresinin farkli degerlerinde temel
modun birinci tip egrisine etkisi.

c/cf)
0.80 —
] Dolu Silindir]
0.60 —
1 o
0.40 -
] ; h1/R=1.0
: @/R =0.1 s
=u. @) /1D =
0.20 — LBzl
0.00 L 1 1 I L L 1 I I ] ] I ] ] I I 1 ] ] IkR

000 200 400 6.00 800 10.00

Sekil 3.15b: F =1.0'de, h® / R parametresinin farkli degerlerinde temel

modun birinci tip egrisine etkisi.
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Sekil 3.15¢c: F =3.0'te, h® / R parametresinin farkli degerlerinde temel modun

birinci tip egrisine etkisi.

c/c$)
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0.40
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0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

Sekil 3.15d : F =5.0'te, h®/R parametresinin farkli degerlerinde temel modun

birinci tip egrisine etkisi.

74



Mekanik 6ngérilere gore igi bos iki katli bilesik silindir icin h®/R parametresinin
artmas ile elde edilen sonuglar i¢i dolu iki katli bilesik silindir i¢in elde edilen uygun

sonuclara mutlaka yaklasmalidir. I¢i bos durumdaki iki katli bilesik silindirdeki

temel moda ait birinci ve ikinci tip egrisinin boyuna dalga yayilim hiz1 sirasi ile ¢}

ve ¢, olarak adlandirilsin. Benzer sekilde igi dolu iki kath bilesik silindirin temel
moduna ait birinci ve ikinci tip egrisinin boyuna dalga yayilim hizi sirasi ile ¢ ve

¢ olsun.
Sekil 3.15 ve Sekil 3.16°daki grafiklerde sonuglara gore bitun kR degerleri i¢in

h®/R —1.0iken, c? <cP olaraktan, c® —c” -0. (3.29)

olmaktadir. ¢ ve c; dalga yayilm hizlar1 arasindaki iligski incelendiginde bu

iliskinin nitelik ve nicelik agisindan h® /R, kR ve boyutsuz kayma-yay parametresi

F ’in degerlerine bagh oldugu goriilmektedir.
Kayma-yay parametresi F ’in oldukea kiigiik degerleri i¢in Ornegin F =0.3 degeri
dikkate alindiginda bitin kR degerleri igin

h®/R —1.0 iken, c? <c_ olaraktan, ¢; —cP —0. (3.30)

olmaktadir. F >3.0 oldugunda (3.30) iliskisi KR degerlerinin degisim alan1 iizerine

koyulmus belirli bir kisitlama gergevesinde gegerli olmaktadir. S6z konusu bu

kisitlama gergevesinin boyutu ise h®® / R parametresine baghdir.

Ayni1 zamanda Sekil 3.16°daki grafiklere bakildiginda temel modun ikinci tip
egrilerinin karakteri, 6nemli 6lgiide iki katl i¢i bos bilesik silindirin i¢ silindir
kalinligma yani h®/R’ye bagl kalmakta oldugu goriilmektedir. Ornegin
kR =(kR),, sartlar1 altmda, F >3.0 durumunda, h®/R parametresinin kiigik

degerlerinde, ¢! yerel minimum degerlerinde iken h”/R parametresinin belirli

degerlerinden sonra ayn1 kR degerinde c; yerel maksimum degerine ulasmaktadir.

Benzer sonuclar dngerilmeli durumlar igin de bulunmustur.
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Sekil 3.16a : F =0.3'te, h® / R parametresinin farkli degerlerinde temel modun

ikinci tip egrisine etkisi.
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1.40 -
N [Dolu Silindir]
1.20 - F=1.0
] L hO/R=1.0
- 7 AP=R{=1.0
1.00 - LA/ =2.0
0.80 —
! h@)R =0.1
0.60 1 ] 1 I I 1 ] l 1 ] I l ] I L) I I 1 L I kR

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00

Sekil 3.16b : F =1.0'te, h® / R parametresinin farkli degerlerinde temel modun
ikinci tip egrisine etkisi.
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Sekil 3.16¢ : F =3.0'te, h® / R parametresinin farkli degerlerinde temel modun

ikinci tip egrisine etkisi.

EK.A’ da verilen ilave sekiller 1@ /u® =2.0,ve 1@ /u® =0.5 rijitlik degerleri
icin i¢i bos hem de i¢i dolu bilesik silindir i¢in birinci ve ikinci modlarla elde edilen
grafikler karsilastirma yapilarak verilmistir. Sekillerde {h(l) / R=1.0;

h®/R = 0.1;0.3;0.5;0.7;0.9}degerleri icin ongerilmeli durumundaki ©6n basing ve

0n ¢ekme degerleri igin (24)-(63) sekilleri verilmistir.
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Sekil 3.16d :

1.20
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0.80 —
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4 3 xgz):xg”zl 0
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F =5.0'"te, h® / R parametresinin farkli degerlerinde temel modun

ikinci tip egrisine etkisi.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu calismada oOngerilmeli iki katli bilesik silindirde temas kosullarinin eksenel
simetrik boyuna dalga yayilimma etkisinin incelenmesiyle asagidaki sonuglara

varilmistir.

1- Kayma-yay parametresi tipi sureksiz temas kosullar1 kullanildiginda temel
modun iki tip egrisi meydana gelmektedir. F — 0 iken, yani kayma yay
parametresinin kuculmesi ile birinci tip egri kaybolmakta ikinci tip egri ise temas
kosullarmin siirekli oldugu durum i¢in elde edilen dispersiyon egrisine
yaklagmaktadir. Bu durum hem i¢i dolu ve hem de i¢i bos iki kath bilesik silindir

icin gegerli olmaktadir.

2- Kayma-yay parametresi artar iken, yani F — oo iken temel modun iki tip

dispersiyon egrileri tam kaymali limit dispersiyon egrilerine yaklagmaktadir.

3- kR’in kR<(kR) degerlerinde F >0 olmasi durumunda elde edilen ikinci tip

dispersiyon egrileri, F =0 icin bulunan ile hemen hemen g¢akigsmaktadir. (kR)m
sadece, boyutsuz kayma-yay parametresi F ’in degerlerine degil, ayn1 zamanda

h®/R ve h®/R degerlerine de bagh kalmaktadir. (kR) ’nin degerleri F, h®/R ve

h® /R *in azalan degerleri ile de artmaktadir.

4- Kayma-yay tipi siireksiz temas kosullar1 kiigiik ve biylik dalga sayis1 limitlerinin

degerlerini degistirmemektedir.

5- Siireksiz temas kosulu durumunda temel modlara gore elde edilen birinci tip
egrisindeki dalga yayilim hizi siirekli temas kosulu durumundaki dalga yayilim

hizindan kiigiik kalirken ikinci tip egrisi biiyiik kalmaktadir.
6- Temel moda ait birinci tip dispersiyon egrilerinin kR ’ye gore baslangicini

gosteren (kR)_ degerleri igin:
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F — oo iken, (kR)Cf‘ -0

F —0 iken, (kR), — oo ozelligini gostermektedir.

cf

7- Ongerilmeli iki kath bilesik silindirin katmanlarindaki 6n sekil degistirmelerin
dispersiyon egrilerinin davranisi iizerinde temas kosullarindaki siireksizligin etkisini
nitelik bakimindan degistirmedigi ancak nicelik bakimindan degistirdigi

gozlenmistir.

8- I¢i dolu ongerilmeli iki katli bilesik silindirde elde edilen sayisal sonuglar
boyutsuz kayma-yay parametresi F — 0 degerleri i¢in, Akbarov ve Guliev (2009)

caligmalarinda bulunan uygun sonuglarla ¢akismaktadir.

9- iki katli igi bos bilesik silindirin i¢ silindir kalinlig1 arttikga, yani h®’/R —1.0
durumunda elde edilen dispersiyon egrileri uygun i¢i dolu bilesik silindir igin elde
edilen dispersiyon egrilerine yaklagmaktadir.
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EKLER

EK A : Yiksek modlarda ve farkli gerilmelerde dispersiyon egrileri
EK B : Farkli rijitlikte i¢i dolu ve i¢i bos bilesik silindir i¢in dispersiyon egrileri
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