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PERIYODIiK POTANSIYELIN HERMITSEL OLMAYAN
FERMIYONIK SUPERAKISKANLIK UZERINE ETKISI

OZET

Periyodik potansiyelin fermiyonik sistemler {izerindeki etkileri, yogun madde fiziginin
ana konularindan birisidir. Periyodik potansiyel altindaki acik kuantum sistemlerinde,
esnek olmayan ¢arpigsmalar yiiziinden, kayiplar meydana gelir. Bu kayiplar, hermitsel
olmayan bir hamiltonyen ile modellenebilir ve artan kayip orani, siiperakiskanlik
lizerine monoton olmayan etkiler meydana getirebilir.

Bu calismada, 6zellikle bu kayiplarin, siiperakiskan durum iizerine etkilerini incelemek
istiyoruz. Bunun i¢in bir boyutlu optik orgiide, iki parcacik problemini ve buna
baglh olan Cooper cifti problemini ele aliyoruz. Hesab1 kolaylastirmak icin sadece
ilk enerji bandin1 dikkate aldigimiz "tek bant yaklagimi" altinda, siki bag modelini
kullanmiyoruz. Pargacik kayiplarina sebep olan esnek olmayan ¢arpigmalari, kompleks
etkilesim parametresi ile modelliyoruz.

Niimerik ¢oziimiimiizde, hem konum hem de momentum bazinda, hamiltoniyen
matrisini olusturup kosegenlestiriyoruz.  Tek bant yaklagiminda; bagli durum
enerjilerini, kiitle merkezi kuazimomentumu K’ya gore elde ediyoruz. Kompleks
etkilesim oldugunda, belli enerji degerlerinde, bagli durum egrisinin siirekli bolge
icinde olustugunu (BIC) ve kompleks etkilesim sabitinin artisinin, bagli durum
egrisinin K’ya gore varyasyonunu azaltarak egriyi diiz bir banda doniistiirdiigiinti
goriiyoruz. Etkilesimin sanal kisminin; baglanma enerjilerini azalttigini, sonlu 6miirler
olusturdugunu ve yiiksek soniim oranlarinda, baghh durumlarin etkin kiitlelerini
arttirdigin1 gozlityoruz.

Belli bir limitte siiperakiskan faz, Cooper ciftlerinin olusturdugu, bir Bose
Einstein yogusmas1 (BEC) olarak diisiiniilebilir. Dolayisiyla bu calismada
kayip mekanizmasini, Bardeen-Cooper-Schrieffer siiperakiskanligin (BCS) temelini
olusturan, Cooper problemine tasiyoruz ve ayni hesaplari orada, momentum uzayinda
tekrarliyoruz. Sonuclarimiz, daha once ortalama alan teorisiyle elde edilen, sanal
kisma bagh siiperakigkan diizen parametresindeki monoton olmayan davranmisin; iki
parcacik fiziginden kaynaklanabilecegini gostermektedir.
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EFFECTS OF PERIODIC POTENTIALS
ON THE NON-HERMITIAN FERMIONIC SUPERFLUIDITY

SUMMARY

The aim of this work is to investigate the simultaneous effects of a periodic potential
and a complex-valued interaction for the two-body problem in a periodic potential.
This study focuses on how periodicity and non-Hermitian interactions interplay
in forming bound states and shaping their physical properties. With the gained
understanding of the bound-state formation in this problem and the established
computational approach, we also consider the Cooper problem in the same context.

The standard approach to two-body problems is to use the so-called center-of-mass and
relative coordinates instead of the individual particle coordinates. When the problem is
separable, the equations decouple and the relative coordinate involving the interaction
becomes effectively a one-body problem which is independent of the center-of-mass
motion. However, unlike the textbook examples, the two-body problem in a periodic
potential is not separable in the center-of-mass and relative coordinates. The single
particle problem in a one-dimensional periodic potential, the band structure for the
one-body problem has stationary states that can be labeled by their quasi-momentum
k and band index n. In order to simplify the calculations, one can further make a
single-band approximation where only one energy band is considered. This allows
one to describe the system in terms of a tight-binding Hamiltonian where each unit
cell has one orbital. Such a model is described by a hopping matrix element between
nearest-neighbor unit-cells and an on-site interaction term on a lattice. The two-body
problem within a single-band approximation has been studied before. The interaction
leads to bound states with both repulsive and attractive interactions. Here, we focus on
the binding energy of two-particles with an attractive interaction. The Cooper problem
in a one-dimensional lattice has also been studied with a single band tight-binding
approximation.

For the two-body problem in the lattice, a center-of-mass quasi-momentum K¢y can
still be defined as a conserved quantity. It appears in the eigenvalue equation for
the relative coordinate in the solution of the energy eigenstates as a constant and the
Schrodinger equation for the relative coordinate has to be solved for each value of the
center-of-mass momentum. This symmetry consideration leads to smaller problems
for each K¢y and all solutions can be obtained in this way avoiding the larger Hilbert
space to two-particles.

Our numerical approach involves constructing the Hamiltonian matrix in both position
and momentum bases and diagonalizing it. We consider fermionic particles in a spin
singlet state so that the spatial wave functions are symmetric under the exchange of
particle coordinates.
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Following previous work in the literature, we consider the problem described above
with a complex-valued interaction which makes the Hamiltonian describing the system
non-Hermitian. (Non-Hermitian Hamiltonians lead to complex energy eigenvalues.)
The complex-valued interaction models the inelastic collision with particle losses.
The mechanism for non-Hermiticiy enters in the two-particle problem as opposed
to other non-Hermitian mechanisms acting the on the single particle dynamics.
Since we focus on fermions in a spin singlet configuration, which requires the
spatial part of the wave function to be symmetric under particle exchange. The
inclusion of complex interactions introduces qualitative differences compared to
Hermitian systems. For example, in the Hermitian case, the binding energy depends
monotonically on the interaction strength. In contrast, the non-Hermitian interaction
introduces non-monotonic behavior, especially in regimes where the bound-state
energy overlaps with the continuum of extended two-particle states.

Considering the effects of a complex-valued interaction on the bound state energies of
two-particles in a periodic potential within a single band approximation, we find that
the imaginary part of the interaction leads to lower binding energies, finite life-times
and increased effective masses for the bound states. As expected, the bound state with
zero center-of-mass momentum has the longest lifetime and the states with maximum
center-of-mass quasi-momentum have the largest decay rates for a given interaction.
Finally, looking at the curvature of the real part of the bound state energy curves
it is seen that the effective mass of the bound state increases with dissipation. The
behavior of the dependence of these quantities on the imaginary part of the interaction
is non-monotonic for weak interactions when the bound state band can be partly within
the continuum of extended two particle states. This gives rise to bound states in
continuum (BICs) for this model. Finally, we present the Cooper problem spectrum at
half filling.

The formation of Cooper pairs, which are bound-states in the presence of a
Fermi sea, is crucial for Bardeen-Cooper-Schrieffer type fermionic superfluidity and
superconductivity. In particular, the condensed phase in the strongly interacting limit
can be described by the Bose-Einstein condensation of Cooper pairs which behave like
tightly-bound dimers. The behavior of such a system in the presence of a periodic
potential, which can be realized in the laboratory with ultracold atomic gases in
optical lattices, leads to a large effective mass among other effects. The peculiar band
structure of the quasiparticle energy spectrum in the lattice can reduce the effects of
pair-breaking excitations. Similarly, when the pairing gap is large compared to the
strength of the lattice, the effects of the band structure can be suppressed which can
play an important role for neutron superfluid density in the inner crust of neutron stars.
Therefore, the effects of the periodic potential in superfluid systems are significant for
various physical systems with vast differences in their properties such as densities and
absolute temperatures. In the presence of inelastic collisions, it has been suggested
that the superfluidity in ultracold atoms can show reentrant behavior with increasing
dissipation for weak attractive interactions and should be enhanced by dissipation due
to an interplay between the BCS-BEC crossover and the quantum Zeno effect. In
addition, models with non-Hermitian dynamics and losses can host bound states in
continuum for the two body problem.

XX1V



With this motivation, our work offers multiple directions for further investigation. A
complete analysis of the Cooper problem can be pursued for different filling values of
the band. The inclusion of additional single-particle bands is also possible. The effects
of a multiband problem can be studied as well as the effects of multiple dimensions.
We also plan consider the consequences resulting from two-body physics for superfluid
systems in a periodic potential with particle losses.
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1. GIRIS

Periyodik potansiyel altindaki ¢ok parcacikli sistemlerin durumu, kuantum teorisinin
bagindan itibaren incelenmektedir. Son zamanlarda optik orgiide, fermiyonik ve
bozonik atomlarin sogutulmasi ve tuzaklanmasi ile ilgili deneylerdeki dikkate deger

ilerleme sonucu; Hubbard modeli, yeniden ilgi gormeye baslamigtir. [7]

Periyodik potansiyel, lazer isimnlarimin girisimi sonucu, duran dalga olusturarak
elde edilebilir. Bu sekilde olusturulan yapay kristal yapiya "optik orgii" denir.
Gercek bir kristalin yaratti§1 potansiyel, kristali olusturan atomlarin dizilimine bagh
oldugu i¢in, sabittir. Oysa optik orgiide, kullandigimiz lazer 1s181min 6zelliklerini
degistirerek, potansiyelin; siddeti, periyodu gibi parametreleri belirleyebiliriz ve
bu parametrelerin pargacik durumlarma olan etkisini inceleyebiliriz. Oncelikle tek

pargacik probleminden baglayarak bu etkileri inceleyelim.

1.1 Periyodik Potansiyelde Tek Parcacik Problemi

Bir boyutta periyodik potansiyel altindaki bir par¢acik i¢in Schrodinger denklemi,
n? d?y

seklinde olup, periyodu a olan bir potansiyel,

Ux)=U(x+a) Z U, = ZUGe (1.2)

nez

seklinde Fourier serisi ile verilir ~Homojen sistemde enerji Ozdurumlar icin,

momentum dalga fonksiyonlar: cinsinden,
=Y ™ (1.3)
k

seklinde ¢oziim arayabiliriz. Bu dalga fonksiyonunu, denklem (1.1)’de yerine yazip,
tiirevleri alirsak,

Wk
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denklemini elde ederiz. Cy katsayilarin1 bulmak icin, (1.4) denkleminde tiim terimleri

soldan e~ ile carparak integral alalim. Diizlem dalga fonksiyonlar1 i¢in diklik iliskisi
/ K — 28 (k— ) (1.5)
ifadesini kullanarak,
h2k/2
> Cy + Y UnCy_g, = ECy (1.6)
n

. . 22 . o qi
denklemini elde ederiz. & = % tanimi ve k' — k isim degisikligi ile,

(& —E)Ci+ ) UCr—G =0 (1.7)
G

seklinde, momentum uzayinda Schrodinger denklemi elde ederiz. Burada &, Brillouin
bolgesi (BZ) icinde k € BZ = (—n/a,m/a] tanimh olup; anlami asagida acikliga
kavusacaktir. G, ise ters orgii vektoriidir. Go = 27/a ve n € 7Z olmak iizere, ters

orgii vektori, (1.8) denklemindeki gibi tanimlanir.

2
G, =nGy =" (1.8)
a

1.1.1 Enerji bant yapisi

(1.7) denklemin ¢oziimiinden, Y, Bloch durumlarini elde ederiz. Belli bir £ degeri

icin, elde edilen enerji 6zdegeri g,; olmak tlizere, Bloch durumlarr;
Yok (x) = ZCn,HGeiG"eikx =ty (x)e™, ke (—rm/a,m/al (1.9)
G

seklinde olup, (1.9) ifadesi, "Bloch teoremi" olarak bilinir.

Bant yapisinin nasil olustugunu daha iyi anlayabilmek i¢in kristal yapiyi, serbest
parcacik ve sonsuz kuyu ile karsilastirabiliriz. Kristaldeki bant yapisi, periyodik
potansiyel etkisiyle olusan bir yapidir. Periyodik potansiyel, kesikli ve i1yi bir kuantum
sayisi ile tantmlanmis, momentum Ozdegerlerine sahip olmamizi saglar. Periyodik
potansiyel olmasaydi ve hamiltoniyende sadece kinetik enerji terimi olsaydi (serbest
parcacikta oldugu gibi) bu durumda hamiltoniyen, siirekli bir Gteleme simetrisine
sahip olurdu. Yani biitiin konum o6telemeleri altinda, hamiltoniyen aym kalirdi.
Bunun sonucu olarak da tim momentum degerleri, kinetik enerji hamiltoniyeninin

— . 242 y .. .
0zdurumu olurdu. Kinetik enerji de, E = % olacagindan enerji-momentum grafigini



bir parabol seklinde elde ederdik. Fakat periyodik potansiyel varken, siirekli bir
oteleme simetrisi yoktur. Her oteleme isleminde, hamiltoniyen ayni kalmaz. Yalnizca,
"a" kristal periyodu kadar 6teleme yaptigimizda hamiltoniyen ayni kalir ve sistemde,
ters Orgii vektorii kadar otelenmis momentumlari, birbirinden ayirt etmek miimkiin
olmaz. O yiizden tiim momentum degerleri degil; belli, kesikli momentum degerleri,
hamiltoniyen operatoriiniin 6zdurumu olur. Bu durumlari bulmak i¢in, BZ i¢inde bir
k = ko momentum degeri secip, buna FGg, F2Go, F3Gy... degerlerini ekleriz. Boylece

ko momentumuna denk olan momentumlar: bulabiliriz. Bu momentum degerleri,

k=k +G, (1.10)

denklemi ile birbirine baghdir ve fiziksel olarak farkli bir durum vermez. Tiim bu
momentum degerlerinin denk oldugu "kp" momentum degerine: "kuazimomentum
(kristal momentumu)" denir.  k kuazimomentumu, iyi bir kuantum sayisiyla
belirlendigi icin, periyodik potansiyelde kesikli dteleme simetrisiden dolay1 korunan
bir biiyiikliiktiir. O yiizden (1.10) denklemine, kuazimomentumun korunum denklemi
goziiyle bakabiliriz. ko’a, G’yi ka¢ kez eklediysek, o kadar bant olusur. BZ
bolgesindeki her k degeri i¢in, bu islemi tekrarlariz. Boylece bircok momentum

durumunun birbirine baglandig1 bant yapisini elde ederiz (Sekil 1.1).

Ornegin kuantum kuyusu, periyodik bir yapiya sahip degildir. Kuantum kuyusu
problemini, sonlu bir aralikta ¢6zeriz ve gene kesikli enerji de8erleri (E,) elde ederiz.
Ama momentum, iyi bir kuantum sayisi ile tamimlanmaz. Kuyudaki "»" indisi, enerji
degerlerini etiketler ama momentumu etiketlemez. Momentumun beklenen degeri
(P) = 0°dir. Ancak her bir enerji durumunun momentumunu belirleyemeyiz. Oysa
kristaldeki enerji 6zdurumlarini, €,; seklinde, ayn1 zamanda "k" momentum indisi ile
etiketleriz. Yani her her bir kuantum durumu; bant indisi "n" ve kristal momentumu
"k" olmak iizere, iki paramatre ile belirlenir. Bu yiizden durumlarimizi |nk) seklinde

gosterebiliriz.



1.1.2 Niimerik ¢oziim

Bloch durumlari, periyodik potansiyel altinda; hamiltoniyen operatoriiniin 6zdurum-
laridir.  Buna gore tek parcacik hamiltoniyeni H, olmak iizere, 6zdeger 6zdeger

denklemini;
Hlank(x) :gnkl//nk(x) (L.11)

seklinde yazariz.  Nimerik c¢oziimiimiizde periyodik potansiyeli, optik oOrgii

deneylerinde kullanilan sekliyle,

E
U(x) = sEgsin® (%) = STR(I — Ccosgx) (1.12)

alacagiz. Bu durumda G, = nG = nqg olmak iizere
U(x) =) Ug,e" (1.13)
n
acilimindaki sifirda farkli tic Fourier katsayisini,
UG=0=2Usz/q =2U 373/4 = ER (1.14)

olarak hesaplayabiliriz. Burada s, periyodik potansiyelin siddetini; g = 27” ise

n_n

periyodik potansiyelin periyodunu kontrol eden parametredir. a", periyodik
potansiyelin periyodudur. Tim nicelikleri "a" ile dl¢eklendirecegiz. Enerjiyi "a"
ile olceklendirdigimizde, E = #%/(2ma?®) olur. Uzunluk 6l¢egi: a, Enerji olcegi:
1*/(2ma®), Momentum &lgegi: 1 ve [Momentum x uzunluk (ka)] dlgegi boyutsuz

olur.

(1.7) denklemindeki potansiyel toplamu, sinirlt bir toplamdir ve sadece (1.10) kosuluna
uyan k’lar lizerinden toplam yapilir. Boylece toplam ifadesinde sadece iki terim yer alir

ve (1.7) denklemi,

K2 E _
%(qn+Q+kz>2Un—7R(Un_1 +Uny1) = 2U, (1.15)

haline doniisiir. Her bir k degeri i¢in (1.15) denklemini ¢ozerek enerji 6zdurumlarini

bulabiliriz.

"quantum optics.jl" paketini kullanarak, kuantum sistemlerini programa tanitip

cOzdiirebiliriz. Bunun icin BZ icinde Nx = 101 adet nokta secelim (Sekil A.1).



Buna gore her bantta Ng = 101 nokta bulunur. Her bir nokta, belirli bir
kuazimomentumu ve enerjisi olan bir durumu temsil eder. Bu degerleri kaydedip
grafigi cizdirirsek, sekil 1.1°i elde ederiz. Bu grafigin yatay ekseni, —Z’dan Z’ya
kadar giden k noktalarini; diisey ekseni ekseni ise |nk) durumlarina ait &, enerji
Ozdegerlerini verir. Bu sekilde birbirine ¢ok yakin Nk adet durumdan olusan ve
siirekli bir dagilim olarak goz Oniine alinan yapiya "bant” denir. Bir bant i¢indeki
Nk adet kuantum durumunun, ayn1 zamanda gergek uzayda sectigimiz birim hiicre
sayisina esit oldugunu varsayacagiz. Boylece her bir bantta Ng adet durum oldugu
icin sistemimizde toplam (Nx x Bant Sayis1) kadar kuantum durumu olur. Ornegin, 21

tane bant secerek toplam 101 x 21 = 2121 tane durum buluruz (Sekil A.1).

n_n

Sekil 1.1°de goriildiigii gibi, her bir kuantum durumu; "n" ve "k" olmak iizere, iki
parametre ile etiketlenir. Sekil 1.1°deki grafikte elde ettigimiz tiim enerjileri banda
gore kaydettigimiz icin, her bir banttaki enerji degerlerini programa listeletebiliriz.
Ornegin birinci battaki enerji degerleri sekil A.2’deki gibidir. Artik elimizde tiim |nk)
durumlarina ait k ve €, degerleri ve W, Bloch dalga fonksiyonlar1 mevcuttur.
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Sekil 1.1 : Birinci Brillouin bolgesindeki enerji bantlari.



Sekil 1.1°deki grafikte, renkli bolgeler arasinda iki tane bant araligi (band gap)
goriilmektedir. Bunlardan ilki, mavi ve kirmizi bolge arasindaki aralik, digeri ise
kirmiz1 ve yesil bolge arasindaki araliktir. Grafikte goriildiigii tizere, bu araliklarda

hi¢ bir enerji durumu bulunamaz. O yiizden bu bolgelere "yasak enerji aralig1" denir.

Boyle bir grafigi programa ¢izdirebilmek i¢in; potansiyelin degerini (s), bant sayisini
ve BZ’daki nokta sayisin1 segmemiz gerekir. Sectigimiz nokta sayisini arttirdigimizda,
parabolik yap1 daha iyi ortaya ¢ikar. Potansiyeli sifir aldigimizda (s = 0) ise sekil
1.1°de kesikli cizgilerle cizilen grafikte goriildiigii gibi, bant araliklarin kapandigini
goriiriiz. Bu durumda meydana gelen grafik, parabolik bir dispersiyon bagintisinin;

BZ disindaki kisminin, BZ icine katlanmis sekli gibidir.

Sekil 1.1°de renkli bolgelerin yiikseklikleri, bant genisligini (bandwidth) ifade eder.
Ornegin grafikteki ilk bandin maksimum ve minimum degerleri arasindaki farki alarak

bant genigligini , 7.63 olarak bulabiliriz (Sekil A.3).

1.1.3 Tek parcacik probleminin gercek uzayda ¢oziimii

Bolim 1.1.1’de momentum uzayinda yaptifimiz hesabi, simdi gercek uzayda
yapalim ve buldugumuz enerji degerlerini, 6nceki ¢oziim ile karsilagtiralim. Burada
potansiyeli, verilen trigonometrik sekliyle, dogrudan yazabiliriz. Gergek uzay ¢oziimii,
bu yoniiyle avantajlidir. Ancak konum uzayi, siirekli bir uzaydir ve uzaydaki her nokta,
bir kuantum durumuna karsilik gelir. O yiizden ¢oziim i¢in ¢ok fazla nokta almamiz
gerekir. Fakat coziimleri gercek uzayda buldugumuz zaman, sonuglart iki parcacik

durumlarina aktarmak kolay olur.

Simdi, N = 201 adet birim hiicreden olusan bir baz kiimesi olusturalim. X,;, = —100
ve Xmaks = 100 segerek bu hiicrelerin konumlari belirleyebiliriz. Uzunluk birimimizi,
birim hiicre uzunlugu “a” olarak aldigimiz i¢in, X, ve Xmaks arasinda 201 hiicre
oldugu goziikmektedir. Program, secti§imiz bu aralikta, 201 elemanli bir Hilbert
uzay1 olusturarak bu noktalar1 bize verir (Sekil A.4). Programa, kinetik enerji ve

potansiyel operatorlerini tanimladiktan sonra hamiltoniyeni olusturabiliriz. Program,

ilgili matrisleri kurarak, 6zdurumlar1 bize verir (Sekil A.5).
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Sekil 1.2 : Tek parcacik gercek uzay enerji spekturumu.

Boylece sekil 1.2°deki grafigi elde ederiz (Sekil A.10). Bu grafikte de gene, sekil 1.1°de
oldugu gibi iki tane bant aralig1 goziikmektedir. Sekil 1.1°deki grafikte hem +k hem
de —k momentum degerlerine karsilik gelen enerjileri goriiyoruz. Oysa sekil 1.2°de,
gercek uzay ¢oziimiine ait grafikte, bu simetri goriinmiiyor. Bunun nedeni, momentum
uzayinda; oteleme simetrisini kullanmamizdir. Fazi belli 6zel bir durumu, 6teleme
operatorii yardimiyla kaydirdigimizda, bu durumun nasil degisecegini biliyoruz. O
yiizden her bir enerji degerine karsilik gelen kuazimomentum degerini belirleyebiliriz.
Oysa gergek uzay coziimiinde, ayni enerjiye sahip (dejenere) k ve —k momentum
durumlarint ayiramayiz. Sekil 1.2’deki grafigi, daha az sayida nokta alarak c¢izersek, k
ve —k durumlarina ait enerjileri, dip dibe iki nokta olarak goriiriiz. Eger bu durumlarin
momentumlarini tespit edip, noktalar1 tekrar siralarsak o zaman gene sekil 1.1°deki

grafifin benzerini elde ederiz.

1.1.4 Bloch durumlarinin ortanormalligi

Denklem (1.9)’de verdigimiz Bloch teoremini kullanarak,

oo oo
| 1ea@ Par= [ Julo) P ax (1.16)

yazabiliriz ve u,; fonksiyonlarimi birim hiicre tizerinden, (1.17) denklemindeki gibi

normalize edebiliriz

a
Z/O dx | i |* dx = Npirim (1.17)

neZ hiicre
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Sekil 1.3 : Farkli bantlardaki, ayn1 k£ durumuna karsilik gelen Bloch durumlari
ortagonaldir.

Sekil 1.1°de elde ettigimiz tiim Bloch durumlar normalizedir. Herhangi bir duruma
ait G, vektoriiniin normunu 1°dir. hesaplarsak, sonucun 1 oldugunu goriiriiz. Buna
kargihik tiim Bloch durumlari igin genel bir ortagonallik iligkisi yoktur. Ornegin
sekil 1.3’deki durumlardan Ci, ile Cp3 katsayilarinin skaler carpimina bakarsak,
sonucun sifir olmadigim goriiriiz. Dahasi, ayn1 bant iizerinde sectigimiz iki farkli &
degerine ait C,; katsayilarmin skaler carpimi da sifir cikmaz. Ornegin Cy; ile Cp3
katsayilarinin skaler ¢arpimu sifirdan farklidir. Ayni bant igindeki iki durum, farkli
enerji 0zdurumlaridir ancak bunlar arasinda C,,;, vektorleri cinsinden bir diklik bagintisi
yoktur. Yalnizca aym ko degerine ait, farkli »’ler icin elde ettigimiz Cj’lar, birbirine
diktir (Sekil A.8). Ornegin sekil 1.3 de, ko degerleri aym fakat farkli bantlarda bulunan
ic durumu g6z Oniine alalim. Simdi bu durmlara ait; Cyz, Cy, ve Cs; katsayilarinin
skaler ¢arpimlar sifirdir. Sonug olarak tiim bloch durmlar1 normalizedir fakat sadece

aym k degerine ait Bloch durumlari ortagonaldir (Denklem 1.18).
(nik|njky =0, i#j (1.18)

Simdi aym hesaplari, gercek uzayda yapalim. Gergek uzayda dalga fonksiyonunu,
(1.9) denklemi ile verilen Bloch dalga fonksiyonudur. Simdi bu dalga fonksiyonunu
olusturacagiz. (1.9) denklemindeki Y C,e'Cr* toplam kismi, bize periyodik u,;
fonksiyonunu verir. Bunu olusturmak i¢in 6nce G, = 27n seklinde ters Orgi
vektorlerini olustururuz. Daha sonra C, katsayilarini, e/C»* terimiyle carparak, tiim
n’ler iizeriden toplariz. Boylece u,;(x) fonksiyonlarmi, tim Gy’ler igin bir matris

olarak elde ederiz. u,(x) fonksiyolarimin grafikleri sekil 1.4’deki gibidir.
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Sekil 1.4 : Ilk ve ikinci bant i¢in k = 0 kuazi-momentum u,; (x) periyodik
fonksiyonlarinin reel ve imajiner kisimlarinin birim hiicre i¢indeki goriiniimii.
Buradaki gibi ayn1 k£ degerine sahip farkli Bloch fonksiyonlar1 birbirine diktir.

. periyodik fonksiyonlarini olusturduktan sonra (1.9) denklemi geregince, buldugu-
muz u,; fonksiyonlarin1 e/** ile carparak, W, (x) dalga fonksiyonlarini olustururuz.
Artik dalga fonksiyonlarini bildigimize gore, bu fonksiyonlarin diklik sartini kontrol
edebiliriz. Bunun i¢in Gauss-Legendre yontemini kullanalim. Bu yontem sayesinde,
istenilen aralikta herhangi bir fonksiyonun integralini almak i¢in, denklem (1.19)’deki
gibi fonksiyonun o noktalardaki x; degerlerini, @; legendre agirlik faktorleriyle

carparak i iizerinden toplariz.

/f(X)dx: Y wif(xi) (1.19)

x araligin (-0.5 ile 5) alarak, k ayn1 iken i¢ ¢arpimlara baktigimizda, sonuglarin sifir
oldugunu goriiriiz. Gauss-Legendre integrasyonu olduk¢a iyi sonuglar vermistir. Ayni
integral hesaplarini; trapez (yamuk) kurali ile ve Simpson kurali ile tekrarladigimizda,

sonucun hepsiyle uyumlu oldugunu goriiriiz.

Simdi dalga fonksiyonlarinin normlarina bakalim. (1.16) esitli§inde gordiigiimiiz gibi
|¥,|? ile |u,|> fonksiyonlarinin integralleri aynidir. O yiizden Bloch durumlarini
normalize etmek i¢in, periyodik u,; fonksiyonlarmm1 normalize edebiliriz. Gene
Gauss agirhik faktorleriyle, ayn1 k degerleri icin integralleri hesapladigimizda;
[ |tni(x)|?dx = 1 sonucunu elde ederiz. Boylece k aym iken, tiim durumlarin

ortanormal oldugunu, gercek uzayda da gostermis oluruz.



1.1.5 Wannier Fonksiyonlari

Sekil 1.1°deki grafikte siirekli goriinen bant egrisinin, gercekte Nk adet temsili
nokta alinarak elde edildigini ve her noktanin bir kuantum durumuna ve birim
hiicreye karsilik geldigini belirtmistik. Ancak bu kuantum durumlari, yani enerji
ozfonksiyonlari, bir hiicre icerisinde lokalize olmaz; tiim sisteme yayilir. Bdylece
her bir k& durumu i¢in, tiim sisteme yayilmis dalga fonksiyonlar1 elde ederiz.
Bunlar, periyodik sinir kosullar1 kullanarak elde ettigimiz, "Bloch fonksiyonlaridir."
Bloch fonksiyonlari; her birim hiicrede tekrar eden u(x) periyodik fonksiyonunun,

e® diizlem dalgasi ile modiile edilmis halidir (Sekil 1.5). Bloch fonksiyonlarini

¥, 0=, "

Sekil 1.5 : Atomik orbitaller tizerine konumlandirilmig Bloch fonksiyonunun sematik
gosterimi.

bir araya getirerek, her bir birim hiicrede lokalize olmus, molekiiler orbitaller
olusturabiliriz. Bunlara "Wannier orbitalleri” denir (Sekil 1.6). Wannier orbitalleri,
Bloch fonksiyonlarinin siiperpozisyonu oldugu i¢in, belirli bir enerjiye sahip degildir
ancak gercek uzayda lokalizedir. O yiizden Wannier fonksiyonlarini, W (x) = Y, w;(x)
seklinde, ortagonal bir baz olarak kullanabiliriz. Bu model: "Siki bag-Hubbard

modeli" olarak adlandirilir.

w,(x)

Sekil 1.6 : Lokalize Wannier fonksiyonlari.
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1.2 Iki Parcacikhi Sistemlere Giris

1.2.1 Iki parcacik kuantum durumlarimmn gosterimi

Iki parcacik kuantum durumunu, |ij) seklinde gosterebiliriz. Bu gosterim bize birinci
parcacigin, i. kuantum durumunda; ikinci parcacigin, j. kuantum durumunda oldugunu
sOyler. Buradaki indisler, tek parcacik durumlaridir. Bizim problemimizde bu
durumlar, periyodik potansiyel altinda ¢6zdiigiimiiz bloch durumlaridir. Ornegin |35)
iki parcacik durumu i¢in; birinci parcacigin 3. kuantum durumunda, ikinci pargacigin

ise 5. kuantum durumunda oldugunu sdyleriz.

1.2.2 Sacilma matrisi

Parcaciklarin etkilesimini, bir sacilma problemi olarak ele alabiliriz. Buna gore
carpisma oOncesi |kl) durumunda olan pargaciklar, ¢arpisma sonrasi baska bir |mn)
durumuna gegerler. Her bir durum icin sagilan dalganin genligini (sag¢ilma genligi)

belirlersek, etkilesimi belirlemis oluruz.

Iv,> Iv,>

V> Iv,>
Sekil 1.7 : Sacilma diyagrama.

Pargaciklarin etkilesim siirecini, sagilma diyagramu ile gosterebiliriz. Bunun icin |nk)
kuantum durumunu, bilesik v indisi ile gosterelim. Sa¢ilma 6ncesi v; ve v, durumunda
olan parcaciklarin, sa¢ilma sonrast v3 ve v4 durumuna gectiklerini varsayalim (Sekil
1.7). Etkilesim Oncesi ve sonrasi kuantum durumlarini, bir 173?32131{2 v, sagilma matrisi

ile birbirine baglayabiliriz. Bdylece bu matrisin elemanlarim belirleyerek parcaciklar

arasi etkilesimi tanimlayabiliriz.
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1.2.3 Sikibag-Hubbard modeli

Bu modele gore, bir atomun dalga fonksiyonunun, sadece en yakin komsularininki
ile ortiigtiigiinde etkilesim oldugunu, aksi durumda etkilesim olmadigini varsayacagiz

(Sekil 2.1). Buna gore etkilesim potansiyelini,
Uetkile§im — Z Uii,ii (120)
i

Yli”

seklinde yazabiliriz. Buradaki matris elemaninin tiim indislerinin ayni1 olmast,
sacilma Oncesi ve sonrasi parcaciklarin ayni birim hiicrede kaldigin1 gosterir. Yani
modelimize gore, ayni birim hiicre i¢indeki iki parcacik birbiriyle etkilesecek ve
sacilma sonrasi bu iki parcacik gene ayni birim hiicre icinde kalacaktir; yan hiicreye
sagilmayacaktir. Boliim 1.2.2°de, etkilesimi; |k/) durumundaki parcaciklarin, carpigsma
sonrast bagka bir |mn) durumuna ge¢mesi, olarak tamimlamistik. Hubbard tipi
etkilesimde, |kl) ve |mn) durumlari aym birim hiicre i¢inde yer alacakti. Bu
yiizden diger hiicrelerdeki durumlarda hi¢ bir degisiklik olmaz. Ayrica modelimizde,
etkilesimin her hiicrede ayn1 oldugunu, hiicreden hiicreye degismedigini varsayiyoruz.
Bu durumda sacilma matris elemanlar1 basitlesir ve etkilesimi, "kontak etkilesim

parametresi" dedigimiz bir "g"” sayisi ile belirleyebiliriz. Bu yilizden Hubbard tipi

etkilesim, uygulamadaki kolaylig1 nedeniyle popiiler bir modeldir.

1.2.4 iki parcacik baz uzaymin olusturulmasi

Sistemimizin durumunu simiile edebilmek icin, iki parcacik hamiltoniyenini,
sectigimiz bazda yazabiliriz. Wannier orbitallerini baz vektorii alirsak, tek parcacik
dalga fonksiyonu ¥ = Y y;|w;) seklinde olur. iki parcacik uzayini; tek parcacik

uzayinin kopyasim alarak, bu iki kopyanin;

Y = yi|wi) ® |wj) (1.21)

seklinde tensor ¢arpimu ile elde ederiz. Burada "i " indisi birinci parcaci8i, "j " indisi
ise ikinci parcacigl temsil etmektedir. Simdi Ny adet birim hiicre i¢in, kag¢ tane iki
parcacik kuantum durumu oldugunu bulalim. Par¢aciklar fermiyonsa, tiim antisimetrik

kombinasyonlar; baz uzayinda yer almalidir.
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|lij) ifadesinde, i ve j indisleri mutlaka birbirinden farkli olmalidir. Aksi halde Pauli
disarlama ilkesi ihlal edilmis olur. Ornegin |11) seklinde bir durum olamaz. O yiizden
birinci pargaci Ny farkli durumda olabilirse, ikinci pargacik (N; — 1) farkli durumda
olabilir. Ozdes pargaciklar igin, y(r|,72) = Fw(r2,r|) seklindeki simetri kosulunu da
kullanirsak; Ny adet birim hiicre (ya da kuantum durumu) i¢in, Ny (N, — 1)/2 tane iki

parcacik durumu elde ederiz.

Simdi baz uzay1 olarak Wannier orbitalerini sectikten sonra, toplam Ny (N, — 1)/2 adet
durumdan olusan iki parcacik uzayim kuralim. Burada spin singlet ve spin triplet
durumlarini ayr1 ayri inceleyecegiz. Spin singlet oldugunda, konum uzayinda simetrik
dalga fonksiyonlarina bakmamiz gerekeceginden, bozon durumlarini alacagiz. Spin
triplet durumunda ise dalga fonksiyonunun spin kismi simetrik oldugundan, uzay
kismin1 antisimetrik yapilmasi gerekir. Bu durumda da uzaydaki antisimetrik durumlar

ele alinmalidir.

Modelimize, eger spini de dahil edersek ayni hiicreye zit spinli iki fermiyon
yerlestirebiliriz.  Bu durumda, (Ni(Ny —1)/2)x2 + N = N7 tane durum olur.
Buna gore sadece ayni hiicrede zit spinli iki parcacik oldugunda, bir etkilesimin
oldugunu varsayarak hamiltoniyen matrisini olusturabiliriz. Karsimiza ¢ikan matrisi
kosegenlestirdigimizde, ozdeger ve Ozvektorler bize iki pargacik coziimleri verir.
Sonu¢ boliimiinde gosterilen hesaplarda, iki parcacik dalga fonksiyonunun spin
singlet durumunda oldugunu; dolayisiyla dalga fonksiyonunun uzay kisminin, simetrik
dalga fonksiyonlarindan olustugu durumu ele aliyoruz. Bdylece toplam dalga

fonksiyonumuz antisimetrik olur.

1.3 Hermitsel Olmayan Kuantum Mekanigi

Bu kisimda carpigsmalarin neden oldugu parcacik kayiplarini gbz Oniine alacagiz.
Bir sistemde parcaciklar, carpisip sistem disina cikabilir ya da molekiil olusturup
sistemden diisebilir. Bu sekilde, sistemle cevre arasindaki etkilesimden dolayi,
parcacik aligverisinin oldugu sisteme "acik kuantum sistemi" denir. Boyle bir
sistemi, reel ve imajiner kistmdan olusan, kompleks bir hamiltoniyen kullanarak

modelleyebiliriz.
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1.3.1 Ozdegerler ve 6zvektorler

HveT, H=H" ve I' =T kosullarii saglayan hermitsel operatérler olmak iizere,

nonhermitsel bir Ay operatoriinil,
Hyu=H+ill (1.22)
seklinde tanimlayabiliriz. Boyle bir operatoriin hermitsel eslenigi,

Hiy =H—il (1.23)

oldugundan, Hxy # H;IH oldugu goriilmektedir. Bu tiir bir hamiltoniyenin 6zdeger
ve Ozvektorlerini inceleyecegiz. Bilindigi gibi hermitsel bir operatoriin 6zdegerleri
reeldir, farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorleri birbirine diktir. Hyg hermitsel
olmadig1 i¢in, bu operatoriin 6zdegerleri komplekstir ve sag ve sol ozvektorleri
birbirinden farkhidir. Boyle bir sistemde; kompleks enerji degerleri, sistemdeki
kayiplart modeller ve ve enerjinin imajiner kismi, bu kaybin zaman 6lgegini belirler.
Hnxp hamiltoniyenin imajiner teriminin artmasi, siiperakiskanlifi bozabilir ve bu

bozucu etki monotonik olmayabilir. Bu etkileri boliim 2.3’de inceleyecegiz.

1.3.2 Etkilesim kaynakh kayiplarin modellenmesi

Acik sistemlerde, kayip mekanizmasini, sagilma uzunluguna sanal kisim ekleyerek
modelleyebiliriz. Bu durumda (2.30) denklemi ile tanimlayacagimiz kontak etkilesim
parametresi (g), kompleks bir say1 olan a4 sagilma uzunluguna bagh olur ve hermitsel
olmayan bir matris karsimiza ¢ikar. O yiizden kompleks bir say1r olan sacilma
uzunlugunu,

ag = al + ia! (1.24)

seklinde, U etkilesim parametresini de, Uy ve Y reel olmak iizere,
U=Uy+iy (1.25)

seklinde reel ve imajiner olmak iizere iki kisma ayirarak sistemimizi modelleyecegiz.
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2. PERIYODIK POTANSIYELDE iKi PARCACIK PROBLEMI

2.1 Iki Parcacikh Sistemler

U(x)
- - ~ =
» .

IND Y(x+Na)=F(x) \

O = &) Y 4 Ux)=U(x+a)
<= = — = >

O - |$2> ! '

Sekil 2.1 : Periyodik sinir kosullarinin gegerli oldugu N hiicreden olusan bir boyutlu

similasyon kutusunun temsili: Ayni1 hiicredeki iki pargacik arasindaki kompleks
etkilesim Uy + iy ve periyodik potansiyel U (x) ile gosterilmisgtir.

Etkilesimin olmadigi tek parcacikli bir sistemin periyodik potansiyel altindaki
kuantum durumunu, |nk) olarak bulmustuk. Bu kisimda, parcaciklar arasi etkilesimi
de goz Oniine alarak, iki parcacikli sistemin kuantum durumunu bulacagiz. Birinci
parcacigin uzay koordinati xj, kuantum durumu |njk;) ; ikinci par¢acifin uzay
koordinati xp, kuantum durumu |nyk;) olsun. Pargaciklar birbiriyle etkilesmediginde
(g=0), bu iki parcaciktan olusan sistemin dalga fonksiyonunu; parcaciklarin, fermiyon
ya da bozon olmas1 durumuna gore, dalga fonksiyonlarinin simetrik ya da antisimetrik

kombinasyonu seklinde yazabiliriz.

W(x1,x2) = Wk, (X1) Pk, (¥2) £ Wy (02) Pk, (x1) 2.1
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|n1k;) durumundaki parcacigin enerjisi €, |npk;) durumundaki parcacigin enerjisi &
ise sistemin enerjisisi,
€ =&k T Enrky (2.2)

olur. Simdi parcaciklarin etkilestigi duruma bakalim. Etkilesmeyen parcaciklarin

(0)

1p ile, etkilesim hamiltoniyenini ise H (etkilesim) jle osterirsek bu

hamiltoniyenlerini H

durumda iki parcgacikli sistemin hamiltoniyeni,
_ (0 (0) (etkilesim) (.. P
Hop(x1,x2) = Hy ) (x1) + H, (x2) + H (x1 —x2) (2.3)

olur. Burada her bir etkilesmeyen par¢acigin hamiltoniyeni,

K d2

0, y_ a4
H (x,)— Zmd)cl-2

Ip + U@rgu(xi), i=1,2 2.4)

seklinde olup, periyodik orgii potansiyeli; bu hamiltoniyenlerin i¢cindedir. Parcacik-
larin birbiri ile etkilesimini U(x; — x;) potansiyeli ile tanimlarsak, iki pargacik

hamiltoniyenini,
Hzp(xl,)cz) :Hlp(x1)+H1p(xz)+U(x1 —X2) (2.5)

seklinde yazabiliriz.

k1 ve ko, momentumuna sahip iki parcaciktan olusan sistemin; konum uzayindaki x; ve

x> durumlari cinsinden dalga fonksiyonu,
Pk, (x1,X2) = P, (x1) P,y (32) = eFrtikax (2.6)
seklindedir. Ayn1 denklemi, braket notasyonunu kullanarak,
|kika) = [ki) @ [k2) 2.7
seklinde yazabiliriz. |kjky) vektoriiniin, konum vektorleri iizerine izdiigiimiinii alarak,
(x1x2|k1k2) = Wik, (x1,X2) (2.8)
seklide, dalga fonksiyonun her iki formu arasinda iligki kurabiliriz.

|lPk1k2> = Z ’xin> <x,-x_,~‘k1k2> = Z\Pklkz (Xl,xz) |Xin> (2.9)

x,'Xj xixj
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Simdi iki parcacik hamiltoniyenini, iki parcacik dalga fonksiyonuna etki ettirelim.

212 212
k
HZp‘P/qkz = 2_ml + Uﬁfgﬁ (xl) + Z_mz + Uérgﬁ (XZ)] lPklkz + Uetkile§im(x1 - x2)lpk1k2

(2.10)

Daha sonra, Hk'l K ey matris elemanini hesaplayalim.

//‘Pi;k;Hl(g)(xl)‘Pklkzdxldxz = /‘PZ/I (x1)Hip (x1) P, (X1)dX1/‘PZ/2(X2)‘Pk2(Xz)dx2

(2.11)
0
(K| HY kika) = U 4,4 680 10 (2.12)
H 1(2) (x2) de benzer sekilde bulunur. Simdi etkilegim matrisini bulalim.
(k15| Ueikitesim k1 k2 ) = / / ‘PZ/I , Uetkilesim Wi 1, dx1 dxa (2.13)

= / / emit—kn pmit ke i (6 — xo)dxpdiy  (2.14)

e / oK —ki+ky—k2)X 4% / e~ iKi—hi—kptha)x/ tetkile§im(x)dx
2.15)

(2.16)

y kK —ky—k,+ky
(K1 | Uentesim|k1k2) = 8r it k44, Uetkilegim( ! 5 2
2.1.1 Kiitle merkezi ve relatif koordinat ayrim

Bir boyutta periyodik potansiyel altinda iki parcacik hamiltoniyeni, kiitle merkezi ve

relatif koordinatlar cinsinden;

no9*  no?

X
2MJX?  2pdx? 2

X
2) + Ubrgi’l (X - _> + Uetkilegim(x) (2.17)

2

seklindedir. Buna gore Schrodinger denklemi,

e S 4 [U-~ (
orgii

X X

2 2
(2.18)
olur. Buradan elde edilecek ¥ (X,x), iki parcacik dalga fonksiyonu olup; X ve x
seklinde iki degiskene sahiptir. X, kiitle merkezinin koordinati; x ise relatif koordinat

olup,

X1t Xx2

X
D) )

X =Xx]—X2, dx1dx, = dXdx (2.19)

seklinde tanimlanir.
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Simdi (2.18) denklemini momentum uzaymnda yazabilmek igin, bolim 1.1°de
yaptigimiz gibi, ¥ dalga fonksiyonunun ve diger terimlerin Fourier transformunu
alip (momentum 6zfonksiyonlari cinsinden seri a¢ilimini), (2.18) denkleminde yerine

yazalim. Periyodik potansiyel i¢in Fourier ransformu,
X X ~ x x
Usi (X + 5) + Uargu< - 5) - ZG:UGe’GX [elGZ te ’Gz] (2.20)

seklindedir. k; ve k» momentumlarina sahip parcaciklarin; Kxy kiitle merkezi

momentumunu ve k¢ relatif momentumunu,

(k1 —k2)

Kxm = ki + k2, krel = >

(2.21)

seklinde tanimlayabiliriz. Bu durumda hamiltoniyendeki kinetik enerji terimleri,

252 272 272 272
PKiu | WPk _ PR 1K

rel

(2.22)
2M 2u 2m 2m
Mg =g+, (2.23)
birbirine esit olur. Buna gore,
eiKX-HkX — eik1x1+ik2x2 (224)
olacagindan, Bloch dalga fonksiyonunu,
\P( ZCK elKX thkx __ Z Ckl 1€ lklxlelk2x2 (225)

K.k ki,ko

seklinde yazabiliriz. Goriildiigii gibi her bir durumu, ) momentum durumlari ile
belirleyebildigimiz gibi, |K, k) kiitle merkezi ve relatif koordinat momentum durumlari

ile de belirleyebiliriz.

Fermiyonlar i¢in W(X, —x) = —W(X,x) = Cg _x = —Ck sartlarim da kullanarak,

Fourier transformlarimi (2.18) denkleminde yerine yazalim.

)

2 2
Vl K? hkz} C e KX il

>

k
n Z UgelOX [eti/z n e—ti/z] CKykeiKX oikx
G

Cx keiKX U (X) eikx

)

+
pgie

k

K
EY Cg e®¥e (2.26)
K.k
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Boylece bir parcacik i¢cin buldugumuz (1.7) denkleminin benzerini, iki parcacik olmasi

durumunda,

[ex™ + &~ E]Cx i+ Y. Us[Ck a2+ Ck-crr6/a] + Y Crp-wUiw =0
G K

(2.27)

seklinde elde ederiz. Buradaki hangi Cgj katsayilarinin, Schrodinger denklemi
vasitasiyla birbirine baglandigini bulup bu katsayilart ¢ozecegiz.  Daha Once
cozdiigiimiiz (1.7) denklemi, tek parcacik i¢cin oldugundan, tek bir k£ degiskenine gore
Cy katsayilarim bulmustuk. Burada ise katsayilar, (k; ve ky) ya da (K ve k) seklinde iki
degiskene baghdir. U,_p terimi ise, tek pargacik ¢oziimiinde karsimiza ¢ikmayan,
etkilesim terimidir. Bu terim, periyodik potansiyelin disinda, relatif koordinata

(x = x| —x) baghdir. Etkilesim potansiyeli Uj_y igin,
U(x)=gdb(x) (2.28)
seklinde kontak etkilesimi segersek, bu durumda potansiyel,
Upz/dwimU@%:g (2.29)

seklinde bir sabite doniisiir. Buradaki g sabitine, "kontak etkilesim parametresi” denir

ve bu sabit,
AmTh?
g g

s (2.30)

m

seklinde tanimlanir. Buradaki ag, sa¢ilma uzunlugu olup; g sabiti, [Enerji x uzunluk]

boyutundadir.

2.1.2 Bloch tabanminda iki parcacik problemi

Iki parcacik problemini niimerik olarak ¢ozebilmemiz igin bir baz secmemiz gerekir.
Bunu yapmanin bir yolu; bant yapisini ¢oziip, bant yapisindan gelen Bloch durumlarini
almaktir. Bunun i¢in dalga fonksiyonunun katsayilarini CZ:,':; seklinde indeksliyelim
ve relatif koordinat cinsinden iki par¢acik dalga fonksiyonunu,
Plnx) = Y, Gl Wk (¥1) gk, (x2) (2.31)
ny.ky,ny,ky

seklinde yazalim.
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Sonra Wk, (x1) Ve W, (x2)’yi Bloch fonksiyonlar1 cinsinden agip Schrodinger

denkleminde yerine yazalim.

n17

Hzp"P = Z [Snlkl + Snzkz] ki ks Wnlkl (xl)wn2k2 ()C2) + U()Cl —Xz)"P =FEY (2.32)

ny,ky,n2,ky

Fourier bilesenlerini bulmak i¢in, boliim 1.1°de yaptigimiz gibi, (2.32) denklemini
soldan kompleks esleniklerle ¢arpip gerekli diklik bagmntilarini (n; =/, np = n) gibi)

kullanirsak,

ny,na 1 o~ nl,k’l,nz,k’
[€n1ky + Ensks _E]Ckl Sy Z Ck/ K y

nykyngky T

0 (2.33)

/
n1 7k1 ,nz,k

denklemini elde ederiz. (2.33) denkleminin [g, s, + €nk, —E]C,'zll”,:lj terimi, tek
pargacik enerjilerini temsil eder. Yani Hy, hamiltoniyeni etkisinde; birinci pargacigin
dalga fonksiyonu i, (x1) ve enerjileri &, ,, ikinci dalga fonksiyonu s, x,(x2) ve
enerjileri &,,;, dir. Dolayisiyla (1.7) denkleminin ¢dziimlerini bildigimiz i¢in matrisin
bu kismin1 késegen olarak elde ederiz. Iki durumun enerjilerini toplayarak, iki parcacik
durumlarinin, Bloch tabanindaki kosegen elemanlarini elde ederiz. Geriye sadece
cozmemiz gereken etkilesim potansiyeli terimi kalir. Dolayisiyla Ck,l ’k,z, bilinmeyen

katsayilarimiz; E, 6zdegerlerimiz olur.
0,’,’},5},2’3,55 = / dx; / o2 Wi g, (X)) Wi, (02)U (X1 = 22) Wi g (1) Wiy (2) - (2.34)
denklemindeki etkilesim potansiyelini, (2.28) denklemindeki gibi,
U(x; —x2) =g (x1 —x2) (2.35)

seklinde, kontak etkilesimi alirsak bu durumda etkilesim potansiyelinin matris

elemanlari,

nh k nt
Oyt = [ an [y, ()W ()80 =)V (1) Vg (1) 236

olur. (2.36) denklemini gOyle okuyabiliriz: Y, Wy, durumu, yukarida verilen
matris elemani ile Y x, Wnok, durumuna sagilir.  Dolayisiyla biitiin durumlarin
etkilesim potansiyeli matris elemanlara, "g" eklemis oluruz. Integralde sadece
Yy i, (X1) Ve Yy (x1) terimleri olsaydi diklik baginusindan n; ile ) ve ny ile n)

bagimli olacak diyebilirdik. Ancak diger terimlerden dolay1 bu integralleri almamiz
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gerekir. O ylizden hamiltoniyen matrisini kurmak i¢in, burada kullandigimiz durum
sayisinin karesi kadar integral hesabi yapilmasi gerekir. (2.36) integralini ¢6zmek
icin, Gauss-Legendre yontemini kullanilabilir.. Bu integralin, tiim nkn’k” terimleri
tizerinden hesaplanmasi gerekir. Ancak sifir olan matris elemanlarini ayirirsak hesap
kolaylagir. Bunun i¢in ¥ dalga fonksiyonu icindeki periyodik u,;(x) ile e** kismini
ayirmak gerekir. Ancak biz "tek bant yaklasimi" kullanacagimiz i¢in, integrallerdeki n

terimleri diiser ve kalan terimleri hesaplayabiliriz.

2.1.3 Bloch durumu matris elemanlari

(2.36) denkleminde, integraldeki v, dalga fonksiyonlar1 yerine (1.9)’deki Bloch
fonksiyonunu yazdigimiz zaman, (2.37) denklemini ve dort tane C Kkatsayisi ile

exponansiyel terimleri iceren (2.38) denklemini elde ederiz.

~n’ Kk nl K * * —i(ky4-ky—k — K
Up ' timts =8 / dxaey g, ()1t (V) 1ty g1 (V)10 (x)e 1 HR ) (2.37)

- * *
=2 Y, Co 11+6:Cm to+6:.Cnl k46 O 146
GG,

v /dxe—i(G1+G2—G’1 —Gh)x o —ilk1Hho—K; —Ky)x
(2.38)

(ki +kp — k} — k}) toplam1, —2G ile 2G arasinda degerler alir. O yiizden (G| + G, —
G| — G)) toplami da, bunu gotiirecek sekilde, —2G ile 2G arasinda degerler almalidir.
Ornegin (k; +kp — kK — k) = 0 ise (G1 + G2 — G} — G5) = 0 olmahdir. Boylece (2.38)
denklemindeki exponansiyellerin tizerindeki toplam sifir olur ve dx integrali tizerinden

hacim gelir. Buna gore,
G+ Gy — G, — G, = (n; +ny —n} —ny)G (2.39)

yazabiliriz. (2.39) denklemindeki (n| +ny —n)| —nj) ifadesi, -2 ile 2 arasidaki tamsay1
(-2,-1,0,1,2) degerlerini alabilir. u,(x) fonksiyonlarinin hepsi, x uzayinda periyodik
oldugu i¢in,

+oo (n+1)a
/ Upi(x) dx = Z / Upi(x) dx (2.40)

- nezZJna

yazabiliriz. n; ve kj icin, bilesik i; indisini; ny ve k» i¢in, bilesik i, indisini kullanarsak

bu durumda integralimiz, agsagidaki gibi olur.

+D° ; / /
I= dovaeg, (o)ug, (x)uy (X)uy (x)e~ithrh—k =k )x (2.41)
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Tiim u(x) fonksiyonlari, x uzayinda periyodik oldugu i¢in; exponansiyelin iissii, AK’ya

esit olmalidir.
(ki +ky —ky — k) = AK (2.42)
Simdi bu integrali gene,
(n+1)a . ;o
=Y [ v (0 (o) (o ()RR 0.43)
neZz’ na
seklinde toplama cevirerek par¢a parca yapalim. Gene u(x) fonksiyonlarimin
periyodikligini kullanarak; integrantlarin x terimi icin, (x 4 na) yazabiliriz. Bu
durumda integral sinirlar1 0’dan a’ya doniiseceginden integralin sonucu, tiim »’ler i¢in
n’den bagimsiz hale gelir.

“ 1 / / 9 / /
1:2 /0 docaeg, (o)ug, (x)uy, (x)ul.,z(X)e—z(k1+k2—kl—kz)xe—z(k1+k2—k1—k2)na (2.44)

nez

Boylece toplam i¢indeki integral,

(2.45)

iviad i

“ 7 / /
/ e, (), (Xt () (x)e 1Rl —
0

seklinde iy}, ye bagl bir integrale, u(x) fonksiyonlar1 da u(x+na) sekline doniisiir.
Ancak u(x) periyodik fonksiyon oldugu igin, tim n degerleri igin u(x) = u(x + na)
esitligi saglanir. O yiizden tekrar tim u(x + na) terimleri yerine u(x) yazabiliriz.

Integrali toplamin disina alirsak, (2.46) ifadesini elde ederiz.
I= Iili2i/| l'/2 (AK) Ze_iAKan (246)
n

Buradaki ki,kp,k|,k, vektorleri BZ’daki ters orgii vektorleridir. & vektorlerinden
dordiinii bu sekilde toplayip ¢ikardiktan sonra tiim an’ler tizerinden toplama yapacagiz.
Ak vektorii, G ters orgii vektorlerinden birine esitse, (2.46) denklemindeki toplam

terimi, bir verir; aksi halde sifir verir. Kag tane birim hiicre varsa hepsi i¢in sonug bir

cikacagindan toplam ifadesini, ), etkan — Np. . Oc x seklinde dirac-delta fonksiyonu
hiicre '
ile gosterebiliriz. O halde,
ki +ky — kll — klz =G, 2.47)

toplamini, degisik G,, degerleri icin hesaplamamiz gerekir.
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Tim k’lar, BZ icinde oldugu i¢in, —x ile 7 arasinda degerler alir. G,’leri Gy
cinsinden yazarsak, o zaman G, sadece —2,—1,0,1,2 seklinde 5 tane deger alir.
(ki + ko — k| — k5) toplamu, bu degerleri alacak sekilde k, ks, —k| ve — Kk, degerlerini
secmeliyiz.  k’nin maksimum ve minimum degerleri kolay bir sekilde goriiliir.
Ornegin, ki + ky = m, —k| —k,, = —m iken ki +k, — k| — k5, = 47 olur. O yiizden
hesaplanan G’nin maksimum degeri maks(G) = 4w = 2Gy olur. Benzer sekilde
minimumu da min(G) = —4m = —2Gy olur. Benzer sekilde diger durumlart da
olusturabiliriz. Boylece sifirdan farkli matris elemanlarimi bu sekilde olusturup

toplayabiliriz. Sonrasinda da birim hiicre iizerinden integrali alabiliriz.

2.1.4 1Kki parcacik enerji 6zdurumlar

Iki parcacik baz uzaymi |n1k;) ® |nok;) seklinde olusturup, tiim baz vektorlerini
"Bloch states" adi altinda listeleyebiliriz. Olusturdugumuz listede, bant sayisin1 ve
her bir banttaki durum sayisim istedigimiz gibi segebiliriz. Ornegin tek parcacik
icin, 3 bant ve her bantta 8 durum sectigimizde, 3x8=24 tane Bloch durumu
olusturmus oluruz. Bu baz uzayindaki her bir durumu numaralandirip listeleyebiliriz.
Programda, olusturdugumuz listeden herhangi bir elemani ¢ekerek bu duruma ait |, k)
sayilarmi ve k momentum degerini gorebiliriz. Ornegin baz uzayindaki 8. elemana
(Bloch_states[8]) bakmak istersek, program bu duruma ait, [n,k] = [1,0] ve k = —7
degerlerini bize verir. Ya da sondan dordiincii elemana (Bloch_states[-4]) bakmak
istersek [n,k| = [2,3] ve k = 0 degerlerini goriiriiz. . Bu da sekil 2.2°de gosterilen
ikinci bant lizerinde bir noktaya, Ornefin A noktasindaki duruma, karsilik gelir

(Sekil A.9).

Iki parcacik durumlarin her birinden iki tane alip kartezyen carpim yaptigimiz
icin, 24x24=576 tane iki parcacik Bloch durumu olusur. Benzer sekilde iki
parcacik baz uzaymin da tiim elemanlarin1 gorebiliriz. Mesela 4. iki pargacik
Bloch durumuna (Bloch_states[4]) bakmak istersek, program n ve k indislerini
[n1,k1] = [0,0], [n2,kz] = [0,4] seklinde bize verir. Ya da tam tersi [n,k] indislerini
biz girerek bu durumun, kac¢inci Bloch durumu oldugunu programdan alabiliriz.
Ornegin [n1k;] = [1,3],[n2,kz] = [2,4] indisli iki pargacik Bloch durumu, 284.
durumdur (Sekil A.11).
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2.1.5 Sifirdan farklh matris elemanlari

Bolim 2.1.4° de tiim Bloch durumlarini belirleyip etiketledik. Simdi parcaciklar
aras1 etkilesimi dikkate alarak, etkilesim sonrasi, hangi iki parcacik durumlarinin
ortaya cikacagina bakacagiz.  Sifirdan farkli matris elemanlarim1 hesaplamak
istedigimiz icin, tiim durumlar iizerinden hesap yapmamiza gerek kalmayacak. Bunun
icin parcaciklarin, Bloch durumlardaki enerjilerini almamiz gerekir. Etkilesim
yokken, |n1ky) ile |nyk;) durumunlarinin enerjileri toplami, hamiltoniyendeki kdgegen
elemanlar1 verir. Boylece matrisin kosegen elemanlarini olusturmus oluruz. Simdi
bunun iizerine, iki parcacik etkilesimi sonucu gelen matris elemanlarini ekleyecegiz.

& €

A

B
- — - B

ki ks

Sekil 2.2 : Etkilesen iki par¢acigin, momentum uzayindaki durumlarinin degigimi.

Iki pargacikli sistem icin kuazimomentumun korunumunu, (2.47) denkleminde
yazmistik. Simdi bu dort duruma iliskin ( 2 gelen, 2 sag¢ilan), olas1 tiim momentumlari
g0z Oniine alalim. Mesela sekil 2.2’de A ve B durumundaki iki parcacik, sacilma
sonrast C ve D gibi farkli iki duruma gider. O halde tiim durumlar ig¢inde,
(2.47) kosulunu saglayan momentum durumlarini bulmamiz gerekir. Bunun igin
tim kartezyen carpim listesinde, (2.47) sartim1 saglayan dort momentum durumunu,
programa listeletebiliriz. G, degerleri; -2,-1,0,1,2 degerlerini alabilecegi i¢in,

programa her G, degeri i¢in bu islemi yaptirmamiz gerekir.
kq —|—k2—k/1 —klz =2
ki —|—k2—k/1 —klz =—1
ki+ky—ki—khb=0
ki +ky— Ky —kh=1

ki +ky— Ky —kh =1 (2.48)
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Boylece, (2.47) kosulunu saglayan tiim momentum durumlarina ait listeyi elde ederiz
ve her bir G, degeri i¢in, (2.47) denklemini saglayan ka¢ durum oldugunu bulabiliriz
(Sekil A.12). Bu, toplam 4000 durumluk bir listedir. Ornegin 708 numaral iki
parcacik durumuna (ya da matris elemanina) bakmak istersek; k; = 1, kr = 2,
Ky =2, k5 =1 degerlerini listeden gorebiliriz. Ya da her bir durumun olasilik
yogulugunu hesaplayabiliriz. Mesela k; + k, — k} — k5, = 0 durumunun olasilik

yogunlugu 0.08989’dur.

Artik hangi iki durumlarin etkilestigini ve bu etkilesim sonucunda hangi iki durumun
olustugunu biliyoruz. Tiim liste elimizde mevcut. Simdi etkilesen bu durumlar
arasindaki matris elemanlarini bulmamiz gerekir. Ornegin 18. ve 41. duruma
bakiyorsak bu iki durum arasindaki matris elemanini yani hamiltoniyenin 18. ve 41.

elemanini hesaplayacagiz.

Bu hesabi1 gercek uzayda ve momentum uzayinda yapabiliriz. Gauss integralini (1.19)
kullanarak gercek uzayda hesabi yapabiliriz. Bunun i¢in buradaki fonksiyonlari, C,x
ve uy,; lart alarak integrallerini hesaplayabiliriz. 18. ve 41. durum icin bu integralin
reel kismi -0.8208461781799.. , imajiner kismi ise O ¢ikar (Sekil A.14). Ayni hesabi
momentum uzayinda, Ci’lan kullanarak yaparsak, gercek uzayda Gauss integrali
alarak hesapladigimiz matris elemant ile son derece uyumlu sonug verdigini goriiriiz

( Sekil A.13).

2.2 Tek Bant Yaklasim

Bu kisimda parcaciklarin, sadece diisiik enerjili en alt banttaki kuantum durumlarina
sahip olabilecegini varsayacagiz. Yiiksek enerjili iist bantlarin ihmal edildii bu
modele "tek bant yaklasimi1" denir. Bu durumda, €, seklinde, farkli » bant indisleri
kullanmamiza gerek kalmaz ve enerjileri sadece momentuma bagl olarak & seklinde
yazabiliriz. Bu modele gore, momentum uzayindaki durumlarin gercek uzaydaki
goriintiisii, her birim hiicreye tek bir orbital ve tek bir parcacik yerlesmesi seklinde
olur. Bu durumda kinetik enerji terimini, J hoplama parametresi yardimiyla; etkilesimi
ise, U Hubbard etkilesim sabiti dedigimiz, tek bir parametre ile ifade edebiliriz. Burada

U, potansiyelin seklini ve derinligini belirleyen bir parametredir.
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2.2.1 Tek bant yaklasiminda gercek uzayda iki parcacik problemi

Bir boyutlu optik orgiide, iki parcacikli bir bozon ¢ifti icin, Valiente ve Petrosyan;
sik1 bag-Hubbard modelini kullanarak, hem c¢ekici hem de itici kontak etkilesim
icin birtakim analitik sonuclar iiretmistir.  Bunun i¢in, parcaciklarin x; ve xp
koordinatlarinin Fourier transformu ile kiitle merkezi momentumuna gec¢ilmis fakat
(x1 — x7) relatif koordinat degistirilmeden, relatif konum uzayinda kalinarak kesin

¢Oziim yapilmstir [7].

Bir boyutlu optik 6rgiide, iki parcacikli sistem i¢in Hubbard hamiltoniyeni, Valiente ve
Petrosyan tarafindan, denklem (2.49)’deki sekliyle verilmistir [7]. Buradaki J, komsu

hiicreler arasindaki hoplama parametresi ya da gecis katsayisi olarak adlandirilir.

H® = =¥ () (x| + ) (o)) (2.49)
J
=3 (i) Q| + i) i)

J
+U Y |x),35) (x5
J

Kiitle merkezi koordinati R = J(x +y) ve relatif koordinat r = (x —y) tanimlarim

kullanarak, iki parcacikli sistemin dalga fonksiyonunu,
W(x,y) = "y (r) (2.50)

seklinde ayirabiliriz. Burada yk(r), relatif koordinat dalga fonksiyonu; K ise kiitle
merkezi kuazimomentumudur. Buna gore Jx = 2Jcos(Kd/2) ve ri=d; (i= j—J)

olmak iizere, denklem (2.51)’daki tekrarlama bagintist verilmistir [7].
~Jilwic(ri= 1) + vk (ri+ D]+ U8 () = B wi(r) 251

Valiente ve Petrosyanin makalesinde [7], fenomenin iyi goriilebilmesi icin; gekici
etkilesimler icin U = —5J, itici etkilesimler i¢in U = 5J alinarak (2.51) denkleminin
analitik ¢6ziim yapilmig ve iki parcacik kiitle merkezi enerjisi £ 1(<2)’n1n kiitle merkezi
momentumu K’ya gore grafikleri ¢izilmistir. Biz de "QuantumOptics V1.0.9" paketini

kullanarak, ayn1 denklemin (2.51) niimerik ¢oziimiinii yapalim ve sistemin durumlarini

bulalim. Bunun i¢in 6ncelikle hamiltoniyeni olusturalim (Sekil A.15).
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Sadece relatif koordinata gore bir hamiltoniyen yazacagiz. Sonra herhangi bir kiitle
merkezi momentumu K ic¢in, hamiltoniyeni olusturabiliriz. Jx gecis katsayisi, bize
soldan saga hoplamalar1 verir. Bunu iki parcacik icin yaptigimizda, iki parcacik kiitle
merkezi kuazikristal momentumunun her degerine gore, farkli bir hoplama terimi
gelir. Dolayisiyla ilk bagta hangi kiitle merkezi momentumunu aldiysak, ona gore

bir hoplama parametresi belirleyerek, siki bag modelini olusturabiliriz.

Simdi iki pargacik arasindaki etkilesimi, cekici etkilesim alarak (U < 0); her bir
K degeri i¢in, hamiltoniyenin nasil olduguna ve enerjilerin nasil ¢iktifina bakalim.

Oncelikle, 6zel olarak K = 7 degerine bakarsak, tiim enerjilerin dejenere oldugu bir

diiz bant ve sadece E [({2) = —5 olan bir baglh durum elde ederiz. Daha sonra —Z ile *

arasinda sectigimiz her bir K degeri icin, denklem (2.49)’deki hamiltoniyeni programa

olusturtup, bunun 6zdurumlarim buldurursak, cekici etkilesimler i¢in sekil 2.3-(a)’daki

grafigi elde ederiz.
1.0 1.0
0.9 | eeeseeemiett e, ...
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Sekil 2.3 : Tek bant yaklasiminda, iki parcacik enerjilerinin, kiitle merkezi
kuazimomentumuna gore degisimi: 11k grafik (a) ¢ekici etkilesim igin, ikinci grafik
(b) itici etkilesim i¢in ¢izilmistir. Renk kodu, durumun katilim oranim1 gostermektedir
ve siyah renk bagli durumlar1 géstermektedir.

Sekil 2.3a’daki grafikte ortadaki dolu kisim, bant aralifini; altta E I({z) = —5 enerjisinden
baglayan noktalarin olusturdugu kisim ise bagl durumlar1 gostermektedir. En alttaki
minimum enerji ise, [7] makalesinde E,z( =—4/U? +4J,2( ile verilen, minimum bagh

durum enerjisidir.

Pargaciklar arasi etkilesimi, itici etkilesim alarak (U > 0); aymi hesabi tekrarlarsak
sekil 2.3-(b)’deki grafigi elde ederiz. Bu sefer Ilging bir sekilde, bant bolgesinin

istiinde ¢ikan bagl durum enerjilerinin, pozitif degere sahip oldugu goériilmektedir.
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Bir optik orgiide, iki bozon parcacigi arasinda itici etkilesim olmasina ragmen bu
iki parcaciktan olusan sistem, baglh durumda olabilir. Bu tip iki parcacikli sisteme,
"egzotik atom cifti" ya da "dublon" denir. Bu ilgin¢ olay, bir optik Orgiideki ultra
soguk atom ciftlerinde, deneysel olarak ilk kez Winkler ve digerleri [11] tarafindan
gbzlenmistir. Aralarindaki itici etkilesime ragmen bu iki parcacik, periyodik potansiyel
sayesinde, uzun siire bir arada kalarak "dinamik kararli" bir bagh "dimer" durumu

olusturabilir [11].

Sekil 2.3’deki grafiklerde acik renkle gosterilen, ortadaki siirekli bolge icindeki
durumlar, sacilma durumlaridir. Bu durumlara iligkin dispersiyon bagntisi,

E[((Zi = —4Jcos(Ka/2)cos(ka) = —2Jk cos(ka) (2.52)

olarak verilmigtir [7]. Bu durumlarin maksimum ve minimum degerleri, E(gz)r =4J
ve Eézg = —4J olur. Yatay dogrultular, bu smirlar1 gosterir. Ayni degerleri [7] deki
makalede de goriiriiz. Boylece makale [7]’daki analitik hesabin, niimerik olarak da

kontroliinii yapmis oluruz.

2.2.2 Bloch tabani temsili

Bu kisimda, sekil 2.3°de elde ettigimiz ¢oziimleri; momentum uzayinda, Bloch bazini
kullanarak yapacagiz. Konum uzayinda tek bant oldugu i¢in, her birim hiicrede bir
tane durum olur. Bu durumda 6zdurumlar, dogrudan (2.50) denklemi ile; enerjiler ise,

(2.52) denklemi ile ifade edilebilir. Yani bant indisine gerek kalmaz.

Coziim i¢in Bloch tabanindaki baz vektorlerini olustururken, "position basis” ve
"momentum basis" paketini kullanacagiz. Once, konum uzayinda, -5’den 4’e kadar
10 tane nokta alalim ve sonra bunlarin fourier transformunu alarak momentum bazina

gecelim. Bu durumda momentum uzayinda,
(—m,—0.87w,—0.6m,—0.4m,—0.27, 0,—0.27,0.47,0.67,0.87) (2.53)
momentum degerlerini elde ederiz (Sekil A.16). Simdi bu degerleri,
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) (2.54)

seklinde indeksleyelim. Yani ilk momentumu (—7), 1 indisiyle; ikinci momentumu

(—0.8m), 2 indisiyle; sonraki momentumlari da diger indislerle gosterelim.
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Buna gore, mesela momentumlart sirasiyla —0.67 ve —0.47 olan olan iki parcacik
durumunu, [3,4] seklinde gosterebiliriz ve bu durumun kiitle merkezi momentumunun,

K = (—0.6mr — 0.47) = — 7 oldugunu sdyleyebiliriz.

Simdi sunu soralim: Kiitle merkezi momentumu K = —x olan diger iki parcacik
durumlar1 nelerdir? Bu durumlarin; [2,5] ve [1,6] oldu§u hemen gorebiliriz.
Aym sekilde, K = —1.27 momentumuna sahip durumlar; [1,7], [2,6], [3,5], [4.,4]
seklindedir. Bu sekilde, BZ icinde aym kiitle merkezi momentumuna sahip tiim
durumlar1 belirleyip, bunlart K’ya gore gruplayabiliriz.  Sekil 2.4’de, aym1 K
momentumuna sahip tiim durumlar1 gorebiliriz. Burada diisey eksen, K kiitle merkezi
momentumunu; yatay eksen, ilk parcacigin indisini gostermektedir. ikinci parcacigin

indisine, her bir diisey grupta, en alttaki nokta icin 1, en istteki i¢in 10 diyecegiz.

Ornegin sol en alttaki K = —27 momentumuna sahip iki parcacik durumu, [1,1]
durumudur. Tkinci satirdaki K = —1.87 momentumuna sahip durumlar, [1,2] ve [2,1]
durumudur. Uciincii satirdaki K = —1.67 momentumuna sahip durumlar, [1,3], [2,2]

ve [3,1] durumudur. Sag en iistteki, K = 1.67 momentumuna sahip durumlar, [10,10]

durumudur.
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Sekil 2.4 : Kiitle merkezi kuzaimomentumunun parcacik indisine gore grafigi.

Boylece tiim momentum durumlarini elde ederiz. Ancak (2.47) denkleminde
gordiigiimiiz gibi, (k; + ky — k| — k) degerleri, —2Gy ile 2G( arasinda olmalidur.
Bizim oOrgii araligimiz, —x ile 7 arasinda oldugu icin; bu aralik disindaki durumlara
ait K degerleri, orgii icindeki degisik momentum degerlerine denktir. O halde orgii

disinda kalan bu noktalar1, 6rgii icine, kendisine denk olan yerlere tasimamiz gerekir.
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Ornegin sekil 2.4’de, en alt satirdaki -2 durumunun momentumu, iistte 0 durumunun
momentumuna denktir. O yiizden [1,1] ile gosterdigimiz -2 noktasini, tistte O noktasina
tastmamiz gerekir. Boylece K = 0 olan yatay dogrultuda 10 tane durum olmus olur.
Benzer sekilde ikinci satirdaki iki duruma 27 ekledigimizde, bu iki durum da K = 0.2
satirin1 doldurur. Ayni sekilde toplami1 K = 0.2 olan 10 tane durum olur. Bu sekilde tiim
durumlar orgii icinde kalacak sekilde gruplamay1 yeniden diizenlersek, sekil A.17°deki

listeyi elde ederiz.

Sekil A.17°deki listeye baktigimizda 55 tane iki parcacik durumu goriiriiz. Bunun
kontroliinii soyle yapabiliriz. Baglangicta 10 durum almistik. Simdi iki bozon
parcacigini, 10 duruma kag farkl sekilde yerlestirecegimizi bulalim. Parcaciklar bozon
oldugu i¢in, iki parcacik ayn1 durumda olabilir. Bu sekilde 10 durumu doldurabiliriz.
Ya da pargaciklari farkli iki duruma koyabiliriz. Bu sekilde (10x9) /2 = 45 durum olur.
Toplamda 45+10=55 tane iki parcacik durumu elde ederiz.

Iki parcacik durumlarimi olusturduktan sonra, simdi hamiltoniyenimizi olusturabiliriz.
Bunun i¢in k; ve k; momentumlarini, olusturdugumuz kpoines listesinden alabiliriz ve
(2.52) denklemini kullanarak kinetik enerjileri bulabiliriz. Daha sonra hamiltoniyene
etkilesim terimini ekleyerek kodlamay1 tamamlayabiliriz (A.18). Enerji durumlarim
cizdirdigimizde, sekil 2.3’deki grafigi bir kez daha elde ederiz ve boliim 2.2.1°deki

¢Oziimiin saglamasini yapmis oluruz.

2.2.3 Bagh durumlar

2.2.3.1 Bag uzunlugu

Sekil 2.3-(a)’daki koyu renkte gosterilen bagli durumlara ait enerji degerlerinin

grafigini, daha iy1 gorebilmek i¢in, 6lgegi degistirerek tekrar ¢izelim (Sekil 2.5).

Sekil 2.5°deki bagl durumlarin molekiil uzunlugunu bulabiliriz. Ornegin K = 7 igin,
enerjileri ve dalga fonksiyonlarini elde etmistik. K = 7 i¢in ilk durumu, E = -5
enerjili bagh durum; diger durumlar ise siirekli bant i¢inde sagilma durumlar1 olarak
bulmustuk (Sekil 2.3). Simdi ¢oziimlerinden birincisini alip, bunun bilesenlerine

bakabiliriz.
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Sekil 2.5 : Bloch tabani temsiline gore elde edilen bagli durum enerjilerinin kiitle
merkezi kuazimomentumuna gore grafigi.

Sectigimiz 10 adet 6rgii noktasi i¢in, olasilik dagiliminin relatif koordinata gére grafigi
sekil 2.6’deki gibi olur. Sekil 2.6-(b)’deki grafikte, K = 7 durumu i¢in, goriildiigii
gibi sadece relatif koordinat r = x; — x, = 0 iken, dalga fonksiyonu sifirdan farklidir.
Burada pargaciklar aras1 mesafe sifira tekabiil eder. O yiizden r = 0 durumunun bag
uzunlug sifir olur. Yani iki parcacik da ayni noktada, belirli bir K kiitle merkezi

momentumu ile, birlikte hareket ederler.
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Sekil 2.6 : K =0 ve K = 7 kiitle merkezi kuazimomentumuna sahip bagh
durumlarin, olasilik dagilimlarinin relatif koordinata gore grafigi.

K = 0 igin, negatif enerjili bagli durumun olasilik dagilimina bakarsak, sekil
2.6-(a)’daki grafigi elde ederiz. Bu durumda r’nin ortalamasi (r) = 0 olur. Ancak

\/(r?) ifadesi yardimiyla bag uzunlugunu bulabiliriz (Sekil A.23).
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2.2.3.2 Katilim oram

K = 0 ve K = m kuazimomentumlarina sahip bagli durumlarin, olasilik yogunlugu
grafigini sekil 2.6’de cizmistik. Simdi, enerjilerini sekil 2.3’de verdigimiz ilk iki
sacilma durumunun olasilik dagilimi grafiklerine bakmak istersek sekil 2.7°deki

grafikleri elde ederiz.
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Sekil 2.7 : K =0 ve K = x kiitle merkezi kuazimomentumuna sahip sac¢ilma
durumlarin, olasilik dagilimlarinin relatif koordinata gore grafigi.

Cizdigimiz grafikler, dalga fonksiyonunun karesi yani olasilik dagilimi grafigidir.
Simdi bu olasiliklarin tekrar karesini, yani dalga fonksiyonunun doérdiincii kuvvetini,
alip; relatif koordinattaki her nokta i¢cin bu degerleri toplarsak, "katilim orani

(participation ratio-PR)" olarak tanimladigimiz niceligi elde ederiz.

PR=Y pP*=Y |¥/*
i

(2.55)

PR degeri bize dalga fonksiyonlarinin hangi dlciide lokalize olup olmadig: hakkinda
bilgi verir. Ornegin sekil 2.6-(b) grafiginde verilen, K = 7 bagli durumu icin, relatif
koordinatta olasilik sadece tek bir nokrada bir, diger noktalarda sifir oldugundan; bu
tabanda dalga fonksiyonunun dordiincii kuvvetinin katsayilar toplami PR = ¥, |¥|* = 1
olur. Fakat sekil 2.7°de verilen sacilma durumlar: gibi ¢ok fazla salinim yapan bir
olasilik genligi varsa katilim oranini, PR = ¥; |¥|* ~ 10~ gibi kiiciik bir say1 buluruz.
Dolayisiyla baghh durumlar i¢cin PR degeri 1’e yakin bir deger bulunurken; biitiin

sisteme yayilmis, parcaciklar aras1 mesafenin pek cok deger alabildigi durumlar i¢in,

PR degeri sifira yakin cikar.
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Istersek, PR katilm oramina bakmak yerine, (2.56) esitligiyle tammladigimiz,

"ters katilim orani (inverse participation ratio-IPR)" niceligine de bakabiliriz.

1 1
IPR= — = —
P? Y|P

Bu durumda ise bagl durumlar i¢in, PR degerinde oldugu gibi, IPR degerini de 1’e

(2.56)

yakin bulurken; sa¢ilma durumlari icin IPR ~ 103 seklinde biiyiik sayilar buluruz. Bu
sekilde IPR’yi kullanarak dalga fonksiyonlarinin ne kadar lokalize olup olmadigini
Olcebiliriz. Sekil 2.3’deki grafigimizde koyu renkler IPR orani 1’e yakin olan bagh
durumlar1 gostermektedir. Acik renkler ise ise IPR orani ¢ok biiyiik olan sacilma
durumlarint gostermektedir. Boylece IPR hesabiyla, spektrumdaki bagli durumlari

tespit edebiliriz ve sekil 2.3’deki gibi renklendirerek, bu durumlar1 gorebiliriz.

2.2.3.3 Etkin kiitle

Sekil 2.5 grafiginde elde ettigimiz bagli durumlar, iki parcacik arasindaki mesafenin
sonlu oldugu durumlardir. O yilizden bu egriye, molekiiliin kiitle merkezi kinetik
enerjisi ile kiitle merkezi kuazi momentumu arasinda iligki kuran, bir dispersiyon
bagintis1 goziiyle bakabilecegimizi soylemistik. O halde bu dispersiyon bagintisinda,

enerjinin momentuma gore ikinci tiirevini alarak,
J’E 1
= (2.57)
K2 Metkin
seklinde molekiiliin etkin kiitlesini bulabiliriz. Buna gore sekil 2.5 grafigindeki sayisal
verilere bir egri uydurarak (Sekil 2.8), K = 0 civarindaki etkin kiitleyi giizel bir
kuadratik yaklagimla hesaplayabiliriz. Sonraki boliimde, etkin kiitlenin U Hubbard

etkilesim sabiti diger parametreler ile nasil degistigini inceleyecegiz.

E/J
S

[(K\Va/ﬂ:

Sekil 2.8 : Bagli durum enerjilerinin kiitle merkezi kuazimomentumuna gore
grafifine K = O civarinda egri uydurarak bu durum i¢in etkin kiitleyi hesaplayabiliriz.
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2.2.4 Tek bant yaklasiminda Cooper cifti problemi

Martikainen, tek bant yaklasimi altinda, ultra soguk notr fermiyonik atomlardan olusan
iki pargacikli sistemin dalga fonksiyonunu,
ll/(xbe) _ H oK [caxl‘a—l—(l—m)xya} y(r) (2.58)
ac{xyz}
seklinde vermistir [4]. Parcaciklarin x; ve x, durumlari, asir1 ince yapi seviyelerine
karsilik gelen farkli spin durumlart oldugu i¢in, x ve x| seklinde gosterilmistir. Kiitle

merkezi enerjisi,
E(K)q = —1) g cos(Kgcq) —t o c0s(Ko (1 —cq)) (2.59)

seklinde tammmlanmigtir. Burada ¢, gecis katsayisi (tunneling strengths) olup; J hoplama
parametresi yerine kullanilmaktadir. ¢ ise kiitle merkezi koordinatina bagl bir
katsayidir. Pargaciklarin kiitleleri birbirine esit oldugunda, co = 1/2 alinir. (2.58)
ile verilen dalga fonksiyonu, Schrodinger denkleminde yerine yazilip relatif koordinat

icin Fourier transformu yapilirsa,

—1 1

1
= — e — (2.60)
¢ NETK)
denklemi elde edilir. Burada N, orgii sayisi; g ise (daha Once k ile gosterdigimiz) BZ

icindeki relatif momentum vektorleridir. f(K,q) fonksiyonu,

f(K,q) =Y 2E(K)q (cos(qa) — 1) +2 (7). + 1.0 + E(K)q) (2.61)

seklinde tanimlanmistir [4]. Boylece problem, bolim 2.2.1°de oldugu gibi, kiitle
merkezi kuazi momentumu K’ya bagl olacak sekilde, efektif olarak tek parcacik
problemine doniismiis olur. Bu durumda (2.60) denkleminin koklerini bularak enerji

0zdegerlerini elde edebiliriz.

(2.60) denklemini 6nce, g’lar iizerine bir kisitlama koymadan, yani fermi denizini
dikkate almadan, ¢ozelim. Bunun i¢in (2.60) denkleminin kok bulma kodunu
yazabiliriz. j ve g bilgisini de girerek biitiin kuazimomentumlar {izerinden toplama
yapacagiz. Buradaki g’lar, bolim 1.1’de elde ettiimiz Bloch durumlaridir. Bu
durumda (2.60) esitligini saglayan E degerleri, bize enerji 6zdegerlerini verir. Bdylece

bu ¢oziimii kendi niimerik ¢oziimiimiizle kargilagtirarak saglama yapabiliriz.
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Bolim 2.2.4°de, (2.60) denklemini, tiim g’lar tizerinden toplam alarak ¢ozmiistiik.
Simdi bu toplami, tiim ¢’lar {izerinden yapmayip bazi kisitlamalarla yapacagiz. Yani

toplamdaki bazi1 terimleri ¢ikartacagiz. Simdi,

£(q)s = Za2lo.q[l — cos(qa)] (2.62)

ile verilen [4] dispersiyon bagintisin1 kullanalim ve birinci pargacik i¢in, €, Fermi
enerjili bir Fermi ylizeyi varsayalim. Fermi enerjisinin altindaki tiim durumlar dolu
oldugu i¢in, birinci pargacik i¢in kullanacagimiz momentum degerleri (¢ + K/2) ise
bu durumlarin &;(g + K/2) enerji degeri, €, fermi enerjisinden biiyiik olmalidir.
Ayni sekilde ikinci par¢acigin Fermi enerjisine €, dersek bu parcacigin (—g+ K/2)
momentum durumlarina karsilik gelen & (—g+ K/2) enerjileri, gene €k, 'nin tizerinde
olmalidir. Dolayisiyla (2.62) bagintisindaki toplam i¢inde yer alan g relatif momentum
durumlari, & (g +K/2) > €, ve &(—q+ K/2) > €, kisitlamalarinin her ikisi de bir
arada saglanmalidir [4]. Bu kisitlamalar1 koydugumuzda, problem artik Cooper ¢ifti

problemine doniigsmiis olur.

2.3 Kompleks Etkilesim Etkileri

Boliim 2.2.1°da kullandigimiz iki pargacik hamiltoniyenin, hermitsel olup olmadigini
programa sorgulatirsak, hermitsel oldugunu goriiriiz (Sekil A.19).  Simdi bu
hamiltoniyeni, reel ve imajiner kisimlardan olusan, kompleks hamiltoniyen haline
getirelim. Bu durumda hamiltoniyenimiz artik hermitsel olmaz (Sekil A.20). Fakat
gene de bu kompleks hamiltoniyenin 6zdurumlarini bulabiliriz. Ancak bu sefer sag
ve sol dzdurumlar birbirinden farkli olur. Ornegin biz sag 6zdurumlara bakalim.
(11x11)’lik hamiltoniyen matrisimizin, 0zdurumlaria baktigimizda; K kiitle merkezi
momentumuna bagh olarak, reel ve kompleks enerji degerleri elde ederiz. Ornegin

K = 0 icin, reel ve imajiner enerji degerlerini sekil 2.9°daki gibidir (Sekil A.21).

Sekil 2.9-(b)’deki grafik bize, durumlarin yok olma zamani (lifetime) hakkinda fikir
verir. Grafikte sol alt kdsede enerjisi negatif olan durumun yok olma zamam kisadir.

Enerjisi sifir olan durumlarin yok olma zamani sonsuzdur. Bu durumlar bozunmaz.
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Sekil 2.9 : Kompleks etkilesim oldugunda K = 0 durumuna ait enerjilerin; (a) reel ve
(b) imajiner kisimlari.

Simdi tim K’lar i¢in, U = Uy + iy seklinde kompleks bir etkilesim goz Oniine
alirsak iki parcacikli sistem enerjilerini kiitle merkezi kuazimomentumuna gore sekil

2.10°daki gibi yeniden elde ederiz.

Sekil 2.10’da ilk diisey siitundaki grafikler (a-b-c), tek bant yaklasiminda kompleks
etkilesim yokken (y = 0), elde ettigimiz grafiklerdir. Bu durumda noktasal ve cekici
etkilesimler icin, sekil 2.3-(a)’da gordiigiimiiz gibi, bagli durumlari banttan ayrilmis
bir sekilde elde ederiz. Grafikteki koyu renkler, lokalize bagli durumlari; a¢ik renkler
ise sacilma durumlarimi gostermektedir. Dikkat edilirse bagh durumlar; siirekli bant
icinde olusabildigi icin, her zaman en diisiik enerjili durumlar degildir. Dolayisiyla
baglh durumlar belirlemek i¢in (koyu renkle renklendirmek i¢in) en diisiik enerjili
durumlar1 alirsak grafik yanlis olur. O yiizden her bir durumun katilim oranini (PR)
hesapladiktan sonra, en yiiksek PR degerine sahip durumlar1 baglh durumlar olarak
belirleyip bu durumlar1 koyu renkle isaretlemeliyiz. Bu durumda 2.10’deki grafikleri
elde edebiliriz (Sekil A.22).

Etkilesimin siddeti |Up|’1, yukaridan agagiya arttirdigimizda; parcaciklarin daha siki

bagli duruma gectigini ve bagh durum egrisinin banttan uzaklastigini goriiriiz.

Aymi grafiklerde, solda saga, hermitsel olmayan parametreyi actigimizda; bagh durum
egrisinin, K’ya gore varyasyonunun azalip, diiz bir bant halini aldigin1 goriiriiz. Ayrica
kompleks etkilesim terimi U’nun reel kisminin, |Up| < 4 oldugu durumda; bagh

durumlarin, belli bolgelerde bant yapisinin i¢ine girdigini goriiriiz.
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Sekil 2.10 : Kompleks etkilesim durumunda, farkli U Hubbard etkilesim sabiti ve
farkli y soniim faktorleri i¢in; iki parcacikli sistem enerjilerinin, kiitle merkezi
kuazimomentumuna gore degisimi.

K = —m ve K = 7 noktalarindaki enerji degerleri, bagli durum egrisi iizerindeki
maksimum enerji degerleridir ve sabittir. Bu degerler hi¢ bir zaman siirekli bolgeye

girmez ve y’nin degisiminden etkilenmez.

|Ug| > 4 oldugunda ise egri, siirekli bolgeye asla girmez. Ornegin iigiincii satirda
(c-f-1), Up = —4 oldugunda, y sonsuza gittiginde bile, egri diiz bir ¢izgi haline gelir
ve siirekli bolgeye girmez. Siirekli ortamdaki bagli durumlar (Bound states in the
continuum-BIC), yogun madde fizigindeki onemli etkileri nedeniyle, dikkate deger

fenomenlerdir.
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Simdi etkin kiitle ve parcacik Omriinii yorumlamak icin baglh durumlarin reel ve
imajiner kistmlarinin K’ya bagh grafiklerini ayr1 ayri ¢izelim. Farkli y degerleri icin

bu grafikleri sekil 2.11°deki gibi elde ederiz (sekil A.25).

)

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0-0.5 0.0 0.5 1.0

K ya/m K eya/m
(a) (b)

Sekil 2.11 : Bagli durum enerjilerinin reel ve imajiner kisimlarinin kiitle merkezi
momentumu, Kxy ile degisimi: Farkli renkteki egriler etkilesim parametresinin sanal
kisminin () farkli degerleri icindir.

Sekil 2.11-(a)’daki enerjinin reel kismina ait grafikte, en alttaki mavi egri; kompleks
etkilerin olmadig1 durumda, sekil 2.3-(a)’da elde ettigimiz grafiktir. Kompleks
etkilesim parametresi y’y1 ekledigimizde, grafikte yukar1 dogru ¢ikan diger egrileri
elde ederiz. Goriildiigii gibi, egriler yukar1 dogru ¢iktik¢a, baglanma enerjisi diizgiin

bir sekilde azalmaktadir. Buradan, kompleks etkilesim parametresi |y

‘nin artiginin,
baglanma enerjisini monotonik bir sekilde azalttigin1 soyleyebiliriz. Kiiciik y degerleri
de dahil olmak iizere, pek ¢ok farkli ¥ i¢cin hesabi tekrarladigimizda nonmonotonik bir

etki gozlemlemedik.

Sekil 2.11-(b)’de gordiigiimiiz, enerjinin imajiner kismina ait grafik ise bize bozunma
oranini (decay rate) verir. Y = 0 iken (en iistteki mavi yatay dogru), bozunma orani sifir
olup pargaciklarin 6mrii sonsuzdur. Asagidaki grafiklere dogru indikge, |y| parametresi
arttigindan bozunma hizi artar, parcaciklarin omrii azalir. Ayrica herhangi bir egriyi
g6z Oniine aldigimizda, K = 0 durumu i¢in parcacik Oomriiniin her zaman en fazla

oldugunu goriiriiz.

Tek bant yaklasiminda orgii potansiyelinin seklini ve derinligini, U parametresi
ile belirliyoruz. O yilizden Orgiintin etkisini gormek i¢in; herhangi bir K

durumunun y’ya bagh grafigini, farkli U’lar i¢in ¢izdirmemiz gerekir (Sekil 2.12).
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Uop’mn artisinin, baglanma enerjisini arttirdi@ini sekil (2.10)’da gormiistiik. Aymi
sekilde, 2.12’deki grafiklerde de ayni sonucu gorebiliriz. |y|’nin artisinin; beklendigi
gibi baglanma enerjisini azaltirken, soniim oranim arttirdi1 yani parcacik Omriinii
azaltti@ini, gene ayn grafikte gorebiliriz. Fakat ilgin¢ bir sekilde, sabit bir y degeri
icin (6rnegin sekil 2.12’deki grafiklerde y = 3 igin diisey bir ¢izgi hayal edersek), |Up|

arttiginda; baglanma enerjisi artarken, soniim orani da artmaktadir.

U=U, +in Kyy =0 U=U, iy Ky =0
-1t i
5_2—/
~
A"’“—3—/
am
i —al
N~ _—————_—_——/——
&= -5t
_6—
o 1 2 3 4 5
v/J v/ J
(a) (b)

Sekil 2.12 : Toplam momentumu sifir olan (Kxy = 0) bagli durumlarin enerjilerinin
etkilesim parametresinin sanal kismi, 7, ile degisimi. Farkli egriler etkilesim
parametresinin reel kisminin (Up) farkli degerleri igindir.

K = 0 durumuna ait etkin kiitleyi yorumlamak i¢in, sekil 2.11-(a)’daki, enerjinin reel
kismina ait grafiklerin egrili§ine bakalim. K = 0 durumu icin, alttaki mavi egriden
yukart dogru ciktikca, kabaca grafiklerin egriliklerinin azaldigimi goriiriiz. Fakat bu
goriintii yanmilticidir. (2.57) denklemi yardimiyla, her bir ¥ durumu igin etkin kiitleyi

hesapladigimizda, sekil 2.13’deki grafigi elde ederiz (Sekil A.24).

Sekil 2.13’de Gordiigiimiiz gibi etkin kiitlenin artist her zaman monotonik degildir.
Grafikte, Uy = —1 ve Uy = —0.5 icin belirgin bir minimum noktas1 goriilmektedir.
Uy = —4 degerinde ise bu minimum deger kaybolmaktadir. Yiiksek y degerlerinde
ise, Ornegin sekil 2.10°da iciincii siitunda gordiigiimiiz bagli durumlarin diiz bant
ciktif1 durumlarda, bagl durumlarin siirekli bolgenin icinde ya da disinda olmasi fark

etmeksizin, y arttik¢a etkin kiitle artmaktadir.
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Sekil 2.13 : Toplam momentumu sifir olan (Kxy = 0) baglh durumlarin etkin
kiitlelerinin etkilesim parametresinin sanal kismu, 7, ile degisimi. Farkli egriler
etkilesim parametresinin reel kisminin (Up) farkli degerleri i¢indir.

Simdi kompleks etkilesimin, Cooper ciftine olan etkisine bakalim (Sekil A.26). Sekil
2.14’deki yesil yatay cizgi; Fermi enerjisini gostermektedir. Bu seviyenin altindaki
mavi rekle gosterilen tiim durumlar doludur ve donmustur. Etkilesim sonucu, bu
bolgedeki kuantum durumlarinda bir degisiklik olmaz. Yani buradaki parcaciklar,
sacilma sonucu; kirmizi renkle gosterilen iist enerjili durumlara gegcemez. Aym sekilde

istteki parcaciklar da sacilma sonucu, Fermi seviyesinin altindaki durumlara giremez.

% & | @ Doludurumlar
@ Bos durumlar
E

s —_—
0L, . s ;
-0.5 0.0 0.5

ka/m

1.I 0
Sekil 2.14 : Yar1 dolu bant i¢in Fermi seviyesi.

Fermi yiizeyi icinde sectigimiz durumlar bloke oldugunda, sadece Fermi ener-
jisinden daha yiiksek enerjili parcaciklar etkilestiginde; enerjinin reel ve imajiner

kisimlarinin y’ya bagh grafiklerini sekil 2.15°deki gibi elde ederiz (Sekil A.27).
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Grafiklerde, y’ya bagli nonmonotonik degisimlerin yani sira, olusan Cooper ¢iftinin

baglanma enerjisinin diistiigiinii gorebiliriz.

U=U,+ iy, Kgy =0 U=Uj+ iy Kgy =0

Re{E}/J

v/ v/
Sekil 2.15 : Yar1 dolu bant (Er = 2J) i¢in toplam momentumu sifir olan (Kxy = 0)
Cooper ¢ifti enerjilerinin etkilesim parametresinin sanal kismi, 7, ile degisimi. Farkli
egriler etkilesim parametresinin reel kisminin (Up) farkli degerleri i¢indir.
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3. SONUC

Bu tezde, bir boyutlu periyodik potansiyel altindaki iki parcacik probleminde;
etkilesimin, kayiplara sebep oldugu durumu ele aldik. Tek bant yaklagimim
kullanarak; bagli durumlari, bozunma hizina gore inceledik. Fermi denizinin
varligindaki Cooper problemi icin; baglanma enerjilerini ve bozunma hizini, kompleks

etkilesim parametresinin fonksiyonu olarak hesapladik.

Sayisal hesaplamalarda, Hamiltoniyen matrisini kosegenlestirilerek, enerji 6zdeger-

lerini ve Ozvektorleri bulduk.

Kayip yokken, etkilesim siddeti |Uy| arttiginda; lokalize durumlarin, daha siki bagl

duruma gectigini ve bagli durum egrisinin, siirekli banttan uzaklastigim gordiik.

Kompleks etkilesim parametresi |y| arttiginda; bagli durum egrisinin, K’ya gore
varyasyonunun azalip, diiz bir ¢izgi halinde diiz bant yapisina geldigini gordiik.
Kompleks etkilesim sabiti U’ nun reel kisminin, |Up| < 4J oldugu durumda; bagh
durumlarin, belirli bolgelerde, siirekli bant yapisi i¢inde olustugunu gordiik. Hermitsel
olmayan sistemlerde, bu sekilde siirekli durumlarla birlikte ortaya ¢ikan bagl durumlar

(BIC), ilging bir olay olup son yillarda aragtirilmaktadir.

Kompleks etkilesim parametresi |y| arttiginda; baglanma enerjisinin monotonik bir
sekilde azaldigini, bozunma hizinin arttigini ve parcacik dmriiniin azaldigini gordiik.
Herhangi bir y degeri i¢in, kiitle merkezi momentumu K = 0 durumunun, baglanma
enerjisininin en biiyiik ve parcacik Omriiniin en fazla oldugunu gordiik. Farkli y
degerleri icin hesabi tekrarladiimizda; tek bant yaklasimi i¢in, baglanma enerjisinin
degisiminde, nonmonotonik bir etki gormedik. Cok pargacik sisteminde ortalama alan

teorisi kullanilarak, nonmonotonik etkilerin ortaya ¢ikis1 arastirilabilir.

Yiiksek y degerlerinde, yani bagl durumlarin diiz bant ¢iktig1 durumlarda, 7y arttikca
etkin kiitlenin arttigini; |Up| < 4J olan durumlarda ise etkin kiitlenin 6nce azalarak

minimum deger aldigini, daha sonra arttigin1 gordiik.
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Birden fazla bant etkileri; birinci boliimde anlatilan, bant yapisina iligkin kavramlar

kullanilarak, gelistirilebilir.

Cooper probleminden yola cikarak, oOrgii icindeki etkilesim kaynakli kayiplarin,

siiperakigskan fazin 6zelliklerine olan etkisi incelenebilir.
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EK A : Program

Kodlart

E0 = Ebands(:,0!

len(E®), np.prod(np.shape(Ebands))

(161, 2121)

Sekil A.1 : Her bantta Ny = 101 durum ve 21 adet bant se¢ildiginde toplam

21 x 101 = 2121 durum olur.

Ebands!:,0

array([ 2.
X,
0
-0

-1.
-2,
-3.
-4,
-4,
-5.
-5.
-5.
-4
-4,
-3.
-3
-Z.
-0.
0.
j I
2.

]

39267661, 2
80612413, 1
.61636441, ©.
.6442 ?25, -8
8093465 , -2
82605504, -3
67357404, -3.
34248337, -4.
82802212, -4.
12768274, -5.
24021068, -5.
16518297, -5.
90287888, -4
45436462, -4.
82184248, -3
.00949469, -2
092550142, -1.
88736722, -0.
36162202, -0.
59117371, 1.
36562252])

.82802212,

.67357404,
.82605564,

.36562252, 2.
.59117371, 1.
36162202, 6.
.88736722,
.82550142,
.00949469,

-1

82184248,
45436462,
90287888,
16518297,
24021068,
12768274,
-4
34248337,
3
-2
8093665 ,
64420825,

28667649,
36024269,
10694355,

.12587244,
-2.
-3.
-3.
-4.
4.
-5.
-5.
-5.

23540163,
18604225,
96290624,
55887964,
97028379,
19518972,
23270629,
08269466,

.74572643,
-4.

2232606 ,

.51814764,
.63581713,
<1,
-0.
61636441, 0.
80612413, 1.

58720715,
39694897,
86937794,
99882021,

2.
p £2
.1462774 ,
.35927485,
-2.
-3.
-4,
-4.
-5.
-5.
-5.
<5

-0
-1

-4

-3
-2

16176135,
11834196,

43889014,
35561666,
0967243 ,
65600665,
0302256 ,
21769858,
21769858,
0302256 ,

.65600665,
-4,

0967243 ,

.35561666,
.43889014,
-1.
-0.
1.
2.

35927485,
1462774 ,
11834196,
16176135,

'
DO e

-1

-5

-5.
-4,

-4

-2

.99882021,
.86937794,
.39694897,
.58720715,
.2,
=Y
-4,
-4,
-5,

63581713,
51814764,
2232606 ,
74572643,
08269466,

.232760629,

19518972,
97028379,

.55887964,
-3.
-3.
.23540163,
-14
0.
.
2.

96290624,
18604225,

12587244,
10694355,
36024269,
28667649,

Sekil A.2 : Birinci banttaki enerji degerleri.

E® = Ebands!:,@]

max(E@), min(E®), max(EO)-min(E0)

(2.39267660790832, -5.2406210680861267, 7.632887288769587)

Sekil A.3 : Birinci bandin genisligi.
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# length unit is a: unit cell size B r*"VyvY & F 08
xmin = =50
xmax = 59
Nsteps = 40
L = xmax - xmin

b_position = PositionBasis(xmin, xmax, Nsteps)
xpoints = samplepoints(b_position)

x = position(b_position)
p = momentum(b_position)

m=1

# half of wavevector of the periodic lattice wave vector
qB = pi

# strength of the sin“2(qB*z) periodic potential
s5=80.
SER = s*qB"2

potential = x -> sER*sin(gB*x)*2

Sekil A.4 : Ger¢ek uzayda baz kiimesinin olugturulmasi.

V = potentialoperator(b_position, potential)
Hkin = p*2/(2*m) I
H = Hkin + dense(V) B
Operator{dim=404x4084)
basis: Position{xmin=-50, xmax=58, N=404)
26.8483-3.542e-141im - -16.3219+2.08833e-12im
-16.3219+1.46993e-121im 4.68073-1.30124e-12im
4.08073+8.663e-141im -1.81384+4.4709e-131im
-1.81384+3.76851e-131im 1.02043-4.9283e-131im
1.02043-1.5482e-131im -0.653193+2.4031e-13im
-0.653193+2,3453e-131m .. ©.453707-2.5294e-131im
0.453707-1.2942e-131im -0.333423+2.0875e-131im
-0.333423+1.4663e-13im 0.255354-2.1602e-131im
0.255354-1.5699e-131im -0.201831+1.7375e-131im
-0.201831+1.3906e-131im 0.163545-1.365e-13im
0.163545-1.0361e-13im .. -0.135219+7.636e-141im
-0.135219+5.418e-14im 9.113674-5.926e-14im
0.113674-4.233e-14im -8.0969072+9.59%e-141im
0.113674+5.471e-14im -9.135219-2.25%¢-14im
-0.135219-1.5549%e-131im 0.163545+9.376e-14im
0.163545+9.689%¢e-141im -0.201831-4.61e-14im
-0.201831+1.0933e-13im .. 0.255354-1.7344e-131im
0.255354-1.069e-141im -0.333423+2.479%e-141im
-0.333423-3.589%4e-131m 0.4537067+3.7792e-13im
0.453707+3.5938e-131im -0.653193-2.8655e-13im
-0.653193-1.561e-131im 1.02043+3.44e-15im
1.02043+6.52e-151m - -1.81384+2.7631e-131im

Sekil A.5 : Gercek uzayda hamiltoniyen operatoriiniin olusturulnast ve 6zdurumlarin
listelenmesi.
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# orthonormality in k-x

inl=0

ik1=0

in2=1

ik2=ik1

Cnk = Ubands[ikl,:,inl]

Cnk2 = Ubands[ik2,:,in2]

np.linalg.norm(Cnk), np.linalg.norm(Cnk2), np.conj(Cnk).dot(Cnk2)

(1.0, 1.0000000000000002, -2.220446049250313e-16)

Sekil A.6 : Bloch durumlarinin ortanormalligi.

E, states = eigenstates((H + dagger(H))/2);

plot(1:Nsteps,E, ".")

Sekil A.7 : Gercek uzayda enerji 6zdegerlerinin cizdirilmesi.

# orthonormality in k-x

inl=0

ik1=0

in2=1

ik2=ik1

Cnk = Ubands[ikl,:,in1]

Cnk2 = Ubands[ik2,:,in2]

np.linalg.norm(Cnk), np.linalg.norm(Cnk2), np.conj(Cnk).dot(Cnk2)

(1.0, 1.0000000000000002, -2.220446049250313e-16)

Sekil A.8 : Bloch durumlarinin ortanormalligi.

[61]:

[61]:

|n1, k1) @ [ng, ko)

Bloch states = np.array( list( itertools.product(np.arange(dB),np.arange(Nkz)) ) )

Bloch 2states = np.array( list( itertools.product( Bloch states, Bloch states ) ) )
len(Bloch_states), len(Bloch_2states)

(24, 576)
Bloch _states(8]

array([1, @])

# state index from quantum numbers
ni 1

ik = 4

won

ind = ni*Nkz+ik
ind, Bloch states(ind], ni, ik

(12, array([1, 4]), 1, 4)

Sekil A.9 : Bloch durumlar listesi.
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E, states = eigenstates((H + dagger(H)})/2);

plot(1:Nsteps,E, ".")

Sekil A.10 : Gergek uzayda enerji 6zdegerlerinin cizdirilmesi.

[90]: nil =1
i1 = 3
niz = 2
ik2 = 4

indl = nil*Nkz+ikl
ind2 = ni2*Nkz+ik2

ind_2 = indl*len(Bloch_states)+ind2

Bloch 2states{ind 2]
ind 2, Bloch 2states{ind 2!, np.array( [[nil,ikl],[ni2,ik2]] )

[90]: (284,
array([[1, 3],
[2,

array([[1, 3],
[2, 411))

Sekil A.11 : Iki parcacik Bloch durumlars.

non-zero matrix elements

[131]: k4 = np.array( list( itertools.product(kkz,kkz,-kkz,-kkz) ))

len( k4[np.sum(k4,axis=1)==0] ) / len(k4)

0.083984375

np.sum( k4/np.pi, axis=1 )[:20]

array([ 0. , -0.25, -0.5, -0.75, -1. , -1.25, -1.5 ,
-0.5, -0.75, -1. , -1.25, -1.5, -1.75, -2.
-1. , -1.25])

’

134 k4sum values = np.arange(-4,4+1,2)
k4sum_values

array([-4, -2, 0, 2, 4])

.75, -0.25,

v ~0:75;

Sekil A.12 : Sifirdan farkli matris elemanlart.

V121p2p=0
for nd in nd listi2i:
gl, 92, glp, g2p = n4[-4:

V121p2p += np.conj{Ubands ikl,g1,nil|)*np.conj(Ubands|ik2,92,ni2])*Ubands|ikpl,glp,nipl *Ubands|ikp2,92p,nip2!

V121lp2p

np.float64(-0,8208461781799515)

Sekil A.13 : Sifirdan farkli matris elemanlari (k uzayinda).
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l [170]:

(np.int64(18), np.int64(ZE))

Cnkl = Ubands[ikl,:,nil]

Cnk2 = Ubands[ik2,:,ni2]

unkl = f unk(xGL,Cnk1,Gnn)

unk2 = f_unk(xGL,Cnk2,Gnn)

Cnkpl = Ubands[ikpl,:,nipl]

Cnkp2 = Ubands[ikp2,:,nip2]

unkpl = f unk(xGL,Cnkpl,Gnn)

unkp2 = f unk(xGL,Cnkp2,Gnn)

nsum = nn[nil]+nn[ni2]-nn[nipl]-nn[nip2]

ksum = kkz[ikl]+kkz[ik2]-kkz[ikpl]-kkz[ikp2]

if np.mod(ksum,2*np.pi) == 0O:
integrand = np.conj(unkl*unk2)*unkpl*unkp2*np.exp(1j*ksum*xGL)
print(wGL.dot(integrand))

(-0.8208461781799377+2.7722528095796195e-18j)

Sekil A.14 : Etkilesen iki durum arasindaki matris elemani.

[626]:

function fIK(K)
return 2*J*cos(K/2)
end

fJK (generic function with 1 method)

function fH2rel(K,U,brel)
JK = fIK(K);
H2rel = SparseOperator(brel)
Nrel = brel.N
for i in 1:Nrel-1
H2rel += -JK*Eransition(brel,i+l,1i)
end
# PBC
H2rel += -JK*transition(brel,1,Nrel)
#
H2rel += H2rel'
i® = Integer((Nrel+l)//2)+3
H2rel += U*transition(brel,i0,1i0)
return H2rel
end

Sekil A.15: Valiente ve Petrosyan (1.yontem).
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(Bloch basis) k-space

xmin = =R1

xmax = R1

b position = PositionBasis(xmin, xmax, N1)
b _momentum = MomentumBasis(b position)

X _op = position(b position)

p_op = momentum(b position);

Xpoints = samplep%ints(b_position);
kpoints = samplepoints(b_momentum) ;
dk = spacing(b_momentum)

0.6283185307179586

Xpoints

10-element Vector{Float64}:
-5.0
-4,
-3.
-2.

(el oo Nool oo Rolol

]
BWNREOR

kpoints/pi

L3
10-element Vector{Float64}:

(o]
OO PR NONAOCDO D

Sekil A.16 : Bloch bazi k degerleri.
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#for nksum in Nlhalf+2:N1+1

for nksum in 2:N1+1
# @show nksum
ik2 list=[]
for ik in 1:Integer(floor(nksum/2))
push! (ik2 list, (ik,nksum-ik))
end
for ik in 1:Nlhalf-Integer(ceil(nksum/2))+1
push! (ik2 list, (ik+nksum-1,N1-ik+1))
#push!(ik2 list, (mod(N1+ik-2,N1+1),mod(nksum-ik+1,NI1+1)+1))
end
@show ik2 list
push! (KCM values,kpoints[1l]+kpoints[nksum=-1])
push! (K2sub 1list,ik2 list)
end
ik2 list = Any[(1, 1), (2, 10), (3, 9), (4, 8),; (5, 7), (6, 6)]
ik2 list = Any[(1, 2), (3, 10), (4, 9), (5, 8), (6, 7)]
ik2 list = Any[(1, 3), (2, 2), (4, 10), (5, 9), (6, 8), (7, 7)]
ik2 list = Any[(1, 4), (2, 3), (5, 10), (6, 9), (7, 8)]
ik2 list = Any[(1, 5), (2, 4), (3, 3), (6, 10), (7, 9), (8, 8)]
ik2 list = Any[(1, 6), (2, 5), (3, 4), (7, 10), (8, 9)]
ik2 list = Any[(1, 7), (2, 6), (3, 5), (4, 4), (8, 10), (9, 9)]
ik2 list = Any[(1, 8), (2, 7), (3, 6), (4, 5), (9, 10)]
ik2 list = Any[(1, 9), (2, 8), (3, 7), (4, 6), (5, 5), (10, 10)]
ik2 list = Any[(1, 10), (2, 9), (3, 8), (4, 7), (5, 6)]
Sekil A.17 : K’ya gore gruplanmis durumlar.
[175]: | resE2U2 = []

for (iK, KCM) in enumerate(KCM values)
dH = length(K2sub list[iK])
HK2 = zeros(dH,dH)
# diagonal elements
for (i,(ikl,ik2)) in enumerate(K2sub list[iK])
kl = kpoints[ik1]
k2 = kpoints[ik2]
#HK2[1,1] = -2*J*(cos(kl)+cos(k2)) + U/N1
HK2[i,i] = -2*J*(gos(kl)+cos(k2)) - 0*U/N1
end
# off-diagonal elements
if dH>1
#HK2 .+= 2*U/N1*(ones(dH,dH)-diagm(repeat([1],dH)))
HK2 .+= 2*U/N1*ones(dH,dH)
end
push! (resE2U2, eigen(HK2))
end

Sekil A.18 : Tek bant yaklasiminda E-K grafigi (Ikinci yontem).
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ishermitian (H2K)

true

Sekil A.19 : Hermitsel haniltoniyen.

Complex interaction

UR = U
Ul = U8
uC = UR +
HIK =

Oper:

Um*uI
fH2rel (K, UC, brel}

ator(dimellxll)

basis: NlLevel[N=1l)sparse([2, 11, 1,3, 2,4, 3, 5,4, 6 . 8,7, 9,8,9,10,09,11,1,18], (2, 1,2, 23,3 445, 5 .

e-16 + @.0im, -1.2e-16 + 0.01m, -1.2e-16 + 6.01m, -1.2e-16 + 0.01n

1.2e-16 + 8.01m, -1.2e-16 + 0.91im, -1.2e-16 + 0. Hl

7, 8,8 9,9, 9, 18, 18, 11, 11, Com chFE'ﬂlZ

1.2e-16 + 0.61n, -1.2e-16 + 0.61n, -1.2e-16 + 0.0

IZelE 9.0in, -1.2¢-16 + 6.8im, -1.2¢-16 + 9.04m, -1,.20-16 + BEI;ID -5.0 - 0.5im, -1.2e-16 + @.04n, -1.20-16 + Bﬂl!l +1,20-16 + 0.0in, -1.2e-16 + 0.61m, -1,2¢-16 + oen 111

ishermitian(H2K)

false

Sekil A.20 : Hermitsel olmayan hamiltoniyen.

E2C, U2C =

eigen(dense(H2K) .data)

Eigen{ComplexF64, ComplexF64, Matrix{ComplexF64}, Vector{ComplexF64}}

values:

11-element Vector{ComplexF64}:
-6.395586903944114 - 0

-3.7823526051424143
-3.3650141313247195
-2.28832589523924
-1.6616600520075449
-0.08269920677149173
0.5692593530931408
2.0474086282474
2.619442935781141
3.5015559828498475
3.8379718944579824
vectors:

+ “+ '

OO bprOoOoOCCcOO

11x11 Matrix{ComplexF64}:

0.0370173-0
0.0131042-0

0.00574044-0
0.00574044-0

0.0131042-0
0.0370173-0
0.107009-0
0.308472-0
0.884136+0
0.308472-0

N 10TANO0 N

.00890228im
.004365471im
.00249673im
.002496731im
.00436547im
.00890228im
.0168681im
.0241263im
.0im
.02412631im

NILOLOT 5o

.390847953877306641im
.0065599603434734931im
.292803136600501e-17im
.028933275619595078im
.950652929398098e-17im
.035429561953416316im
.631696153059408e-171im
.027651223790347741im
.8531446623206047e-17im
.0105780244158605421im
.018578170612977e-17im

-8.322253+-2.
0.387868+2.
-0.422061-8.
0.422061+0.
-0.387868-6.
0.322253-1.
-0.23053-1.
0.120131+0.
4.15806e-16-7.
-0.120131-6.

A N2INED £

77556e-171im
77556e-171im
32667e-171im
Qim

93889e-171im
38778e-171im
04083e-16im
Oim

76378e-171im
93889e-171im

nsoon 10 o

Sekil A.21:
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[14]:

[14]):

function calc _plot_spectrum(U)

plt=scatter(ylims=[-6,4.5], xlabel=L"$K {CM}a/\pi$", ylabel=L"\mathrm{Re}\{E\}/3");
plot! (size=(600,400))

E2Ks = []
EBs = []
for KCM in Klist
H2K = fH2rel(KCM,],U,brel)
E2K, U2K = eigen( dense(H2K).data )
PR = []
#for psi in U2K
# push! (PR, sum( 1/abs.(psi.data).”4/Nrel ) )
#end
for ipsi in 1:length(E2K)
push! (PR, sum( 1/abs.(U2K[:,ipsil)."4/Nrel ) )

end
#scatter! (repeat([KCM/pi], Nrel), real(E2K), zcolor=PR
# markersize=2, markerstrokewidth=0, markeralpha=1, c=:o0slo, label="");

scatter!(repeat([KCM/pi], Nrel), real(E2K),
markersize=2, markerstrokewidth=0, markeralpha=.25, c¢=:lightblue, label="");

#scatter! (repeat([KCM/pi], Nrel), real(E2K), c=:oslo, label="");

idx = sortperm(PR)]

push! (EBs,E2K[idx][1])

push! (E2Ks ,E2K)
end
#annotate!(.6, 3*J, (L"$U=$\$(real(U))-i\\$(-imag(U))", 12, :left) )
# 1 = 1 latexstring("“\$\\omega {$(i)}\$") # L"$\omega {1}$"
UR = real(u)
UI = imag(U)
#plot!(Klist/pi,real (EBs),c=:black, lw=3, label="",
# title = latexstring("\$U/J={$(Int(UR))}-{$(Int(-UI))}\\,i\$"))
plot!(Klist/pi,real(EBs),c=:black, lw=3, label="")#, title = L"U/J=%§(Int(UR))-%$(Int(-UI)) i")
#annotate!(.45, 3.5*], (latexstring("\$U={$(UR)}-{$(-UI)}\\,i\$"), 10, :left) )
hline!(xlims=[-1.1,1.1],[4*]], linestyle=:dash, c=:orange, label="")
hline!(xlims=[-1.1,1.1],[-4*]], linestyle=:dash, c=:orange,label="")
#hline!([U], linestyle=:dash, c=:grey, label="")
#hline!([-sqrt(U~2+4*(2*])"2)], linestyle=:dash, c=:grey, label="")
meff = 1/derivative2(Klist, real(EBs), trunc(Int, length(Klist)/2+1))
return plt, meff

calc_plot_spectrum (generic function with 1 method)

Sekil A.22 : PR hesabiyla bagli durumlarin tespiti.

*[114.. | # expectation value of r*2: <r"2>

sum( (xpoints.”2).*abs.(U2K[1].data).”2)

[114]: 0.32154516000236616

Sekil A.23 : Bag uzunlugu hesab.

gs = collect(0:08.1:5)
ves = [-0.5, -1, -2, -4, =-6]
meffuds=[]
for U@ in UBs
meffs = []
for U in [Ue-1im*g for g in gs ]
T plt, meff = calc _plot spectrum{U)
- push!{meffs,meff)
end
push! (meffu@s,meffs)
end

fig4 = scatter(xlabel=L"$\gamma/J$", ylabel=L"m \mathrm{eff} [ \hbar®2/] a”2] *, title=L|
for (iU, UB) in enumerate(UOs)
#scatter!(gs,meffU@s[iU], label=L"5U @ =$ %s$(U8)J")
plot! (gs,meffuBs[iU],lw=3, label=L"$U 0 =$ %5(UB)I")
end
figa
%] »

Sekil A.24 : Etkin kiitle hesabu.
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plt=scatter(}

for ip in 1:length(Ulist)
M = stack{ resuiipl )
M = M[:, sortperm{real(M(1, t]))}]

Zscatter!(real (M1, :1), real(M{2,:]), c=colsfipl, label=latexstring( “gamma”)+string(imag(Ulistiani)),

plot!(real(M[1,:1), real(M[2,:1), c=cols[ip], label=L"$\gamma =$ %$(imag(Ulistiip]))*, fonts=24,
xlabel=L"$K_{CM}as$*, ylabel=L“\mathrm{Re}\{E \mathrm{b}\}/3*, title=L*§U/d=-2+i\gammas")

plot!(real(M[1,:]), real{M(2,:]), c=cols[ip], labal="")

end

plt2=scatter()

for ip in 1:length(Ulist)

M = stack{ resUlip] )
M= Ml:, sortperm(real(M{l, :1))]

plot!{real(Mi1,:1), imag(M[2,:1), cmcolslipl, xlabel=L"$K_[CM}as", fonts=24,
ylabelsL*\mathra{In}\{E_\mathrm{b}\}/1", label="")
plot!(real(mi1,:]), imag(M(2,:1), c=cols(ip], labels"*)

and I

figl = plot(plt,plt2, layout=grid{1,2, widths=(0.6,0.4)), size=(600,300), margin=5Plots.mm)

label="K (CM}*, ylabel="Real{E b)")

Sekil A.25: Kompleks etkilesimde E-K grafigi.

eF = feq(kF,J)
figF = scatter(xlabel=L"$ka/\pis$", ylabel=L"$E ks$")
scatter! (kpoints/pi,feq.(kpoints,]), label="Dolu durumlar")

scatter!( kpoints[abs.(kpoints).>=kF]/pi, feq.(kpoints([abs.(kpoints).>=kF],J), label="Bos durumlar® )

hline!([eF], label=L"$E \mathrm{F}$"
savefig("figs/fermi seviyesi.pdf")
savefig(“figs/fermi_seviyesi.png")
figF

Sekil A.26 : Cooper problemi.

gs = collect(0:0.1:10)
Us = [-0.5, =1, =2, -4, -4.5]

ECs=[]
for U8 in UBs
EC = []

for U in [UB-1im*q for g in gs ]
K2sub=K2sub list[1]
HK2 = HCM(K2sub,J,U,N1)
E2, U2 = eigen(HK2)
Eval = E2[1]) #[ sortperm{ imag(E2)) ][1]
push! (EC, Eval)
end
push! (ECs,EC)
end

fig(R = scatter(xlabel=L"$\gamma/J$", ylabel=L"\mathrm{Re}\{E\}/1", title=L"U =U 0 + i \ganma")

figCI = scatter(xlabel=L"$\gamma/]$", ylabel=L"\mathrm{Im}\{E\}/J", title=L"U = U @ + i \gamma")

for (iU, EC) im enumerate(ECs)
#scatter! (gs,meffU0s[iU], label=L"5U 8 =§ $3(U0)1")
plot!(gs,imag(EC),lw=3, label=L"$U © =$ %$(U0s[iU])]")
end
figCI

Sekil A.27 : Cooper probleminde enerjilerin soniim oranina gore degisimi.
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11
12
13

14
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16
17

18
1)
20
21
22
23
24
25
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28
29
30
31
32
33
34
35

using QuantumOptics, Plots, LinearAlgebra, LaTeXStrings

[

I

i 1 3 |

function derivative2(x, y, i)
Nx = length(x)

@assert Nx >= 5

dx = x[2] - x[1]

end

X
y

if i ==

dy = 36xy[i] - 104xy[i + 1] + 114xy[i+2] - 56*y[i+3] +

11xy[i+4]

elseif

+1]

1

Ll ||

elseif i

dy
35xy[i]
else
dy
+2]
end

11+y[i-1] -20«y[i] + 6*y[i+1] + 4=y[i+2] - y[i+3]
== Nx-1
-y[i-3] + 4*y[i-2] + 6xy[i-1] - 20xy[i] + 11*y[i

== Nx
11+y[i-4] - 56xy[i-3] + 114xy[i-2] - 104xy[i-1] +

-y[i-2] + 16xy[i-1] - 30*y[i] + 16xy[i+1] - y[i

dy = dy / (12 % dx*2)

return dy

range(-10, 10, length=101)

@ x.”2

dy = [derivative2(x, y, i) for i=1:length(x)]

@assert isapprox(dy, 2+ones(length(x)))

i th ‘
function fJIK(K,J)

end

I

\ nt \

I | 1€N

return 2xJxcos(K/2)
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36 # two-particle Hamiltonian, bl is the real space relative
coordinate basis
37 function fH2rel(K,J,U,b1)

38 IK = FIK(K,I);

39 H2rel = SparseOperator(bl)

40 N1 = bi.N

41 #println(Nrel)

42 for 1 in 1:Nrel-1

43 H2rel += -JKxtransition(b1l,i+1,1i)
44 end

45 # PBC

46 H2rel += -JKxtransition(b1,1,N1)
47 #

48 H2rel += H2rel'

49 # interaction

50 i0 = Integer((N1)//2)+1

51 #10 = 3

52 H2rel += Uxtransition(b1,i0,i0)
53 return H2rel

54 end

55

56 R1 = 21

57 xpoints = collect(-R1:1:R1-1);

58 N1 = 2xR1;

59 bl = NLevelBasis(N1);

60 xpoints, b1l

61

62 KCM = Oxpij;

63 J il g

64 U = -1-1im#*2.

65

66 H2K = fH2rel(KCM,J,U,b1)

67

68 E2K, U2K = eigen( dense(H2K).data );
69 E22K, V2K = eigen( dense(H2K').data );
70

71 abs.(U2K[:,1]).%2;

72

73 dK=2xpi/(2xN1)

72 Klist=collect(-pi:dK:pi+dK);

75 #Klist=collect(-3*dK:dK:3xdK+dK);

76

77 # calculate and plot energy spectrum
78 function calc_plot_spectrum(U, etiket="")

79

80 plt=scatter(ylims=[-6,4.5], xlabel=L"$K_{KM}a/\pi$",
ylabel=L"\mathrm{Re}\{E\}/3");

81 plot!(size=(400,400),xtickfontsize=14,ytickfontsize=14,
xguidefontsize=14,yguidefontsize=14,legendfontsize=14)

82

Sekil B.2 :  Gergek uzay kod 2.

61




83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
IS
94
<)

96

97
98

99
100
101
102
103
104
105
106

107

108
109

110

111

112

L5

114
115

116

117

118
119

E2Ks = []
EBs = []
for KCM in Klist
H2K = fH2rel(KCM,3J,U,b1)
E2K, U2K = eigen( dense(H2K).data )
PR = []
#for psi in U2K
# push! (PR, sum( 1/abs.(psi.data).”4/N1 ) )
#end
for ipsi in 1:length(E2K)
push! (PR, sum( 1/abs.(U2K[:,ipsi]).*4/N1 ) )
end
#scatter! (repeat([KCM/pi], Nrel), real(E2K), zcolor=PR

# markersize=2, markerstrokewidth=0, markeralpha=1,
c=:0slo, label="");
scatter!(repeat([KCM/pi], Nrel), real(E2K),
markersize=2, markerstrokewidth=0, markeralpha=.5,
c=:lightblue, label="");
#scatter!(repeat ([KCM/pi], Nrel), real(E2K), c=:oslo,
label="");
idx = sortperm(PR)
push! (EBs,E2K[idx][1])
push! (E2Ks ,E2K)
end
# 1 = 1 latexstring("\$\\omega_{$(i)}\$") # L"$\omega_{1}$
UR, UI = real(U), imag(V)
annotate!(-1.5, 5%J, etiket, :left)
#annotate! (-.0, 5xJ, (L"U/J=%$(Int(UR))-%$(Int(-UI)) i",
center) )
#plot! (Klist/pi,real(EBs),c=:black, lw=3, label="",
# title = latexstring("\$U/JI={$(Int(UR))}-{$(Int(-UI))
\\,1\8"))
plot!(Klist/pi,real(EBs),c=:black, lw=3, label="")#, title
= L"U/J=%$(Int(UR))-%$(Int(-UI)) i")
#annotate! (.45, 3.5+J, (latexstring("\$U={$(UR)3}-{$(-UI)
\\,1\$"), 10, :left) )
hline!(xlims=[-1.1,1.1],[4%J], linestyle=:dash, c=:orange,
label="")
hline! (xlims=[-1.1,1.1],[-4%J], linestyle=:dash, c=:orange
, Label="")
#hline!([U], linestyle=:dash, c=:grey, label="")
#hline! ([-sgrt(U*r2+4%(2+«J)*2)], linestyle=:dash, c=:grey,
label="")
meff = 1/derivative2(Klist, real(EBs), trunc(Int, length(
Klist)/2+1))
return plt, meff, EBs[N1+2]
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158
160
161

162

163

plt, meff, EBs = calc_plot_spectrum(U, "(a)")

plt

=ik

resU = []

uo = -1.

Ulist = [UB-1im*0, UG-1im*2, UO-1im*3, UO-1im*4, UO-1im=5]

for U in Ulist
Tres=[]
for (iK, KCM) in enumerate(Klist)
H2K = fH2rel(KCM,3J,U,b1)
E2K, U2K = eigen( dense(H2K).data )
PR = []
#for psi in U2K
# push! (PR, sum( 1/abs.(psi.data).”4/N1 ) )
#end
for ipsi in 1:length(E2K)
push! (PR, sum( 1/abs.(U2K[:,ipsi]).*4/N1 ) )
end
idx = sortperm(PR)
push!(res, [KCM,E2K[idx][1]])
end
push!(resU,res)
end

cols=[:blue, :red, :black, :orange, :green];

plt=scatter(xtickfontsize=14,ytickfontsize=14,xguidefontsize
=14,yguidefontsize=14,legendfontsize=10)

for ip in length(Ulist):-1:1
M = stack( resU[ip] )
#M = M[:, sortperm(real(M[1, :]))]

#annotate! (-1.45, -1., "(a)", :center)

#scatter!(real(M[1,:]), Teal(M[2,:]), c=cols[ip], labels=
latexstring("gamma")+string(imag(Ulist[ip])), xlabel="K_{
CM}", ylabel="Real(E_b)")

plot!(real(M[1,:])./pi, real(M[2,:]), c=cols[ip], label=L"$\
gamma =$ %$(imag(Ulist[ip]))", fonts=24, 1lw=3,

xlabel=L"$K_{KM}a/\pi$", ylabel=L"\mathrm{Re}\{E~A{(2)}
_\mathrm{@}\}/3")
#plot!(real(M[1,:]), Treal(M[2,:]), c=cols[ip], Llabel="")

end

plt2=scatter(xtickfontsize=14,ytickfontsize=14,xguidefontsize
=14,yguidefontsize=14,legendfontsize=10)
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164
165
166

168
169

for ip in 1:length(Ulist)

M
M

stack( resU[ip] )
M[:, sortperm(real(M[1, :]))]

plot!(real(M[1,:])./pi, imag(M[2,:]), c=cols[ip], xlabel=L"$K_
{KM}a/\pi$", fonts=24, 1lw=3,
ylabel=L"\mathrm{Im}\{EA{(2)}_\mathrm{0}\}/3", label="
ll)

#plot!(real(M[1,:]), imag(M[2,:]), c=cols[ip], label="")
#annotate!(-1.6, 0, "(b)", :center)
end
figl = plot(plt,plt2, layout=grid(1,2, widths=(0.6,0.4)), size
=(800,300), margin=5Plots.mm,
suptitle=L"$U/J=-1+i\gamma$")

savefig(figl,"figs/figl.pdf")
savefig(figl,"figs/figl.png")

figs = []
etiketler=["(a)", "(d)", "(g)", "(0)", "(e)", "(N)", "(c)", "(
.F)ll, ll(i)ll ]

for (iU,U) in enumerate([-1-1im*0., -1-1im*2., -1-1im=10.,
-2-1imx0., -2-1im*2., -2-1im*10.,
-4-1imx0., -4-1im2., -4-1imx10.])
push! (figs, calc_plot_spectrum(U,etiketler[iU])[1])
end

fig3x3 = plot(figs..., layout=(3,3), size=(1000,1000))
fig3x3

savefig(fig3x3, "./figs/fig3x3.png")
savefig(fig3x3, "./figs/fig3x3.pdf")

gs = collect(0:0.1:5)
Uos = [-0.5, -1, -2, -4, -6]
meffUOs=[ ]
EBUOs=[]
for UO in UOs
meffs = []
EBs = []
for U in [UO-1imxg for g in gs ]
plt, meff, EB = calc_plot_spectrum(U)
push! (meffs,meff)
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210

220

230

231
232

233
234
235
236

237

238
239

240
241
242
243
244
245
246

push! (EBs,EB)
end
push! (meffUOs,meffs)
push! (EBUGs,EBs)
end

figd = scatter(xlabel=L"$\gamma/J$", ylabel=L"m_\mathrm{etk} [
\hbar#2/J a*2] ", title=L"U = U_O0 + i \gamma",
xtickfontsize=14,ytickfontsize=14,

xguidefontsize=14,yguidefontsize=14,legendfontsize=10,size
=(400,300))

for (iU, UG) in enumerate(UOs)
#scatter!(gs,meffUBOs[iU], label=L"$U_0 =$ %$(UO)I")
plot!(gs,meffUBs[iU],lw=3, label=L"$U_0 =$ %$(UO)I")

end

figd

savefig(figd, "./figs/figd.png")
savefig(figd, "./figs/figd.pdf")

figCR = scatter(xlabel=L"$\gamma/J$", ylabel=L"\mathrm{Re}\{E
A{(2)}-\mathrm{B}\}/3", title=L"U = U_O + i \gamma, K_\
mathrm{KM}=0",

xtickfontsize=14,ytickfontsize=14,

xguidefontsize=14,yguidefontsize=14,legendfontsize=10,
size=(400,300))

for (iU, UG) in enumerate(UOs)
plot!(gs,real(EBUOs[iU]),lw=3, label="")#, label=L"$U_0 =%

%$(U0s[iu])I")
end
figCR

figCI = scatter(xlabel=L"$\gamma/J$", ylabel=L"\mathrm{Im}\{E
A{(2)}-\mathrm{B}\}/3", title=L"U = U_O + i \gamma, K_\
mathrm{KM}=0",

xtickfontsize=14,ytickfontsize=14,

xguidefontsize=14,yguidefontsize=14,legendfontsize=10,
legend=:bottomleft, size=(400,300))

for (iU, UG) in enumerate(UOs)
plot!(gs,imag(EBUOs[iU]),1lw=3, label=L"$U_0 =$ %$(U0s[iU])
JH)

end

figCI

savefig(figCR,"figs/EB_rteal.pdf")
savefig(figCR,"figs/EB_real.png")
savefig(figCI,"figs/EB_imag.pdf")
savefig(figCI,"figs/EB_imag.png")
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34
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40

using QuantumOptics, Plots, LinearAlgebra, LaTeXStrings

function derivative2(x, y, i)
Nx = length(x)
@assert Nx >= 5
dx = x[2] - x[1]

7 a ==
dy = 35+y[i] - 104x*y[i + 1] + 114xy[i+2] - 56xy[i+3] +
11xy[i+4]
elseif i == 2
dy = 12xy[i-1] -20xy[i] + 6*y[i+1] + 4xy[i+2] - y[i+3]
elseif i == Nx-1
dy = -y[i-3] + 4xy[i-2] + 6*xy[i-1] - 20*y[i] + 11*y[i
+1]
elseif i == Nx
dy = 11xy[i-4] - 56xy[i-3] + 114xy[i-2] - 104xy[i-1] +
35+y[i]
else
dy = -y[i-2] + 16*y[i-1] - 30xy[i] + 16xy[i+1] - y[i
+2]
end
dy = dy / (12 = dx*2)
return dy
end
x = range(-10, 10, length=101)
y = @. x."2

dy = [derivative2(x, y, i) for i=1:length(x)]
@assert isapprox(dy, 2*ones(length(x)))

function fKCM(k1, k2)
return ki+k2
end

function fkrel(k1l, k2)
return (k1-k2)/2
end

function feq(q,J)
return 2xJ%(1-cos(q))
end

Sekil C.1: Momentum uzayi kod 1.
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41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

61
62

63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
7]
80
81
82
83

84
85

86

J =4

R1=21

xmin = -R1
xmax = R1
N1 = 2xR1

b_position
b_momentum

PositionBasis(xmin, xmax, N1)
MomentumBasis(b_position)

position(b_position)
momentum(b_position);

X_0p
p-op

xpoints = samplepoints(b_position);
kpoints = samplepoints(b_momentum);
dk = spacing(b_momentum)

kF = kpoints[R1+2+1xInt(round(R1/2))] + 1le-6

eF = feq(kF,J) + 0.075

figF = scatter(xlabel=L"$ka/\pi$", ylabel=L"$E_k$",

xtickfontsize=14,ytickfontsize=14,xguidefontsize=14,

yguidefontsize=14,legendfontsize=10)

scatter!(kpoints/pi,feq. (kpoints,J), label="Dolu durumlar™)

scatter!( kpoints[abs. (kpoints).>=kF]/pi, feq. (kpoints[abs.(
kpoints).>=kF],J), label="sBo durumlar" )

hline! ([eF], label=L"$E_\mathrm{F}$", lw=3)

savefig("figs/fermi_seviyesi.pdf")

savefig("figs/fermi_seviyesi.png")

figF

kpoints[abs. (kpoints).>=kF]./pi

KCM_values = []
K2sub_list = []
Nihalf = Integer(ceil(N1/2))

#for nksum in Nihalf+2:N1+1
for nksum in 2:N1+1
# @show nksum
ik2_list=[]
for ik in 1:Integer(floor(nksum/2))
push!(ik2_1list, (ik ,nksum-ik))
end
for ik in 1:Nihalf-Integer(ceil(nksum/2))+1
push! (ik2_list, (ik+nksum-1,N1-ik+1))
#push! (ik2_list, (mod(N1+ik-2,N1+1),mod(nksum-ik+1,N1
+1)+1))
end
push!(KCM_values,pi*(mod(kpoints[1]/pi+kpoints[nksum-1]/pi
+1,2)-1))
push!(K2sub_list,ik2_list)
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69




end

|| KCM ) 11 01Nt )
M_KCM = fKCM. (kpoints[abs. (kpoints).>=kF],kpoints[abs. (kpoints
).>=kF]')
Int_M_KCM = mod. (Int.(round.(M_KCM. /pi*R1)), 2+R1)/ R1
] (o) ( LM )
Int_KCM = unique( Int_M_KCM )
KCM_vals = Int_KCM.xpi;

ik_list = collect(1:N1)[abs. (kpoints).>=kF];

ik_list = collect(1:N1)[abs. (kpoints).>=kF]
Mik = Array{Any}(undef, length(ik_list), length(ik_list));
for (i1,ik1) in enumerate(ik_list)
for (i2,ik2) in enumerate(ik_list)
Mik[i1,i2] = sort( [ik1, ik2])
end end

unique( Mik[ findall( Int_M_KCM .== Int_KCM[1] ) ] )

K2sub_list = []

for iK in 1:1length(KCM_vals)
K2sub = Tuple.( findall( Int_M_KCM .== Int_KCM[iK] ) )
K2sub = [ sort([K2...]) for K2 in K2sub]
K2sub = unique( Mik[ findall( Int_M_KCM .== Int_KCM[iK] )

1)
\ \ ndal [1

7 I I\
push! (K2sub_list, unique(K2sub) )

end

K2sub_list[1];

sort( [K2sub_list[1][2]...] )
M_KCM[ Int_M_KCM .== Int_KCM[1] ]

for (i,(ik1,1ik2)) in enumerate(K2sub_list[1])
@show ik1, ik2
end

for (iKCM,K2sub) in enumerate(K2sub_list)
for (ik1,ik2) in K2sub
rintli ( ‘ KCM
I
end
end
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134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
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160
161
162
163
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166
167
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169
170
171
172

178

180
181
182
183

function HCM(K2sub,J,U,N1)
dH = length(K2sub)
HK2 = zeros(ComplexF64,(dH,dH))
same_state=[]
for (i,(ik1,ik2)) in enumerate(K2sub)
if ik1==ik2
push!(same_state,i)
end
end
if length(same_state) > 2 @show same_state end
# diagonal elements
for (i,(ik1,ik2)) in enumerate(K2sub)
ki = kpoints[ik1]
k2 = kpoints[ik2]
HK2[1i,i] = -2#J*(cos(kl)+cos(k2)) #+ 2«U/N1

end
# interaction, mostly off-diagonal elements
#dshow HK2
if dH>1
#HK2 .+= 2xU/N1x(ones(dH,dH)-diagm(repeat([1],dH)))
HK2 .+= 2+U/N1xones(dH,dH)
for i in same_state
HK2[1,i] -= U/N1
for j in 1:dH
if i 1= j
HK2[1,3j] = sqrt(2)*U/N1
HK2[j,1] = sqrt(2)=U/N1
end
end
end
#@show HK2
#if same_state != []
if length(same_state) > 1
HK2[same_state[1],same_state[2]] = U/N1
HK2[same_state[2],same_state[1]] = U/N1
end
#@show HK2
end
return HK2
end
Uus=-1

H2 = HCM(K2sub_list[1],3,U,N1);

J=il
U=-0.5-1imx0.
TesE2U2 = []

Ulist = [-5-1imx0Q, -5-1imx0.1, -5-1imx0.2]
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184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199

200

201
202
203
204

205
206

207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227

for U in Ulist[1]

for (iK, KCM) in enumerate(KCM_vals[:])
K2sub=K2sub_list[iK]
HK2 = HCM(K2sub,J,U,N1)
push! (resE2U2, eigen(HK2))

end

end

figO=scatter()#xlims=[-1.1,1.])

#hline! ([4xJ], linestyle=:dash, label="")

#hline! ([-4%J], linestyle=:dash, label="")

#hline! ([U], linestyle=:dash, label="")

#hline! ([-sqrt(Ur2+4x(2xJ3)*2)], linestyle=:dash, label="")

for (iK, (E2, U2)) in enumerate(resE2U2)
#@show E2
#scatter!(repeat([KCM_vals[iK]/pi], length(E2)),real(E2),
c=:blue, label="", xlabel=L"$K_{CM}a/\pi$", fonts=24,
ylabel=L"E/J")
scatter!(repeat([mod(KCM_vals[iK]/pi+1,2)-1], length(E2)),
real(E2), c=:blue, label="", xlabel=L"$K_{CM}a/\pi$",
fonts=24, ylabel=L"E/J")

end

#for (iK, (E2, U2)) in enumerate(resE2U2[22:22])

# #dshow E2

# scatter!(repeat([1], length(E2)),real(E2), c=:blue, label
="", xlabel=L"$K_{CM}a/\pi$", fonts=24, ylabel=L"E/JI")

#end

#plot! (kpoints./pi,-sqrt.((real(Ulist[1])72).+(4xJ)*2*cos. (
kpoints/2).22), lw=4, label="analytic 2body")

figo

#savefig(figo,"figs/fig0.pdf")
#savefig(fig0o,"figs/fig0.png")

gs = collect(0:0.1:4)
Ues = [-0.5, -1, -2, -4, -4.5]

ECs=[]
for UO in UOs
EC = []

for U in [UB-1imxg for g in gs ]
K2sub=K2sub_list[1]
HK2 = HCM(K2sub,J,U,N1)
E2, U2 = eigen(HK2)
Eval = E2[1] #[ sortperm( imag(E2)) ][1]
push! (EC, Eval)
end

Sekil C.5 : Momentum uzayi kod 5.
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push! (ECs,EC)
end

figCR = scatter(xlabel=L"$\gamma/J$", ylabel=L"\mathrm{Re}\{E_
\mathrm{C}\}/J", title=L"U = U_O0 + i \gamma, K_\mathrm{KM
}=O”9

xtickfontsize=14,ytickfontsize=14,

xguidefontsize=14,yguidefontsize=14,legendfontsize=10,
size=(400,300))

for (iU, EC) in enumerate(ECs)
#scatter!(gs,meffUBOs[iU],label=L"$U_0 =$ %$(UO)I")
plot!(gs,real(EC),lw=3, label="") #label=L"$U_0 =%
iu])3a")

end

savefig("figs/EC_real.pdf")

savefig("figs/EC_real.png")

figCR

%% (UOs[

figCI = scatter(xlabel=L"$\gamma/J$", ylabel=L"\mathrm{Im}\{E_
\mathrm{C}\}/J", title=L"U = U_0 + i \gamma, K_\mathrm{KM
}=O”9

xtickfontsize=14,ytickfontsize=14,

xguidefontsize=14,yguidefontsize=14,legendfontsize=10,
size=(400,300))

for (iU, EC) in enumerate(ECs)
#scatter! (gs,meffUBOs[iU],label=L"$U_0 =$ %$(UO)I")
plot!(gs,imag(EC),lw=3, label=L"$U_0 =$ %$(U0s[iU])I")

end

savefig("figs/EC_imag.pdf")

savefig("figs/EC_imag.png")

figCI

J=il
U=-5-1imx0.1
resU = []

uo = -5,

Ulist = [UO-1im+0, UO-1im+2, UO-1imx4, UO-1imx6]
Ulist = [UO-1im*i/12 for i in 0:24]
for U in Ulist
Tres=[]
for (iK, KCM) in enumerate(KCM_vals[:])
K2sub=K2sub_list[iK]
HK2 = HCM(K2sub,J,U,N1)
E2, U2 = eigen(HK2)
push!(res, [KCM,E2[1]])
end
push!(resU,res)
end

Klist = [ real(el[1]) for el in resU[1]]

Sekil C.6 : Momentum uzayi kod 6.
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