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ABSTRACT

This work is concerned with the generalized kinematic framework for finite growth in cardiac
tissue. For this purpose, the deformation gradient is multiplicatively decomposed into an
elastic part and a growth part. This naturally brings about an incompatible intermediate
growth configuration. While the direction of growth is dictated by the architecture of the
cardiac tissue, the amount of growth is determined by a scalar growth field whose evolution is
governed by a corresponding disease-dependent growth criterion function and its bounded
coefficient. Once the growth tensor is known, the elastic part of the deformation gradient,
which directly enters the orthotropic energy storage function, can be readily obtained and the
relevant stress tensor is determined through the Doyle-Ericksen formula.
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0z
Bu calisma esyonsiiz mikro yapiya sahip kalp dokusunda meydana gelen fizyolojik ve
patolojik biliylimenin modellenmesi icin gelistirilen genel bir kinematik yaklasimi konu
almaktadir. Bu amagla, sekil degistirme gradyani carpimsal olarak elastik sekil degistirme
gradyan1 ve biiylime tensorlerine pargalanmistir. Biiyliimenin yonii kalp dokusunun mikro
yapist tarafindan kontrol edilirken, biliylimenin miktar1 skalar biiyiime degiskeni ile
belirlenmektedir. Bu biiylime degiskeninin zamanla degisimini de hipertrofinin tipine gore
degisen biiyiime kriteri ve onun sinirlandirilmis c¢arpani tarafindan kontrol edilmektedir.
Biiytime tensorii elde edildikten sonra sekil degistirme gradyaninin elastik kismi hesaplanir.
Bu tensor cinsinden ifade edilmis olan serbest enerji fonksiyonundan Doyle-Ericksen formiilii
yardimi ile Kirchhoff gerilme tensorii elde edilir.

Anahtar Kelimeler: Biyomekanik, Kalp Mekanigi, Biiylime, Hipertrofi
1. GIRIS

Bu ¢aligmanin amaci esyonsiiz mikro yapiya sahip kalp dokusunda meydana gelen ve farkli
mekanizmalarla tetiklenen eksentrik ve konsantrik biiylimenin modellenmesi i¢in genel bir
kinematik yaklagim gelistirmek ve gelistirilen bu kinematik denklemler icin biinye
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denklemleri olusturmaktir. Onerilen kinematik yaklasimda; ilk olarak kristal malzemelerin
elastoplastik davranisinin modellenmesinde kullanilan (bkz. [6], [8]) ve sonra Rodriguez ve
digerleri [9] tarafindan biyomalzemelerde biiylimenin modellenmesinde kullanilan sekil
degistirme gradyani ¢arpimsal olarak elastik sekil degistirme gradyani ve biiyiime tensorlerine
parcalanmasi yoOntemi izlenmistir. Bu parcalanmanin dogal sonucu olarak uyumsuz ara
biiylime konumu ortaya ¢ikmaktadir. Bu yaklasim atardamarlarin ¢eperlerindeki biiylimenin
modellenmesinde [5], [7] ve kalp dokusundaki biiylimenin modellenmesinde de [2], [3]
kullanilmustir.

2. ESYONSUZ MiKRO YAPILI MALZEMELERDE BUYUMENIN KiNEMATIGi

Bu boliimde esyonsiiz mikro yapiya sahip malzemelerdeki biiyiimenin kinematik olarak
aciklanmasi icin gerekli kavramlar tanimlanacak, biiyiime problemi geometrik olarak ele
alimacaktir.

2.1 Geometri

Varsayalim ki B R’ dogrusal olmayan sekil degistirmeler gosterebilen kati bir cismin Oklit
uzaymndaki referans (Lagrange) konumunu ve S < R’ de aym cismin t anindaki giincel
(Euler) konumunu gostersin. Referans konumdaki malzeme noktalarinin koordinatlar1 X € B;
bu noktalarin t anindaki uzaysal koordinatlarina X € S, dogrusal olmayan sekil degistirme
fonksiyonu ile X = @(X) : B—S eslenirler, Sekil 1. Buna gore sekil degistirme (deformasyon)
gradyant F = Vx g¢(X) : TxB — TS iki konumun tanjant uzaylari arasindaki eslemeyi yapan
tanjant fonksiyonu olarak da diisiiniilebilir. Gradyan operatdrii Vx [-] malzeme koordinatlarina

X gore konumsal tiirevleri gostermektedir. Diger yandan, sekil degistirme gradyaninin
determinant1 J = det(F) > 0 ortamin referans ve giincel konumlar1 arasindaki hacim esleme

fonksiyonu olarak gorev alir. Bunlara ek olarak, giincel manifold S yerel olarak X noktasinin
Ny komsulugunda uzaysal metrik tensoriine g sahiptir. Uzaysal metrik tensor g; genleme,

kayma, temel invaryantlar gibi sekil degistirme biiyiikliiklerinin giincel (Euler) konumunda
hesaplanmasinda kullanilacaktir.

2.2 Kalbin Mikro Yapis1

Kalbin mekanik davranigini birincil olarak kontrol eden kalp kasiin (miyokard) mikro yapisi
konumsal olarak degiskenlik gosteren tabaka benzeri diizlemler seklinde diizenlenmis kas
liflerinden (miyofiber) olusur, Sekil 2. Kalp dokusunun sahip oldugu bu esydnsiiz mikro yap1
nedeniyle, kalp kasi ortotropik bir biyomalzeme olarak diisiiniilmektedir. Yoresel (lokal)
olarak bu ortotropik malzeme, birbirine dik olan fy € TxB ve Sy € TxB birim vektorleri ile
tanimlanir. Sematik olarak Sekil 2°de de gosterildigi gibi fy € TxB ve Sp € TxB birim
vektorleri; sirastyla, kas lifi ve bunlarin iginde diizenli bir bi¢imde yer aldigi tabakalarin
yonlerini temsil etmektedir.

Bunu takip eden kisimda, kalpte meydana gelen fizyolojik ve patolojik (hipertrofi)
bliylimeleri etkin bir sekilde modellemek i¢in kompakt bir kinematik formulasyon
sunulacaktir. Patolojik durumlar kalbin eksentrik (dilatasyon) ve konsantrik (geper
kalinlagsmasi) bicimde biiylimesini anlatirken, fizyolojik durum kalbin esyonlii biiylimesini
temsil eder. Tamamen matematiksel olarak, kalbin bu farkli biiytime sekilleri (2) denkleminde
tanimlanan biiyiime tensorii F® ve (17) denkleminde verilen biiyiime kriterinin fonksiyonel
bagimlilig1 ile birbirinden ayrilirlar. Bu ti¢ farkli kalp biiylime olayini ayni1 kompakt kinematik
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cergevede verebilmek igin birbirine dik olan my, Ny € TxB birim vektorlerini kullanacagiz.
Biiylimenin tipine gbére bu birim vektorler, fo ve So birim vektorleri ile ayri ayn
esleneceklerdir. Buna gore; eksentrik biiyiimede esleme mg =fy ve ng =Sy olurken, konsantrik
biiytimede my =Sy ve no=f; seklinde olacaktir

¢, (X)
F = V}(()Dr(X )
P -y
<4 P
&
B,/

Sekil 1: Kalbin ii¢c boyutlu Oklit uzayindaki R?, t anindaki hareketi i¢in tanimli dogrusal
olmayan sekil degistirme fonksiyonu gx(X) ve sekil degistirme gradyaninin F = Vx @(X)
gosterimi. Yer degistirme gradyani F’nin ¢arpimsal olarak elastik deformasyon gradyani F*
ve bityiime tensorii F® olmak tizere iki kisma pargalanmasi ile imgesel ve uyumsuz B, ara
vektor uzayinin olugmas.

2.3 Biiytimenin Kinematigi

Kalbin biiyiik sekil degistirmeler gdsteren biiyiimesinin modellenmesi i¢in dnerilen kinematik
yaklagimda yer degistirme gradyani F ¢arpimsal olarak elastik deformasyon gradyam F° ve
biiylime tensoriine F® olmak tizere iki kisma pargalanir.

F=F"F¢ (1)

Dogrusal olmayan plastisite teorisinin c¢arpimsal kinematiginde oldugu gibi, (1)
denklemindeki pargalanma imgesel ve uyumsuz bir ara vektor uzaymin varligini isaret eder.
Ancak, toplam sekil degistirme gradyanin F aksine, ne F° ne de F® herhangi bir dogrusal
olmayan sekil degistirme fonksiyonunun gradyani ile iliskilidir. Bu g¢alismada Onerilen
formulasyonda biiylime tensorii i¢in asagidaki gésterimi kullanacagiz.

Fé=al+ Amy® m )

Burada a(v®) ve A(tf) carpanlart bliylime degiskenine ©® bagl skalar fonksiyonlardir.
Yukarida da belirtildigi tizere, genellenmis birim vektdr myp kalbin biiylime tipine bagli olarak
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kalbin ortotropik mikro yapisin1 yansitan f;, So birim vektorlerinden birine karsilik
gelmektedir. Bilylime tensoriiniin tersini alirsak

T
% -/

8 F—yno

._ ____z ‘..;I. fll /

Sekil 2: Kalp kasinin ortotropik mikro yapisi. Birbirine dik birim vektorler fy ve Sp; sirasiyla,
kas lifi ve bunlarin i¢inde diizenlendigi tabakalarin yonlerini referans konumda
gostermektedirler. Bu iki birim vektore dik olan {igiincii yon ny bu vektorlerin normallenmis
vektor carpimi Ny = (fy x So)/| fo x So | ile elde edilir.

Fel= o' 1+ o/ (14607 me® my ®)

ifadesini elde ederiz. Buna gore elastik deformasyon gradyami da asagidaki gibi ifade
edilebilir.

Fe=o' F+ Ba?/ (1+8a)y m® my 4)
Bu denklemdeki m vektorii m= F my seklinde tanimlanmakta, benzer sekilde elastik olarak
sekil degistirmis yonler

m*=F*mo=(atf)'m ve n=F°ny=a'n (5)

olarak verilmektedir. Burada n vektéri de n= Fny olarak tanimlanmaktadir. Malzemenin
mikro yapisini temsil eden vektorlerin sekil degistirmis yOnlerini tanimladiktan sonra sekil
degistirmis yapisal tensorler ve elastik yapisal tensorler; sirasiyla,

M=m®m, N=n®n, ve K= sym(m ® n), (6)
Ve
M=m*®m°, N°=n°®n°, ve K= sym(m°® ® n°), (7)

ifadeleri ile tanmimlanmaktadirlar. Buradaki simetri operatorii sym(-) = 0.5 ( - + [-]" ) tensor
degiskenini kendisinin simetrik kismina esler. Yukaridaki tanimlar (6,7) 1s181inda, asagidaki
denklikler yazilabilir.

M= (a+f)*M, N°= o°N ve  K=(d+ap)'K (8)
Buna gore elastik Finger sekil degistirme tensorii
b*=F° G'FT = &% (b-M) + M° 9)

olarak elde edilir. Elastik Finger sekil degistirme tensorii ve elastik yapisal tensorler (7) elde
edildikten sonra eldeki ortotropik malzemenin Helmholtz serbest enerji fonksiyounun
degiskenlerini olusturacak temel elastik invaryantlar
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li=g: b JS=det(F%), lm=9g:m%  lup=g:n° ve ly=g: K° (10)
olarak tamimlanmaktadir. Burada elastik Jakobyen J° = J J¥' ve bilyiime Jakobyeni J%=
det(F&)= o (o) ifadeleri ile tanimlidir.

3. BUNYE DENKLEMLERI

Kalp dokusunun sikistirilabilirligini ve bundan da daha 6nemli olarak kalbin biiyiimesi
sirasindaki hacim degisimlerini dikkate alabilmek i¢in Holzapfel ve Ogden [4] tarafindan,
tamamen sikistirilamaz ortotropik malzemeler i¢in gelistirilmis olan modeli genisletecegiz.
Bunun i¢in toplamsal olarak; tamamen hacimsel ve esyonlii U ve esyonsiiz W olarak iki kisma
ayrilmis, asagidaki denklemde verilen serbest enerji fonksiyonunu kullanacagiz.

W= U(Je) + lP(ll, |4m, |4n, |4k) (1 1)

Burada hacimsel kisim sadece elastik sekil degistirme gradyaninin determinantina J° bagh
iken ikinci kisim hem izotropik hem de anizotropik energy tutma mekanizmalarini (10)
denkleminde verilen invaryantlar yardimi ile biinyesinde barindirir. Serbest enerji
fonksiyonunun hacimsel kismi

U@ =« (3= In(J) - 1) (12)

denklemi ile tanimli olsun. Burada x hacimsel modiilii gostermektedir. Serbest enerji
fonksiyonunun esyonsiiz ¥ kismu [4] ise

W1, lgm, lan, L) = (@/2b)exp[b(11-3)] + (Arm/2bm) {exp[bm (lam-1)*]-1}
+ (an/2by) {exp[by (Ian-1)"]-1} + (aw/2by) {exp[bi (l4)*]-1} (13)

fonksiyonu ile ifade edilmektedir. Bu kisim, hacim modiiliine ek olarak sekiz malzeme
parametresi a, b, ay, bm, an, bn, a, by icermektedir. Euler konumunda, Kirchhoff gerilme
tensoOrii Doyle-Ericksen formiilii [1] ile elde edilir.

T=20,W=7+%  burada w=20,W=0pg" ve  7=20,¥ (14)
Eldeki model (13) icin Kirchhoff gerilme tensoriiniin esydnstiz kismi
5 =2¥, b® + 2W¥W4m M°® + 2% 4, N® + 2W 4 K® (15)

halini alir. Buradaki sekil degistirmeye bagli olan carpanlar V¥, Wam, Wan ve Wa enerji
denklemi (13) ile tutarh sekilde, invaryantlar cinsinden

¥, =aW/ol, = (al2) exp[b(l; - 3)],

Wm =0W/0l4m=am (lam -1) exp[bm (lsm - 1)°],

W4 =0¥/0l4n=an (lun-1) exp[bn (lsn- 1)°],

W =0W/0lc=an L exp[by (s )*] (16)

seklinde ifade edilmektedirler. Yoresel gerilim durumunun (14) hesabi, i¢ alan olarak modele
giren skalar biiylime degiskeninin v# degerinin bilinmesini gerektirir. Bunun igin

do®/dt = k(0% ¢ (17)

biinye denklemi; skalar bilyiime degiskeninin v* zamana bagli degisimini tanimlamaktadir.
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Buradaki k(¢v®) fonksiyonu
K(0®) = T'[ (Umax ~0%) / (Umax- 1) TV (18)

biiyiimenin sinirliligini saglamakta ve biiylimenin hizini kontrol etmekte iken, diger fonksiyon
¢ bliylimenin tetiklenmesi kriterini belirlemektedir. Buna gore, biiylime sadece ¢ > 0 durumu
icin artmaktadir. Biiylime kriteri ¢, farkli fizyolojik ve patolojik, sartlar nedeni ile ortaya
c¢ikan kalbin farkli biiyiime tiplerini modellemede anahtar rol oynar. S6zgelimi, kalp ¢eperinin
kalinlagsmasi kan basincinin yiiksek olmasi ile aciklanmaktadir. Bu nedenle, konsantrik
biiylime i¢in biiyiime kriteri gerilme tensoriiniin fonksiyonu ¢ (7) olarak modellenebilir. Buna
karsilik kalbin asir1 genlemesi sonucu ortaya ¢ikan dilatasyon, elastik gerinimin A= (l4n)>”
bir fonksiyonu olarak ¢ (L) seklinde modellenebilir. Asagidaki denklemler bu durumlara
birer 6rnek olusturmaktadirlar.

d(D=tr(D)-p"  ve  HOS=A"- A" (19)

Kalpte meydana gelen ii¢ farkli bilylime i¢in farkli bliylime tensorii F¢ ve biiylime kriteri ¢
ifadeleri Tablo 1’de 6zetlenmektedir.

Tablo 1: Fizyolojik ve patolojik kalp biiyiimesi i¢in {i¢ 6rnek

Biiyiime Tipi Biiyiime Tensorii Biiyiime Kriteri

Fizyolojik (Sporcu Kalbi) F* =9¢1 é() = tr(r) — n°""!

Eksentrik Hipertrofi FE=1+@-1)fo®f¢ &(1°)=A¢—2""

Konsantrik Hipertrofi Fé=1+*-Dso®so o(r)=tr(t)—a""
4. SONUC

Bu calismada esyonsiiz mikro yapiya sahip kalp dokusunda meydana gelen, farkl tetikleme
mekanizmalari ile kontrol edilen eksentrik ve konsantrik biiylimenin modellenmesi igin genel
bir kinematik yaklasim gelistirilmis, ilgili biinye denklemleri ile desteklenmistir. Gelistirilen
bu kinematik yaklasim, modiiler yapist nedeni ile damarlar, deri, timor vb. esyonsiiz mikro
yapiya sahip diger biyolojik dokularda meydana gelen biiyiime olayin1 modellemek icin de
temel olusturmaktadir. Ozellikle sayisal benzetimler igin gelistirilmesi gereken malzeme
kodlan diisiiniildiigiinde; eldeki modiiler yapi ile bir doku i¢in gelistirilen bir sayisal benzetim
program1 kiigiik degisikliklerle diger dokulardaki biiyiimenin sayisal benzetiminde
kullanilabilmesine olanak saglayacaktir.
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