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ELASTIK KiRiSLERDE OZDEGER PROBLEMLERI iCiN YENI BiR
FONKSIYONEL VE SONLU ELEMAN FORMULASYONU

OZET

Bu caligsma kapsaminda kiriglerde sik karsilagilan 6zdeger problemlerinden burkulma
ve serbest titresim problemleri, Winkler zeminine oturan Euler — Bernoulli ve
Timoshenko kiris teorilerine gore ele alinmis ve iki problemin birlesimi olan dinamik
stabiliteyi de kapsayan yeni ve genel bir varyasyonel formulasyon verilmistir.

Calisma toplam bes boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde problem tanitilmas,
konuyla ilgili literatiirde yapilmis olan ¢alismalara deginilmis ve bu ¢alisma
kapsaminda ne tiir yeniliklerin getirilecegi lizerinde durulmustur.

Ikinci boliimde teknikte cok kullanilan Euler — Bernoulli ve Timoshenko kiris
teorileri lineer elastisite teorisindeki ¢ikis noktalari dikkate alinarak yeniden
kurulmus ve her iki tip kiris i¢in de adi gegcen 6zdeger problemleri tanitilarak ilgili
denklemleri verilmistir.

Uciincii  béliimde varyasyonel hesap tarzi hakkinda genel matematiksel bilgi
verilmis,fonksiyonel kavrami ve mekanik enerji ile ilgisi, agirlikl artiklar yontemi ve
varyasyonel hesap, sonlu elemanlar ve g¢ikis noktalarindan bahsedilmis ve en
nihayetinde de problemin ¢6ziimii i¢in mekanik enerji anlaminda genel bir
fonksiyonel ifadenin elde edilmesi agirlikli formlarin kontrollii kullanimiyla
gosterilmistir.

Dordiincii boliimde c¢esitli  karakteristik ozelliklere sahip kirisler igin sayisal
uygulamalar yapilmistir. Literatiirle karsilastirmalara yer verilmistir.

Besinci boliimde elde edilen fonksiyonelin ve iirettigi sonuclarin tizerinde durulmus
ve formulasyonun avantajlar1 vurgulanmistir. Bu boéliimde konunun miihendislik
yonii ile ilgili yorumlarda bulunmaktadir.



A NEW FUNCTIONAL FOR EIGENVALUE ANALYSIS OF TIMOSHENKO
BEAMS AND FINITE ELEMENT FORMULATION

ABSTRACT

The parametric instability problem (a.k.a. dynamic stability problem) of Timoshenko
beams resting on an elastic foundation of Winkler type is studied by mixed finite
element method. For this purpose a new functional is constructed via variational
methods with seven degrees of freedom. Taking into account the effect of transverse
shear deformation and rotatory inertia, this new functional allows using linear shape
functions and results in shear free elements. The formulation also allows to treat free
vibration and buckling problems seperately by simple modifications of parameters.
The results indicate excellent aggrement with available results.

In the first section there is an introduction to the subject by explaning the importance
of the problem and past researches about subject. Here , also , the difference of new
view point is discussed.

In the second section a brief theory of linear elasticity is given and then the theory of
Euler — Bernoulli and Timoshenko beams are presented. At the end of the section the
eigenvalue problems for the two this type are constructed.

In the third section a general information about variational calculus in solid
mechanics is given. Later the way of constructing the new functional is explained in
detail. Finally with the aim of the new functional new finite element formulations are
formed.

In the forth section the finite element formulation is solved by The Mathematica
packet program and eigenvalue analysis for buckling , free vibration and dynamic
stability problems are treated seperately. Examples are given for different end
conditions and for different values of Winkler foundation coefficient.

In the last section , section five , a general conclusion is made and the advantges of
the new formulation are highlighted.



1. GIRIS

1.1 Konunun Tanitimi ve Onemi

Imalat siireci de dahil olmak {izere her yapi elemani servis dmrii boyunca cesitli
biiyilikliik ve karakterde zorlamalarin etkisi altinda kalir. Bu zorlamalar projede
ongoriilecegi sekilde dinamik ve/veya statik karakterde olabilir. Proje miihendisinin
gorevi genel yapr gilivenligini saglamak oldugundan, sadece, kesitlerin olusan
gerilmeleri tasiyabilecek sekilde boyutlandirilmasi ile problem halledilmis olmaz.
Bilindigi gibi emniyet sartlarindan biri gerilme sart1 ise en az onun kadar 6nemli olan
bir digeri de stabilite sartidir. Teorik nedenlerden dolayi, genel olarak, sistemin
zorlama altinda kararliliginin sorgulandigi stabilite problemlerinde gerilme
durumundan daha zor bir analizin yiiriitiilmesi gerektigi iddia edilebilir. Bu itibarla
stabilite kriterine ait cesitli analiz metodlarinin, yeter giivenlikte sonuglar
alimabilmesi icin ve bu sekilde emniyetli tarafta kalinabilmesi i¢in, gereken ol¢iide

bilinmesi sarttir.

Yapmin genel olarak sitabilitesinin tahkiki yaninda daha ¢ok onu olusturan
parcalarmin ayr1 ayr stabilitesinin tahkiki diisliniiliirse, yani sistemin bir parcalar
biitiinii oldugu disiincesinden hareket etmek neticesinde, genellikle, stabilite
problemiyle kast edilenin veya anlasilagelenin her elemanin ayr1 ayri stabilite
kriterini saglamasi durumu oldugu sonucuna varilabilir. Kuskusuz bu bakis agisinin
yetersiz kalarak sistemin global stabilite tahkikinin yapilmasinin zaruri oldugu haller
bulunsa da ilk ifade edilen durumun genelligi tartisilmazdir ¢ilinkii, genellikle,
miithendis, stabilite tahkinin eleman bazinda nerede gerektigini elemanin
durumundan ve elemana etkiyen yiikiin siddet ve karakterinden tecriibi olarak
anlayacak ve evvela lokal olan bu stabilite problemine egilecektir. Esasinda bir
mantiki kaide olarak parcalar giivende degilse, onlarin olusturdugu biitiin olan sistem

de giivende olmayacagindan eleman bazinda stabilite tahkikinin 6nemi asikardir.



Eleman bazinda disiiniildiigiinde kiris olarak nitelenebilecek bir ¢ok yap1 elemaninda
ve makine pargasinda siklikla karsilasilan eksenel yiikiin 6zellikle eleman narin ise
gerilme probleminden ¢ok stabilite problemini 6n plana ¢ikarttigi bilinmektedir. Bu
durumda eksenel yiik etkisi altindaki elemanlarin denge durumlarimin Kkararl,
kararsiz veya farksiz olusu stabilite analizinin temel hareket noktasidir. Bu sekilde
kirigin verilen yiik, malzeme ve kesit bilgisi dikkate alindiginda her zaman miimkiin
olabilecek cok kiigiik saptiricilardan dolayr denge konumunun muhafaza edilip
edilemiyecegi yani kararlilig: tahkik edilir. Statik karakterli yiikler i¢in vaaz edilen
statik stabilite, pratikte yavas yiiklenen dinamik etkilerin ihmal olunabilecegi
durumlarda yeter fikir verir. Bununla beraber kirisin dizayninda eksenel yiikiin
dinamik karakterde olmasi stabilite probleminin geleneksel statik bakis acisini asar.
Yapilan gozlemler ve deneysel calismalar ile anlasildig: iizere bu halde yine dizaynin
bir pargast olan ve sistemin geometrik ve biinye Ozelliklerine dayanan serbest
titresim olay1 stabilite problemi ile etkilesime girmektedir. Kisaca artik stabilite
problemi dinamik bir karakter kazanir. Ozellikle eksenel dis yiikiin periyodik olmasi
neticesinde kiriste meydana gelen enine titresimlerin genliklerindeki asir1 biiylime
neticesinde, yiikiin frekansinin kirigin enine titresim frekansina bazi oranlar1 soz
konusu oldugunda, ¢ok diisiik gerilme degerlerinde dahi gogme goriilebilir. Esasinda
rezonans olarak adlandirilan bu durumda eksenel yiikiin periyodik etkisinden dolay1
enine titresimlerin genliginde eleman i¢in miimkiin olamayacak artiglar
gozlenmektedir. Bu itibarla statik durumdakinden farkli olarak, dinamik stabilitede,
dis yiikiin frekansi, kirisin enine serbest titresim ferkansi ve dolayisiyla bunlarin
etkilesim altindaki ilgili parametreleri rol aldigindan literatiirde durumu izah igin
“parametrik instabilite” terimi de sik¢a kullanilmaktadir. Netice olarak, hig
beklenmeyecek yiik degerlerinde, parametreler arasi iliskiden dolay:r hasil olabilecek
ani genlik biiyiimeleri yiiziinden gd¢me kacinilmaz olmaktadir. izahlardan
anlagilacagi iizere artik sistemin serbest titresim karakteristiginin ve bunun eksenel
yiik ile olan etkilesiminin bilinmesi ve modellenmesi emniyet agisindan zaruridir ve
statik halden farkli olarak daha karigsik bir analiz gerektiriceginden, bu durum,
ayriyeten dikkat ve Ozen isteyecektir. Son olarak anlatilanlarin bir iliistiirasyonu
yiikiin statik ve dinamik karakterli parcalar1 gosterilerek Sekil 1.1 de verilmistir.
Sekil 1.1 de noktali ¢izgili deforme olmus form ise titresim mod seklini karakterize
etmektedir. Enine Serbest titresim frekansi A ve yiik freknast Q arasindaki oran

Q/A=2 oldugunda rezonans hali s6zkonusu olacaktir.



% P(t)=Ps+Pqcos(Qt)

Sekil 1.1 Dinamik Eksenel Yiikiin Etkimesi ve Enine Titresim Durumu

Anlatilan titresim ve stabilite olaylar1 i¢in kurulan denklemler belirli bazi
parametreleri bulmaya yonelik olarak siradan sinir deger problemlerinden sekil ve
karakter olarak ayrilirlar. Bu tip denklemlere genel olarak “6zdeger problemleri” adi
verildiginden bu ¢alisma basliginda gecen kirislerin 6zdeger problemleri ifadesi ile
titresim, stabilite ve bunlarin birlikte bulundugu dinamik stabilite adiyla ifade edilen

problem gruplarinin genelinin kast edildigi anlagilmis olur.

Degisik sinir sartlarinin ve mesnetlenme sekillerinin  kullanilmasi uygulamada
kacinilmaz olabilir. Bu gibi durumlarda géz Oniine alinan smir kosullarinin ve
mesnetlenme sekillerinin dinamik stabilite karakteristiklerinde ne gibi degisikliklere
yol actifinin incelenmesi gayet mithimdir. Ayriyeten yiiksekligi biiylik olan
kirislerde donme ataleti etkisi daha belirgin oldugundan ve kayma deformasyonlari
artitk ihmal edilemiyeceginden bu durumlarin dikkate alinmasinin titresim
karakteristiklerinde meydana getirecekleri degisimlerin analiz edilerek, dinamik
stabilite yoniinden, dizaynda g6z Onilinde bulundurulmasi emniyet acisindan

kacinilmazdir. Buraya kadarki izahatlardan problemin 6nemi acik¢a anlasilmaktadir.

1.2 Calismanin Kapsam ve Getirdigi Yenilik

Bu ¢alisma kapsaminda ortaya yeni bir problem konulmamistir. Coziimii olmayan bir
probleme ¢6ziim de sunulmamigtir. Ancak burada amaglanan, kirislerin, serbest
titresim, stabilite ve dinamik stabilite kategorisindeki 6zdeger problemlerini, pratikte
en ¢ok kullanilan iki kiris teorisi (Euler — Bernoulli ve Timoshenko) zaviyesinden ele
alarak, degisik sinir sartlarini, elastik Winkler tipi siirekli mesnetlenme durumunu ve

donme ataletinin etkisini de diigiinerek literatiirde rastlanilmayan {i¢ hali de kapsayici



genel bir “karisik sonlu eleman formiilasyonu” vermeye calismak olacaktir. Ilk etapta
2. Kisimda analize nesne olacak kirigler ve ilgili teorileri lineer elastisite teorisinin
Ozet bilgileri géz oniinde tutularak verilecektir. Buradan anlasilacagi {izere malzeme
lineer elastik ve yerdegistirmeler de mertebe itibariyle kiiciik kabul edilecektir.
Ayrica yine analize konu olan kirig teorileri ile ilgili 6zdeger denklemlerinin
kurulumunun ve ifadesinin de ilerki bolimlerdeki kullanimlari diigtiniildiiglinde 2.
Kisimda verilmesi uygun bulunmustur. Hedef yeni bir karisik sonlu eleman
formiilasyonu gelistirmek oldugundan bu amag ugruna varyasyon hesabina girilecek,
mekanik enerji kavrami, enerji fonksiyoneli ve varyasyonu, bunlarin genel bir sayisal
¢oziim yolu olan agirlikli artiklar yontemi ile iliskileri 3. Kisimda irdelenecektir.
Konu biitiinliigii bakimindan Sonlu eleman c¢o6ziimiine temel olan denklem
takimlarinin  iretilmesinde kullanilan integral formlarinin veya varyasyon
prensiplerinin kurulmasinda yararlanilan Lagrange carpanlart ve Gateaux tiirevi
seklindeki mevcut literatiir bilgilerinin yaninda agirlikli artiklar yontemini ve zayif
formu temel alan bakis acisinin kullanilmasi yine 3. Kisim kapsaminda onerilecektir.
Bu sekilde bilinen bir varyasyonel prensibin  nasil kurulabilecegi ve
genellestirilebilecegi tartisilacak, nihayetinde de genel formiilasyon iizerinden
degisik mertebede sonlu eleman ¢Oziimiinlin gelistirilmesi ile 3. Kisim sona
erecektir. 4. Kisim elde edilen sonlu eleman denklemlerinin Mathematica bilgisayar
programina ¢ozdiiriilmesi ve g¢esitli sinir, mesnetlenme kosullar1 i¢in sayisal
sonuglarin elde edilmesi islerinin yiiriitildiigii bir gegis kismi olacaktir. Yine 4.
Kisimda kullanilan algoritma ile ilgili baz1 bilgiler verilecektir. Bu gegisi takip eden
5. Kisimda ise literatiirde var olan ¢oziimler ile burada elde edilenler yakinsamadaki
stirat ve dogruluk agilarindan mukayese edilerek formiilasyonun bazi avantajlari
vurgulanacak ve ayrica bir miktarda sonuglar tizerinden konunun kendi hakkinda

miihendislik yorumlarinda bulunulacaktir.

1.3 Konu ile Tlgili Yapilmis Calismalar

Imalat sanayinin ve miihendisligin gelismesi ile birlikte mukavemet alaninda dikkat
ceken dinamik problemlerin basinda gelen dinamik stabilite konusu ilk defa Rus
asilli V. Bolotin tarafindan [1]’de genis olarak islenmistir. [1]’de belirtildigi iizere
problemin bazi basit sinir kosullar1 altinda analitik ¢oziimleri Floquet tarafindan

verilmistir.



Konu ile ilgili 6nceki galismalarin bir ¢ogu Euler — Bernoulli kiris teorisi dikkate

alinarak gelistirilmistir. [2,4]

Dinamik stabilite probleminde elastik zeminin uniform kesitli kirisin davranigina
katkis1 ilk defa Goldenblat [5] daha sonra da Brown [6] tarafindan g6z Oniine

alinmustir.

Ahuja ve Duffield ayni problemi modifiye edilmis bir Galerkin yontemi kullanarak

uniform olmayan kesit haline genellestirmislerdir. [7]

Abbas ve Thomas ise [8] ,bu calisma anlaminda, elastik zemin tizerindeki bir
Timoshenko kirisinin dinamik stabilitesi ile ilk ilgilenenler olmuslardir. [9] Ancak
gelistirdikleri kiris elemaninin kesitlerinde stireksizlik igeren bir Kkiris igin
kullanilmast miimkiin degildir ve bununla beraber 6zel bir durum olarak Euler —

Bernoulli kirisinin sonuglar1 bu modelden elde edilememektedir.

Burada en c¢ok atif alan ¢alisma ise Yokoyama’ya [10] aittir. Dinamik halde yazilan
toplam potansiyel enerji fonksiyonelinden hareketle gelistirilen deplasman tipi sonlu
elemanlarin kullanilarak Abbas ve Thomas’in ¢alismasindaki [9] yetersizliklerin
asildigi bu ¢alismada kayma kilitlenmesi sorununu gidermek igin yiiksek dereceli

sekil fonksiyonlarinin kullanilmasi gerekmistir.

Yakin zamanlardaki bir ¢alismada ise Majorana ve digerleri [11] Euler — Bernoulli
tipi kirisler i¢in deplasman bazli sonlu elemanlar {iretmisler ve bunlardan kurulu yap1
sistemlerinin  viskos soniim etkisi altinda dinamik stabilite karakterlerini

incelemislerdir.

Karisik sonlu eleman davranis matrislerinin  elde edilmesinde kullanilacak
fonksiyonellerin iiretilmesinde Gateaux Tiirevini esas alan Akoz ve digerlerinin

[12,13] ¢alismalar1 bulunmaktadir.

Sekil degistiren cisimler mekaniginde varyasyonel prensipleri toplu halde tanitan ve
bir ¢cok varyasyonel prensip ailesine Lagrange ¢arpanlar1 yontemi ile gegisi ongdren

Washizu’ya ait ¢alisma da [14] konu ile ilgili temel kaynaklar arasinda gegmektedir.



Yine varyasyonel tekniklerin matematiksel yoniine dikkat ¢eken Oden ve Reddy’ye
ait [15] , ozellikle Gateaux Tirevini kullanan , bir ¢ok calismaya temel olmasi

bakimindan 6nemlidir.

Sonlu eleman tekniklerinin uygulanmasi s6z konusu oldugunda Reddy’ye ait [16] ve
Bathe’ye ait [17] , uygulamadaki problemlerin ¢dziimleri ve bilgisayar kodlamasi

bakimindan , bahsedilmesinde yarar bulunan ¢alismalardir.

Son olarak yabanci literatiirde “follower force” olarak gegen ve buradaki dinamik
stabiliteden farkli olarak eksenel yiikiin elastik egriye daima teget kalmasi hali
[21]°de ve bir ¢ok benzerinde genis olarak incelenmistir. Bu tip problemler bu
calismadan farkli olarak korunumlu olmayan tipte olup daha ileri seviyede analiz
gerektirmektedir. Takipgi kuvvet durumu rotor dizayninin ve roket sanayisinin tipik

problemlerindendir.












2. KiRISLERIN TEKNiK TEORIiSi VE OZDEGER PROBLEMLERI

Bu kisimda uygulamada sikca karsilasilan ve bu nedenden dolay: teknik teoriler olarak
adlandirilabilecek Euler — Bernoulli kirig modeli ile Timoshenko kirigs modelinin tanitimi
lineer elastisite teorisi dikkate alinarak gergeklestirilecektir. Bu kismin ilerleyen
boliimlerinde ise adi gecen kiris teorileri ile ilgili 6zdeger problemleri kurulus
asamalariyla verilecektir. Bu baglamda dinamik stabilitenin esas noktalarina ve

literatlirde Onerilen ¢6ziim yollarina ana hatlariyla deginilecektir.

2.1 Kirislerin Teknik Teorisi

Bir ¢ok calismadan bilindigi iizere her cisim gibi {i¢ boyutlu oldugu halde, kiris,
geometrik Ozelliklerinden dolay1 teknik incelemede tek boyutlu (uzunluk) bir model
seklinde kabul edilmis ve islemler bu kabule gore yiiriitiilerek analize tabi tutulmustur.
Bu itibarla uzunlugun diger iki boyut yaninda mertebe itibariyle biiyiik oldugu hallerde,

yani | uzunluk h yiikseklik ve b de genisligi gostermek iizere 1/5 ~ b, h i¢in, bir eleman1

kirig kabul ederek buna gore bir boyutlu analize gitmek teknik problemlerin yaklagiklik
kriterleri icinde genellikle makul sonuglar vermektedir. Kiris davranisimi yeterli dlgiide
yansitabilecek, bununla beraber miihendisligin pratik kullanim amaglar1 bakimindan
zorluk ¢ikarmayacak en basit kiris modeli Euler ve Bernoulli’ye izafe edilen modeldir.
Euler — Bernoulli’nin kabullerinden hareket edilerek kalin kirisler i¢in kurulan en temel
teori ise S. Timoshenko’ya aittir. Belirtildigi lizere bu teknik teorilerin temellerinde
yapilan Kkabullerin bilinmesi, anlagilmasi iirettikleri sonuclarin sihhatli ve yerinde
kullanilmast ag¢isindan son derece Onemlidir. Durum bu sekilde olunca, gelistirilen
teorilerin genel {i¢ boyutlu cisimler i¢in vaaz edilen elastisite teorisinden ne sekilde

tiiretildigini bilmek icap etmektedir.



2.1.1 Lineer Elastisite Teorisi Ozet Bilgileri

En genel haliyle bir elastisite problemini kurmak igin ele alinan cisim {izerinde stirekli

fonksiyonlar seklinde her noktada tek degerli gerilme (o) ve yer degistirme (u;)

bilesenleri (2.1) tanimlanir.

o, =0,;(x,2) u, =u,(x,y,z) i,j=123 (2.1)

Gerilme bilesenleri, ele alinan nokta civarinda kenarlar1 segilen eksen takimina paralel
cok kiiciik bir kiipiin dokuz yiizeyinde olusan gerilme degerleridir Her bir gerilme
bileseni semboldeki indislerin bir durumuna kars1 gelir. Bu, matematiksel olarak matris
formunda tensor adi verilen bir yapr ile ifade edilir ve fonksiyon olarak verildigi
noktanin gerilme halini bildirdigi i¢in gerilme hali de denir. Ilk etapta, kolayca, kiipiin
etkiyen gerilemeler altinda ecksenler etrafindaki momentinin dengesinden (agisal
momentumun korunumu sonucu) gerilmelerin olusturdugu 3x3’liikk matrisin hacme
yayili moment bulunmamasi nedeniyle simetrik oldugu sonucuna varilir. Boylece bir
nokta civarindaki gerilme durumu burada s6z konusu olan genel hal i¢in 6 bagimsiz
bilesenle verilecek demektir. Yine cisim igindeki bir noktanin sekil degisiminden 6nceki
ve sonraki yeri arasindaki vektoriin (yer degistirme vektorii) bilesenleri anlamindaki yer
degistirme bilesenlerinden bir nokta civarinda ele alinan sonsuz kiiciik kiipiin agisal ve

uzunluk olarak bozulmasim karakterize eden birim sekil degistirme bilesenlerine (s )

lineer elastisite teorisinde uygunluk denklemleri ad1 verilen lineer kismi tiirevler (2.2) ile

gecilir:

(U, +u;,) (2.2)

gij =

N |-

Burada hemen tiirev bagintisindan ¢ girdileri ile olusturulan 3x3’liikk matrisin simetrik

oldugu ve gerilme durumundaki gibi bir nokta civarinda birim sekil degisiminin

bagimsiz 6 sabitle verilebilecegi goriiliir. Burada da birim sekil degistirme bilesenleri



matris formda tensor adi verilen yapilar ile ifade edilerek bu forma sekil degistirme hali
denir. Birim sekil degistirme bilesenleri ile gerilme bilesenleri arasinda biinye bagintisi

(2.3) olarak ortaya ¢ikan

o, =E. ¢ (2.3)

ij ijkl €k

ifadesi bulunur. (2.3)’de E_, bilesenleri her cismin biinyesini olusturan malzeme i¢in

ki
karakteristik elastik sabitlerden olusur. Bu sekilde malzemeye ait elastik sabitler ile
olusturulan 1iligki esasinda genel Hooke kanunlaridir. En genel halde c¢esitli fiziksel
diisiinceler neticesinde varilan bir sonug olarak bu sabitlerin bagimsiz ¢esidi 21 adettir.
Incelenen problemin gereklerine gore, gereken sayida sabit kullanilabilirken en basit
elastik miihendislik malzemesinin sadece iki adet bagimsiz sabiti vardir. Elastisite

teorisine gore statik halde dengenin diferansiyel denklemleri (2.4) indis notasyonuna

gore:

Oy +b =0 (24)

seklinde ifade edilir Burada o ; kartezyen eksen takimindaki gerilme bilesenlerinin

eksen degiskenlerine gére kismi tiirevlerini b, ise yine ayni eksen takimindaki birim

hacme etkiyen kiitle kuvvetlerini ifade etmektedir Esasinda bu ifade cisim igerisinden

¢ekilip alinmis bulunan s6z konusu ¢ok kiiciik kiipilin yilizeylerinde olusan gerilmeler ve

kiitle kuvvetleri i¢in eksen dogrultularinda yazilmig Gtelenme denge denklemlerinin
toplu halde gosterimidir. Cismin i¢inde bunlar olup biterken simirlar 2 gesit parcaya
ayrilmaktadir:

a) Sinir sart1 olarak gerilme bilesenlerinin bir takim Onceden belirlenmis degerleri
almasimin sart kosuldugu yerler ki burada anlasilirhk olarak bu kisimlarda
uygulanmis dis ylklerin sinirdaki gerilme bilesenleri ile dengede olmalar1 veya bir
bagka anlatimla onlarin devami olmalar1 durumu ifade edilmektedir. Sinir
kuvvetlerin i¢ kuvvetler ile mekanik dengesi matematiksel olarak (2.5) deki gibi

verilir.



o.h. =P = FT (25)

b) Sinir sarti olarak yer degistirme bilesenlerinin bir takim Onceden belirlenmis
degerleri almasinin sart kosuldugu yerler, burada da matematiksel olarak (2.6)
denklemi verilebilir.

u, =u, (2.6)
Hemen takdir edilebilir ki {stii c¢izgili karakterler onceden belirtilen degerleri
gostermektedir. Bu durumda tiim sinir S ile ifade edildiginde S; ile ilk kisim S; ile de
ikinci kisim gosterilirse S = S;US; ve tanim geregi @ = S1NS, denklikleri elde edilir.
Boylece smir iizerinde belirsiz yer kalmamuistir. g = S1NS> denkliginin gerekliligi
konusunda su ifade edilebilir ki kuvvetlerin belirtildigi kisimda (S;) belirtilen kuvvetlere
gore sekil degisimi oldugundan burada artik deplasmanlarin kuvvetlere bagli olarak
keyfilikleri kaldirilmis durumdadir, bunun tersi deplasmanlarin belirtildigi kisimlar (S;)
icin de kuvvetlerin bu kisimlardaki keyfiliklerinin kaldirilmas: seklinde olup ayni
sekilde gecerlidir. Dolayisiyla bu anlatim verilen onermeyi gerektirir bir sonug igerir.
Ozet olarak 3 adet (2.2) uygunluk denklemi, 6 adet (2.3) biinye denklemi, 3 adet (2.4)
denge denklemi, 3 adet (2.5) mekanik sinir sarti, 3 adet (2.6) geometrik sinir sart1 ile
toplamda 15 denklem ve 6 adet (2.1) gerilme bileseni, 3 adet (2.1) sekil degistirme
bileseni, 6 adet birim sekil degistirme bileseni ile de toplam 15 adet bilinmeyen

bulunmaktadir. Netice itibariyle bu sartlar altinda elastisite probleminin ¢oziimii tektir.

Bir bagka anlatimla verilen tutarli sinir kosullari altinda tek o, alan1 ve buna karsilik tek

¢, alan1 vardir.

2.1.2 Euler — Bernoulli Kiris Teorisi

Euler — Bernoulli kirig teorisi, basitligi ve bir ¢ok durumda yeterli sonuglar vermesi
dolayisiyla teknikte ¢ok kullanildigindan ¢ogu zaman teknik kiris teorisi adiyla da anilir.
Bu ve ileri kisimlarda denklemlerde gecen bazi biiyiikliiklerin indislerinde koordinat
eksenlerini simgeleyen 1,2,3 harfleri yerine bazi durumlarda x,y,z rakamlari

kullanilacaktir.
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Bu teoriye gore tek boyutlu bir cisim gibi diisiiniilen kiriste bagimli degisken olarak kiris
kesitinin agirlik merkezinin ¢okmesi alinir. Analizde Bernoulli — Navier hipotezleri
denilen su kabuller kullanilir:

a) Egilmeden 6nce kiris eksenine dik ve diizlem olan kesitler egilme neticesinde kiris
eksenine dikliklerini ve diizlemliklerini muhafaza eder.

b) Sekil degisimleri elemanin boyutlar1 yaninda mertebe itibariyle kiicik olup
geometriden kaynaklanan nonlineer etkiler ihmal edilir. Kisaca birinci mertebe
teorisi ve dolayisiyla siiperpozisyon prensibi gegerlidir.

Buna gore egilme neticesinde kiriste bir takim lifler uzarken bazilar1 kisalacak bir ¢izgi

tizerinde bulunanlar ise eski boylarinda kalacaklardir. Bu c¢izgiye tarafsiz eksen adi

verilir. Tariften anlasilacag: lizere tarafsiz eksen ¢ekme ve basing bolgeleri arasindaki
siir1 olusturmaktadir. Yine eksenel kuvvet neticesinde herhangi bir kesitteki biitiin
noktalarin ayni yer degistirmeyi yapacagi yani kesitin biitiin olarak 6telenecegini ifade
etmek mimkiindiir. Ayrica sekil degistirmeler kiigiik oldugundan siiperpozisyon kanunu
ve neticesinde 1. mertebe teorisi gegerli sayildigindan egilme momenti ve normal

kuvvetten meydana gelen sekil degisimleri arasinda etkilesme bulunmayacaktir.

dx y
& 7y E—
S RN w(x) w(x) + dldx
‘ < L > | dx
i 1 b | X 0
z :" _': z O=dw/dx
S
y h
Uz __Y_
Z Uz

Sekil 2.1. Basit Mesnetli Bir Kiris ve Bernoulli — Navier Hipotezine Gore Sekil

Degisiminin Gosterimi
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Agiklama bakimindan Sekil 2.1 6rnek alinmig olsun Buna gore L agiklikli yayili q(x)
yiikii ile yiiklii basit kirigin yiiksekligi h eni ise b’dir. Bu ¢alisma kapsamindaki kirigler
sekilde goriildiigii gibi daima egilmeye zorlandiklar1 diisey eksende simetriye sahip
olacaklar ve yiikleme de simetri ekseni ile kesit eksenin olusturdugu diizlem iginde
bulunacaktir. Ayrica yine sekilden takip edilebildigi gibi kiris u¢larinda eksenel tekil
kuvvetler bulunabilir. Bu sekilde egilmis bulunan kiris ekseni egri bir form(elastik egri)

alacak ve yine adi gegen diizlemde bulunacaktir. Genel olarak Kiristeki herhangi bir
noktanin yer degistirme vektorii olarak u =u,i+u, ] +u,k kullanilabilir. Bu durumda

amag kabul edilen hipoteze gore yer degistirme bilesenlerini ifade etmek olacaktir.

Sekil 2.2 Euler — Bernoulli Kirisinde Sekil Degistirme — Birim Sekil Degistirme

Bagintilarinin Geometrik Gosterimi

Bernoulli — Navier hipotezlerine gore sekil degistirmis bir kesit Sekil 2.2°de verilmistir.
Buradan hemen dik kesitin rijit olarak dondiigi ve nihayetinde de elastik egriye dik
olarak konumlandigint gérmek miimkiin olmaktadir. Boylece X eksenindeki sekil
degisimi bu donme ve varsa eksenel Stelenmeden kaynaklanirken z eksenin de ise sekil
degisimi X bagl bir ¢cokme fonksiyonu ile ifade edilecektir. Diizlem durum i¢in deginilen
simetriden dolay1 kesit lizerindeki noktalarin y ekseninde herhangi bir yer degistirmeleri
s0z konusu olmayacaktir. Bu anlatimlardan ve Sekil 2.2°den sekil degistirme bilesenleri

i¢in su ifadelere ulasilir:

u,=u"+u’ (2.7.a)
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,=0 (2.7.b)
u, = w(x) (2.7.c)

Buradaki eksenel sekil degistirme bilesenleri ise n indisli normal kuvvettten ve b indisli
egilmeden kaynaklanan olmak iizere arada etkilesim olmadig i¢in ayrik verilmistir ve

acik olarak (2.8) de ifadeki gibi ifade edilirler.

u' =u (2.8.8)
u® = —zw, (2.8.b)

Sekil degistirmler yapilan kabuller neticesinde bir kez elde edildiginde artik (2.2)
denklemleri ile birim sekil degistirme bilesenlerine rahatlikla gegilebilir. Gerekli tiirev
islemleri neticesinde Bernoulli — Navier hipotezlerinden kurulan sekil degistirme
alaninin sadece ¢, birim sekil degisimini Ongordigi ve diger sekil degistirme

bilesenlerinin sifir kabul edildigi anlasilmis olur.

Eu = Ex + 8y (2.9.3)
2 (2.9.b)
g = —2w, (2.9.0)

Bu asamadan sonra ihtiyag homojen ve izotrop oldugu kabul edilen malzemeden
miitesekkil kirise Hooke kanununa gore uygun bir gerilme birim sekil degistirme
bagintis1 se¢mektir. Esasinda yapilan kabuller neticesinde elde edilen yaklasik teoriye

gore genel Hooke kanunlari isletilirse o, ‘den baska o, ve o, 'nin de kiris {izerindeki

kuvvet tipi sinir sartlarinin aksine sifirdan farkli olduklart anlasilir. Bu agik¢a teorinin
getirdigi bir hatadir. Bununla beraber yine de teori kabul edilebilir sonuglar tiretmektedir
ki bu noktaya ileride doniilecektir. Yapilan aciklamalar 1s18inda eksenel dogrultudan
farkli dogrultudaki etkilesmeleri goéz ardi ederek kiris liflerindeki sekil degisimlerinin

sadece eksen dogrultusunda olduklarini farz ederek E elastisite modiilii veya Young
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modiilii olmak tizere Hooke kanunun bilinen en basit halinin (2.10) kullanilmasi

mimkindiir.

o, =E¢ (2.10)

Netice itibariyle tekrar edilecek olursa, bu tip bir biinye bagmntis1 kullanilmasi esasinda
v Poisson oraninin sifir kabul edilmesiyle ayni anlama gelir. Bununla beraber pratikte
Poisson orani sifir olmayan malzemeler i¢in dahi teorinin makul ve giivenilir sonuglar
verdigi gerek deneysel yontemlerle gerek de elastisite ¢oziimleri ile kontrol edildiginden
bu durum bir sorun olusturmaz. Buradan anlasilacagi iizere ihmal edilen diger
eksenlerdeki gerilmelerin kendileri gibi sekil degisimi tizerindeki etkileri de o , yaninda
kiigiiktiir. Biinye bagmitisi bu sekilde belirtildikten sonra sira denge denklemlerine
gelmistir. Birim sekil degisimi normal kuvvet kaynakli ve egilme kaynakli olarak iki

par¢adan ifade edildiginden bunlar ile alakali olan o, gerilmesi de bu sekilde bir
ayrima tabi tutulabilir.

o, =c" +ol (2.11)

XX

Boylece eksenel denge olarak X ekseninde yazilan (2.4)’lin ilki olan (2.12) kullanilabilir.

o, +—=0 (2.12)

(2.12) “‘de F, x ekseni boyunca sabit kabul edilen kesit alanin1 ve Q ise eksen boyunca
birim uzunluk boyunca yayili yiiklemeyi gostermektedir. Bu sekilde Q/F ile hacme
yayili eksenel kuvvet elde edilmistir. Diger denge denklemleri ise eksenel gerilmenin
egilmeye yol agan bileseni ile ilgili olup bunlarda (2.13) takimi ile ifade edilebilirler.
Yalniz burada hipotez neticesinde varillan sonuglardan sekil degisimine katkisi

olmadigindan dolay:r sifir kabul edilen o, yardimer gerilmeleri egilme ile diiseyde

yayili yiik arasindaki iligkiyi gosterebilmek i¢in kullanilmistir.
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" +o =0 (2.13.3)

o +2_9 (2.13.b)

(2.13)’de F yine kesit alan1 ve g/F ifadesi ile de diiseyde uzunluk boyunca yayili yiikk
diiseyde etkiyen hacimsel kuvvete donistiirilmektedir. (2.12) ve (2.13) denklem
takimlar1 kesit iizerinde alinacak entegraller ile miihendislik kullanimima daha uygun
olan kesit tesirlerine doniistiirtilebilir. Buna gore normal kuvvet i¢in (2.14) esitligi elde
edilince normal kuvvetin dengesi olarak da (2.12)’nin karsiligi olan (2.15) elde

edilicektir.

[[ondF =N (2.14)

F

N, +Q =0 (2.15)

Ayni sekilde hareketle (2.13) takimi i¢in de gercken entegraller uygulanirsa M ile
moment ve T ile kesme kuvveti tanimlar1 sirasiyla (2.16.a) ve (2.16.b) de oldugu gibi
verilebilir. Bu durumda (2.13.a) nin karsiligi olan moment ve kesme kuvveti bagintisi
(2.17) ile (2.13.b) ’nin karsilig1 olan diisey denge (2.18) bagintis1 elde edilcektir.

[[204dF =M (2.16.a)
[[o.dF =T (2.16.b)
M,x-T =0 (2.17)
T,x+q=0 (2.18)

Elde edilen denge denklemlerini kirig ilizerinden alimnan dx uzunlugundaki elemanter
parga lizerinden elde etmek de miimkiindiir. Anlatimdaki basitligi dolayisiyla cogunlukla

kullanilan bu yontem i¢in Sekil 2.3 verilebilir.
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9(x)
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»N+dN
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T+dT
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4

— dx —

Sekil 2.3 Kiris denge Denklemlerinin Elemanter Teori ile Dogrudan Elde Edilmesinde

Kullanilan Sonsuz Kiiciik Kiris Parcas1 ve Uzerine Etkiyen Kuvvetler

Sekil 2.3’e gore yazilan normal kuvvet, diisey denge ve moment dengesi denklemleri
neticesinde sirastyla (2.15) (2.17) ve (2.18)’in aynen elde edilebilecegi asikardir. Bu
itibarla biinye bagintilarin1 da entegral ile kesit genelini ifade edecek sekle doniistiirmek
miimkiindiir. Momenti olusturan gerilme dagilimi disiiniiliirse gerekli entegral
neticesinde (2.19) elde edilir. (2.19) da goriilen | sabitine kesitin egilme yoniindeki
(burada y etrafinda) atalet momenti denir ve bu biiylikliikk tamamen kesit geometrisine

baghdir. Ayni sekilde normal kuvvetin ilgili blinye bagintist icin de (2.20) gegerli

olacaktir.
M =—Elw, (2.19)
N = EFu,, (2.20)

Sinir kosullar1 olarak yer degistirmelerin ve gerilmelerin sinirlarda dnceden belirlenmis
degerleri aldiklart iki tip kisim oldugundan bahis edilmigti. Kuvvet tipi sinir kosullarinin
bulundugu kisimda gerilmelerin kesit tizerindeki bileskeleri olan moment ve kesme

kuvveti i¢in (2.21) bagintilar1 bulunur.

(2.21.9)

(2.21.b)
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Benzer sekilde yer degistirme tipi sinir kosullart i¢in geometrik tipte (2.22) bagmtilart

gecerli olacaktir.

(u=0) (2.22.)
(w=w) (2.22.b)
W, =w,)| (2.22.c)

Buraya kadar verilen denklemler ve anlatilanlar ile Euler — Bernoulli kirisi i¢in ayr1 ayr1
gerilme ve sekil degistirme durumlart ve ileride kullanilmak tizere kabul edilen biinye
bagintis1 verilmistir. Kirisin denklemlerinin bir biitiin olarak ele alindigi ve biinye
bagintisinin kullanildig1 yer ise bu islemin varyasyonel olarak gerceklestirilecegi 3.

Kisim olacaktir.

2.1.3 Timoshenko Kiris Teorisi

Euler — Bernoulli’ye gore w(x) ¢O0kmesi sadece egilme momentinin katkisiyla

hesaplanmaktadir. Buna gore sekil degisiminde katkisi dikkate alinmayan kesme
kuvvetlerinin daha dogrusu kayma gerilmelerinin etkileri yiiksekligi uzunluguna gore
kiiciik olan kirislerde (ince kirisler veya alcak kirisler) sorun olusturmadigindan Euler —
Bernoulli teorisi yeterlidir hitkkmiine varilabilir. Yiikseklik (h) ve agiklik (L) arasindaki
bu oranin yiikseklik lehine bozuldugu kirisler incelenecegi zaman, Euler-Bernoulli’nin
diisey yer degistirmelerden sadece egilme momentini sorumlu tutan hipotezinin getirdigi
hata kabul edilemez mertebelere yiikselir. Bu durumda bir sekilde yiikleme neticesinde
kesit i¢erisinde olusan kayma gerilemelerinin de sekil degisimine etkisini hesaba katacak
yeni bir teoriye ihtiya¢ duyulacaktir. Timoshenko kiris teorisi bu gereksinimleri
karsilayan, bununla beraber pratik uygulama imkani da nispeten kolay olan Euler-
Bernoulli’den daha genel bir teoridir. Timoshenko’ya gore artik egilmeden kaynaklanan
kesit donmesi yaninda bir de kayma gerilmesinden kaynaklanan bir kisim
bulunmaktadir. Sekil 2.4’de sadece kayma, sadece egilme ve birlestirilmis halin kesit

tizerindeki etkileri goriilmektedir. Buna gore artik sadece egilmeden meydana gelen
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donme 6(x) ile gosterilirken sadece kaymadan meydana gelen donme ise y(x) seklinde

bagimsiz bir fonksiyonla gosterilecektir.

Sadece Sadece y+0=y
Kayma Egilme Y=W,x

Sekil 2.4 Timoshenko Kirisinde Sekil Degisiminin Basit Hallerden Siiperpozisyonla
Elde Edilisinin Cok ince Kiris Parcas1 Uzerinde Geometrik Temsili

Sekil degistirmelerin kiigiik olmasi neticesinde egilme ve kayma etkilerinin meydana
getirdigi donmeler siiperpozisyona tabi tutulursa (2.23) yeni durumda elastik egrinin
egimi elde edilir. Netice itibariyle Bernoulli — Navier hipotezinin “dik kesitler egilme
neticesinde diizlemliklerin korurlar ve elastik egriye dik konumlanirlar” seklindeki
maddesinin “dik kesitler diizlemliklerini muhafaza ederler bununla beraber artik elastik
egriye dik degillerdir” seklinde degistirlimesi gerektigi anlasilmis olur. Bu anlatimlardan

alan1 (2.24) takimu ile verilir.

0(x) = w,,—7(x) (2.23)
U, = u-20(x) (2.24.3)
u, =0 (2.24.b)
u, = w(x) (2.24.c)
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Bu sekil degistirme takimindan elde edilen birim sekil degistirme bilesenlerine yine
(2.2) ile gegmek miimkiindiir. Boylece uygunluk denklemleri de denilen (2.25) birim

sekil degistirme denklemleri elde olunur.

el =y, (2.25.a)
gb =-120,, (2.25.b)
£, = iy(x) (2.25.c)

(2.25)’de yine egilme ile eksenel normal kuvvetin sekil degistirme bilesenlerinin
ayrildigina ve diger birim sekil degistirme bilesenlerinin 6zdes olarak sifir ettiklerine
dikkat edilmelidir. Kullanilacak biinye bagintilar1 yine lineer elastik homojen izotrop

malzemeye gore Euler — Bernoulli’dekine benzer olarak secilecektir.

o, =Ee¢ (2.26)

Ancak ger¢ekte kayma gerilmesi kesit tlizerinde degistiginden esasinda kayma acis1 da
kesit lizerinde derinlik boyunca degisecektir. Yani kayma agist y = y(x,z) seklinde bir
fonksiyondur. Kayma agis1 » 'nin kesit tizerinde sabit kabul edildigi bir formiilasyon
gelistirmek isteniyorsa kesit i¢in es deger ortalama bir kayma agis1 tanimlanmalidir. Bu
es degerlilik enerji kriterlerinden hareket edilerek kesit i¢in kayma agisini ortalama
olarak alma anlamna gelecek bir ¢arpanin, ks, devreye sokulmasi ile saglanabilir.(2.27)
Boylece artik kayma gerilmesinin biinye bagintis1 (2.28) kesit sekline bagl olan bu

diizeltme faktoriinii igerecektir.

y(x,2) = k7 (x) 2.27)
o, =Gk, 7 (x) (2.28)

Sonug olarak Euler — Bernoulli modeline benzer sekilde Timoshenko i¢in de benzer

moment (2.17) ve diisey denge (2.18) denklemleri yazilabilir. Ancak bu sefer ki biinye
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bagintilarinda kesme kuvvetinin de isi disiiniildiigiinden birtakim degisiklikler yapmak
icap edecektir. Kesit lizerinde gereken entegraller alindiktan sonra moment ve kesme
kuvvetinin biinye bagintilar1 sirastyla (2.29) ve (2.30) ile verilirken normal kuvvet i¢in

(2.20) gecerliligini koruyacaktir.

M =-El®g,, (2.29)
T =GFk . (2.30)

Timoshenko kirisi i¢in verilecek smir kosullar1 da 6nceki modele benzer olacaktir,
bununla beraber yeni tanistirilan bagimsiz fonksiyonlar da bir takim 6n degerleri almak
durumundadir. Bu durumda mekanik sinir sartlarinin verildigi kisimda (2.21) denklem
takimlar1 aynen gegerli olacaktir. Geometrik sinir sartlari i¢in ise normal yerdegistirme
kosulu ve ¢o6kme kosulu ayni kalmaya devam ederken donme ig¢in yeni tanimlanan

fonksiyon geregince (2.31) yirtirliikte olacaktir.

©=0) (2.31)

&

Euler — Bernoulli’de oldugu gibi biinye bagintilar1 dikkate alinarak gelistirilecek,
gerilme ve sekil degistirmeleri birbirine baglayan formiilasyonlar varyasyonel inceleme

amaciyla 3. Kisim’a birakilmistir.

2.1.4 Elastik(Winkler) Zemin Etkisi

Uygulamada cogu yerde Kkirisler siirekli tarzda mesnetlenirler. Bu durum olayin
diferansiyel denklemine kabul edilen zemin davramisi i¢in gelistirilen matematiksel
modelin adaptasyonu ile goz Oniine alinir. En yaygin, kullanimi ve adaptasyonu en basit
bununla birlikte siirekli mesnetlenme durumunda ¢ogu zaman iyi bir fikir verebilecek,
miithendislik yaklagimlar1 i¢cinde zemin modellemede ilk akla geleni Winkler’in elastik
yay modelidir. Buna gére zemin ayrik ve birbirine sonsuz yakin konumlandirilmis (yani

stirekli) yaylar ile temsil edilmistir. Dolayisiyla bu durumda her zemin c¢esidi i¢in
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degisik alinabilecek deneylerden elde olunan bir yay sabiti k; tanimlamak gerekmistir.
Winkler’e gore siirekli olan ¢okme ile adi gegen yay sabitinin ¢arpilmasi neticesinde
elde edilen tepki kuvveti de yayili sekilde (q;) ve siirekli olarak ¢okmeye ters yonde
etkiyecektir. (2.32) Bu izahtan esasinda kirisin yayili zemin tepkisi q, ‘nin dis q yayil
yiikiinden ¢ikarilmastyla (2.33) olusan yeni bir yayili q yiikii etkisi altinda oldugu

anlasilmaktadir.
q, = k,w (2.32)
q*=q-d, (2.33)

Yeni elde edilen q° yayili yiikii (2.18) diisey denge denklemlerinde kullamldigina
Winkler zeminine oturan kiris (2.34) elde edilecektir.

T,X+q—kZW:0 (234)

(2.34) daha onceden verilen her iki kiris modeli i¢in de gecerlidir. Winkler zeminin

olusturdugu tepkinin bir iliistiirasyonu ise Sekil 2.5 de verilmistir.

Sekil 2.5 Winkler Zeminine Oturan Kirigin Tabaninda Cokmeyle Dogru Orantili Olarak

Olustugu Varsayilan Yayili Kuvvetin Gosterimi
2.2 Kirislerde Ozdeger Problemleri
Bu kisimda bir ¢ok fiziki olayin izahinda ve matematiksel modelinde yer alan 6zdeger

problemleri bazi genel bilgiler esliginde tanitilacaktir. Ozdeger problemlerinin

uygulamada karsilasildig1 yerlere ve onemine teknik mekanigin bakis acgisi i¢inden
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deginilecektir. Yine teknik mekanigin bakis agisiyla 6zdeger problemleri
smiflandirmaya tabi tutulacak ve onceden verilen kiris modelleri i¢in matematiksel
ifadeleri elde edilecektir. Denge ,uygunluk ve biinye denklemlerinin birlestirilmesi yine
3. Kisim’a havale edilecektir. Bu kisimda probleme 6zdeger 6zelligi katan bdliimiin

izahi1 olacaktir.

2.2.1 Genel Bilgiler ve Tanimlar

Genel olarak 6zdeger problemi A(u) — Au = 0 formatini haiz olup bir A operatoriiniin bir

u fonksiyonuna uygulanan halinin yine fonksiyonun uzaymna doniisiimiinii temsil eder
karakterdedir. Buna gore verilen denklemin ¢6ziimii olan u fonksiyonlar1 06z
fonksiyonlar olurken yine denklemi u 6z fonksiyonlar1 ile simiiltane saglayan 2
parametresinin miimkiin her degeri Ozdegerler olarak adlandirilir. Bu sekliyle
matematiksel izahlar 6zdeger problemlerinin pratik uygulamalarini isaret etmekten
uzaktir. Bununla beraber sekil degistiren cisimler mekanigi i¢inden olmak {izere ¢esitli
yapt sistemlerinin serbest titresim Ozelliklerinin ve denge hallerinin kararhiliginin
arastirilmasinda her zaman 6zdeger tipi denklemler kurulmasi gerektigi ger¢egi konunun
Oonemini izah eder. Hemen anlasilacag: lizere burada yapilacak simiflandirma teknik

mekanik yoniinden olacaktir.

2.2.2 Serbest Titresim Problemi

Titresim bir dinamik hareket ¢esididir. Buna gore bir sistem ¢esitli dis ve i¢ kuvvetler ile
dinamik etkiden dolay1 olustugu varsayilan atalet kuvetleri etkisi altinda denge noktasi
etrafinda periyodik yani tarz bakimindan benzer salinimlar yapar. Eger bu olguda sadece
i¢ kuvvetler ile atalet kuvvetleri bulunursa olursa bu duruma serbest titresim denir.
Tanimdan anlasilacagl tizere serbest titresim halinde dis kuvvetler sifirken sistem
herhangi bir ilk konum veya hiz ile birlikte i¢ kuvvetlerin ve atalet kuvvetlerinin etkisi
altinda denge durumu etrafinda tekrarlayan hareketler yapar. Serbest titresim bu sekliyle
cismin i¢ yapisina ve geometrisine bagli oldugundan her sistem i¢in ayr1 karakter

tasiyacagl asikardir. Sistemlerin serbest titresim karakterlerinin bilinmesi dinamik
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davraniglar1 ve dis yiik etkisi altinda olusan rezonans ve benzeri durumlarin arastirilmasi

bakimindan 6nem tasir.

Calismada secilen yap1 elemani kiris oldugundan bu kisimda kirislerin enine titresim
ozellikleri ile ilgilenecektir. Kirisler ile ilgili denge ve uygunluk denklemlerinin verildigi
kisimdakine benzer olarak burada da elastisite teorisi uygulamaya konulabilir ancak
daha kolay olan elemanter gdsterim vasitasiyla da titresim ile ilgili denklemler elde
olunabileceginden basitlik ve sadelik adina burada ikinci belirtilen segilecektir. Buna
gore Kkirisler enine titresirken diisey serbestligi (W) kullandiklar1 ig¢in dinamik etki

neticesinde olusan atalet kuvvetleri de bu serbestlik dogrultusunda bulunacaktir.

\ dx
00
w'/ * ﬁpl e
. kil

ox,t)

Sekil 2.6 Serbest Titresim Neticesinde Kiriste Olusan Zaman Bagli Deformasyon ve

Yayili Atalet Kuvvetlerinin Diferansiyel Bir Elemanda Gosterimi

Sekil 2.6 titresim neticesinde dx uzunlugunda bir parga iizerinde olusan atalet etkilerini
gostermektedir. Buna gore enine titresim kiris boyunca siirekli tarzda oldugundan
(w(x,t)) atalet kuvvetleri de kiris tizerinde siirekli yayili dinamik kuvvetler (qq) seklinde
diisiintilebilir. Newton’un 3. hareket yasasmin (2.18) diisey denge denklemine
uygulanmasi ile ve D’Alambert Prensibinin dinamik denge adi altinda kullanilmasi

neticesinde m birim uzunlugun kiitlesi olmak tizere (2.35) elde edilir

T, +q, =0 (2.35.9)

T, —m&= 0 (2.35.b)
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Ayni sekilde yine Sekil 2.6’dan takip edilebilecegi gibi kesitin agirlik merkezine
yerlestirilen ve egilmeye zorlanan eksen etrafinda donmesinin getirdigi dinamik etkiler
de Newton’un 3. yasast ve D’Alambert Prensibi neticesinde diisiiniilen dinamik denge
uyarinca kesitin donme ataleti seklinde moment dengesine eklenebilirler. Bu durum

(2.19) moment dengesi denklemine yansitilirsa (2.36) elde edilir.
M, +pl&T =0 (2.36)
Titresimin periyodikliginin basit harmonik fonksiyonlar ile ifade edilebildigi kararli hal

durumunun burada da gegerli oldugu disiiniilirse bagimsiz degiskenlerin ¢arpim

seklinde fonksiyonlara doniistiiriildiigii (2.37) formlar1 gegerli olur.

w(x,t) = w(x)sin ot (2.37.a)
0(x,t) = 0(x)sin ot (2.37.b)
T(x,t) = T(x)sin ot (2.37.c)
M (x,t) = M (x)sin ot (2.37.d)

(2.37) (2.35) ve (2.36)’da ilgili tiirev islemleri kullanilarak ve gereken sadelestirmeler
yapilarak w?=) olmak iizere diisey dinamik denge i¢in (2.38) ve moment dinamik

dengesi i¢gin ise (2.39) denklemleri elde edilir.

T, ~ApFw =0 (2.38)

M, —Apl6 -T =0 (2.39)

Bu kabuller ile (2.37) ve ’de gecen w ifadesi sistemin serbest titresim ferkansi w(X) ise
ilgili mod sekli olmus olur. Netice itibariyle titresim tipindeki 6zdeger problemi ile
amacin burada gecen frekans degerlerini ve ilgili mod sekillerini bulmak oldugu ifade
edilebilir.
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Denklemler ile ilgili bir diger 6nemli nokta ise hem Euler — Bernoulli hem de
Timoshenko kirislerinde donme ataletine katki olarak daima sadece egilmeden dolay1
kesitte vuku bulan dénmenin diisiiniilmesidir. Esasinda bu sekilde (2.39) da gegen 6,
Euler — Bernoulli i¢in aymi zamanda elastik egrinin egimi olan W,’e esit iken,
Timoshenko igin ise elastik egrinin egimiyle kayma acisinin farkina (w,x-y) esit

olacaktir.

Konu biitlinligii ve uygunluk bakimindan denklemlerin birlestirilmis hali ile ilgili genel
durum 3. Kisim’da verilecektir. Burada goriilen o ki, 6zdegerler probleme denge

denklemleri araciligr ile intikal etmektedirler.

2.2.3 Elastik Statik Stabilite Problemi

Teknik mekanikte karsilagilan 6nemli 6zdeger problemlerinden biri de sistemlerin
stabilitesidir. Genel olarak yapisal stabilite geometrik ve elastik seklinde iki boliime
ayrilir. Geometrik stabilite sistemin geometrisine, yiiklemenin bigimine ve mesnetlenme
sartlarina gore verilen kosullar altindaki davranisin stabilitesini konu edinirken (yiikiin
tasinip taginamayacagi veya sistemin labil olup olmadigi) , elastik stabilite ise belirli bir
sekilde yliklenmis bir sistemin hangi yiik durumlarinda ve hangi ytik seviyelerinde stabil
oldugunu arastirir. Bu tanimlardan anlagilacagi gibi herhangi bir labil olmayan sistemin
verilen kosullar altindaki stabilitesi elastik stabilitenin aragtirma alani igerisinde
kalmaktadir. Bu sistem en genel haliyle ti¢ boyutlu bir cisim olabilecegi gibi kabuk plak
gibi daha basitlestirilmis yapisal modellerden olan iki boyutlu sistemlere de dahil
olabilir. Bu c¢alismada oOnceden belirtildigi sekilde kirislerin stabilitesi géz Oniine

alinacaktir.

Daha onceki kisimlarda kiriglerin miithendislik veya teknik teorisinden bahsedilmistir.
Netice olarak bu kisimda tekrardan kaginarak daha Onceden elde edilmis sonuglar
kullanilacaktir. Buna gore kirislerde karsilasilan stabilite problemlerinden en yaygin
olan1 eksenel basing yiikii nedeniyle meydana gelen burkulma olayidir. Eksenel basing

yiikiiniin belli bir degerinden sonra sistem i¢in orjinal konuma ¢ok yakin fakat kiris
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ekseninin orjinal halinden saptig1 denge halleri s6z konusudur. Yiik bu degere ulastigi
anda kagmilmasi imkansiz olan saptirici etkiler neticesinde kiris derhal yakin bir denge
konumuna gegecektir. Buna sebep olarak bu sekilde burkulmanin toplam potansiyel
enerjiyi orjinal halde kalarak boy kisalmasi durumundan daha kiiciik bir degere
ulastirabilmesi gosterilebilir. Bu sekilde her doga olayinda oldugu gibi sistem gereken
sartlar altinda minimum enerji kullanarak yeni bir denge konumuna ulasmaktadir. lgili
aciklamalar1 pekistirmek ve yakin denge konumundan alinan diferansiyel elemanlar
lizerinden yazilacak denge denklemlerini daha anlasilir kilmak i¢in Sekil 2.7

kullanilabilir.

N-+dN p

d M-+dM M+dM€l\ M+deY\
H+dH ——» T <Y
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Sekil 2.7 Burkulma Halinde Temel Mod Sekli ve Bu Durumda Denge Denklemlerini

Yazmak i¢in Kullanilan Diferansiyel Elemanlar

Burada da titresim probleminde oldugu gibi elasitisite denklemlerinden hareket yerine
daha kolay ve anlagilabilir olan mukavemetin kesit tesirlerinin kullanildig: diferansiyel
parca i¢in diisiinlilen denge prensiplerinden hareket edilerek gereken denklem takimlari
elde edilecektir. Bu amaca hizmet etmesi bakimindan Sekil 2.7°de gosterilen farkli
koordinatlara nispet edilen degisik kesit tesirleri ile kurulacak denklemler Kisim 3’de
gergeklestirilecek problemin genel formiilasyonu agisindan énem arz etmektedir. Buna
gore daima elastik egriye dik olan kesme kuvveti, ayn1 zamanda elemanter mukavemette
de kullanilan, T ile gosterilirken daima x eksenine dik kalacak kesme kuvveti H ile

gosterilmistir. Bu durumda bir anlamda T maddesel koordinatlara H ise uzaysal
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koordinatlara gore tanimlanmis kesme kuvvetleri olmaktadir. Yine bu bakis acisiyla
eksenel normal kuvvet maddesel koordinatlara gore N ile gosterilitken uzaysal
kordinatlara gére denge esasindan dolay1 daima p dis yiikiine esit olacaktir. Moment igin
bu sekilde bir ayrim s6z konusu degildir. Bu durumda Sekil 2.7’deki A durumunda
yazilan moment dengesi neticesinde maddesel kordinatlarda (s) moment denklemi (2.40)
elde edilirken B durumunda yazilan moment dengesinden uzaysal koordinatlarda (x)

moment denklemi (2.41) elde edilir.

M, -T=0 (2.40)
M, —pw, —H =0 (2.41)

X X

Benzer sekilde B durumunda yazilacak enine Gtelenme denge denklemi neticesinde
(2.42) elde edilir. Eger Winkler zemini s6z konusu olursa enine denge Winkler tepki

kuvvetlerinin ilavesi ile derhal (2.43) formunu alacaktir.

H, =0 (2.42)

H, —k,w=0 (2.43)

Kiris elastik egrisinin egimi daha 6nceden ifade edildigi gibi wy = w seklinde ifade
edilirse ve burkulma denge formunun ilk duruma ¢ok yakin olup bu hal i¢in cosy ~ 1 ve
siny =~ y alinabilecegi Ongoriiliirse Sekil 2.7°de gosterilen C durumunda enine ve
eksenel dogrultuda yazilan denge denklemleri (2.44.a,b) elde olunur.

H=T-Ny (2.44.2)

p=Ty + N (2.44.b)

(2.44)’den N yok edilirse ve birim yaninda mertebe itibariyle kii¢iik olan t//z’nin thmal
edilebilecegi diistiniilirse H,T ve p arasindaki iliskiyi ifade eden (2.45) elde edilir.
Esasinda ayn1 zamanda egimlerin kiigiik kabul edilmesi neticesinde s =~ x alinabilecegi

Ongorilmiistiir.
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T-py-H=0 (2.45)

Ele alman kirisin Euler — Bernoulli tipi olmasi1 veya Timoshenko tipi olmasi daha
onceden belirtildigi gibi y yerine @ alinmasi veya 6+y alinmasi ile ve T igin biinye

denkleminin (2.30) dikkate alinmasi ile belirlenebilcek bir durumdur.

Bu sekilde elastik stabilitede karsilasilan 6zdeger probleminin temel denklemleri
kurulmustur. Buna goére anlagilmaktadir ki bu ¢esit stabilite probleminde eksenel yiikiin
burkulma sartina yol agan degerleri 6z degerler olarak ortaya ¢ikarken bu sartlar altinda
denklemleri saglayan w ¢okme tipleri de ilgili 6zdegerlere karsi gelen 6z fonksiyonlari

(mod sekilleri) olusturmaktadir.

2.2.4 Dinamik Stabilite Problemi

Daha onceden kirislerde dinamik stabilite hakkinda aciklayict bilgi verilmisti. Bu
kisitmda [1]’de gosterildigi sekliyle konunun matematiksel yonii izah edilmeye
caligilacaktir. Buna gore Sekil 2.7°de gosterilen yiikleme altindaki kirigin iyi bilinen

yonetici diferansiyel denklemi (2.46) ile verilebilir.

=0 (2.46)

(2.46) kiris enine titresimlerinden dolayr D’Alambert Prensibi diisiiniilerek dinamik
yiikiin statik stabilite denklemine eklenmesiyle elde edilmistir. Bu durum daha 6nceden
belirtildigi gibi p = ps+pg cosQt seklinde eksenel yiikiin dinamik karakterli olarak
serbest titresim ile etkilesime girmesinin sonucudur. (2.46) icin (2.47) seklinde bir seri

carpim ¢0zimii disiintilebilir.

o, (x) = sin klix (2.47.2)
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w(x,t) = F, (e, (x), (k =1,2,3,...) (2.47.b)

Bu secim ile esasinda problemin sinir sartlart saglanmis olmaktadir. Dikkat edilirse
onerilen ¢oziimde karsilasilan koordinat fonksiyonlar1 ¢, hem serbest titresim hem de

statik stabilitede karsilagilanlar ile ayn1 formdadir. (2.47)’nin (2.46)’ya yerlestirilmesi
neticesinde gerekli islemler de yapildiktan sonra (2.48) elde edilir.

d’F k*rz* k2rz?
PF dtzk+E' If Fk—pl—ka=0,(k=1,2,3,...) (2.48)

(2.48) Fy fonksiyonlarinin saglamasi gereken sart olarak ortaya ¢ikmaktadir. (2.48)’de
dikkat edilecegi lizere Fy c¢arpanli terimlerde Fy’nin katsayilarmin (2.49)’da verilen
sekliyle sirasiyla serbest titresimin k. mod frekansi ve statik halin k. burkulma yiikii
olduklar1 anlasilmaktadir. (2.49)’da verilen atamalar da kullanima sokulursa (2.48)’e

esdeger (2.50) formuna ulagilir.

2 2
o, =22 |EL (2.49.3)
| pF
k?zEl
p, = T (2.49.h)
R (2.49.0)
P
po=—Pe (2.49.d)
2(p, - p,)
2
- L+ @, (1-2u, cos Qt) f, =0 (2.50)
t

(2.50) her k icin ger¢eklenme durumunda oldugundan artik k indisi kaldirilarak (2.51)

kullanilabilir.
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d’f

e +®°(1-2ucos Qt)f =0 (2.51)

(2.51) literatiirde Mathieu denklemi olarak ge¢mektedir ve bu denkleme teorik fizigin
bir ¢ok alaninda rastlanmaktadir. Oneminden dolay1 bir ¢ok arastirmaya konu olan
Mathieu denkleminin buradan itibaren daha ayrintili ¢6ziimiine girmeden sadece bazi
Ozelliklerinden bahsedilecektir. Buna gore denklemde goriilen parametreler (€,u, @)
arasit bazi matematiksel bagintilar neticesinde ¢6ziim sinirsiz olmaktadir. Bu ise daha
onceden bahsedilen dinamik stabilite problemi i¢in parametrik instabilite olayina karsi
gelmektedir. Yani dis zorlamanin ve Kkirisin serbest titresim frekansinin belirli
karakteristik iligkilerinde davranis periyodik titresim yerine zamanla sonsuza genlikli bir
hal alma istidadindadir. Dolayisiyla denklemin ¢6ziimii neticesinde parametreler arasi
iligkilerin ifade edilecegi bir parametrik diizlem iizerinde ¢Ozlimiin sinirli ve sinirsiz
oldugu bolgeler bulunacaktir. Kisaca dinamik stabilite problemi i¢in bu durum titresim
ve burkulma parametrelerinin etkilesim diizlemi olarak ortaya c¢ikacaktir. Belirli bazi
iliskilerin bir takim egriler olarak ¢izilerek durumun stabil ve instabil oldugu bdlgelerin
diizlem iizerinde isaretlenmesi ile, belirli zorlama ve titresim ferkansi i¢in, davranig
kestirilebilecektir. Oyleyse amag bir sekilde adi gecen diizlemde stabil olan ve olmayan
bolgeleri ayiran parametrik iligkileri elde etmek olacaktir. Buna gore [1]’de belirtildigi
tizere diferansiyel denklemler ile alakali Floquet’e ait bazi matematiksel diisiinceler
neticesinde 7=27/Q olmak fiizere kiris titresiminin T periyodlu ¢6ziimleri stabil bolgeleri
siirlarken, 2T (yani serbest titresim frekansinin dis yiik frekansinin yarist oldugu durum
w=CQ/2) periyodlu ¢ézlimleri ise instabil bolgeleri sinirlandirmaktadir. Teknik mekanik
yoniinden [2]’de belirtildigi tizere 2T periyodlu instabil bélgeleri sinirlayan ¢oziimlerin
Oonemi biiyiiktiir. Zira sorunsuz bodlgeden ziyade sorunlu bolgenin bilinmesi daha
kullanighdir. Dolayisiyla [2]°de yapildig1 gibi burada da parametrik diizlemde direkt
olarak instabil bolgeleri sinirlayan 2T periyodlu ¢oziimler dikkate alinacaktir. Bu itibarla
(2.51) i¢in [1]’de Onerilen pratik ¢oziim yolu ile denklemin genel ¢oziimiinii aragtirmak
yerine instabil bolgelerin smirlarini belirlemek daha kullanilish olacaktir. Buna gore
f’nin hemen hemen periyodik bir davranis sergileyebilmesi i¢in bir trigonometrik seri

acilimini kabul ettigi diisiniilmektedir. Bu agilim 2T i¢in (2.52)’deki gibi olacaktir.
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f(t)= > (a,sin %+ b, cos %) (2.52)

k=1,3,5

Bu sekliyle (2.52) (2.51)’e yerlestirilirse bilinmeyen katsayilar (ax ,bx) igin yazilacak
denklemlerin kurulumu olan ve girdileri problemin parametreleri ile ilgili matematiksel
ifadeler iceren bir matris elde edilecektir. Coziimiin belirtildigi iizere instabil bolge
sinirinda olmasi i¢in matrisin tersinin alinamamasi kisaca sistemin denklem sisteminin
¢Ozlimiinlin olmamas1 gerekir. Bu da bilinecegi iizere katsayilar determinantinin sifira
esitlenmesi ile miimkiindiir. Bu sekilde girdileri parametreler ile kurulu matematiksel
formlar olan determinantin sifira esitlenmesi ile parametrik diizlem i¢in instabil
bolgelerin sinirlarini belirleyen parametreler arasi iliskileri elde edilecektir. Hemen
takdir edilecegi lizere, sonsuz sayida terim igeren seri ¢oziimii igin pratik sonuglar elde
edilebilmesi belirli sayida terim kullanilmasiyla miimkiindiir. Bu amagla sadece ilk
terimin kullanimi1 neticesinde dahi pratik kullanim acisindan yeterli fikirler veren
¢ozlimlerin elde edilebildigi [1]°de belirtilmistir. Dolayisiyla burada da f igin sadece
(2.53) distintilecektir.

f(t) = a, sin %+ b, cos % (2.53)

Cesitli kesit tesirleri ve sekil degistirme biiyiikliikleri dinamik problemler i¢in koordinat
ve zamanin ayr1 ayr1 fonksiyonlarinin ¢arpimlar seklinde diisiiniilebileceginden dinamik
stabilite denklemlerin ¢ikarilisi bakimindan en genel durumda (2.54) verilebilir. Bu
sekilde f ¢oziimiiniin yerlestirilmesi ile ve gereken islemlerin yapilmasiyla dinamik hal
kararli durum titresimine (3.27) benzer sekilde zaman fonksiyonlarindan bagimsiz bir

sekle sokulacaktir.

w(x,t) = w(x) f(t) (2.54.a)
0(x,t) = 0(x) f (t) (2.54.b)
T(x,t) =T (x)f(t) (2.54.c)

31



M (x,t) = M (x) f () (2.54.d)

H(x,t) = H(x) f (t) (2.54.e)
v (x,t) =y (x)f(t) (2.54.1)
r(x,t) = y(x) f(t) (2.54.9)

(2.54)’de gecen biiyiikliiklerin anlamlar1 daha dnceden agiklanmistir. Buna gore verilen
bilgiler 1s1¢inda dinamik stabilite denklemlerinin kurulmasina gegilebilir. Dinamik
stabilite durumu serbest titresim ve burkulma problemlerinin bir kombinasyonu seklinde
oldugundan denklemleri de bu karakterde olacaktir. Netice olarak diisey denge denklemi
(2.43)’e benzer sekilde yalnz bu sefer D’Alambert atalet kuvvetleri de diisiiniilerek
elastik zemin olmasi (2.55.a) veya (2.55.b) olmamasi durumunda (2.55) ile ifade
edilebilir.

H,, —pF&=0 (2.55.a)

H, —pF& k w=0 (2.55.b)

Moment dengesi ise serbest titresime benzer olarak donme ataletinin etkisi de

diisiiniilerek (2.56) ile vertilir.

M, +pl&T =0 (2.56)

H ve T arasindaki iligki ise statik burkulma problemindekine, (2.45), benzer olacaktir
ancak artik eksenel p yiikii sabit olmadigindan bunun yerine dinamik karakterli sekli
yazilmalidir. Bu durumda p yiikiiniin statik (ps) ve dinamik (pq) karakterli pargalarinin
birinci burkulma yiikiiniin sirasiyla o ve f kati oldugu disiiniiliirse (2.57) ifadelerine
ulagilir. Artik (2.45)’in karsilig1 olarak (2.58) yazilabilir.

2El
p, = ”I g (2.57.a)

b
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=P p_Pa (2.57.b)

Py P,
p=p,+ p,cos Qt=(a+ Bcos Qt)p, (2.57.c)
T-(a+pcosQt)py —H =0 (2.58)

Sonug olarak f (2.54)’de yerine konulursa ve (2.54)’deki biiyiikliikler denge biinye ve
uygunluk denklemlerinde kullanilirsa ve gereken islemler yapilarak a; b; katsayilari
sifira esitlenirse (2.55 a,b) i¢in (2.59 a,b), (2.56) igin (2.60) ve (2.58) igin de (2.61) elde

edilir.

2

H,X+QTpFW 0 (2.59.2)
QZ
H ,X-‘erFW — kZW =0 (259b)
Qz
M,X—TpIH—Tzo (2.60)
B
T-(@+ )Py —H =0 (2.61)

Geri kalan uygunluk ve biinye denklemleri kirisin tipinin Euler — Bernoulli veya
Timoshenko olmasma gore serbest titresim probleminde verildigi gibi olacaktir.

Dolayisiyla burada tekrarina gerek goriilmemistir.
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3. YAKLASIK COZUM YONTEMLERI

Bu kisimda Kisim 2’de izah edilen ve gerekli oOzellikleri verilen 6zdeger
problemlerinin denklemlerinin toplu halde ele alinmasi ve ¢esitli yaklasik ¢oziimlerin
tiretilmesi amag edinilmistir. Bu amaca hizmet etmek i¢in en ¢ok kullanilan yaklasik
¢Oziim yontemleri, ¢ikis noktalari, problemlerin fiziksel boyutuyla ilgileri ve 6nemli

bazi 6zellikleri de diisiliniilerek izah edilmeye ¢aligilmistir.

3.1 Genel Bilgiler ve Tanimlar

Herhangi bir fizik olayinin incelenmesi neticesinde ortaya konulan, olayin gesitli
semboller ile gosterilen ve matematik dilindeki karsiligi olan, ifadelere olayin
yonetici denklemleri ve sinir sartlar1 adi verilirken, bu ifadelerin elde edilmesi i¢in
ylriitillen islemlere de matematiksel analiz adi verilir. Bu durumda bahsi gecen
matematiksel analizin tizerinden ylriitildiigii ve olayla ilgili denklemlerde gecen
parametrelerin tanimlandigi, belli diisiincelere gore basitlestirilmis modele de fiziksel
olayin matematiksel modeli adi verilir. Matematiksel modelleme ve elde edilen
model sonucu kurulan matematik ifadelerin ¢oziime kavusturulmasi esasen

matematiksel fizigin ugrasi alanina girer.

llgili problemin gozlenen o6zelliklerinin kagit iizerindeki veya denklemlerdeki
karsiliklarina degiskenler denir. Yine ilgilenilen olayin karakteristik biiytikliiklerine
yani sadece problem sekli degistirilince degisen biiyiikliiklerine problemin
parametreleri adi verilir. Segilen matematik model tipine gore parametreler ve
degiskenler arasinda bir takim denklemler kurulur. Bilindigi {izere bu ifadeler cebrik
denklem formunda olabilecekleri gibi kullanilan matematik modele gore degiskenler
aras1 kismi tiirevler ile ifade edilebilen diferansiyel denklem takimlar1 seklinde de
olabilir. Bu durumda bazi1 degiskenler digerlerinin fonksiyonu seklinde olaya gore

siireklilik arz edecek tarzda olayin cereyan ettigi ortamda tanimlanmis bagimli
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degiskenler olur. Her iki durumda da problemin ¢6ziimii demek degiskenler arasi
miinasebetin bir takim ek sartlar g6z Oniine alinarak ortaya konulmasi ve bdylece
olayin her siirecinin matematiksel izaha kavusmasidir. Bahsedilen ek sartlar genel
itibariyle sozii edilen degiskenlerin tanimlanan ortamin sinirlarinda evvela saglamasi
zaruri olan degerleri almasi kosulunu igerebilecegi gibi zamanla problemin
¢oziimiinde degisiklikler oluyorsa veya kisaca zaman mevhumu olaya sirayet etmisse

degiskenlerin baslangi¢ degerlerinin belirtilmesi kosulunu da igerebilir.

Belirli bir matematiksel modelleme neticesinde yonetici denklemleri ve sinir sartlar
kurulan bir problem igin ¢6ziim asamasina gelinmistir. Bu asamadan sonra genel
olarak iki secenek s0z konusudur. Bunlardan birincisi matematiksel birtakim
teknikler kullanarak denklemlerin tam (kesin) ¢oziimlerini gelistirmek yani kisaca
analitik ¢oziim yollarindan hareket etmek iken ikincisi ise yaklasik bir yontem
kullanarak yonetici denklemleri, sinir ve/veya baslangig¢ sartlarini belli bir mertebede
yaklasik olarak saglayacak ¢oziimler gelistirmektir. Buna gore ikinci yolun tercihi
durumunda ancak yaklasik ¢oziim elde edilebilecegi ifade olunmaktadir. Ancak
hemen eklemek gerekirse, modern mithendisligin bir ¢ok probleminde birinci yolun
¢Ozlime ulastirmasi problemlerin analitik ¢oziime gecit vermeyen zorluklarindan
dolayr imkansiz goziikmektedir. Ayrica hesaplamalar1 hizlandiran ve gorsellestiren
mithendislik yazilimlarmin programlanmasinda yaklasik yontemlerin daha uygun
oldugu genel kabul gérmiis ve uygulamaya gecmis bir gercektir. Bu anlatimlar
neticesinde teknolojinin deneysel calismalar ve yaklasik yontemler iizerine bina

edildigini iddia etmek yanlis olmayacaktir.

Bugiine degin bir ¢ok yaklasik yontem gelistirilmistir. Bunlarin en geneli ve diger bir
cok yaklasik yontemin gelistirilmesine temel olan1 “Agirlikli Artiklar Yontemi”dir.
Bu itibarla Agirlikli Artiklar Yontemi teknik mekanigin hemen her sahasinda ¢ok
onemli rol oynayan “Varyasyonel Prensipler” i¢in de ¢ikis noktasi teskil etmektedir.
Varyasyonel prensipler ise problemlere genel bir bakis agisiyla bakilmasini ve
yonetici denklemler ile sinir sartlarini topluca degerlendirmeyi miimkiin kilmaktadir.
Ayrica yine belirtmekte yarar vardir ki varyasyonel prensipler mekanik izah
yoniinden de matematiksel ¢oziimiin fiziki karsiligin1 anlamada ve yorumlamada ve
bu sekilde daha iyi ve kontrollii yaklasik ¢oziimler liretilmesinde anahtar roliinii

iistlenmektedir. Boylece ¢ok genel olan agirlikli artiklar yontemi ile bir ¢ok fizik dali
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icin ve bilhassa mekanik i¢in genis uygulama alani olan varyasyonel prensipler daha
rafine, verimli ve kullaniligh yaklagik yontemler gelistirilmesi ig¢in zemin
olusturmaktadir. Bu baglamda varyasyonel hesap ile ve dolayisiyla da agirlikhi
artiklar yontemi ile yakin ilintili ve miihendislik diinyasindan biiyiik kabul gérmiis
bir yaklasik ¢6ziim yolu da “Sonlu Elemanlar Metodu”dur. Esasinda bu ¢alismada da
onceden belirtildigi gibi varyasyonel prensipler iizerine bina edilen Sonlu Elemanlar

Yontemi kullanilacaktir.

3.2 Agirhikh Artiklar Yontemi

Genel oldugu belirtilen agirhikli artiklar yontemi burada genellikten bir sey
kaybedilmemeye Ozen gosterilerek basitlestirilmis bir 6rnek iizerinde izah

edilecektir.

A(u) = f seklinde bir diferansiyel denklem verilmis olsun. A’ya operatdr denir ve

formu bilinir. f ise kaynak veya yiik fonksiyonu olarak gecen ve yine formu bilinen
bir fonksiyondur. Burada amag¢ entegrasyon ile denklemi saglayan u fonksiyonunu
bulmaktir. A operatoriiniin icerdigi tiirev mertebesine gore, kaginct mertebeye kadar
tirevler var ise entegrasyon neticesinde gelecek olan o kadar entegral sabiti de
probleme dahil olacaktir Dolayisiyla bir diferansiyel denklemi bolge iizerinde
saglayan bir ¢ok U fonksiyonundan ¢6ziim olanini ad1 gegen sabitlerin bulunmasinda
kullanilacak olan sinir sartlar1 belirleyecektir. Bu baglamda genel itibariyle verilmesi
gereken sinir sartinin sayisinin operatorde gegen tiirev mertebesi ile ayni olmasi
gerektigi ifade edilebilir. Buraya kadar ¢oziim yolu ile ilgili bir sey anlatilmadi
bununla beraber daha 6nceden denklemleri ve sinir sartlarini tam saglayacak analitik
¢oziim gelistirmenin zorlugundan bahsedilmistir. Genellikle uygulamada karsilasilan
problemlerin yonetici denklemlerinin ve sinir sartlarinin karmasikligr yaklasik ¢oziim
yontemlerinin arastirilmasini mecburi kilar. Yine 6nceden bahsedildigi iizere agirlikli
artiklar yontemi bu yaklasik yontemler iginde onemli yer tutar. Buna goére u , u

yerine Onerilen yaklasik ¢oziim ise artik A(u) - f = 0 olacaktir. Denklemdeki bu

fark agik¢a u ile u arasindaki farktan kaynaklanmaktadir. Bu farka R denilirse, yani

kisaca A(u)- f =R, Yyaklasik ¢6ziimden amacin R fonksiyonunu bir sekilde

olabildigince kiigiiltmek oldugu soylenebilir. Agirlikli artiklar yonteminde R
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fonksiyonu ile bir agirlikli entegral ifade kurulur. Bolge iizerinde tanimli bir agirlik
fonksiyonu v ile R’nin ¢arpiminin entegrali olan bu ifadenin sifira esitlenmesi ile
diferansiyel denklemde yaklasik ¢6ziimden dolay1 olusan hata tam (kesin) ¢oziimdeki
gibi bolgenin her noktasinda degil de agirlikli entegral anlaminda bolge iizerinde
genel bir mahiyette sifira esitlenmistir. Buna gore R hatasi kiime {izerine ¢arpim
entegrali sifir olacak sekilde agirlik fonksiyonuna gore dagitilmaktadir. Matematiksel

olarak analatilanlar V olayin tanimli oldugu bélge olmak tizere (3.1) ile 6zetlenebilir.

ijdv =0 (3.1)

Eger u =c,¢, (i=1,2,3,...n) seklinde yaklasik ¢oziim i¢in c, bilinmeyen parametreler
ile formu bilinen ¢, fonksiyonlarinin g¢arpimi seklinde bir Sneri yapilirsa artik
amacin agirlikli ifadeyi saglayan c, parametrelerini bulmak oldugu sdylenebilir. Bu

amagla, Onerilen yaklasik ¢oziimde kullanilan parametre sayist (N) kadar bagimsiz
denklem iiretmek i¢in, yine parametre sayisi kadar v lineer bagimsiz agirlik
fonksiyonu kullanilmasi gerektigi asikardir. V’lerin se¢imi genel itibariyle siirekli
olmalari, entegrali alinabilir olmalar1 ve kendi aralarinda lineer bagimsiz olmalari
kosullarindan hari¢ tutulursa keyfidir. Coziimiin bu sekilde elde edilisi sinir
kosullarini kapsamadigindan ve agirlikli entegral ifadenin sifira esit kilinmasi sadece
diferansiyel denklemin saglanmasina kars1 geldiginden, yaklasik ¢oziimiin dnceden
verilen sinir sartlarin1 saglayacak sekilde onerilmesi gerekir. Ancak bu sekildedir ki
s0z konusu spesifik probleme yaklasik bir ¢6ziim gelistirilmesi miimkiin olsun.
Buraya kadar anlatilanlardan, agirlikli artiklar yonteminin, diferansiyel denklemi
ve/veya smir sartlarini, yaklagik ¢oziimiin getirecegi hatayr agirlikli entegral
anlaminda problemin tanim kiimesi {izerinde sifira esitleyecek ¢oziimler iiretilmesini
saglayacak sekilde karsiladigi anlagilmaktadir. Benzer yapida olan, degisik ¢6ziim
onerileri ve agirlik fonksiyonlar1 kullanilarak gelistirilen, karakter itibariyle farklh

yaklasik yontemler literatiirde mevcuttur.[15,16]
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3.2.1 Agirhikh Artiklar ve Varyasyonel Yontemin Tliskisi

Agirliklr artiklar anlatilan keyfi sekliyle kullanilmasi yerine, ki burada keyfilikten
kasit agirlik fonksiyonlarinin se¢imidir, bir takim fiziksel diislinceler neticesinde
fiziksel yonden anlamli agirlikli entegrallerin olusturulmasina olanak taniyacak bir
yapiya sokulabilir. Bu islem kismi entegrasyon veya diverjans teoremi gibi bir takim
matematiksel tekniklerle sinir sartlarinin da diferansiyel denklem ile beraber yaklasik
formiilasyonun catis1 altina sokulabilmesini saglayacak 6zel agirlik fonksiyonlarmin
kullanilmasi ile gergeklestirilebilir ve bu durum varyasyonel prensipler denilen ayr1
bir bakis agisi olusturur. Buna goére artik ilgilenilen ve daha Onceden sadece
matematiksel hatanin bir 6l¢iisii olan entegrallerin bir fiziksel anlam1 vardir. Bir ¢ok
fiziksel problemde artik entegraller ile, ilgili fiziksel problemin enerji durumu sz

konusu edilmektedir.

Teknik mekanikte cesitli yap1 sistemleri i¢in kurulan enerji boyutundaki entegral
formlarin (fonksiyoneller) bagimli degiskenlere (kuvvet,yer degistirme ve/veya sekil
degistirme bilesenleri) gore diisiliniilen stasyoner Ozellikleri, ilgili sistemler icin
yazilan denge ve uygunluk denklemleri ile sinir sartlarinin saglanmasi anlamina
gelmektedir. Esasinda stirekli ortamlar mekaniginin hemen her dalinda biiyiik
kullanim alan1 bulan ve bir ¢ok enerji teoremine temel olusturan “virtiiel is prensibi”
de bir sekilde agirlikli artiklar formundadir. Kisaca mekanik igin varyasyonel
prensipler s6z konusu oldugunda elde edilen ve miimkiin oldugunca kiiciik kilinmaya
caligilan hatanin boyutu mekanik enerjidir ve bu sekilde, yani bagimli degiskenlerin
bir fonksiyonu olan belli bir ifadenin stasyoner yapilmasi durumunda, problemin
diferansiyel denklemi ve/veya sinir sartlar1 farkli fakat esdeger bir anlamda

saglatilmaya calisilmaktadir.

3.2.1.1 Fonksiyonellerin Stasyonerligi ve Varyasyon Kavram

Varyasyonel analiz  fonksiyonellerin  (fonksiyonlarin fonksiyonu) stasyoner
degerlerinin ve oOzelliklerinin arastirildigi matematiksel bir bilim dalidir. Bundan

dolay1 bir fonksiyonelin analizi sonucunda belirli bir sayinin degil de bir fonksiyonun

verilen fonksiyoneli stasyoner yapma durumu aranir. Daha fazla ilerlemeden
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fonksiyoneller ile alakali bazi matematiksel kavramlari izah etmek anlatim

bakimindan uygun olacaktir.

u=u(x), u'=du/dx olmak tizere (3.2) seklindeki I(u) integral ifadesi bagimsiz
degisken x, bagimli degisken u ve onun tiirevi u'’yili entegral kabul etsin. Burada
entegrasyon tek boyutlu kiime olan bir dogru {izerinde gerceklestirilmektedir ve

sinirlarda buna gore verilmistir.

L

I(u)=IF(x,u,u')dx (3.2)

Bu durumda (3.2) integral ifadesinin degeri bir skalerdir ve u ’ya baghdir. Kisaca
tanimlamak gerekirse, anlasilacagi tizere fonksiyonel girdileri fonksiyonlar ¢iktist
skaler degerler olan bir ¢esit fonksiyondur ve bu skaler deger girdilerde bulunan
bagimli degiskenlerin formlarina baghdir. Matematiksel olarak ise bir fonksiyonel

u’yu I(u) gibi bir skalere doniistiiren bir 1 operatdriidiir. Burada baz1 fonksiyonel

Ozellikleri hatirlatilmistir Buna gore u ve v tanimli olduklar1 bdlgede fonksiyonelin
istedigi sartlari(siireklilik vs.) yerine getiren fonksiyonlar olmak iizere (3.3.a) 6zelligi
var ise I(u) fonksiyoneli lineerdir denir. (3.3.b) Ozellikleri mevcut ise 1(u,v)
fonksiyoneli arglimanlarinin her ikisi i¢in de lineer oldugu i¢in bilineerdir denir.
Ayrica yine ¢ift argiimanli bu fonksiyonel i¢in (3.3.c) sart1 saglaniyorsa fonksiyonel

simetriktir denir.

I(au + pv) = al(u) + Bl(u) (3.3.3)
I(u,av, + Bv,) = al(u,v,) + Bl(u,v,) (3.3.b)
I(au, + pu,,v) = al(u,,v) + pl(u,,v)

I(u,v) =I(v,u) (3.3.0)

Daha once de belirtildigi gibi F(x,u,u') fonksiyonel ¢ekirdegi, x ’in keyfi sabit bir
degeri i¢in u’nun formuna baghdir. Dolayisiyla bu form degisimi, x’e bagh
olmadan meydana gelen degisim, « istenildigi kadar kiigiik secilebilen pozitif bir
reel sayt ve v de u’nun belirtildigi simir kosullarinda sifir degerini alan yani
homojen sinir kosullarina sahip ve siirekli olan bagkaca tamamen keyfi bir fonksiyon

olmak iizere av seklinde gosterilebilir. Hakikaten bu keyfi fonksiyonun eklenmesiyle
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u’da bolge icinde bir form degisikligi meydana gelir. Bu degisim fonksiyonlarin
bagimsiz degiskenlerine gore degisimlerini ifade eden tiirev operatoriine benzetilerek
ou = av seklinde ifade edilebilir. Bu sekilde u’ya verilen su degisimine u 'nun
varyasyonu denir. Eger u fonksiyonu ele alinan spesifik problem icin belirli
noktalarda bir takim 6n degerler almak zorunda birakilmis ise bu durumda bu
noktalar i¢in Su =0 degerini alacagi Onceden belirtilmisti. Yani kisaca u ’nun
taniml1 oldugu ve reel degerler aldig1 noktalar i¢in v = 0 olmaktadir, ¢ilinkii bilinen
degerleri i¢in bir fonksiyonun o noktalarinda degisimi (varyasyonu) diistiniilemez.
Buraya kadar ki anlatimlardan su 'nun klasik analizdeki tiirev ile analojisi meydana

c¢ikar. Bu baglamda yine fonksiyonel ¢ekirdegi F ele alinirsa (3.4.a,b) ifadeleri elde

olunur.
dF = oF /du du + 0F /ou’du '+ OF /ox dx (3.4.9)
SF = 0F /audu + oF /ou'su’ (3.4.b)

(3.4.a)’daki ifade F ’nin diferansiyeli olup anlami argiimanlarina gore F ’de
meydana gelen degisim miktaridir. (3.4.b)’deki ifadede ise yine F ’deki degisim
aranmaktadir ancak bu sefer sadece u ’da meydana gelen de§isimden dolayr F ’nin
ne kadar degistigi 6nemlidir. Dolayisiyla ikinci ifade de bir fonksiyonel ¢ekirdeginin
varyasyonunun, argiimanlardan bagimli degisken (burada sadece u) olanlarda
meydana gelen degisimler neticesinde olustuklari, bu de§isim esnasinda bagimsiz
degiskenlerin (burada sadece x) sabit parametreler kabul edildikleri i¢in etkilerinin
olmadiklart (dx = 0) anlasilmis olur. Kisaca fonksiyonel cekirdeginin bagiml
arglimanlarina gore bir nevi tiirevi alinmis olmaktadir. Bu tanimlardan anlasilacagi
tizere artik (3.5) ozellikleri tipki klasik tiirevde oldugu gibi gecerlidir. Ayrica benzer
diislinceler ile hareket edilerek tiirev ile varyasyonun degiskenlik 6zelligi ve yine

integral ile varyasyonun degiskenlik 6zellikleri (3.6) yazilabilir

5(F, + F,) = 6F, + 6F,
SF,F, — F,6F
§(|:1/|:2) — %
F, (3.5)
§(F,F,) = 6F,F, + F,6F,
S(F")=noFF "
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5(a_u) _ o(ou)
OX X (3.6)

5judx = jéudx

Matematiksel yapis1 hakkinda 6zet bilgi verilen fonksiyoneller sadece fiziksel degil
cesitli pratik problemlerin formulasyonunda da biiylik kullanim alanina sahiptir.
Buna 6rnek olarak uzunlugu sabit bir egrinin hangi sekli aldiginda en biiyiik alam
cevirecegi sorusu verilebilir. Bu durumda L egri boyu sabit iken en biiyiik alan Apax
aranacaktir. Bundan baska mesela 3 boyutlu uzayda egrisel bir yiizeyin belli iki
noktas1 arasinda sdz konusu egrisel yiizey lizerinden olmak sarti ile en kisa
mesafenin bulunmasi da (jeodezik problem) yine varyasyonel hesap konularini iceren
problemlerden yalnizca biridir. Varyasyonel hesabi matematiksel fizikte genis
uygulama alam1 bulmustur. Bunun nedeni ise fiziksel olaylarin matematiksel
izahlarinda genellikle ele alinan problem i¢in kurulmus ilgili fonksiyonellerin
stayoner deger almalaridir. Bir bagka sekilde izah edilirse fiziksel problemleri tanitan
yonetici denklemlerin genellikle ilgili varyasyonel denklemin (fonksiyonel seklinde
ifade edilmis) stasyonerlik sartindan elde edilebilmesi varyasyonel ifadenin alternatif
formiilasyon olarak ortaya ¢ikmasina sebep olmustur denilebilir. Yukarida verilen
orneklerden daha ziyade fizige giren bir ornek olarak Fermat prensibi verilebilir.
Buna gore 15181n iki nokta arasinda yol alirken takip edecegi yoriinge i¢in en kisa
zaman1 harcayacagl yolu sececegini ileri siiriilmektedir. Ayn1 ortam igindeki iki
nokta i¢in bunun dogru oldugu siiphesizdir. Bunun gibi bir ¢ok fiziksel problemin
¢oziimii bahsedilen sekliyle ilgili varyasyonel formun stasyonerlik sartinin bir

karsiligidir.

3.2.1.2 Mekanik Enerji ve Enerji Fonksiyoneli Kavram

Daha once belirtildigi gibi mekanik de varyasyonel hesabin sik¢a basvuruldugu
matematiksel fizigin bir dahidir. Konuya giris yapmak i¢in burada bir pargaciklar

sisteminin problemi ele alinarak bu sistemin varyasyonel formiilasyonun elde edilisi

virtiiel is prensibi dikkate alinarak gézden gecirilecektir.
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Mekanik anlamda, bir kuvvetin isinden bahsedildiginde anlasilan kuvvetin uygulama
noktasinin yer degistirme dogrultusu Tlzerindeki bileseninin yer degistirme
buyiikligl ile skaler ¢arpimidir. Kuvvetin yolun fonksiyonu oldugu durumda bu

ifade (3.7) ile verilirken kuvvet sabit oldugunda ifadenin W=F.r olacag agiktir.

W = .[Fdr (3.7)

Netice itibariyle kuvvetin bu sekil degistirmeye yol a¢ip agmadigina bakilmaksizin
yaptig1 isin yukarida verilen sekilde hesaplanacagi ifade edilebilir. Eger olayda
zaman mevhumu s6z konusu ise bu sefer de integral t; ve t; gibi iki zaman arasinda

aliarak kuvvetin bu zaman siiresince yaptigi is (3.8) seklinde hesaplanacaktir.
W = j F(—)dt (3.8)

Enerji ve is baglaminda bir takim esaslarin altinin ¢izilmesinde fayda vardir: Bir
sistemde yapilan is denilince mekanik kuvvetlerin isi anlasilacaktir. Is ile enerji
arasindaki miinasebet i¢in ise sistemin iki farkli enerji durumu arasindaki
farkin(enerji farki) bu arada yapilan ise esit oldugu ifade edilir. Kisaca enerjideki
degisimler yapilan isler (W) olarak ortaya ¢ikmaktadir. Korunumlu sistemler icin
yani miimkiin olabilecek her durum i¢in sistemdeki enerji miktariin sabit olmasi
durumunda kuvvetlerin isi i¢ kuvvetlerinki i¢ 15 ve dis kuvvetlerinki dis is seklinde
iki kisma ayrilmigtir. Bu ayrim kuvvetlerin karakterlerinden ileri gelir. D1 kuvvetler
etkidikleri cismin bilinye ve geometrisinden bagimsizdirlar, bununla beraber ic
kuvvetler dis kuvvetlerin veya etkilerin sonucunda cismin biinyesel 6zellikleri s6z
konusu olarak olusurlar. Bu anlatimla i¢ kuvvetlerin kendi kendine degil de bir
sekilde dis etkiler sonucu olustugu sonucuna varilabilir. Bir mekanik sistemin

analizinde su {i¢ hususa yer verilir:

a) Denge: Sistem {izerinde bulunan i¢ ve dis kuvvetler altinda dengede olmalidir
b) Uygunluk: Sistemin sekil degisimi s6z konusu oldugunda birim sekil
degisiminin sekil degisimine ve dis baglara uygun bir sekilde gergeklesmesi

gerekir.
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¢) Biinye bagintilari: i¢ kuvvetlerin ve i¢ sekil degistirmenin ele alian cismin
dogasina uygun bir sekilde birbiriyle alakalandirilmasi gerekir.

Bu sartlar vektorel analiz sonucu kurulabilecegi gibi tamamen bagka bir yolla hareket
etmek de miimkiindiir. Iste virtiiel is burada sahne alir. Buna gore yukarida verilen
kuvvet ve deplasman tiirii sartlar1 enerji adi altinda bir formiilasyonda birlestirmek
esas1 olusturur. Bu baglamda virtiiel deplasmanlar ve virtiiel kuvvetler seklinde iki
ana kisma ayrilan prensibin ¢ikis noktasi itibariyle ilki ve kolay anlasilan1 virtiiel
deplasmanlar prensibi su sekilde agiklanir: Dengede olan bir kuvvetler sisteminin
herhangi bir keyfi virtiiel sekil degistirmesinde yapilan toplam ig sifirdir. Bu
sembolik olarak (3.9) ile ifade edilebilir.

SW=F-6u=0 (3.9)

Dikkat edilirse burada gayet acik haliyle esasen denge denklemini keyfi ancak
deplasman boyutunda bir fonksiyonla carparak enerji boyutlu bir biiylikliikk elde
edilmektedir. Bunun sifira esitlenmesiyle, ¢arpim fonksiyonun keyfiliginden, daima
denge sartinin saglanmasi ongoriilmektedir. Bu ifade sadece bir pargacik iizerine
etkiyen bir kuvvetler sistemi veya benzer tek serbestlikli basit sistemler i¢in elde
edilmis goziikkse de buradan hareketle prensibin sekil degistiren sonsuz sayida
pargaciktan olusmus(siirekli ortam) mekanik sistemlere de genellestirilebilecegi
gorilmistiir. Bir parcacigin uzayda 3 adet serbestligi vardir. Dolayisiyla buna
etkiyen kuvvetler tarafindan bu 3 serbestlik dogrultusunda keyfi virtiiel deplasmanlar
sonucu yapilan islerin sifira esit olmasi parcacik i¢in gereken denge denklemlerini
verecektir. Bu parcacigin yanina bir digerini uzamaz bir bagla ekleyerek kurulan
sistem rijit bir yapidir. Bunun tizerindeki kuvvetler sistemi géz oniine alindiginda
sistemin toplam serbestlik derecesinin 5 oldugu anlasilir. Yani kisaca bu 5 cesit
deplasman parametresi ile sisteme baglariyla uygun olabilecek her ¢esit hareket
yaptirilabilir dolayisiyla bu demektir ki hangi tip kuvvetler sistemi etkirse etkisin
eger sistem dengede degilse ele aliman 5 ¢esit serbestligin kullanilmasiyla elde
edilecek deplasman konfigiirasyonlarindan baska deplasman sekli miimkiin
olmayacaktir. Dolayisiyla dengenin virtiiel deplasmanlar anlaminda saglanmasi icin
etkiyen kuvvetler sisteminin basit modelin her hareketini karakterize eden 5 cesit
virtiiel deplasman neticesinde yapacaklari isin sifira esit olmasi yeterli olacaktir. Iki

parcacikli rijit cisme bir tane daha parcacik eklenerek olusturulan sistemin serbestlik
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sayist artik 6 olur. Bundan sonra degismez uzunlukta bag kisitlamasi altinda
eklenecek her parcacik bu sayiy1 degistirmeyecektir Sonucta elde edilecek sonsuz
sayida pargaciktan olusan rijit cismin uzayda 6 adet serbestligi olacaktir. Yani cismin
geometrisi bilindigi siirece her parcacigin konumu 6 serbestlik parametresiyle
tamamen verilmis olacaktir (pargaciklar arasi rijit baglarin uzunlugu cismin
geometrisiyle alakali olup bunlarin serbestlik degil cismin sekliyle ilgili veri
olduklar1 unutulmamalidir). Dolayisiyla da herhangi bir kuvvetler sistemi esasinda
bu 6 adet serbestlik iizerinde yapilan virtiiel deplasmanlar neticesinde daima sifir
isini Uretiyorsa sistemin miimkiin olan biitiin deplasman durumlari goz Oniine
alindig1 i¢in sistem dengededir denilebilir. Buraya kadar ifade edilenler esasinda
sekil degistiren cisimler i¢in virtiiel is prensibinin anlasilmasini kolaylastirict
izahlardir. Prensibin bu sekliyle rijit cisimlerin denge denklemlerini bulmada

kullanilabilecegi agikardir.

Enerji fonksiyoneli ve sekil degistiren cisimler igin bunun varyasyonu anlaminda
konunun anlatimi i¢in basit bir 6rnek olan lineer yay modeli verilebilir. Buna gore
yay sabiti k olan bir yayin disaridan uygulanan statik karakterli p kuvveti altindaki
boy degisimi problemi enerji yoniinden daha 6nceden anlatilanlar dogrultusunda ve

Sekil 3.1 yardimu ile agiklanabilir.

kK

g—\\\\\{.\j—» p Pi «—e—>»p

Sekil 3.1 Lineer Yay ve Sekil Degisimi

Burada p kuvvetinin dinamik etkiler olusturmayacak sekilde yavas bir yiiklemeyle
uygulandigr ve neticede de yaymn ug¢ noktasinda U yer degistirmesinin meydana
geldigi goriilmektedir. Bu ¢ok basit sistem i¢in kullanilabilecek denge ve biinye
bagintist sirasiyla (3.10) ve (3.11) de verilmistir. Yayli modelde sadece u¢ noktanin

durumuyla ilgilenildiginden herhangi birim sekil degisimi tanimlamak gereksizdir.
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p—p, =0 (3.10)

%_ u=0 (3.11)

Asikar olarak goriildiigii gibi problemde bulunmasi gerekenler p dis kuvveti ve yay
sabiti k verilenler olmak iizere bilinmeyen p; i¢ kuvveti ve u sekil degistirmesidir.
Burada denklem yapilar basit ve de ¢6ziim asikar olup herhangi bir yaklasik ¢6ziim
gerckmedigi halde sadece sekil degistiren cisimlerin enerji temelli varyasyonel
formulasyonuna 6rnek vermek i¢in denklemlerin virtiiel enerji karsiliklar (3.12) ve
(3.13) olusturulsun. Hemen anlasilacagi {izere bu islem yapilirken ifadelerin boyutu
enerji olacak sekilde (3.10) i¢in su ve (3.11) i¢in o&p, segilmistir. Carpanlarda
goriilen varyasyonel sembolii ise keyfi olan su ve sp, ifadelerinin daima hakiki u ve

pi’nin varyasyonu seklinde secilebilmesinin miimkiin oldugunu ifade etmek i¢indir.

(p-p;)ou=0 (3.12)

(%— u)op, = 0 (3.13)

Bu sekilde denge ve uygunluk denklemlerine esdeger iki ifade elde edilmistir. (3.10)
ve (3.11)’e esasinda yaklagik bir ¢6ziim Onerildigi diistiniiliirse; agirlik fonksiyonlar
(¢arpanlar) yaklasik ¢oziimii aranan fonksiyonlarin varyasyonu seklinde secilen ve
enerji boyutunda olan, (3.12) ve (3.13)’e¢ agirlikli cebirsel ifadeler goziiyle
bakilabilir. Kisaca virtiiel enerji ifadeleri aslinda agirlikli artiklar yonteminde
anlatilana benzer formdadir. Varyasyonel hesaba goére varyasyon semboluniin
ozellikleri kullanilarak ve enerji boyutunda olan bu iki ifade toplanarak (3.14)

esdeger formuna ulagilir.

2

5I(u,pi)=5(2—ik+up—upi)=0 (3.14)

(3.14) esdeger formu artik hem denge hem de bilinye denklemlerinin karsilig1 olan bir
ifadedir. Burada parantez i¢inde yazilan, sistemin bir cesit mekanik enerjisini

gdsteren biiyiikliik (3.15) olarak ortaya ¢ikmaktadir. Oyleyse denilebilir ki genel
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olarak bir sistem i¢in i¢ kuvvetler (burada p; ) ve sekil degistirmeler (burada u )
kullanilarak benzer bir 1(u,p;) enerji fonksiyoneli elde edilebilirse, bu ifadenin birinci
varyasyonunun sifira esitlenmesi, sistemin denge ve biinye denklemlerinin
karsiligidir. Bu (3.15) i¢in varyayasyonel sembol ve tiirev alma ile ilgili bagintilar

kullanilarak derhal goriilebilir.

2

I(u,pi)=z—ik+up—upi (3.15)

Bu sekilde ele alinan mekanik sistemle ilgili belli bir enerji degerini ifade eden
fonksiyonel yapmin stasyoner halinin nasil aym1 mekanik probleminin
denklemlerinin esdegeri oldugu basit de olsa bir 6rnek iizerinde goriilmiistiir. Ayrica
yine bu 06zel fonksiyonelin varyasyonun alinmasi durumunda, agirlikli artiklar
yontemindekine tamamen benzer olan ve yonetici denklemlerin enerji boyutunu
verecek tarzda keyfi varyasyonlar ile ¢arpimi seklinde ortaya ¢ikan, ifadelerle (3.12)
(3.13) karsilasilmigtir. Buraya kadar anlatilanlar varyasyonel formulasyon
neticesinde elde olunan ve enerji boyutunu haiz olan fonksiyonel yapilarin stasyoner
hallerinin agirlikli artiklar yontemindeki ifadelerin bir sekli oldugunu acikca ortaya
koymaktadir ve yine anlasilmaktadir ki virtiiel is prensibi agirlikli artiklardan

fonksiyonel forma gegiste ara basamagi olusturmaktadir.

(3.15)’deki ifade ile sistem ile ilgili bir enerji ifadesi elde edilmistir. Eger (3.12) ve
(3.13) denge denklemi altinda birlestirilmis olsa farkli bir formiilasyon (3.16) elde
edilir. Buna gore artik ilgili virtiiel is ifadesi (3.17) virtiiel su yer degistirmesi ile

olusturulacaktir.
ku-p=0 (3.16)
(ku = p)su =0 (3.17)

Dikkat edilirse Oncekilere benzer olarak (3.17) de agirlikli artan formunda olup
boyutu enerjidir. Varyasyon semboliiniin benzer Ozellikleri tekrar edilirse (3.18)

yapisina ulasilir. Yine parantez igindeki ifadenin sistemin enerji durumuyla ilgili bir
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biiyiikliik oldugu asikardir. Bu ifade (3.19) bir fonksiyonel seklinde verilirse bunun
stasyoner halinin (3.16)’ya kars1 geldigi anlasilmis olur.

2

5('“; - pu) = (3.18)
1" (u) = k; - pu (3.19)

(3.19) fonksiyonelinde 6nemli olan ifadede gegen terimlerin enerji yoniinden daha
anlamlandirilabilir olmasidir. Buna gore ilk terim yaydaki potansiyel enerjiyi ifade
ederken ikinci terim dis kuvvetlerin isini gostermektedir. Dis kuvvetler osu
varyasyonu altinda sabit kabul edilirse ikinci terim dis kuvvetlerin potansiyelinin
negatifini anlamimna da gelir. Boylece | (u) ile esasinda sistemin toplam potansiyel
enerjisi ifade olunmaktadir. (3.18) ise toplam potansiyel enerjinin stasyoner halinin
denge denklemine karsit geldigini ifade ettiginden artik agirlikli artiklar ve
varyasyonel prensipler ile mekanik enerji fonksiyonellerinin iligkisi tamamen ortaya

cikmistir.
3.3 Lineer Elastisitede Varyasyonel Yontemler

Bolim 3.2°de agirlikli artiklar yontemi ile varyasyonel yontemlerin ve mekanik
enerji boyutundaki fonksiyonellerin iliskileri basit fakat fikir verici Ornekler
lizerinden izah edilmeye c¢alisilmistir. Bu kisimda ise lineer elastik malzemeden
yapilan cisimler i¢in varyasyonel prensipler ve bununla ilgili yaklasik ¢oziim
yontemleri tizerinde durulacaktir ve sonugta kirisler ile ilgili varyasyonel prensiplere
basamak olusturulacaktir. Yine anlatim kolayligi bakimindan basit bir 6rnek
secilecektir. Bu, diizgiin kesitli homojen izotrop lineer elastik malzemeden imal

edilmis cubugun eksenel yiikler altinda boy degisimi problemidir.
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Sekil 3.2 Eksenel Kuvvetler Etkisindeki Elastik Cubuk

Sekil 3.2°de o6rnek problemin yiikleme durumu ve geometrisi verilmistir. Bu
durumda problemin tanimlanacagi kiime bir boyutlu olup bagimsiz degisken X
maddesel noktalarin koordinatlarini1 géstermektedir. Esasen her cisim gibi {i¢ boyutlu
olan bu cubukta sekil degisimi igin yapilan bazi basitlestirici kabuller neticesinde
cismin geometrisi ve yiikleme dikkate alinarak denklemlerin tek bagimsiz degiskene
gore yazilabilecegi bir boyutlu bir model kurmak miimkiin olmustur. Bu durum
Kisim 2°de belirtildiginden burada tekrardan kaginilarak orada elde edilen sonuglar
kullanilacaktir. Buna gore Kisim 2’yi de diisinerek (2.12), (3.20) ve (2.15), (3.21)

denge denklemi hem gerilme hem de kesit tesiri N cinsinden derhal yazilabilir.

d
o-xx,x + Q(X) -0 (320)
dx F

N, +Q =0 (3.21)

Uygunluk denklemi benzer yoldan (3.22) ile verilirken biinye denklemi de (3.23)

olacaktir.

s - (3.22)
dx

c,—Ee, =0 (3.23)

Bir de bunlara ilaveten, problemden probleme degisen, fonksiyonlarin bdlge
siirinda saglamalar1 gereken smir sartlari bulunmaktadir. Ele alinan problemde
genelde oldugu gibi sinir sartlart mekanik ve geometrik olarak iki kisma ayrilabilir.

Sekil 3.2’den acik¢a izlendigi lizere Ornekte mekanik sinir sarti olarak x=L ve
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geometrik siir sart1 olarak da Xx=0 noktalar1 tanimlidir. Rijit tutulma sebebiyle X=0
noktasinda (3.24) olmas1 geometrik sart iken, L ucundaki p kuvveti sebebiyle (3.25)

mekanik sarttir.

u(0)-u, =0 (3.24)
aXX(L)—§= 0 (3.25.9)
N(Ly-p=0 (3.25.b)

Bu durumda problemi tanimlayan biitiin denklemler 6zetlenmistir. Bu asamadan
itibaren lineer yay modeline benzer sekilde stasyoner hali problemin denklemlerine
ve smir kosullarna karsilik gelen enerji boyutunda fonksiyoneller iiretilebilir. Bu
amagcla ilk olarak denge denklemi ele alinirsa bir dx elemani iizerine etkiyen

kuvvetlerin toplami ifade edilerek ayni X noktasina virtiiel su(x) yerdegistirmesi
verildiginde dengeden dolay net isin (3.26) sifir olmasi gerekir. Eger su(x) siirekli

tarzda keyfi bir fonksiyon gibi segilirse ve u(X) gercek yer degistirme fonksiyonun

belirtildigi noktalarda sifir degerini alirsa yani su(0) = 0, entegral ile kiime boyunca

hesaplanan net virtiiel is (3.27) de sifir olacaktir.

(N,,+Q)su =0 (3.26)

J'(N ., +Q)dudx =0 (3.27)

0

Benzer sekilde mekanik sinir kosulu da diistiniiliirse (3.28) elde edilir.
(p-N(L)du(L)=0 (3.28)
Boylece (3.27) ile i¢ kuvvetlerin dengesi ve (3.28) ile de mekanik sinir kosulunun
tanimli oldugu noktadaki dis kuvvetin dengesi virtiiel is formunda verilmis

olmaktadir. Dolayisiyla iki ifadenin birlestirilmesi ile toplam virtiiel is icin (3.29)

ifadesi elde edilir.
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L

I(N,X+Q)§udx +(p-N(L)su(L)=0 (3.29)

Kismi entegrasyon ile (3.29)’daki entegrale miidahele edilirse ve su(0) =0 sart1

diistintiliirse (3.30) elde edilir.

L

j— NSu,, +dudx + psu(L) =0 (3.30)
0

(3.30) i¢ kuvvetlerin virtiiel isi ile dis kuvvetlerin virtiiel isinin esit oldugunu ve
bunun i¢inde denge sartinin bulunmasi gerektigini géstermesi bakimindan énemlidir.
su keyfi oldugundan gelisim tersine diisiiniiliirse yine su(0) = 0 sartin1 da diigiinerek
denge denklemi ve mekanik simir kosullarina ulasilir. Oyleyse (3.30) entegralinin
saglatilmas1 denge denklemi ve sinir sartlarinin ayr1 ayri saglatilmaya calisilmasi ile
Ozdestir. Virtiiel is ifadesi bu sekli ile yaklasik ¢oziim gelistirmek i¢in kullanilabilir.
Yalniz bu sefer biinye denklemini de dengeye sokmak icap eder. Ayrica sunu tekrar
hatirlamak lazimdir ki elde edilen fonksiyonel ifadenin stasyonerligi neticesinde
sadece ve ancak denge denklemi ve mekanik smir kosulu saglanabileceginden
problemin genel ¢oziimii icin geometrik sinir sartinin 6nerilen ¢ozlim tarafindan
onceden saglanmasi gerekir. Bu itibarla yaklasik ¢6ziim agirlikli artiklara benzer

sekilde u =g, +c ¢, tipinde segilebilir. Burada ¢,, u’nun belirtildigi noktadaki
(geometrik smir sartinin) degerini alacak baskaca keyfi bir fonksiyondur. Bdylece

geometrik sinir sartinin belirtildigi noktalarda ¢, = 0 sart1 bulunacagi anlagilmis olur.
Eldeki problem i¢gin geometrik sart u(0) =0 oldugundan u(0) = ¢,(0) = 0 edecegi

anlagilir. Netice itibariyle (3.30) ifadesinde u yerine u yaklasik ¢oziimii ve N normal
kuvveti yerine de biinye denklemi kullanilarak elde edilen (3.31) karsiligi
yerlestirilirse (3.32) formu elde edilir.

N = EFU,, = EFc ¢,,, (3.31)
j- EFc.é,,,5(c,¢,,,) +QdS(c,4,)dx + ps(c,4, (L)) =0 (3.32)
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(3.32)’de gecen ifadelerde yaklasik ¢oOziimiin varyasyonu alinirken varyasyonel

artimin  sadece Dbilinmeyen ¢, parametreleriyle verilebilecegi diisliniilerek
5(c,¢,) = p,0c, esitligi kullanilirsa (3.32) ¢, parametreleri entegralden bagimsiz
olduklar1 igin sc, parantezine alinabilir. Bu durumda elde edilen (3.33) ifadesinin
sag tarafinin daima sifir olmasi keyfi oc, parametrelerinin sadelestirilip (3.34)

sartinin belirtilmesi ile saglanir.

sc {[ - EFc ¢, +Q4,dx + pg, (L)} = 0 (3.33)

L

[~ EFc 4, +Q¢dx + pg (L) =0 (3.34)

Boylece i=1,2,...n°e kadar yazilacak n adet sart ile bilinmeyen n adet c, parametresi

dolayisiyla da u yaklasik ¢6zliimii elde edilmis olacaktir. Bu ¢6ziim sekli literatiirde
Rayleigh-Ritz yontemi olarak da ge¢mektedir. Takdir edilecegi tizere kullanilacak
parametre sayisi arttikca ¢oziim daha yaklasik olacaktir. Bununla beraber normal
kuvvet (3.31)’deki tiirev iliskisi ile {iretildiginden daima deplasmanlardan daha az

yaklasik olacaktir.

Virtiiel is (deplasmanlar) yonteminin esasinda agirlik fonksiyonun virtiiel deplasman
secildigi 6zel bir ¢esit agirlikli artiklar yontemi oldugu ve bunun da Rayleigh — Ritz
adiyla anilan bir yaklasik ¢ozlime ulastirdig1 yine acikca gortilmektedir.

3.3.1 Lineer Elastisitede Varyasyonel Prensipler

Onceki béliimlerde virtiiel is prensibi basit bir problem icin elde edilmistir. Burada

tekrardan kacinilarak literatiirde de [4] bulunan varyasyonel prensipler basit drnekler

tizerinden verilmeye calisilacaktir.
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3.3.1.1 Virtiiel Is Prensibi

Daha oOnce basit durumlar igin verilmis olan virtiiel is denklemi varyasyonel
prensiplere temel olmasi bakimindan burada 3 boyutlu genel hal i¢in verilecektir.
Buna gore lineer elastisitenin denge denklemi ve mekanik sinir kosullarinin enerji
boyutunda olacak sekilde agirlikli formlart ousturulursa sirasiyla hacim iginde (3.34)

ve sinirda (3.35) elde edilir.

(O rx+ 01y +0 4, +b,)0U =0
(O iy +0 1y T0 0, +b )V =0 (3.34)
(O iyt y+0 ., +b, )W =10

(p, — p,)ou=0
(p, - Pp,)ov=0 (3.35)

(p, - p,)ow=0

Hacim V ve smir S ile gosterildiginde (3.349 ve (3.35) sirasiyla elemanter dV ve dS
parcalar1 lizerinde 3 eksen dogrultusunda yapilan virtiiel isleri gostermektedir.
Toplam virtiiel is i¢in hacim ve sinirda entegrale gecilerek ifadeler toplanirsa (3.36)

ifadesine ulasilir.

- m (O 1y t0 1y T o, Tb,)0U + () OV + (...) swdV
\

(3.36)
+[[ (P, = P,)du + () 6V + () owdS =0

Sy

Dikkat edilirse virtiiel deplasmanlar sinirin geometrik sartlarinin belirtildigi kismi
olan S, sifir oldugundan sinirlarda miimkiin olan virtiiel is sadece S; iizerindeki
entegral ile hesaplanmistir. (3.36)’ya diverjans teoremi uygulanirsa ve sekil
degistirme birim sekil degistirme bagintilar1 da diisiiniiliirse (3.37) ifadesine ulasilir

ki bu da en genel haliyle lineer elasitk cisimleri i¢in virtiiel is prensibinin ifadesidir.

” 0,0, +0, 06, +0,06,+0,0y, +0,0y,+0, 0y, dV
\

3.37
- (|f b,du+b év+b,éwdv — (| pSu+ p, v+ p,owdS =0 (337)
y y
\

Sy
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Buna gore basinda negatif isaret bulunan entegraller karsi tarafa atilirsa tekrardan
virtliel is prensibi “uygunluk denklemlerine ve geometrik sinir kosullarina uyacak
sekilde distiniilen virtliel yer degistirmeler sonucunda i¢ kuvvetlerin virtiiel isi dis
kuvvetlerin virtiiel isine esittir” seklinde tekrarlanabilir. Bdylece virtiiel is
prensibinin esasinda diferansiyel denge denklemi ve mekanik sinir kosullarinin bir
karsiligr oldugu hatirlatilir. Kisaca uygunluk sartlar1 ve virtiiel yer degistirmelerin
geometrik sinir kosullarinin tanimli oldugu smirda sifir edecegi dikkate alinirsa

(3.37)’den tekrar denge ve mekanik sinir kosullarina ulasilir.

Bir baska bakis acis1 olarak uygunluk denklemlerini ve geometrik sinir sartlarini
kullanarak da virtiiel is prensibi elde edilebilir. Bu durumda olusturulacak agirlikli
ifadelerin enerji boyutunda olmasi i¢in kuvvetlerin virtiiel degisime veya kisaca
varyasyona ugratilmalart gerektigi asikardir. Bu sekilde bolgede (3.38) ve sinirda
(3.39) ifadeleri elde edilir.

(¢, -w,,)00, =0

(7, —u, v, )d0, =0 (3.38)
(r, —u,,-w,, )oo, =0

(v, —w,,-v,,)éc, =0

(u-u)sp, =0

(v-v)ép, =0 (3.39)
(w—-w)sp, =0

Virtiiel deplasmandakine benzer sekilde dV ve dS elemanlari iizerinde yapilan (3.38)
ve (3.39) virtiiel isleri entegral ile genele taginirsa (3.40) elde edilir. (3.40)’dan da
diverjans teoremi yardimiyla varyasyon seklindeki virtiiel gerilme ve kuvvetlerin S;
smirinda sifir ettigi ve virtiiel kuvvetlerin kendi aralarinda dengede olduklar
diistintilerek (3.41) virtiiel kuvvetler prensibine veya komplemanter virtiiel is

prensibine ulagilir.
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[[] (£ U )0 + () S0 + ot (7, =W, =V, )0, dV
Vv

(3.40)
+-U (u-)op, +(V—-V)dp, +(W—-W)sp, =0

S,

_UI (6400, te, 00, +¢,00,+y 60, +y,00,+y,00, dV

(3.41)
—” Udp, +Vdp, +Wop,dS =0

Sz

Oncekinde oldugu gibi (3.41)’den de i¢ kuvvetlerin virtiiel isinin dis kuvvetlerinkine
esit oldugu anlagilmaktadir. Yalmz (3.37)’den farkli olarak burada kuvvetlerin
varyasyonu diisiniilmektedir. Dolayisiyla (3.41)’in uygunluk ve geometrik sinir
kosullarmin  bir karsiligi oldugu sodylenecektir. Kisaca diferansiyel denge
denklemlerini saglayan ve mekanik sinir kosullarinin bulundugu yerlerde sifir eden
baskaca tamamen keyfi virtiiel gerilmelerin ve kuvvetlerin sisteme tanitilmasi
durumunda gercek yer degistirmelerin yapacagi i¢ ve dis virtiiel isler birbirine esit
olacaktir. Sonugta bu iki bakis agisinin (virtiiel deplasmanlar ve virtiiel kuvvetler)
birbirini tamamlayict veya literatlirdeki karsiligi olarak komplemanter olduklar

sonucuna varilir.
3.3.1.2 Toplam Potansiyel Enerjinin Minimal Prensibi

Virtiiel deplasmanlardan hareket ederek lineer elastik biinye bagmtilarinin da
devreye sokulmasi neticesinde iyi bilinen bir varyasyonel prensip olan toplam
potansiyel enerjinin stasyonerligine ulasilabilir. Bu amag ile A(¢, .z, ... 7,,) (3.42)
seklinde hacim iginde birim sekilde degistirmelere bagli bir durum fonksiyonun

bulundugu kabul edilecektir. A fonksiyonunu tanimlamadaki amag biinye denklemini

devreye sokabilmektir.

1
A= E{( a6, taye, +..+ awyxy)gXX

(3.42)

toot (8 TApE, Tt 87 )V )
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Bu A fonksiyonu esasinda birim hacim basina depolanmis potansiyel enerjiden baska
bir sey degildir. Bu durumda A’nin varyasyonu alinmasi durumunda virtiiel

deplasmanlar ifadesinde karsilasilan yapiya (3.43) ulasildig1 goriiliir.

OA =0, 06, +..+0, 08, (3.43)

Buna gore eger lineer bilinye kanunlari veya daha genel anlamda genellestirilmis

Hooke yasalar1 kabul edilirse virtiiel deplasmanlarda gegen o, 6s, +..+ 0,67,

ifadesi yerine sA nin koyulabilecegi anlagilmig olur. Boylece (3.37) (3.44) formunu

alir.

5m A(u,v, w)dv

3.44
~ [[[ b.ou +b,6v+b,swdv ~[[ P,su+ P év+ p,owdS =0 (349
\%

Sy

Bu asamadan sonra i¢ ve dis kuvvetlerin potansiyel fonksiyonlardan tiiretilebilir
olduklart yani korunumlu olduklar1 diisiintiliirse, kisacasi (3.45) ve (3.46) gibi

esitlikler yazilabiliyorsa (3.44) (3.47) seklinde verilebilir.

- oY =b,su+b 6v+b,sw (3.45)

- 6® = p,ou+p,ov+ p,ow (3.46)

5m A(u,v,w)dVv —5m Ydv —5”q>ds =0 (3.47)
Y % S,

Bu cikarimlar neticesinde z(u,v,w) (3.48) seklinde bir fonksiyonel tanimlanirsa
bunun birinci varyasyonu olan stasyoner halinin 6z (u,v,w) = 0 esasinda elastisite

probleminin denge ve mekanik sinir kosullarina kars1 geldigi anlasilmis olur.

m A(u,v,w)dV +m wdv +”d)ds =7z (u,v,w) (3.48)
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(3.48) ifadesi dis kuvvetlerin potansiyeli ile elastik i¢ potansiyel enerjinin toplami

oldugundan 7= (u,v,w) toplam potansiyel enerji adiyla da anilir ve burada goriildigi

tizere bir sistemin bu sekilde toplam potansiyel enerji fonksiyoneli elde edilebiliyorsa
derhal birinci varyasyonunu alinarak gerekli denge kosullar1 ve mekanik sinir sartlari
elde edilir. Yine hatirlatmakta fayda vardir ki u,v,w’nin varyasyonlart geometrik sinir
sartlarinin gegerli oldugu kisimda sifir edecektir ¢iinkii ancak bu sekilde sinir sartlart

ile uygun bir degisim séz konusu olabilir.

Toplam potansiyel enerji prensibi genis uygulama alanina sahiptir. Burada bazi basit
durumlardan bahsedilecektir. Onceki kisimlarda kullanilan eksenel yiiklii ¢ubuk
problemi dikkate alinirsa ister (3.47), (3.48) kullanilsin isterse de agirlikli formlar
yardimiyla olusturulsun toplam potansiyel enerji fonksiyonelini kurmak zor
olmayacaktir. Buna gore biinye ve uygunluk denklemleri yer degistirme u cinsinden
denge denkleminde yerine konularak agirlikli form olusturulursa (3.50) elde

edilecektir. Mekanik sinir kosulu i¢in de ayni islemler gerceklestirildiginde (3.51)’e

ulasilir.
j(EFu Lo +Q)dudx =0 (3.50)
(p-EFu,,| )ou(L)=0 (3.51)

Boylece onceden anlatildig: iizere bu iki ifade toplanarak diverjans teoreminin bir
boyutlu durumlardaki karsiligi olan kismi entegrasyonun devreye sokulmasiyla ve

ou(0) = 0 sartinin hatirlanmasiyla (3.52) ifadesine varilir.

2

EFu,,

5{j —Qudx — pu(L)}=0 (3.52)

Oysa (3.52)’de varyasyonu alinan ifade eksenel yiik ile yiiklii elastik cubuk icin

verlen (3.53) toplam potansiyel enerjisinden farkli degildir.

L 2

z(u) = j EFUZ’X — Qudx — pu (L) (3.53)
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Oyleyse elde (3.53) var ise birinci varyasyon ile derhal denge denklemi ve mekanik

siir kosullarina ulagsmak miimkiindiir.

Elastik cubuk i¢in anlatilanlar pekala Kisim 2’de verilen kiris teorilerine de
uygulanabilir. Bu durumda (3.53) benzeri fonksiyonel elde etmek igin kiris
teorilerinin ilgili denklemlerinden hareket etmek gerekir veya genel olarak elde
edilmis bulunan (3.48) ifadesine ilgili biinye ve uygunluk sartlarini tanitmak gerekir.
Burada yine eldeki denklemlerden hareket edilecektir. Buna gore Euler — Bernoulli

kirisi icin moment ve diisey denge denklemleri birlestirilirse (3.54) elde edilir.

M,,+q=0 (3.54)

Uygunluk kosulu biinye denklemine yerlestirilirse ve her iki yandan z ile garpilarak
kesit lizerinde entegrali alinirsa sekil degistirme bileseni verilecek bir biinye

denklemi elde olunur (3.55).

M +Elw, =0 (3.55)

(3.54) ve (3.55)’in birlestirilmesiyle elastik ¢ubuk probleminin Euler — Bernoulli
Kirisindekinin karsiligi olan hem biinye hem de uygunluk kosulunu igeren (3.56)

denklemine ulasilir.

Elw,,  —-q=0 (3.56)

XXXX

Mekanik sinir sartlar1 olarak (2.21) denklemleri alinabilir, yalniz burada da biinye

bagintisinin kullanilmasi ile (3.57) elde edilecektir.

(EIW,XX+I\7)

=0 (3.57.9)

(Elw ,,, +T)| =0 (3.57.h)

Carpim boyutunun enerji olmasina dikkat ederek (3.56) ve (3.57) ow seklinde

geometrik kosullu sinirlarda sifir edecek baskaca tamamen keyfi varyasyon seklinde
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agirlik fonksiyonu ile carpilarak ve (3.56) icin entegrale gegilerek toplanirsa (3.58)

elde edilir.
[(EW,,, —a)ow+ (Elw,, +M)ow, | —(Ew,, +T)ow| =0 (3.58)

Keyfi mekanik smir kosullart icin verilen (3.58) Sekil 3.3’deki durum
diisiiniildiigiinde (3.59)’daki gibi diizenlenebilir.

an
il [T M
El Al A"
sabit T v/
L
- |
W

Sekil 3.3 Diiseyde Yayili Yiik q, Ug¢ Moment M| ve U¢ Kesme Kuvveti T,
Etkisindeki Konsol Kiris

I(EIW oo —A)OW + (Elw,  +M )éw, (L)-(Elw,  +T )ow(L)=0 (3.59)

0

(3.59) i¢in sozii edilen kismi entegrasyonun iki kez ard arda uygulanmasi ve
geometrik sinir kosullarinin belirtildigi yerlerde varyasyonun sifir alinmasiyla (3.60)

enerji fonksiyoneline ulagilir.

j E'WZ’*X —qwdx +M w, (L)-T, w(L) =7, (W) (3.60)

0

(3.60)’mm ilk varyasyonun tekrardan denge ve mekanik sinir kosullarina gotiirecegi

asikardir. Ayni fonksiyonele (3.48) kullanilarak da ulasilabilir.

Benzer formulasyon Timoshenko kirisi i¢in de kurulabilir. Bu sefer (3.48) direkt
olarak kullanilirsa (3.61) i¢ kuvvetlerin potansiyel enerjisini verirken (3.62)’de dis

kuvvetlerin potansiyellerini verecektir.
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“Elg,? GFk_(w, -0)?
[ S(V;x )" (3.61)

0

L

—~ j'qwdx +M  O(L)-T w(L) (3.62)

Bu iki ifadenin toplami ile de Timoshenko kirisi i¢in toplam potansiyel enerji

fonksiyoneli (3.63) elde edilmis olacaktir.

J.(EIZ,X +Gst(v;/,X—e) —qw)dx + M _O(L) ~ T w(L) = 7, (8, w) (3.63)

0

Toplam potansiyel enerji ifadesi ile yaklasik ¢6ziim ararken, geometrik sinir sartlar
stasyonerlik sartindan elde edilemeyeceginden geometrik sinir kosullarinin onerilen

¢Oziimiin i¢inde bulunmasi gerekir.

3.3.1.3 Genellestirilmis Varyasyonel Prensip

Toplam potansiyel enerji prensibine bakildiginda varyasyonun sadece sekil
degistirme bilesenleri tizerinden alindig1 ve dolayisiyla da yaklasik ¢oziimiin sekil
degistirme tipinde Onerilebilecegi goriilmektedir. Bunun nedeni agikca baslangigta
biitliin denklemlerin sekil degistirme tipinde yazilmasidir. Sekil degistirmeden farkl
biiytikliklerin mesela kuvvet veya birim sekil degistirme biiyikliikleri kullanildigi
fonksiyoneller de gelistirmek miimkiindiir. Buna goére bu tip fonksiyonellerde
stasyonerlik sart1 olarak farkli karakterde biiyiikliiklere gore varyasyon alinmakta ve
dolayisiyla da farkli denklemler elde edilebilmektedir. Kisaca acgiklamak gerekirse
Ornegin yer degistirmelere gore varyasyon alindiginda denge denklemi elde edilirken
kuvvetlere gore varyasyon alindiginda ise uygunluk denklemi elde edilmektedir. Bu
acikca virtliel 1 konusunda olusturulan agirlikli ifadelerin enerji boyutunda olmasini
saglamak i¢in denge denklemini yer degistirmenin varyasyonu ile uygunluk
denklemini kuvvetin varyasyonu ile c¢arpmaktan ileri gelmektedir. Eksenel yiiklii

cubuk drnegine doniiliirse biitlin denklemlerin enerji agirlikli ifadeleri olusturulurken
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enerji boyutunda olabilmeleri i¢in uygun varyasyonlar ile carpilmasi (3.64)’de

gosterilmistir.

I(N ,, +q)dudx =0 (3.64.2)
[ (e —u,,)oNdx =0 (3.64.b)
[(N-EFe,)de,dx =0 (3.64.c)
(p-N(L)dsu(L)=0 (3.64.d)
(u(0) —u,)oN (0) =0 (3.64.e)

(3.64)’de gegen ifadeler bir gat1 altinda birlestirilirse (3.65) genellestirilmis ifadesi

bulunur.

S{[Ne, —Nu,, - EF;** +Qudx + pu (L) — (u(0) —u,)oN (0)} = O (3.65)

(3.65)’in elde edilmesinde ¢ift sayida rastlanan terimlerin varyasyonlar1 ayni
olacagindan sadece birinin alinmasi yetmistir. Ornegin &(Nu,,)=u,, 6N — N, &u
seklinde varyasyon semboliiniin tiirev ile analojisi ve kismi entegrasyon
kullanilmigtir. Boylece eksenel yiiklii g¢ubuk igin (3.66) ile ifade edilen
genellestirilmis fonksiyoneline ulasilir.

L 2

INgXX - Nu, - EF;“ +Qudx + pu(L) - (u(0)—u,)N(0) =7 (N,u,&,) (3.66)

0

Bu basit durum i¢in elde edilen ifade 3 boyutlu hale rahatlikla genellestirilebilir. Bu
durumda (3.66)’ya benzetilerek (3.67) elde edilebilir.
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+b,u+bv+b,wdv + (3.67)

” pu+ p,v+p,wdS +

Sy

[fu-myp, +(v-V)p, +(w-W)p,ds

S,

(3.67) Hu — Washizu varyasyonel prensibi adiyla da bilinir. Onceki kistmda oldugu
gibi Hu — Washizu prensibi kullanilarak kiris problemleri i¢in varyasyonel ifadeler

gelistirmek miimkiindiir. Bunun i¢in (3.67) kullanilabilecegi gibi agirlikli formlar

3.3 dikkate alindiginda sekilden farkli olarak Winkler zemini etkisi de kabul edilirse
kullanilacak denklemler (3.68)’de verilmistir.

L

I(M ,,—~T)360dx =0 (3.68.a3)
I(T ., +q -k, w)owdx =0 (3.68.h)
C M

j(;+ 0,,)oMdx =0 (3.68.c)
I(W,X—H)ﬁde =0 (3.68.d)
(T(L)-T)ow(L)=0 (3.68.¢)
(M (L)-M )séo(L)=0 (3.68.1)
(0(0)-6,)oM (0) =0 (3.68.9)
(w(0) —w,)oT (0) =0 (3.68.h)

(3.68.b)’deki diisey denge denkleminde dikkat edilirse Kisim 2’den hatirlanabilecek
Winkler zemin etkisi hesaba katilmistir. Bu durumda denklemlerin hepsi enerji
formundadir ve esasinda hepsi bir serbestligin varyasyon halini géstermektedir. Her

serbestlik bir denklemi kontrol ettiginden bu durumda 6nemli olan agirlikli formlar
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olustururken denklemi kontrol eden dogru serbestligi bulmak olacaktir. (3.68)
denklemleri kismi entegrasyon ve varyasyonun bilinen sinir kosullarinda sifir olacagi

gerceginden hareket ederek birlestirilirse (3.69) fonksiyoneli elde edilir.

L 2 2
M k,w
ﬂGEB(M,T,W,e):IZEI +TO+T, W+qw — 5 +Mo,, dx

0

(3.69)
+W,T(0) = M 8(L)+ (T (L) =T )w(L) + (8(0) - 6,)M (0)

(3.69)’un arglimanlarina gore varyasyonu ile tekrardan (3.68) denklemleri elde
edilebilir. Sunu da belirtmek lazimdir ki (3.69) olusturulurken birlesimde uygunluk

olmasi i¢in bazi1 denklemler (-) ile ¢arpilmistir.

(3.69)’un Timoshenko kirisi i¢in kullanilabilecek tipte olani, kesme kuvveti igin
blinye denkleminin dikkate alinmasi ve (3.68.d) donme uygunluk kosulunun
Timoshenko’ya gore degistirilmesi ile kolaylikla gerceklestirilebilir. Bu durumda
(3.70.a) kesme kuvvetinin biinye denkleminin agirlikli formu ve (3.70.b) donme

uygunluk kosulunun agirlikli formunun modifiye edilmis sekli olarak kullanilabilir.

[ @ =GRk y)aydx =0 (3.70.9)
[(r+6-w,)eTdx =0 (3.70.b)

Bu durumda benzer yollar kullanilarak Timoshenko kirisi i¢in kullanilabilecek (3.71)

ifadesine ulasilir.

LMz
ﬂGT(M,T,W,Q,y)=JZE

0

2
k,w

2

+Ty+TO+T, W+qw —

GFk .y°

+M6,, - dx +w,T(0) - M _6(L) (3.71)

+(T(L) =T )w(L) +(6(0) - 6,)M (0)

(3.71)’e benzer olan ve yine Timoshenko kirisi igin kullanilabilcek, ancak bu sefer

kayma serbestligi y ’y1 igermeyen, bir formiilasyon (3.70.a) ve (3.70.b)’yi1 ayn1 anda

62



diistinerek, bunladan y ’y1 yok etmek suretiyle, birlestirmek netcesinde elde edilen

(3.72) agirlikli formu kullanilarak elde edilebilir.

j(G:k +60-w, )oTdx =0 (3.72)

Bu sekilde yeni fonksiyonel tamamiyle (3.71) ile esdeger olarak benzer yollardan

hareketle (3.73) ile verilebilir.

L 2 2
M T
nGTz(M,T,W,G)zj + +TO+T,, W+ qw
- 2El 2GFk |
kzw2
- +M@, dx+w,T(0)-M (L) (3.73)

2
+(T(L) =T )w(L) + (6(0) - 6,)M (0)

(3.73) ile (3.71)’in iiretecegi sonuglar birbiriyle ayni olacaktir. Ayrica (3.73)’e dikkat

......

— Bernoulli i¢in verilene yaklasmaktadir.
3.3.1.4 Hellinger — Reissner Varyasyonel Prensibi

Hu — Washizu prensibinin gerilmeler, sekil degistirmeler ve birim sekil degistirmeler
tizerine kuruldugu ifade edilmisti. Buna gore prensibin stasyoner hali ile elastisite
problemine ait her denklem ve smir kosulu saglanmaktadir. Hu — Washizu
formiilasyonunda biinye denkleminin disarida birakilarak birim sekil degistirmelerin
formiilasyon haricinde tutulmasi ile yeni bir varyasyonel prensip olan Hellinger —
Reissner prensibine ulasilir. Buna gore artik gerilmelere ve sekil degistirmelere gore
varyasyonun alinacagi kisacasi fonksiyonelin argliman olarak sadece gerilme ve sekil
degistirmeleri bulunduracagi anlasilmis olur. Yine anlatim kolayligi olmasi
bakimindan eksenel yiiklii ¢ubuk problemi dikkate alinirsa kullanilacak enerji

boyutundaki agirlikli formlar (3.74) ile verilebilir.

L

I(N ., +q)dudx =0 (3.74.9)
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j(%— u, )oNdx =0 (3.74.b)
(p—N(L))ou(L)=0 (3.74.0)
(u(0) —u,)oN(0) =0 (3.74.d)

(3.74)’deki agirlikli formlarin, belirtilmis sinir kosullarinda varyasyonun sifir ettigine
dikkat ederek, kismi entegrasyon ile birlestirilmesi neticesinde, eksenel yiikli elastik

cubuk i¢in, (3.75) Hellinger — Reissner fonksiyoneli elde edilir.

LNz
£2EF

+UN,, +Qudx +u,N(0)+ (p— N(L)u(L) =7 pne (u,N) (3.75)

Yine argiimanlara gore varyasyon alinirsa (3.75)’dan tekrar denge, uygunluk,

mekanik ve geometrik sinir sartlari stasyoner haller olarak elde edilebilir.

(3.75)°da gecen terimlere benzetilerek 3 boyutlu hal i¢in Hellinger — Reissener
fonksiyoneli verilebilir. Bu durumda (3.76)’in stasyoner hali lineer elastisitenin

uygunluk, denge ve mekanik,geometrik sinir sartlarina kars1 gelecektir.

m B(O s 0yy) + U(C 0, +0 0 +0 0, #D) + V(L) + W(.) dV
(3.76)

—” p,U+p,V+ p,wdS

S,

Burada tanimlanan B(o ..., o, ) durum fonksiyonu esasinda A(s,,,s,, ..., 7,,) ‘nin

komplemanterinden baska bir sey degildir. Kisaca birim hacim bagina depolanan
enerji Hooke kanunlar1 kullanilarak bu defa da gerilme bilesenleri cinsinden elde
edilmektedir. Malzeme lineer ve elastik oldugu siirece A=B esitligi gecerlidir.

A’dakine benzer olarak B’i¢inde tanim geregince (3.77) 6zelligi bulunacaktir.
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0B
oB=——060, +..+

8 5o 3.77)

(3.76) fonksiyonelini kullanarak Sekil 3.3’deki kiris icin g¢esitli fonksiyoneller
kurulabilir. Fakat yine enerji boyutunda agirlikli form kullanilmasi durumunda

gerekli ifadeler Euler — Bernoulli kirisi i¢in (3.78) ile verilebilir.

[(M,, +a-k,w)swdx =0 (3.78.8)
C M

J (S Wk JoMdx =0 (3.78.b)
(w,, (0) - W,, )oM (0) = 0 (3.78.0)
(M,, (L)=T,)ow(L) =0 (3.78.d)

(3.78)’deki ifadeler kismi entegrasyon kullanimi ve varyasyonun belirlenmis sinir

kosullarinda sifir edecegini hesaba katarak (3.79)’deki fonksiyonele doniistiiriilebilir.

L 2 2

T ipes (W, M) = j -M, w, — kZ;N +qwdx +w, M (0)-T, w(L) (3.79)

' X 'x
0

2El

Genellestirilmis veya Hu — Washizu prensibinde oldugu gibi Timoshenko kirisi igin
de Hellinger — Reissner tarzi fonksiyonel firetilebilir. Bu durumda yine (3.78)
denklemlerinde uygun degisikliklerin yapilmasi gerekir. (3.78.b)’deki doénme

uygunluk ifadesi Timoshenko’ya gore modifiye edilirse bunun yerine (3.80) elde

edilecektir.
L
M
j(l— X 1w, )SMdx =0 (3.80)
- El GFk |

Boylece (3.80)’in (3.78.a,b,c) ile beraber kullanilmasi: durumunda, her zamanki rutin
islemler (kismi entegrasyon ve varyasyonun sinir kosullarmin belirtildigi yerlerde
sifir degerini almasi) neticesinde, Timoshenko tip kirisler igin gelistirilen (3.81)

Hellinger — Reissner fonksiyoneline ulagilir.
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VI V I k w?
T e (W, M) = +—=— M, w, ——— + qwdx
wnr ) I2E| 2GFk | 2 (3.81)

+w, M(0)-T w(L)

0

Gerek (3.81) gerekse (3.79)’da moment tipinde ve ¢dkme tipinde sinir kosullari
stasyonerlik sonug¢larindan olmadigindan herhangi bir yaklasik ¢6ziim gelistirilirken
bu biiytikliikler ile ilgili sinir kosullarinin 6nerilen ¢éziim ile 6nceden saglatilmasi

gerektigi dikkat edilmesi gereken bir husustur.

3.3.1.5 Komplementer Enerji Prensibi

Daha 6nce virtiiel is prensibine iki farkli agidan bakilabilecegi, yani deplasmanlarin
virtiiel kabul edilebilecegi gibi kuvvetlerin de virtiiel kabul edilerek bir takim
prensiplere ulasilabilecegi bahis olunmustu. Bu diisiinceyle kuvvet tipi serbestliklerin
varyasyonu neticesinde uygunluk ve geometrik sinir sartlarinin elde edildigi
fonksiyoneller ger¢eklestirmek miimkiindiir. Elde edilen bu tip fonksiyoneller toplam
potansiyel enerji fonksiyonellerinin bir tamamlayicist niteliginde oldugundan
komplemanter enerji prensibi adi altinda degerlendirilmektedir. Netice itibariyle
anlatilanlar 151831nda eksenel yiiklii basit cubuk 6rnegi dikkate alinirsa kullanilacak

uygunluk ve geometrik sinir sart1 agirlikli formda, tekrardan, (3.82.a,b) ile verilebilir.

j(u,x—%)gNdx =0 (3.82.a)
(u(0) —uy)oN(0) =0 (3.82.h)

Bu asamadan sonra (3.82.a)’dan, kismi entegrasyon neticesinde (3.83)’e ulasilir.

L

2
~ JusN ., +8( N o +oNuo =0 (3.83)
0

2EF

(3.83)’lin yapisinda virtiiel olarak disilinlilen gerilmelerin dengede olmasi

gerceginden yola ¢gikarak 6N, =0 ve oN (L) =0 oldugu hesaba katilirsa ve (3.82.b)
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agirlikli formu (3.83)’e eklenirse eksenel yiiklii elastik ¢ubuk i¢in komplemanter

enerji fonksiyoneli olarak (3.84)’e ulasilir.

2

dx + u,N (0) (3.84)

L
7 ec (N):_[_
’ 2EF

Dikkat edilirse toplam potansiyel enerjide geometrik smir sartlarina ve uygunluk
denklemlerine uyan virtiiel deplasmanlar kullanilarak stasyoner durumdan denge
denklemi ve mekanik sinir sarti elde edilmekteyken, komplemanter enerji
prensibinde ise tersi olarak mekanik sinir sartlarima ve denge denklemine uygun
virtiiel kuvvetler kullanilarak uygunluk denklemi ve geometrik sinir sartlari
komplemanter enerji fonksiyonelinin stasyonerliginden elde edilmektedir. Bu sekilde
bu iki yapinin birbirlerinin tamamlayicisi oldugu tamamen belli olmustur. Buradan
hemen yaklasik ¢oziim i¢in komplemanter enerji fonksiyoneline Onerilecek kuvvet
tipi ¢oziimiin mekanik sinir sartlarin1 ve denge denklemlerini 6nceden saglayacak
tarzda olmasi gerektigi de ortaya ¢ikmais olur.

Komplemanter enerji prensibi icin genel hal ise (3.84)’¢ benzeterek rahatlikla
yazilabilir. Bu durumda (3.85) 3 boyutlu genel bir lineer elastisite problemi igin

gecerli olacaktir.

T (O g 04) = =[] B(O g 0,)dV + [[(p, U+ pV+ p,WdS (3.85)

3.3.1.6 (")zdeger Problemlerine Gegis

Kisim 2’de 6zdeger problemleri Timoshenko ve Euler — Bernoulli i¢in ayr1 ayri
verilmistir. Bu kisimda bu denklemler anlatilan varyasyonel prensipler ile birlikte

kullanilarak 6zdeger problemlerine ait formiilasyonlar elde edilmeye ¢alisilacaktir.

Esasinda titresim burkulma veya dinamik stabilite problemlerine 3 boyutlu elastisite
teorisi i¢in verilen fonksiyoneller yardimiyla ge¢gmek miimkiin iken burada yine
denklemlerin agirlikli formlari olusturularak bu islem gergeklestirilecektir. Bu
durumda 6rnegin Hellinger — Reissner tarzi, burkulma problemine ¢6ziim olabilecek

bir fonksiyonele Kisim 2’de verilen denklemlerin agirlikli formlar1 olusturularak
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gecilebilir. Burada 6nemli olan bir diger nokta ise 6zdeger denklemleri homojen
yapida olduklarindan kuvvet tipi herhangi bir dis zorlamaya maruz degildir. Yani
mekanik sinir kosullar1 s6z konusu degildir. Bununla beraber ele alinan kiris
problemlerinde daima geometrik siir sartlar1 sifir degerini haiz oldugundan sinir
sartlarinin fonksiyonel formiilasyona katilmasina gerek yoktur. Anlatilanlar 15181nda

(3.86) ve (3.87) agirlikli formlar1 olusturulabilir.

[(M,, = pw,, —k,w)éwdx =0 (3.86)

0

J'(::l—|+ w,  )oMdx =0 (3.87)

0

(3.86) ve (3.87)’ye Euler — Bernoulli igin zemin etkisinin de diisiiniildiigii halin
denge ve uygunluk denklemleri olarak bakilabilir. Bunlarin birlestirilmesi
neticesinde Euler — Bernoulli kirisinin burkulma problemi igin (3.88) fonksiyoneli

elde edilir.

L 2 2
7 \Rrees (M,W)ZJ. —M,XW, +p&_ z dx (388)

X
0

2El 2

Timoshenko kirisinin burkulmast i¢in ise (3.87) uygunluk denkleminde
modifikasyon yapilmasi neticesinde elde edilen (3.89) uygunluk denklemi
kullanilarak (3.90) fonksiyoneli kullanilabilir.

L

M

J- v 1y +W,XX )5de =0 (389)
Bl GFk

L 2 2 2 2

M M, w, k w
P (M,w) = + ——-M,, W, +p——————dX 3.90
HRTe '([2EI 2GFk | 2 2 (3:90)

Titresim problemi i¢in de benzer sekilde hareket edilebilir. Bu durumda Euler —
Bernoulli kirisi i¢in zemin etkisini de diisiinerek, Hellinger — Reissner tipi
fonksiyonel olusturmak i¢in Kisim 2’den alinan denklemlerin agirliklt formu

(3.91)’de verilmistir.

68



L
[(M,, ~2pFw — k,w)owdx =0 (3.91.a)
0

L

j(Z—I+ W,,, )oMdx = 0 (3.91.b)

(3.91)’in rutin islemler aracilifiyla birlestirilmesi ve sadece homojen sinir
kosullarinin bulundugunun dikkate alinmasi neticesinde (3.92) fonksiyoneli elde

edilir.

L 2 2

w k,w
7 \ReBT (M'W):I -M, w, —ApF ——
0

2El 2

2

dx (3.92)

Timoshenko kirisi i¢in atalet etkilerini de diisiinerek verilebilecek bir fonksiyonel Hu
— Washizu tipinde olacaktir. Bu durumda (3.68.b) diisey denge denkleminin karsilig
olan agirlikli form yerine (3.93.b) enine titresim denge denkleminin karsiligi olan
agirlikli formun kullanilmasi gerekecektir. Yine (3.68.a) moment denge denkleminin
karsiligi olan agirhikli form yerine donme atalet etkilerini hesaba katan (3.93.a)

ifadesinin kullanilmas1 gerektigi asikardir.

L

I(M , —AplO —T)s0dx =0 (3.93.3)
0

L
I(T , FAPFW — k,w)dwdx =0 (3.93.b)

0

Ozdeger problemlerinde homojen smir kosullarinmn hiikiim siirdiigii diisiiniiliirse,
agirlikli formlarin uygun sekilde birlestirilmesinden Timoshenko kirisinde titresim

problemi i¢in (3.94) fonksiyoneline varilir.

L 2
nGm(T,M,w,e)zj

0

TZ WZ 92
—M,X0+ﬂpF7+ﬂp|7

+

2El  2GFk (3.94)
k,w?

- 5 +T(6—-w,, )dx
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(3.94)’iin bir benzeri kesme kuvveti i¢gin biinye denklemi kullanilarak elde edilebilir.
Bu durumda (3.70.a,b) denklemleri distiniiliirse (3.94)’e¢ esdeger, kayma agis1

serbestliginin de bulundugu (3.95) fonksiyoneline ulasilir.

L 2 2 2

w 0
Ter (T\M ,w,@,y):jZEl - M ,X9+/1p|:7+ﬂp| >
° (3.95)
% GFk ,»°
+T(y+60-w,,)- 5

dx

Boylece genel olarak o6zdeger problemlerinin Kisim 2’de onceden hazirlanan
denklemler kullanilarak ve homojen siir sartlar1 disiiniilerek, fonksiyonel tarzda
ifadesinin, kurulan agirlikli formlarin kismi entegrasyonlar neticesinde uygun bir

yapida birlestirilmesi ile elde edilebilecegi anlagilmis olur.

3.3.2 Calisma Kapsaminda Gelistirilen Kiris Fonksiyoneli

Onceki boliimlerde, denklemlerin kontrol edildikleri serbestliklerin virtiiel artimlar
ile garpilarak olusturulan ve enerji boyutundaki karsiliklart olan agirlikli formlar
elde edilmisti. Kismi entegrasyonlar ve belirli sinir kosullarinda varyasyonun sifir
edecegi dikkate alinarak, bu agirlikli formlarin birlestirilmesi neticesinde cesitli
esdeger fonksiyoneller olusturulmustu. Bu islemlerin titresim ve burkulma tipinden
0zdeger problemlerine ayr1 ayri uygulanmasi ile elde olunan fonksiyoneller ge¢mis
sayfalarda bulunmaktadir. Burada ise yine Kisim 2’de dinamik stabilite igin
cikarilmis denklemler kullanilarak genel bir 6zdeger problemi kurulmaya gayret
edilecektir. Bu amagla kullanilacak denklemler agirlikli formda olmak iizere (3.96)

tekrar siralanabilir.

I(H ,X+QT,0FW —k,w)swdx =0 (3.96.2)
L QZ

I(M,X—TpI¢9+T)59dx =0 (3.96.b)
j(T —(a £ g) p,w —H)dwdx =0 (3.96.c)
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I(T ~ GFk .y)dydx = 0 (3.96.d)

L

j(r—l+ 6,x)oMdx = 0 (3.96.¢)
[(r+6-y)sTdx =0 (3.96.f)
[(w,,~y)sHdx =0 (3.96.9)

(3.96) agirlikli formlarinin yorumlari, fonksiyonelin olusturulmasini izah bakimindan
onemli oldugundan bir miktar agiklama gerektirmektedir. Buna gore onceden de
belirtildigi gibi her serbestligin kontrol ettigi bir denklem vardir. Ornegin herhangi
bir yer degistirme serbestligi kendi dogrultusu {lizerinden yazilan denge denklemini
kontrol edeceginden, 0 serbestlik derecesi ile ilgili denge denkleminin virtiiel isi ad1
gecen serbestligin  varyasyonunun denklem ile carpilmasiyla elde edilecektir.
Kisacas1 o serbestlik dogrultusundaki denge denklemi agirlikli formda ener;ji
boyutunda es deger olarak yazilmaktadir. (3.96) agirlikli formlarina bu gozle
bakildiginda (3.96.a)’nin diisey dengeye kars1 geldigi ve bu yondeki serbestligin de w
ile ifade edildigi anlagilacaktir. (3.96.b)’de sadece egilme momentinden kaynaklanan
donme acis1 6 serbestligi lizerine yazilan moment denge denklemi kullanilmustir.
Dolayisiyla virtiiel enerji seklindeki agirlikli form karsiligi ancak 660 ile garparak
olusturulabilir. (3.96.c)’de farkli koordinat sisteminde yazilmis bir moment dengesi
s0z konusudur. Burada denklemi yazarken kullanilan serbestlik toplam kesit donmesi
olan y oldugundan denklemi kontrol eden serbestlik de y olacaktir ve virtiiel
carpim da dogal olarak &y ile yapilacaktir. Biinye denklemleri birim sekil
degistirme veya kuvvet iizerinden yazilabildiginden, yazilisina gore farkh
serbestlikler iizerinden kontrol edilecektir. Bu durumda (3.96.d) kayma gerilmesinin
biinye denklemi olup kayma agist iizerinden yazildigindan » ile Kkontrol
edilmektedir. (3.96.e) moment dengesinin biinye denklemi olup moment iizerinden
yazildigindan M ile kontrol edilmektedir. (3.96.f) uygunluk denklemi kayma agis1
icin yazildigindan T ile kontrol edilirken (3.96.g) uygunluk denklemi toplam kesit

donmesi olan y igin yazildigindan H ile kontrol edilmektedir. Bu anlatilanlar
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1s18inda 6zdeger problemleri igin homojen sinir kosullari ve kismi entegrasyon
dikkate alinirsa kirislerde hem serbest titresim, hem burkulma, hem de dinamik
analiz i¢in kullanilabilecek; kayma deformasyonlarinin, Winkler zemininin ve donme

ataletinin etkisini de hesaba katan genel bir fonksiyonel olan (3.97) elde edilir.

L 2

n(w,w,a,y,H,T,M)zjza —OM, ATy +0-y)+Hy -w, )

0 (3.97)
GFk y? 2 k,w? w? 0°
_ 57 +p1(ai§)w7— d +pFQ2?+p|Q2?dX

(3.97)’nin argiimanlarina gore varyasyonu neticesinde tekrar stasyonerlik sart1 olarak

(3.96) agirlikli formlarinin olustugu goriilebilir.
3.3.3 Lagrange Carpanlari

Halihazirdaki bir fonksiyonelin stasyonerlik sarti olarak biinyesinde bulundurdugu
denklemler yaninda, disaridan saglanan bir takim denklemlerin de stasyonerlik sarti
olacak sekilde fonksiyonelin yapisina katilmasi, esasinda, fonksiyonelin
genellestirilmesidir. Buna 6rnek olarak toplam potansiyel enerjinin genellestirilmis
varyasyonel prensibe geniletilmesi verilebilir. Bu amagla kullanilan matematik
tekniklerden en yaygin olan1 Lagrange Carpanlari yontemidir. Burada sadece konu
ile olan yakinligindan dolay1 Lagrange Carpanlarina 6rnek verilerek fiziksel anlami
sorgulanacaktir. Ornek olarak toplam potansiyel enerji ile kurulmus olan Euler —
Bernoulli kiriginin serbest titresim problemi ele alinmis olsun. Bu durumda

fonksiyonel (3.98) ile ifade edilecektir.

© Elw ,XXZ w’
7 ipegr (W) = I 5 -pFA de (398)

0

Bu fonksiyonelin Hellinger — Reissner tipine genisletilebilmesi disaridan saglanan
blinye denkleminin stasyonerlik sarti olarak (3.98)’e entegre edilmesiyle
miimkiindiir. Buna gore X Kkiris boyunca siirekli bir fonksiyon olarak (3.99) ifadesi

ile tanimlansin.
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X = w, (3.99)

(3.98)’de w,, yerine (3.99)’daki karsilgimnin kullanilmasiyla ve (3.99) sartinin enerji

boyutunda olacak sekilde M fonksiyonu ile agirlikli formunun olusturularak yeni

yaptya eklenmesiyle (3.100) elde edilir.

L

ﬁHRP(W,M,X):j

0

EX ~pF A Wde + [(X = w, ) Mdx (3.100)

(3.100) ifadesi agik¢a (3.99)’a esdegerdir ve fazladan eklenen argiimanlardan M ‘in
varyasyonu ile (3.99) sarti saglanacaktir. Eger X’e gore varyasyon alinirsa bu
durumda karsilagilan (3.101) sart1 disardan saglatilarak yani X yerine karsiligi olan
M /EI koyarak (3.102) esdeger fonksiyonel elde edilebilir.

I(EIX +M)oXdx =0 (3.101)

0

L 2 2
T omeor (M W) = [~ M, w,, ~pF 2 W7dx (3.102)

0

2El

Bu sekilde kullanimiyla (3.99)’da gegcen M bir Lagrange Carpani vazifesi yapmuistir.
Literatiirde [3] bu yontemi kullanarak daha once anlatilan varyasyonel prensiplerin
cogunu elde etmistir. Burada 6nemli olan fonksiyonel ifadeye eklenmek istenen
denklemin agirliklt formunun enerji boyutunda olmasmi saglayan uygun bir
Lagrange Carpan1 secilebilmesidir. Basit durumlar hari¢ tutulursa komplike
problemlerde Lagrange Carpanina ilk bakista herhangi fiziksel bir mana
yiiklenemezken ¢arpanin fiziksel anlami ancak bir takim varyasyonlarin alinmasi ile
acikliga kavusur. Mesela Ornekte Lagrange c¢arpanina ilk etapta moment
denilemeseydi dahi X’e gore vasyasyon alindiginda Lagrange c¢arpani M’nin
hakikaten moment boyutunda bir biiyiikliik oldugu goriilmektedir. Bu anlatilanlar ile
Lagrange Carpant yonteminin fonksiyonellerin genellestirilmesinde kullanimi

hakkinda bir fikir verilmistir.
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3.3.4 Gateaux Tiirevi ve Potansiyel Operator

Herhangi bir problem her zaman agirlikli form ile kismi entegrasyon sonucu esdeger
bir entegral yapiya sokulabilse de fonksiyonel formulasyonu bulunmayabilir. Buna
gore fonksiyonel formulasyonu kabul eden yani elde edilen fonksiyonelin birinci
varyasyonunun stasyoner olmast ile ilgili problemin yonetici denklemlerinin ve/veya
smir kosullarinin  saglanmasinin esdeger oldugu problemlerin digerlerinden bir
farkinin bulunmas1 gerekir. Bu fark yonetici denklemlerin operatdr formda yazilmasi
ile elde edilen yapinin bir 6zelligini kontrol etmekle aciga ¢ikarilabilir. Bunun igin
bazi tanimlar vermek gereklidir. Yine basit bir drnek olan lineer yay ele alinirsa
denklemler operatér formda (3.103 a,b)’de oldugu gibi acik ve kapali olarak

verilebilir.

[“ J+[pj=9 (3.103.)
p.) (o

K{_Ol —{},V:(:J,A:(m (3.103.b)

y(V,A)=xkv + A (3.303.c)
7 (v)=«v (3.103.d)

x operatorii bu sekilde problemi 6z bigimde ifade etmektedir. Bu asamada y ’in
potansiyel bir operatdr olup olmadigini kontrol etmek i¢in, yani y ’den fonksiyonel

tiretilip tiiretilemeyecegini anlamak igin, [15]’de verilen Gateaux Tiirevini kullanan
yontem uygulanabilir. Buna goére [15]’de Gateaux Tirevi (3.104)’deki gibi

tanimlanmaktadir.
dy(v,v) = lim (l(;?(v +v)— 7 (V) (3.104)
70 T

(3.104)’den anlasilacag: iizere, Gateaux Tiirevi, operator formun v vektoriine gore

birinci varyasyonu gostermektedir. Lineer elastisite teorisinde kiiciik sekilde
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degistirmeler i¢in denklemler daima lineer olduklarindan operator de lineer olacaktir.

Bu durumda Gateaux Tiirevi ile (3.105)’e direkt gegilebilir.
dr(v.,v)=x() (3.105)

Operatdriin Gateaux Tiirevi bu sekilde elde edildikten sonra potansiyellik sart1 olarak

artik (3.106)’nin saglanmasi gerektigi literatiirde [15] ifade edilmektedir.

(dz (v v).v)=(dz(v.v).v) (3.106)

(3.106)’da koseli parantez bir i¢ carpimi gostermektedir. Buna gore esitligin
saglanmasi i¢in karsilikli olarak ayni terimlerin iretilmesi gerekir. Bu da ancak
(3.103.c)’deki x matrisinin yapist ile ilgilidir. (3.106) sart1 acik olarak yazilirsa
(3.107) elde edilir.

(xv) 'V = (xvV)'V (3.107)

(3.107)’den anlasilacag1 iizere esitligin gecerli olabilmesi i¢in (3.108) sartinin

bulunmasi yani « ’nin simetrik olmasi gerekmektedir.
K=K (3.108)

Eger «’min her girdisi sabit ise (3.108) sartt direkt kullanilabilecekken cogu
problemde girdiler tiirev operatorii seklinde oldugundan (3.107)’nin saglanmasi i¢in
kismi entegrasyonlar gerekecektir. Bu durumda « ic¢indeki tek mertebeden tiirev
operatorii seklindeki girdilerin esas diyagonele gore antimetrik olmast (3.107)’yi
saglayacak sart olacaktir. Basit Ornekte, lineer yay problemi i¢in (3.103.c)’de
goriildiigli gibi « 'nin biitiin girdileri parametrik olarak sabit oldugu i¢in (3.106) sart1
yerine simetriklik sarti olan (3.108) derhal kullanilabilir ki zaten bu problemde
« ’min simetrik oldugu goriilmektedir. Ornegin elastik cubuk problemi dikkate
alinirsa (3.103) denklemlerinin elastik ¢ubuk problemindeki karsiligi, Sinir sartlar

dahil edilmez ise (3.109) ile verilir.
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y(V,A)=xKv + A

x(v)=xv

(3.109.a)

(3.109.b)

(3.109.¢)
(3.109.d)

(3.109.a)’da x« matrisinde tlirev operatorii girdileri esas kosegene gore ters isaretli

yani antimetriktirler. Bunun neden dolay1 bu sekilde yazilmasi gerektigi (3.106) sart1

(3.109)’a uygulanarak derhal bulunabilir. Bu islem agik olarak (3.110)’da gosterilirse

tiirev operatdriiyle carpimin, sabit parametrik bir girdi ile carpimdan, farkli tarafi

ortaya cikar.

) (0 —diex 1 YN_W
[N a &, )dre o 0 | T |dx =
° L 1 0 —EAJLEXXJ

i (0 -dis 1 YN\
(N U &,)d/dx 0 0 | d ldx
I

° E

(3.110.a)

(3.110.h)

(3.110.¢)

(3.110.d)
(3.110.e)

(3.110.9)

(3.110)’daki islemlerin takip edilmesinden operatriin potansiyel olmasi i¢in en

nihayetinde (3.110.f) sartinin saglanmas1 gerektigi goriiliir. Bu ise Betti’ye izafe

edilen farkli kuvvet (N, N ) ve yer degistirme (d,a ) sistemlerinin birbirleri iizerinde
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ayni isi yapacaklarimin ifadesi olan “Betti Karsitlik Teoreminden™ bagka bir sey
degildir. Boylece (3.109.c)’deki operatoriin potansiyel oldugu anlasilmis olur.
Oyleyse artik bu opetatdriin hangi fonksiyonelden tiiretildigini bulmaya sira

gelmistir. Bu da yine [15]’de (3.111) denklemi ile verilmistir.

1

I(v):I<;((nv,A),v>d77 (3.111)

0

Bu sekilde (3.111) uygulamasi olarak (3.110.a) diizenlenirse (3.112) elde edilir.

X ( 0 -—-d/dx 1 Y nN 0
ze(Noue, )= (N u e, )|d/dx 0 0 || nu |+]|Q || Jdn (3.112)
° L o —eaflwe,) (o))
(3.112)’de islemlerin yiiriitiilmesiyle daha onceden sinir kosullart ile elde edilmis
olana (3.66) tamamen benzer olan fakat, operatoriin kurulumunda sadece yonetici
denklemler kullanildigindan smir kosullarini igermeyen eksenel yiikli c¢ubuk
fonksiyoneli (3.113) elde edilmis olur.

L 2

EF
ﬂG(N,u,gxx)sz,xu+Ngxx+Qu— ; dx (3.113)
0

Anlasilacagi tizere Gateaux Tirevi operator formu, belirlenen simetri ve antimetri
kosullarma gore uygun sekilde diizenlemekle birlikte kullanilan bir kontrol
yontemidir. Buna gore operator potansiyel ise fonksiyonel Kkolayca elde
edilebilmektedir. Netice itibariyle yontemin basaris1 « matrisinin kurulumunu uygun
sekilde gerceklestirmekte yatmaktadir. Bu da, kuskusuz daha once belirtilen hangi
denklemin hangi serbestlik tarafindan kontrol edildiginin iyi belirlenmesi ile

yakindan alakalidir.
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3.3.5 Varyasyonel Yontemlerin Avantajlari

Onceki kisimlarda daima teorik bilgiler verildi ve varyasyonel formiilasyon
anlatilmaya ¢alisildi. Burada alternatif bir formuiilasyon olan varyasyonel yontemin

avantajlarindan bahs edilerek konu kapatilacaktir.

Varyasyonel formiilasyon elastisitenin  yonetici denklemlerini  biinyesinde
barindirdigindan (stasyonerlik sarti olarak) onlara denktir. Bununla beraber

varyasyonel formiilasyonun birtakim bariz avantajlar1 vardir:

a) Stasyoner olmasi istenen fonksiyonelin fiziksel bir anlam1 vardir ve koordinat
dontisiimleri altinda invaryanttir. Mesela mekanikte bu genellikle enerjidir.
Bu ozellikten faydalanarak yonetici denklemlerin diger koordinatlardaki
ifadeleri rahatlikla elde edilebilir. Bunun i¢in Once invaryant olan ifade
(fonksiyonel) yeni koordinat sistemi i¢in yazilip burada stasyoner olma sarti
aranarak yeni koordinat sistemi i¢in yonetici denklemler elde edilir.

b) Varyasyonel formiilasyon araciligiyla bir matematiksel problem esdeger
varyasyonel forma sokulabilmektedir ki bdylece ¢6ziimii bulmak icin bir
takim kolaylastiric1 prosediirler kullanilabilmektedir. Bir takim ek kosullar ile
bir varyasyonel problem Lagrange carpanlarinin kullanilmasiyla yeni bir
forma doniistiiriilebilir. Bu sekilde birbirine esdeger varyasyonel prensip
ailelerinden uygun olani segilerek kullanilabilir.

c) Bazi durumlarda varyasyonel formiilasyon neticesinde ilgili problemin kesin
sonucunun alt veya iist sinir1 elde edilebilir. Bu da bir takim kontroller ile
sonucun dogrulugunun arastirilmasinda kullanilabilir.

d) Kesin ¢6ziimii bulunamayan bir ¢ok elastisite problemine varyasyonel
formiilasyon araciligt ile istenilen duyarlikta yaklasitk bir ¢6ziim
gelistirilebilir. Burada varyasyonel formiilasyon sadece yaklasik yonetici
denklem oOnermek icin degil yaklasik siir kosullari Onermek igin de
kullanilabilir. Nitekim Kisim 3.3’de varyasyonel bazli bir yaklasik ¢6ziim

ornek problem i¢in gelistirilmistir.

Sonug olarak denilebilir ki bir ¢ok durumda varyasyonel yaklasik ¢oziimler ile

yetinilmesi gerekir. Kirig, kabuk, levha ve kompleks yapilarin analizi igin
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varyasyonel yontem giiclii bir matematiksel aragtir. Bununla beraber yaklasik
yontemler icin su gergek unutulmamalidir ki tiirevle birlikte hatalar artmaktadir.
Deplasman bazli yontemler deplasmanlar i¢in 1yl sonug verirken gerilmeler icin iyi
sonu¢ vermez ciinkii yaklasim deplasmanlar iizerine kurulmustur ve gerilmeler
yaklagik bulunan deplasmanlardan tiiretilerek elde edilmislerdir. Genel olarak
yaklagik yontemlerde yonetici denklemler ve smir sartlarindan bazilari yaklasik

olarak saglatilir.

3.4 Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar varyasyonel esasa dayali olarak gelistirilen ve diferansiyel
denklemlerden yola ¢ikilarak olusturulan esdeger entegral denklemleri yaklagik
olarak ¢6zmek icin kullanilan matematiksel bir yontemdir. Genel olarak yaklasik
yontemlerde diferansiyel denklemler ile ifade edilen bir problem “esdeger”
varyasyonel forma sokulur. Daha sonra yaklasik ¢6ziim yaklasim fonksiyonlarinin
bir lineer kombinasyonu seklinde aranir. Buna gore dnerilen ¢oziim formu (3.114) ile

verilecektir.

i~ (3.114)

Burada ¢, ’ler “yaklagim fonksiyonlar1”,c, ’ler ise ¢6ziim halinde (varyasyonel form

ile) belirlenecek parametrelerdir. Klasik yaklasik yontemler problemin tanimli
oldugu kiimeyi bir biitiin olarak ele alarak genel bir ¢oziim gelistirme yoluna
giderken, sonlu elemanlar kompleks geometrili bolgeleri biitiin olarak ele almak
yerine, basit geometrili pargalardan olusmus kabul eder. Sonlu elemanlar, bu kabul
neticesinde ortaya cikan parcalar iizerinde yaklasim fonksiyonlar iireterek ayrik,
esdeger, yaklasik ¢oziim gelistirmek i¢in sistematik bir yol sunar. Sonlu elemanlarda
sOzii edilen yaklagim fonksiyonlari bolgeyi olusturan parcalar iizerinde tanimli

polinomlardir. Burada pargalardan kast edilen ise “ sonlu elemanlar’’dur.
Daha once de belirtildigi gibi diferansiyel denklem esdeger fonksiyonel sekle

sokulduktan ve arglimanlarinin timi i¢in (3.114)’e benzer ¢oziimler Onerildikten

sonra artik fonksiyonelin yeni argiimanlari bilinmeyen parametreler olacaktir.
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Dolayisiyla yonetici denklemlerin ve sinir kosullarinin saglatilmasi anlamina gelen
fonksiyonelin stasyoner hali, bu durumda fonksiyonel bu parametrelere bagl
oldugundan, parametrelere gore adi tiirev sart1 ile ifade edilebilecektir. Oyleyse
denilebilir ki fonksiyonel, i¢ine yerlestirilen yaklagsik ¢6ziim neticesinde,
parametrelere bagli bir yap1 arz edecektir ve stasyonerlik sart1 artik parametrelere

gore adi tiirev alinarak saglanabilecektir.

3.4.1 Genel Bilgiler ve Tanimlar

Literatiirde gegen degisik varyasyonel metotlarin, 6rnegin Rayleigh-Ritz, Galerkin,
en kiiciik kareler vs., birbirlerinden ayiric1 yonleri segilen yaklasim fonksiyonlarinin,
kullanilan agirlik fonksiyonlarmin veya Kurulan entegral ifadenin farkli olusu ile
ortaya c¢ikar. Bu yontemlerin en biiyiik sikintis1 kompleks sinir kosullarina sahip
bolgeler i¢in adi gegen yakinsama fonksiyonlarin olusturulmasinda karsilasilan

giicliiklerdir.

Sonlu elemanlar ise iste bu noktada one c¢ikar. Sonlu elemanlar analizinin temel

felsefesi {i¢ basamakta Ozetlenebilir:

a) Uzerinde ¢dziim aranan kompleks geometrili bir bolge daha basit alt
bolgelere ayrilir. Mesela problemin tanimlandigi bir diizlem bélge, tiggen
velveya dortgenlere ayrilabilir ve gereken bliyiikliikte tiggen veya dortgenler
kullanilarak da istenilen 6l¢iide temsil edilebilir.

b) Bulunmaya c¢alisilan katsayilar, yani yaklasitk ¢oziimde oOnerilen c,

parametreleri, sonlu elemanlar yonteminde, yaklasik ¢oziim oOnerilen
biiyiikliigiin eleman iizerinde, yerleri onceden tanimlanan, ¢esitli noktalardaki
bilinmeyen degerleri olarak secilir. Yani bir eleman i¢i (3.114) seklinde bir

¢coziim oOnerisinde c, Yyerine u, kullanilacaktir. Bu sekilde fonksiyonelin
stasyonerligi araciliftyla kurulan denklem takimlarinda bilinmeyen u,

degerleri belirlendiginde, oOnceden segilen u, ’lerin tanimli oldugu bu

noktalardaki aranan ¢6ziim otomatik olarak bulunmus olacaktir. Eleman

izerinde arada kalan noktalarda ise, ¢0ziim, yaklagim fonksiyonlarinin
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bulunan u, degerleri ile ¢arpilmasi ile fonksiyon tipinde (3.114) gosterilmis

olacaktir.

Sonlu eleman adi verilen bu basit alt bdlgelerde adi gegen yaklasim
fonksiyonlarinin kurulmasinda dikkat edilmesi gereken bazi hususlar vardir.
Buna gore sonlu elemanlarda 6nerilen tanim geregi yaklasim fonksiyonlari ait
olduklar1 noktalarda 1 degerini alirken diger noktalarda sifir degerini
alacaklardir. Ciinkii ancak bu sekilde, onerilen ¢oziimde secilen noktalarin
koordinatlart girildiginde, yaklasim fonksiyonlarinin nodal parametreleri

olarak bilinmeyen u, degerleri elde edilir. Ayrica segilen enterpolasyon

fonksiyonlarmin fonksiyonelin gerektirdigi Ol¢iide tiirevlenebilir ozellige
sahip olmalar1 gerekir. Ornegin fonksiyonelde ikinci mertebe tiirevlerinin
bulundugu bir fonksiyona yaklasik ¢oziim Onerirken lineer enterpolasyon

fonksiyonlarmin kullanilamayacag agikardir.

Sonlu elemanlarda fonksiyonel formiilasyonun diginda kalan sinir sartlar1 bilinmeyen

noktasal degerler olan u, parametrelerinden verilen sinir sartlarma denk gelenlerinin,

bu sinir sartlarina gore diizenlenmesiyle hesaba katilirken, fonksiyonel formiilasyona

dahil olan sinir sartlar1 yaklasik anlamda kismi olarak gergeklenir.

3.4.2 Varyasyonel Yontemler ve Sonlu Elemanlar

Daha oOnceden varyasyonel prensiplerin baginda gelen virtiiel deplasmanlarin
yaklasik ¢6ztimde kullanimi gosterilmisti. Burada yine anlatim kolaylig1 bakimindan
Euler — Bernoulli kirisi i¢in gelistirilen (3.98) serbest titresim fonksiyoneli
kullanilarak sonlu eleman formiilasyonu gelistirilecektir. Bu amag i¢in Sekil 3.4

takip edilebilir.

€. n.
:> M

wlif S Teré e

Sekil 3.4 Euler — Bernoulli Kiriginin Sonlu Eleman Modellemesi
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Buna gore goriildiigi tlizere kiris denklemlerinin tanimli oldugu bolge tek boyutlu
cubuk ekseni ile gosterilmektedir. Bu esasen denklemlerin tek bagimsiz degisken
olan x ile kurulmalarmin bir sonucudur. Sekil 3.4’te bolgenin alt bolgelere yani
elemanlara boliinmesi de gosterilmektedir. Farkli biiyiikliiklerde eleman tanimlamak
miimkiinken genelde eleman boylarin1 yakin biiyiikliikte segmek tercih edilir. Bu
problemde ise her elemanin boyu esit alinmaktadir. Sonlu elemanlar varyasyonel
prensipleri her model alt bolge iizerinde saglayarak bir elemanin karakteristik
denklemlerini iiretmeyi amacladigindan sistemden izole edilen tipik bir eleman
tizerindeki u¢ kuvvetler ve deplasmanlar ile parametrik olarak gosterilmistir. Bu
sekilde sadece bu izole eleman i¢in varyasyonel prensip uygulanmaya hazir hale
getirilmistir. Artik ¢6ziim icin yapilmasi gereken problemin icap ettirdigi yaklasik
sonlu eleman ¢O6ziimiinii insa etmek gerekmektedir. Fonksiyonelin yapist
incelendiginde problemde bilinmeyen olarak sadece W c¢okmelerinin bulundugu
goriilmektedir. Dolayisiyla bir elemanda yaklasik ¢6ziim Onerirken noktasal
parametrelerin w; seklinde segilecegi anlasilmaktadir. Buradaki elemanlar, eleman
basinda ve sonunda olmak {iizere, iki adet noktaya sahip olduklarindan bir e.
elemanin ¢okme karakteristigi, w, sol u¢ noktadaki ¢okme ve w; sag u¢ noktadaki
¢okme olmak lizere, w; ve w; parametreleriyle verilecek demektir. Buna gore
stireklilik sart1 ile (e-1). elemandan e. elemana gegiste ¢okme stirekliligi olmasi igin
w, " =w, sartimin ileri siriilecegi asikardir. Bu g¢ubugun elastik egrisinde
stireksizligi onleyecektir. Hemen anlasilacagi iizere kirisin fiziksel modeli i¢in elastik
egrinin egimi olan dénmelerin de siirekliliginin saglanmas1 gereklidir. Oyleyse artik

¢okmeye benzer sekilde u¢ noktalarda w, . w, ., gibi donme serbestliklerinin de

tanimlanmast gerekmektedir. Bu durumda kiris {izerinde Onerilecek c¢okme
fonksiyonu, polinom olarak, en az dort sabit igermelidir ki u¢ noktalarda dort

parametre iizerine kurulabilsin. Anlatilanlar 15181nda e. eleman {izerinde ¢okme e.

eleman lokal koordinati ile (3.115) seklinde kabul edilebilir.

w(x,) =ax,” +bx,’ +cx, +d (3.115)

(3.115) ¢bziim Onerisini, daha onceden tanimlanan, ¢okme ve donme seklindeki

noktasal parametreler ile verilen sekle ¢evirmek i¢in u¢ noktalarin koordinatlarinin
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(3.115) ve tiirevine yerlestirilerek u¢ noktalardaki ¢okme ve donmelere esitlenmesi

yeterlidir. Buna gore (3.116) takip edilirse (3.117) ile sonlu elemanlarin eleman

tizerinde O6nerdigi noktasal parametreler cinsinden yazilmis ¢6ziim verilmis olur.

w®(0)=w, =d

we(l,)=wi =al,’+

W’xe (O) = W’xle = 019

e e

w,, () =w,,

(Wf} (0 0
fwy | 1100
Iglelzl 0 0
Le;J L3|j 2bl
(w) (o
6, 0
o) L
S = DY
Y=Ds
2 2
12 12
si |33

i,]=12
’ 3x2 2x]
17570 3
Ie Ie
3x2 2x;
= +
S R
e e
2x? X}
CETT
e e
X, X,
P, =+ =

2
bl,” +cl, +d

=C

6; =3al,’ +2bl, +cl,

N
L ol
L olo)

0 0 1 a
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o 1 ol “l¢l

2bl, 1, oJ LdJ

1 i)

N

1 1|
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1 0
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(3.116.a)

(3.116.b)

(3.116.c)

(3.116.d)

(3.117)



(3.117)’de gecen yaklasim fonksiyonlarina noktasal degerleri kiime igine tasidiklari
icin artik enterpolasyon fonksiyonlar1 da denir. Bunlarin klasik yaklasgim
fonksiyonlarindan nasil tiiretildigi agik¢a izlenmektedir. Bu sekilde tizerinden
yaklasim gelistirilen (bu problem igin w ) fonksiyonun hem kendinin hem de
tiirevlerinin siirekliliginin saglandig tipteki enterpolasyon fonksiyonlarima Hermite
tipi enterpolasyon fonksiyonlari denir. ilerde gériilecek ve sadece yaklasim kurulan
fonksiyonun siirekliligini saglayacak, tiirevlerine ilismeyecek tipteki enterpolasyon
fonksiyonlarina ise Lagrange tipi enterpolasyon fonksiyonlari denecektir. Bu

izahlardan sonra artik yaklasik ¢6ziim fonksiyonel ifadeye yerlestirilebilir.(3.118)

IE

Eele[w,xxe (xe)]2 B ,oF}L[We(xe)]2 "

rpegr (W W, 01, 0,) = j . (3.118)
0 2 2
(3.118)’in agik olarak yazilmasi ile (3.119)’a ulasilir.
“E Wi, vwi,, 4000, 050, |
”TPEBT (Wl’WZ'(Pl,(/’z) :J‘ e e 1717 xx 2 2’x2>< 1 17 xx 2727 xx
° (3.119)
e e e e 2
_pFﬂ’[Wl¢l+W2¢2+01¢1+92¢2] dX
2 e

(3.119)’dan acik¢a goriildiigii lizere fonksiyonel ifade artik X.’den ve dolayisiyla da
entegrasyondan bagimsiz olan noktasal degerlere baglidir. Bu durumda fonksiyonelin
stasyonerlik sartinin noktasal degerlerin bibirlerinden bagimsiz olduklar1 goz dniinde
tutuldugunda adi tiirev alinarak sonucun sifira esitlenmesi ile ifade edilmesi

miimkiindiir. Anlatilanlar (3.120)’de islem olarak gosterilmistir. Burada ow,,...

virtiiel artimi1 birbirinden bagimsiz oldugundan, stasyonerlik sartinin saglanmasi igin,

herbirinin katsayis1 ayr1 ayri sifira esitlenmelidir.

e Om . Orm . Orm .
wesr = o OW, + —— W, + ——360, + ——356, =0

06
’ (3.120)

or

Elde edilen denklemler ise kisaltmalar izah edilerek (3.121)’deki gibi verilebilir.
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1
J’ (3.121.9)

<¢1’xx‘¢1’xx <¢)2’xx’¢1’xx

(3.121.h)
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Buradaki B, ve B, matrislerinin fonskiyoneldeki hangi terimlerden tiiredigi
katsayilarindan agik¢a belli olmaktadir. Ele alinan serbest titresim problemi bir
0zdeger problemidir. Dolayisiyla dnceden homojen sinir sartlarina sahip oldugu
soylenen bu tip problemlerde herhangi bir sinir terimle karsilasiilmamigtir ki zaten
fonksiyonel de 6nceden bu miilahazalar ile kurulmustu. (3.121)’de gerekli entegraller
alinarak (3.122)’de parametrik olarak verilmistir. Bu ifadeler ile kurulan B
matrisinde tek eleman goz Oniine alindiginda ¢esitli mesnetlenme tiplerine gore sinir
sartlar1 girilerek elde edilen alt matrisin determinant: sifira esitlenecektir. Ornegin
konsol kiris i¢in w, = 0,6, = 0 oldugundan B matrisinin bunlara kars1 gelen 1. ve 3.
satir ve sutunu silinerek elde edilecek alt matrisin determinantinin sifira esitlenmesi
ile kurulacak denklemden ¢ekilen 2 degerlerinden kiiciik olan 1. titresim frekansini

verirken biiylik olan1 ise 2. titresim frekansin1 verecektir. Bu islemler

gerceklestirildiginde tek eleman icin analitik deger o, =3.516 \/EI/pFl* iken

o, =3.534 \El / pFI* bulunmustur. Kuskusuz eleman sayis1 arttirilinca modlar daha

iyi ifade edilebileceginden sonug da iyilesecektir.
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Netice itibariyle bir Euler — Bernoulli kiriginin serbest titresim sonlu eleman modeli
gelistirilmis oldu. Son asama olarak birden fazla eleman kullanilmasi durumunda
genel rijitlik matrisinin olusturulmasi islemi {iizerinde durulacaktir. Ornegin iki

eleman secilmesi durumunda sistemin ne sekilde olacag: Sekil 3.5’de gosterilmistir.

1@—@1 lé-—@

................................................................ »

01 02 93

Sekil 3.5 Iki Sonlu Elemandan Olusan Sistemin Geometrik Birlesimi, Lokal ve

Global Serbestliklerin Gosterilmesi

Hemen anlasilacagi iizere iist {iste binen noktalardaki serbestlikler siireklilik
sartindan dolay1 ayn1 olmak zorundadir. Dolayisiyla ayni cins olan her iki serbestlik
tek serbestlige indirgenerek o noktanin kendileri cinsinden global serbestligine
doniismektedir. Bu sekilde disiiniiliince n elemanli olan ve her elemaninda iki nokta
bulunan bir kirisin n+1 adet global noktas1 olacak ve her noktada tanimli tek ¢cokme

ve tek donme parametresinden dolayr toplamda m=2(n+1) adet serbestligi
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bulunacaktir. Netice itibariyle global serbestlikler ile kurulacak matrisin mxm
boyutunda olacagi asikardir. Hemen takdir edilebilecek bir baska gergek ise global
matrisin doldurulurken ayni global serbestlige karsi gelen lokal eleman rijitliklerinin
de ist tste bindirilecegidir. Bu gergekler 2 esit uzunlukta elemandan miitesekkil

model i¢in kurulmus global sistem matrisinin verildigi (3.123)’de goriilmektedir.

(12EI 12 El . 6 6 . )
o I° (S |
| 12El 24El 12El 6 6 Iy
E E I® T |( l\
| 12El  12El 6 6 W |
|0 0 I |
EI| |3 |3 IZ IZ || W3 |_
| 6 _ 5 0 42 4 el
o I’ I Iy |
2
I 6 . 6 2 8 2 }L J
— -— = = = e
Ik E | | RS
6 6 2 4
L 0 -~ = o = = J
| | | |
(13| 9l . 1112 1312 0 )
| 35 70 210 420 |
| 9l 261 9l 1312 0 1317 | w 0
I 70 35 70 420 420 I( 1} (OW
| 9l 131 131° 1112 || W, | 0]
o X B AN
pFil 03 Cos0 210 Y| (3.123)
i11| 131 v . }Iell 10|
| 210 420 105 140 ||9 1]
| 1312 1312 1L 20 S
- 0 - -— b, 0
| 420 420 140 105 140 |
| 1317 111° I° 1>
L 0o - ~ o -— — J
420 210 140 105

(3.123)’de eleman boylar1 | almmustir. Iki elemandan olusmus sistemde konsol kiris
sinir sartlar1 diigiiniiliirse w, = 0, = 0 edeceginden 1. ve 4. satir ve siitun silinerek
elde edilen alt matrisin determinanti sifira esitlenecektir. Elde edilen cebrik denklem
A parametresine gore ¢oziliirse serbest titresimin ilk dort yaklasik frekansi kiiciikten
biiyiige elde edilir. Buna gore o, =3.534/EI /pFI* olarak bulunmustur. Tek

elemana gore sonucun iyilestigi goriilmektedir.
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3.4.2.1 Zayif Form ve Fonksiyonelin Birinci Varyasyonu

Simdiye kadar sonlu eleman formiilasyonunu gelistirirken daima bir fonksiyonel
kullanild1. Fonksiyonele yaklasik ¢oziim Onerildikten sonra parametrelere gore tiirev
aliarak gereken denklemler elde edilmisti. Oysa Once varyasyonu alarak daha sonra
yaklagik ¢6ziim 6nermek de miimkiindiir. Bu durumda varyasyon alininca, dnceden
bilindigi tizere, bir takim agirlikli formlara ulagilmisti. Bunlar aslinda fonksiyonelin
blinyesinde barindirdig1 yonetici denklemlerin enerji boyutunda olacak sekilde uygun
agirlik fonksiyonlari ile carpilarak kiime iizerinde entegre edilmeleriyle ve kismi
entegrasyon islemi neticesinde elde ediliyordu. Eger agirlikli formu kurduktan sonra
fonksiyonel yapida birlestirmeyerek sadece kismi entegrasyon ile tlirev mertebesini
esit olacak sekilde agirlik fonksiyonun iizerine gegirmekle yetinilirse zayif form adi
verilen yine benzer agirlikli bir form elde edilir. A¢iklamalardan anlasilacag: tlizere
zaylif form fonksiyonelin birinci varyasyonun alinmasi durumunda karsilasilan
agirlikli formlara verilen addir. Bununla beraber zayif form, direkt yonetici
denklemlerden de yukarida anlatildig1 gibi ¢ift mertebede tiirevleri agirlik fonksiyonu
lizerine kismi entegrasyon ile gegirerek de bulunabilir. Anlatim kolaylig1 bakimindan
ve karsilastirma icin yine Euler — Bernoulli kiriginin serbest titresim problemi ele
alinsin. Bu durumda kullanilan fonksiyonel burada (3.124.a) ileyine verilmektedir.
(3.124.b) ifadelerinde fonksiyonelin varyasyonu gosterilmistir. Varyasyonun alinmig
oldugu hale yaklasik ¢6ziimiin konulmasiyla elde edilen yapmin (3.124.c) 6nce
yaklasik ¢oziim Onerilerek sonra stasyonerlik sartinin parametrelere gore adi tiirevle
ifade edilidigi yapidan (3.124.d) fark: agik¢a agirlik fonksiyonun anlami (3.124.e) ile
ilgilidir. Buna gore goriilmektedir ki olusturulan zayif forma (3.124.f) yaklagik
¢ozlimle girildiginde varyasyon olarak goriilen agirlik fonksiyonunun enterpolasyon
fonksiyonlar1 seklinde segilmesi ile fonksiyonelden elde edilen cebrik denklemlerin

aynisi elde edilmektedir.

L

7 rpeRT (w) = _[

El(w,, )" pFiw’
2 2

dx (3.124.3)

L

S = j Elw,, ow,, —pFAiwswdx =0 (3.124.b)
0

TPEBT
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L

7 rpear = [ EV(W 1, JOW, o — pF AW, ¢ SWlx = 0 (3.124.c)
0

L

S rpear = [ EV (W )01~ PFAW 4,9 dX = O (3.124.d)
0

W=Wg,ow=4¢, (3.124.¢)

L L

[(EW = pFAW)OWAX = [ EW W, o~ pF AW dwdx + st. (3.124.1)

0 0

Ozetlemek gerekirse elde bir fonksiyonel var ise buna yaklasik ¢dziim &nerilerek
noktasal degerlere gore adi tiirev almak ile stasyonerlik sart1 araciligiyla bilinmeyen
noktasal degerler i¢in gereken denklemler elde edilebilir. Eger elde fonksiyonel
yoksa bu durumda denklemlerin enerji boyutunda olacak sekilde uygun agirlik
fonksiyonlar1 ile carpilmalarn ile agirlikli formlar olusturulur. Bu formlar
denklemlerdeki tiirev mertebesinin ¢ift oldugu durumlarda kismi entegrasyon ile
agirlik fonksiyonu iizerine yar1 yariya dagitilir. Kismi entegrasyon neticesinde ¢esitli
sinir kosullarinin da gorildiigii bu yapiya zayif form denir. Zayif form da goriilen
varyasyon seklindeki agirlik fonksiyonlar1 yerine enterpolasyon fonksiyonlari
yerlestirilerek hi¢ bir tiirev islemine gerek kalmadan bilinmeyen noktasal degerler
icin aynm1 cebrik denklemler elde edilir. Bununla beraber su da belirtilmelidir ki her
denklem zayif formiilasyonu kabul ettigi halde bir fonksiyonel formu
bulunmayabilir. Eger fonksiyonel var ise zayif form dogrudan bunun birinci

varyasyonudur.

3.4.3 Sonlu Elemanlar Yonteminin Gelistirilen Fonksiyonele Uygulanmasi

Daha 6nceden sonlu elemanlar Euler — Bernoulli kriginin serbest titresim problemine
uygulanmistt. Orada yapilana benzer sekilde burada da calisma kapsaminda daha

onceden gelistirilmis  bulunan ¢esitli  fonksiyoneller i¢in sonlu eleman

formiilasyonlar1 kurulacaktir.
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3.4.3.1 Timoshenko Kirisinde Burkulma Fonksiyonelinin Formulasyonu

Daha 6nce (3.90) ile verilen ve Hellinger — Reissner prensibine gore Timoshenko
kirisi i¢in gelistirilmis bulunan fonksiyonelin sonlu eleman formulasyonu bu kismin

konusudur.

L

7 vrrs (M ’W):_[

0

M? M,° w, . k,w’
+ —-M, W, +p——-——dx (3.125)
2El  2GFk, 2 2

Buna gore fonksiyonelde dikkat edilecegi sekilde artik M ve w gibi biri kuvvet digeri
deplasman tipinde iki degisik fonksiyonun ayni durumda yaklasik ¢oziimii soz
konusudur. Bu sekilde farkli alanlarin ayni formiilasyonda birlikte bulunmasina
sonlu elemanlar literatiiriinde karisik sonlu eleman formulasyonu adi verilmektedir.
Fonksiyonelin kurulumundan hatirlanacagi {izere M ve w fonksiyonlar1 birbirlerinden
bagimsiz olduklar1 i¢in her birisi igin ayri ayrt ¢oziim Onermek miimkiindiir.
Problemin matematiksel yapisindan anlasilacagi gibi M, w fonksiyonlarinda
stireklilik sadece kendi lizerlerinde gereklidir dolayisiyla bunlarda daha onceden
bahsedilen Lagrange tipi enterpolasyon fonksiyonlart kullanilacaktir. Yine
fonksiyonelden anlasilacagi lizere w de M de sadece birer kez tiireve tabi
tutuldugundan secilecek enterpolasyon fonksiyonlariin lineer olmasi tiirevlilik sarti

acisindan yeterli olacaktir. Buna gore (3.126)’daki yaklasik ¢6ziim kabulleri

yapilabilir.
M = M (0

( "}i:lz (3.126)
W= W;p;

Sekil 3.6’dan kullanilan elemanlarin 6zellikleri ve yaklasim fonksiyonlarinin
bicimleri goriilebilir. Esasinda daha onceden verilen Kisim 3.42’de anlatilan genel
yontemle bulunabilecegi gibi, enterpolasyon fonksiyonlarmin {iggen formlarindan,

matematiksel olarak ifadeleri derhal yazilabilir. (3.127)
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Sekil 3.6 Lineer Enterpolasyon Fonksiyonlar1 ve Pozitif Yonlii Ug Kuvvet ve Ug

Deplasmanlarin Gosterimi

¢, = 1-—
(3.127)

x

0, = —

Onerilen yaklasik ¢oziimler ile dnceden izah edildigi gibi (3.125)’e girilirse yine
fonksiyonel yaklasik ¢oziim gelistirilen fonksiyonlarin noktasal degerlerine bagh
hale gelir. Bu parametrelere gore yapilacak tlirev isleminin sonucunun sifira
esitlenmesi ile stasyonerlik sarti gergeklestirilmis olacaktir. Anlatilanlar (3.128)
ifadelerinden takip edilebilir. Yalnz burada yazim kolayligi olmasi bakimindan

biiyiikliiklerin keyfi bir €. elemana ait oldugunu ifade eden e indisi kaldirilmastir.

L

M.,p)" (Mp,)°
+

T (M, w;) = - Mg, W0,
e { 2El 2GFk |
(3.128.a)
2 2
W.Q., k. w.o.
+ p ( |¢| X) _ z le dx
2 2
5 07w+ sw v 2 om. v om, — 0
7 = + +— + =
HRTB 6Wl 1 aWz 2 aM . 1 M , 2
(3.128.b)
or 3 or 3 or 3 orn _ 0
ow, ow, oM, oM,
Kv=0 (3.128.¢)

Kll K].Z M Ml Wl
N ICIMRCR L) o120
K K w M, W,
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({po) (o1o0n) <¢2,¢>1> PP )
i } El GFk El GFk { (3.128.)
?,) colxco“) <¢2,¢> Prr Par)
t GFk . El J
K12:K21:(_<(p1’><’(p1’><> _<¢2’X’¢1’X>\J (3128f)
_<¢)1’x’¢2’x> _<¢)2’x’¢2’x>
o :(—kz<¢>1,¢1>+ plo,, o) —k (0,.0.)+ plo,., ,¢17X>J (3.128.9)
_kz<§01’(/)2>+ p<(/)1*x ’¢)2’x> _kz<¢72'¢2>+ p<¢72'x '¢72’x>

(3.128.c) ile ifade edilen denklem takimi bir eleman icin cikarilmistir. Onceden
anlatildig1 sekilde bir birlestirme islemi ile istenilen sayida eleman i¢in kurulacak bir
global matris sinir sartlarinin uygulanacagi sistem matrisi olacaktir. Bununla beraber

K" girdilerini a1k olarak vermek faydali olabilir.

[l |
3El +GFk | 6El GFk |
1l_| s
K= T | L (3.129.a)
LGEI GFk (I  3EI GFk IJ
(21
12 21 | |
K? =K _|l _l| (3.129.b)
S
22 |(—k25+p% —kzg—pﬂ
K2 _ ! 6! (3.129.c)
L—kz——p— —kz—+p—J
6 3

3.4.3.2 Timoshenko Kirisinde Serbest Titresim Fonksiyonelinin Formulasyonu

Bu kisimda o6nceden verilmis olan (3.94) kodlu fonksiyonelin formulasyonu

gerceklestirilecektir. Fonksiyonel kolaylik olmasi bakimindan tekrar verilmistir.

(T M, w,0)= } LI VO LR
= -M,, pF —+ Apl —
For 2EI  2GFk 2
: (3.130)
k w?
-——+T(@-w,, )dx
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Dikkat edilirse artik her noktada ¢okme, egilmeden meydana gelen donme, moment
ve kesme kuvveti olmak lizere dort adet serbetlik bulunmaktadir. Bu fonksiyonlarin
tiimli formulasyona gore ayri1 ayri1 varyasyona tabi tutuldugundan ve birbirlerinden
bagimsiz olduklarindan yaklagik ¢oziimleri de ayri ayr1 Onerilecektir. Yine
fonksiyonelin incelenmesinden lineer enterpolasyon fonksiyonlarinin yeterli olacagi

gorilmektedir. Bu durumda (3.126)’ya benzer tarzda (3.131) onerilebilir.

(4 =
';_;Z' {. (3.131)
w=wp |

Burada kullanilan enterpolasyon fonksiyonlarinin matematiksel ifadeleri (3.127)’de
oldugu gibidir. Burkulma problemine benzer rutin islemlerin yapilmasi durumunda

(3.132) eleman davranis matrisine ulagilir.

(KM K2 Kk® KMW (M\)
K_|K21 K2 K2 K24| _|T|
i 32 33 34 |’V_| |
K K K K 0
LK I E IS ¢ 44J L W J (31328.)
M, T, 0, W,

93



3GFk, 6GFk

e
|L I |

I | )
|

| |
LGEI 3EIJ 6GFk, 3GFk , |
(o121 pa1) (kd+ pFAl K+ pFal
K*=| 3 6 | k* = 3 6 |
Lplxll pI/IIJ' L—kzl+pFM —kZ|+pF/1|J
6 3 6 3

(3.132.b)

Boylece hem elastik Winkler zemininin hem kayma deformasyonlarinin hem de

donme ataletinin etksinin diisiiniildigl bir eleman davranis matrisi elde edilmis olur.
3.4.3.3 Timoshenko Kirisinde Dinamik Stabilite Fonksiyonelinin Formulasyonu

Bu kisimda c¢alismainin asil meyvesi denilebilecek (3.98) dinamik stabilite

fonksiyonelinin sonlu eleman formulasyonu verilecektir.

ﬂ(W,l//,H,;/,H,T,M)zIZEI —OM, ATy +0—y)+Hy —w, )
0 (3.133)

2 2 2 2
k w w 2
y = + pFQ? — + plQ? ——dx
2 8 8

)

GFk y? B
- - pl(ai_
2 2

Onceden ifade edildigi gibi bu durumda artik nokta basma yedi adet serbestlik
bulunacaktir. Her biri digerinden bagimsiz olan bu serbestlikler i¢in tiirevlenebilme
sart1 lineer enterpolasyon fonksiyonlarmin kullanilabilecegini ifade etmektedir. Bu

durumda 6ncekilere benzer olarak yaklasik ¢coziimler (3.134) ile verilebilir.
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S

I T =T, |
LRy
ly =y, li=12 (3.134)
vy =v.o |
LW = W9 J
Belirtilen  (3.134)’tin ~ (3.133)’e¢  yerlestirilerek  rutin  tiirev  islemlerinin
gercgeklestirilmesi sonucu (3.135) eleman davranig matrisine ulagilir.
(K“ K? K® K" K" K® Kﬂ (M)
|K¥ K#® K?® K* K® K* K| | T |
IK“‘ K# K¥® k* K* K®* K37I IHI
K=lk" k” K® k" K*® Kk* k"lv=]|y]
I K® K*® K*® K* K%® K% K¥ I I 0 I (3.135.a)
lk® Kk® KT K* K® K® KTy
LK” K? K® K" K”® K™ K”J |\w)|
o (g A L O oy T S
M, T, H, 7, 0, v, w,
(I_ N _IGFk,  IGFk )
K _| 3El  BEl | 4 _| 3 |
| | IGFk | IGFk
o) e
(LQI LQI) (—p(2a+ﬁ)l —p(2a+ﬁ)l)
K* =] plézl p??)l K=l p(22 + /) - p(ZJ;z2+ﬂ)I | (3.135.b)
LT ?J L 12 6 J
(—8kzl +2pFQl -4k 1+ pmq
KT _| 24 24
— 4k 1+ pFQI -8k, I + pFQI
S )
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K 15 :(K51)T _K™® :(K37)T _

(3.135.¢)

Bu kisimda son olarak dinamik stabilite fonksiyoneli i¢in kuvadratik elemanlar
kullanilarak elde edilen (3.135) benzeri ifadeler verilecektir. Bilindigi {izere daha az
eleman ile daha iyi sonu¢ almak i¢in enterpolasyon fonksiyonlarinin derecelerini
arttirmak, eleman sayisini arttirmak yaninda sik¢a bagvurulan bir diger yontemdir.
Ikinci dereceden egrinin karakteri bir paraboldur. Hemen anlasilacag: gibi bir parabol
3 parametrik sabit igerdiginden sonlu eleman iizerinde {li¢ nokta gerekecektir. Buna
gore, liclincli nokta eleman ortasinda olmak kaydi ile, parabolik karakterli yaklasim
fonksiyonlarmin matematiksel ifadeleri (3.136) ile verilmisken eleman durumu ve

enterpolasyon fonksiyonlarinin bigimleri Sekil 3.7°de gortilebilir.

91 1 El 2. GFk,

ow

02 | 12 | 172 |

@3

Sekil 3.7 Kuadratik Enterpolasyon Fonksiyonlarinin ve Sonlu Eleman Modelinin

Gosterimi
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(3.136)

2

2
I

2

(x=D(x--)
x(I = x)

¢, =
P,

(3.137.a)
(3.137.b)
(3.137.0)
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K55

K12

K47

( plQl plQl pIQIW
| 30 60 120
| plQl 2p1Q1 plQl |
| 60 15 60 |
| plQl  plQl  plQI
L 120 60 30 J
L@p@a+ﬂﬂ  pRa+ p)l an+ﬂﬂ\
| 15 15 30 |
| pRa+p) 8pRa+p)  pRa+p |
| 15 15 15 |
| p2a + p)I p(2a + B)I 2p2a + )l |
L 30 15 15
(—16hl+4pFQI — 8k, | + 2pFQl 4k | - pFQl
| 120 120 120
| -8k, +2pFQl  —64k,l +16 pFQl -8k I+ 2pF QI
| 120 120 120
| ak,1 - pFQI — 8k, |+ 2pFQlI —16k|+4pFQI
L 120 120
(l 2 lw
|2 3 6|
—<K51)T:K73—(K37)T:|—3 i 3 |
3 2 3!
|1 2 1l
L 6 3 2J

=K21

k™
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Eleman davranig matrisinin dnceden izah edildigi sekilde birlestirilmesi ile ¢ok
elemanli sistemlerin sistem davranis matrisleri elde edilebilir. Nihayetinde de sinir
sartlariin verilmesi ile parametrik 6zdegerleri bulunmasi gereken indirgenmis
sistem matrisine ulasilir. Dinamik stabilite fonksiyoneli ile ilgili cok 6nemli bir diger
nokta ise gerekli diizenlemeler ile statik burkulma ve serbest titresim problemlerinin

ayn1 formulasyon ¢atisi altinda ¢oziilebilir olmasidir. Hakikaten g =Q =0 ve o =1
secilirse statik burkulma problemi ¢oziilebilirken, g = « = 0 durumunda da davranis

matrislerinden Q parametresine gore ¢Oziilecek 6zdeger problemi serbest titresim
problemine denk gelecektir. Ancak bu defa bulunan 6zdegerlerden serbest titresim
frekanslarina dinamik stabilite sart1 geregi o = 2Q ile gegilecegini belirtmek yerinde
olur. Burada belirtilmesi gereken bir diger nokta da diisey denge denklemi H
fonksiyonu iizerinden yazildigindan artik sinirlarda T kesme kuvvetine goére degil H
kesme kuvvetine gore sinir sartlarinin belirtilecek ve duruma gore H ile ilgili satir ve
stitunlara miidahele edilecek olmasidir. Uygulama kisminda bunlar ile ilgili drnekler

yapilmustir.
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4. SAYISAL COZUM VE UYGULAMALAR

Bu kisimda bilgisayar kullanarak istenilen sayida elemandan miitesekkil, sabit kesitli
ve homojen malzemeden imal edilmis degisik mesnetlenme sartlarina sahip kirislerin
O0zdeger problemleri ¢Ozllmiistiir. Problemler ile ilgili ¢esitli parametreler
degistirilerek ¢oziimiin ne sekilde etkilendigi veya degistigi incelenmistir. Ayrica
artan eleman sayisi veya elemanin lineer veya kuvadratik olusunun sonuglarin

yaklagim hiz1 ve kesinligine etkisi yine elde edilen sonugalr iizerinde irdelenmistir.
4.1 Mathematica Bilgisayar Programm

Calisma kapsaminda Wolfram Inch.’e ait olan Mathematica 5.0 matematiksel analiz
programi kullanilmistir. Esasinda sembolik hesaplama ve programlama da yapabilen
bu program kullaniminda biiyiikliikkler boyutsuzlandirilarak islemler niimerik
katsayilarin  hesaplanmasina  indirgenmis ve islem siirati  arttirilmistir.
Mathematica’nin matris olusturma, tersini alma o6zdeger bulma konularinda
bulundurdugu kolayliklardan azami 6l¢iide yararlanilmistir. Burada yazilan program
tekrardan verilmeyecektir ancak tez ile birlikte verilen cd i¢inde mevcuttur. Buradan
calistirilabilecek programda istenilen eleman sayisi(n), rijitlik(l), elastisite
modulu(E), kayma modulu(G), Poisson orani(v),malzeme birim agirligi(p), Kesit
alani(F), kiris boyu(l), boyutsuz dinamik () ve statik (5) eksenel yiik katsayilari,
Winkler zemini yay katsayisi(k;), kesitin sekline gore kayma diizeltme katsayisi(Ks)
girilerek degisik sonuglar elde edilebilir. Uygulamada genellikle narinlik(x) ile
caligildigindan programda narinlik girisi 6ne alinmis ve atalet momenti buradan iyi

bilinen (4.1) ile hesaplanmistir Yapilan boyutsuzlastirma islemi (4.2) ile verilebilir.

| = F[I—J (4.1)
7,
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4.2. Burkulma ve Serbest Titresim Problemleri

Bu baglik altinda konsol, basit, ankastre — kayic1 ve ankastre — ankastre kiriglerin
Winkler zemini iistiinde olmalari ve olmamalari durumunda, burkulma yiikleri ve
serbest titresim frekanslar1 calisma kapsaminda gelistirilen fonksiyoneller ile
hesaplanmis ve [10]’ile karsilastirilmistir.  Literatiirle yapilan  boyutsuz
karsilagtirmalarda ve tablolarda verilen sonuglarda F=1, p=1, E=13, G=5, ks=0.85,
1=12.5 alinmistir.

4.2.1 Winkler Zemininin Bulunmamasi Hali
4.2.1.1.Basit Mesnetli Kiris
Sekil 4.1 problemin sinir sartlarin1 ve datasini gostermektedir. Tablo 4.1 burkulma

yiikleri i¢in boyutsuz p* katsayilarini, Tablo 4.2 ise serbest titresim frekansinin

boyutsuz katsayilar1 olan o degerlerini icermektedir.

M;=0 M,=0
w;=0 GFks El w,=0

A

Sekil 4.1 Basit Mesnetli Kiriste Sinir Sartlar1

Tablo 4.1 Basit Kirisin Burkulma Yiikleri i¢in p* Katsayilari

Mod TrHRTB/SL- 7THRTB/16L- 7TMDS/8L- 7TMD5/16L. TTMD5/4Qa. TTMD3/8Qa. YOkOéimal6
1 8,361 8,294 8,27 8,271 8,273 8,272 8,275
2 22,912 22,43 22,211 22,265 22,297 22,271 22,34
3 33,752 32,771 30,026 31,824 32,532 32,441 32,65
4 40,347 39,072 37,706 38,554 38,72 38,618 38,96
5 44,204 42,882 39,4 42,236 42,19 42,356 42,79
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Tablo 4.2 Basit Kiris Serbest Titresim Frekansi i¢in o katsayilari

Mod 7TGTT/16L. ﬂGTT/BQa. TI'MD5/16L. 7TMD5/4Qa. 7TMD5/8Qa. Kesin
1 8,84 8,84 8,84 8,841 8,84 8,84
2 28,455 28,465 28,455 28,512 28,465 | 28,46
3 51,448 51,526 51,448 51,801 51,526 51,5
4 75,146 75,475 75,146 75,996 75475 | 75,36
5 99,748 99,596 99,748 99,75 99,596 99,3

4.2.1.2 Konsol Kiris

Sekil 4.2 problemin sinir sartlarin1 ve datasin1 gostermektedir. Tablo 4.3 burkulma

yiikleri igin boyutsuz p~ katsayilarmi, Tablo 4.4 ise serbest titresim frekansinin

boyutsuz katsayilari olan « degerlerini icermektedir.

GFk,

El

<+« P

[

Sekil 4.2 Konsol Kiriste Sinir Sartlar

Tablo 4.3 Konsol Kirisin Burkulma Yiikleri i¢in p~ Katsayilar

Mod | Turre/SL. | Murre/16L. | Muns/8L. | Muns/16L. | Tups/4Qa. | muns/8Qa. YOKOéimam
1| 236 2356 | 2.354 | 2.354 2,354 2,354 2,354
2 | 15,791 | 15556 | 15463 | 15477 | 15487 | 15479 15,5
3 | 28943 | 28196 | 27,796 | 27,934 | 28,005 | 27,048 28,08
4 | 37484 | 36,324 | 3537 | 35882 | 36,038 | 35925 36,2
5 | 42536 | 41,07 | 40,297 | 40,622 | 40,734 | 40,712 41,11

Tablo 4.4 Konsol Kiris Serbest Titresim Frekanst i¢in " katsayilari

Mod | mgri/16L. | mer/8Qa. | mups/16L. | mups/4Qa. | myps/8Qa. | Kesin
1 3,324 3,324 3,324 3,324 3,324 3,324
2 16,288 16,29 16,288 16,301 16,29 16,29
3 36,707 36,7 36,707 36,502 36,7 36,71
4 58,144 58,32 58,144 58,658 58,32 58,28
5 79,996 80,338 79,996 80,319 80,338 80,14
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4.2.1.3 Ankastre Mafsalh Kiris

Sekil 4.3 problemin smir sartlarin1 ve datasini géstermektedir. Tablo 4.5 burkulma

yiikleri i¢in boyutsuz p* katsayilarini, Tablo 4.6 ise serbest titresim frekansinin

boyutsuz katsayilari olan o degerlerini icermektedir.

Sekil 4.3 Ankastre Mafsalli Kiriste Sinir Sartlari

[ aF X

LR R

K

w,=0
p

Tablo 4.5 Ankastre Mafsalli Kirisin Burkulma Ytkleri i¢in p* Katsayilari

Mod | myre/8L. | MhurTe/16L. | Tups/8L. | Mwps/16L. | myps/4Qa. | mups/8Qa.
1 14,329 14,143 14,071 14,08 14,091 14,081
2 27,94 27,272 26,9 27,035 27,102 27,048
3 36,78 35,711 34,015 35,29 35,432 35,338
4 42,014 40,781 38,894 40,231 40,086 40,311
5 45,064 43,897 39,946 43,223 41,08 43,254

Tablo 4.6 Ankastre Mafsalli Kiris Serbest Titresim Frekanst icin ™ katsayilar1

Mod 7TGTT/16L- 7TGTT/8Qa. 7TMD5/16L. TTMD3/4Qa. TTMDsllﬁQa.
1 12,22 12,219 12,219 12,228 12,219
2 31,356 31,368 31,356 31,442 31,363
3 53,114 53,239 53,114 53,55 53,209
4 75,87 76,194 75,87 76,692 76,091
5 110,698 110,812 110,698 111,767 110,781

4.2.1.3 Ankastre Ankastre Kiris

Sekil 4.4 problemin smir sartlarini ve datasim1 gostermektedir. Tablo 4.7 burkulma

yiikleri i¢in boyutsuz P katsayilarini, Tablo 4.8 ise serbest titresim frekansinin

boyutsuz katsayilari olan o~ degerlerini icermektedir.
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W, =0 GFk, EI W,=0

-
’
#

Sekil 4.4 Ankastre Ankastre Kiriste Sinir Sartlari

Tablo 4.7 Ankastre Ankastre Kirigin Burkulma Yiikleri i¢in p* Katsayilar

Mod TrHRTB/8L- 7THRTB/16L- 7TMD5/8L. 7TMDS/16L- TTMD3/4Qa. TTMD5/8Qa.

22,912 22,43 22,211 22,265 22,297 22,271
30,564 29,86 29,467 29,603 29,736 29,62
40,347 39,072 37,706 38,554 38,72 38,618

42,631 41,546 39,4 41,005 41,154 41,107
46,406 45,271 43,676 43,462 43,376 44,709

gl wWIN|F

Tablo 4.8 Ankastre Mafsalli Kiris Serbest Titresim Frekanst icin o™ katsayilar

Mod TrGTT/lBL- ﬂGTT/SQa. TrMD3/16L. 7TMDS/4Qa. 7TMDS/16Qa.

15,74 15,741 15,74 15,753 15,741
33,835 33,85 33,835 33,961 33,84

54,758 54,868 54,758 55,2 54,835
76,433 76,753 76,433 77,296 76,651
123,671 | 123,713 123,671 124,843 123,201

O |WIN|F

4.2.2 Winkler Zemininin Bulunmasi1 Hali

Bu baghk altindaki biitiin 6rneklerde k', boyutsuz Winkler zemin parametresi 2

alinmustir.
4.2.2.1.Winkler Zemini Uzerinde Basit Mesnetli Kiris
Sekil 4.5 problemin sinir sartlarini ve datasin1 gostermektedir. Tablo 4.9 burkulma

yiikleri i¢in boyutsuz p katsayilarini, Tablo 4.10 ise serbest titresim frekansinin

boyutsuz katsayilar1 olan o degerlerini icermektedir.
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M,=0
w,=0

M1:0

w;=0 GFk, El

R R —_—
R

Sekil 4.5 Basit Mesnetli Kiriste Sinir Sartlart

Tablo 4.9 Basit Kirisin Burkulma Yiikleri i¢in p* Katsayilar

Mod | Turre/SL. | Murrs/16L. | Muns/8L. | Muns/16L. | Tups/4Qa. | muns/8Qa. YOKOéimam
1 | 27.601 | 27.302 | 27169 | 27201 | 27221 | 27.204 28,01
2 | 27,848 | 2797 | 28014 | 28011 | 28,009 | 28,011 27,26
3 | 3571 | 34902 | 34379 | 34611 | 34,707 | 34,632 34,82
4 | 41362 | 40244 | 39,059 | 39,793 | 39,938 | 39,849 40,16
5 | 44,797 | 43611 | 40,531 | 43,035 | 42,994 | 43,442 43,54

Tablo 4.10 Basit Kiris Serbest Titresim Frekansi i¢in « katsayilari

Mod | TTarr/16L. | Terr/8Qa. | Mups/16L. | Myps/8Qa. Yo‘ig&ma Kesin
1 | 1626 | 1626 | 1626 16.26 16,26 | 16.26
2 | 31435 | 31344 | 31435 | 31444 315 3144
3 | 51,467 | 53219 | 51,467 | 5322 5358 |53,19
4 | 76328 | 76651 | 76,328 | 76651 | 77.81 |7654
5 | 99,791 | 100502 | 99,791 | 100,502 | 100, | 100,2

4.2.2.2 Winkler Zemini Uzerinde Konsol Kiris

Sekil 4.6 problemin sinir sartlarin1 ve datasini gostermektedir. Tablo 4.11 burkulma
yiikleri i¢in boyutsuz P katsayilarini, Tablo 4.12 ise serbest titresim frekansinin

boyutsuz katsayilar1 olan o degerlerini icermektedir.

Ir<
11
o

GFk, EI

i
]
]

Sekil 4.6 Konsol Kiriste Sinir Sartlari
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Tablo 4.11 Konsol Kiris Burkulma Yiikleri i¢in p~ Katsayilari

Mod WHRTB/SL- 7THRTB/16L- 7TMD5/8L. 7TMD5/16L. TTMD3/4Qa. 7TMD5/8Qa. YOkO(ygimal6
1 12,805 12,668 12,542 12,618 12,607 12,622 12,64
2 32,266 31,804 31,559 31,64 31,696 31,649 31,75
3 37,2 36,388 35,752 36,081 36,195 36,109 36,31
4 42,632 41,644 39,792 41,198 41,326 41,266 41,57
5 45,097 44,024 40,501 42,912 43,204 43,573 43,96

Tablo 4.12 Konsol Kiris Serbest Titresim Frekanst icin " katsayilar

Mod | mgri/16L. | merr/8Qa. | mups/16L. | mups/8Qa. Yol;géatjma Kesin
1 14,168 14,168 14,168 14,17 14,17 14,17
2 20,943 20,944 20,943 20,944 20,95 20,94
3 38,92 38,91 38,92 38,91 39,05 38,92
4 59,49 59,663 59,49 59,663 60,15 59,62
5 80,93 81,263 80,93 81,263 82,49 81,14

4.2.2.3 Winkler Zemini Uzerinde Ankastre Mafsalh Kiris

Sekil 4.7 problemin sinir sartlarin1 ve datasini gostermektedir. Tablo 4.13 burkulma
yiikleri i¢in boyutsuz p* katsayilarini, Tablo 4.14 ise serbest titresim frekansinin

boyutsuz katsayilari olan " degerlerini igermektedir.

0,=0 M,=0
W,=0 GFk, EI W,=0
N «p

Jfk’k’&fk’k’k’&fk’k’k’%k’k’ﬂ

Y

Sekil 4.7 Ankastre Mafsall1 Kiriste Sinir Sartlari

Tablo 4.13 Ankastre Mafsalli Kirisin Burkulma Yiikleri igin p* Katsayilari

Mod | myrTe/8L. | MhurTe/16L. | Mups/8L. | Mwps/16L. | myps/4Qa. | myps/8Qa.
1 27,677 27,501 27,419 27,441 27,457 27,443
2 34,133 33,502 33,141 33,283 33,35 33,296
3 39,988 38,927 36,783 38,526 38,651 38,568
4 43,958 42,702 38,018 38,856 41,821 42,242
5 46,376 45,167 40,784 42,156 42,271 44,196
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Tablo 4.14 Ankastre Mafsalli Kiris Serbest Titresim Frekansi icin o katsayilari

Mod | mgri/16L. | mer/8Qa. | mups/16L. | myps/8Qa.
1 18,36 18,36 18,36 18,36
2 34,124 34,135 34,124 34,135
3 54,763 54,884 54,763 54,884
4 77,021 77,34 77,021 77,34
5 110,812 110,929 110,812 110,929

4.2.2.4 Winkler Zeminin Uzerinde Ankastre Ankastre Kiris

Sekil 4.8 problemin sinir sartlarin1 ve datasini gostermektedir. Tablo 4.15 burkulma

yiikleri i¢in boyutsuz p* katsayilarini, Tablo 4.16 ise serbest titresim frekansinin

boyutsuz katsayilari olan\[{ degerlerini icermektedir.

Sekil 4.8 Ankastre Ankastre Kirigte Sinir Sartlari

aaE

Tablo 4.15 Ankastre Ankastre Kirisin Burkulma Yiikleri i¢in p~ Katsayilari

Mod | myre/8L. | MhrTe/16L. | Tups/8L. | Mwps/16L. | myps/4Qa. | mups/8Qa.
1 34,054 33,436 33,092 33,222 33,307 33,235
2 34,799 34,153 33,735 33,916 34,025 33,934
3 43,954 42,614 40,28 42,047 42,162 42,143
4 43,972 42,97 40,485 42,46 42,483 42,562
5 47,353 46,772 44,326 44,94 46,249 46,232

Tablo 4.16 Ankastre Ankastre Kiris Serbest Titresim Frekansi i¢in \[5 katsayilar

Mod | mgri/16L. | merr/8Qa. | mups/16L. | myps/8Qa.
1 20,942 20,943 20,942 20,943
2 36,434 36,446 36,434 36,446
3 56,369 56,475 56,369 56,475
4 77,547 77,861 77,547 77,861
6 123,796 | 124,051 123,796 124,051
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4.3 Dinamik Stabilite Problemi

Bu kisimda yine basit, konsol, ankastre — mafsalli ve ankastre — ankastre baglh
kirisler icin dinamik stabilite problemi ile ilgili gelistirilen fonksiyonelin iirettigi
sonuglar verilecektir. Bu amagla daha 6nceden bahsedilen, eksenel yiikiin statik (o)
ve dinamik () karakterini belirten katsayilar ile eksenel zorlama frekansinin (£2)
serbest titresim frekansina (ws) oranmin etkilesimini gosteren parametrik diizlem
kullanilacaktir. Buna gore parametrik eksen takiminda ordinat g ile verilirken apsis
ise Q /ws oranin1 gosterecektir. Boylece degisik o degerleri igin ¢izilecek parametrik
egriler ile smirlanan alanlar, o a degerleri i¢in durumun instabil oldugu bolgeleri
belirleyecektir. Kirisin Winkler zemini iizerinde olmasinin duruma etkisi yine ayni
diizlem tizerinde gizilecek parametrik egriler ile gosterilecektir. Her durumda instabil

bolgeler egrilerin kapadagi tiggen benzeri alanlardir.

4.3.1 Basit Kiris

Basit kirisin degisik kosullar altinda birinci titresim modu igin ¢izilen instabilite

diyagrami Sekil 4.9°da verilmistir.

1
< A\ p(t)=ap1+PpicosQt
2 %871 - ! p:=8.275 El/I?
£ 6 ws=8.84(EL/pFI*)"
x u=12.5, k=0.85
:>3- 0,4 - ‘\. —_— - (120.5,](*2:0
= I 1 | a=1.0,k ;/=2.0
§ 02 - . a=0.5,k =2.0

0 = T

0 5 10

Frekans Orani Q/wg

Sekil 4.9 Basit Kiriste instabil Bolge Sinirlart
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4.3.2 Konsol Kiris

Konsol kirisin degisik kosullar altinda birinci titresim modu i¢in gizilen instabilite

diyagrami Sekil 4.10’da verilmistir.

1%
2 g \‘\ ,'I | p(l)zapﬁﬂmgoth
=0 SR il p:=2.354 El/I
2 o1 v A ws=3.324(El/pFI*)"?
< o | u=12.5, k=0.85
S04l L i —-—a=0.5k =0
i Vo W ----- a=1.0k ;=2.0
2 02 Vi a=0.5,k*Z:2.0
o \

O .ll r N

0 5 10

Frekans Orani Q/wg

Sekil 4.10 Konsol Kiriste Instabil Bélge Siirlar

4.3.2 Ankastre Mafsalh Kiris

Ankastre Mafsalli kirisin degisik kosullar altinda birinci titresim modu i¢in ¢izilen

instabilite diyagrami Sekil 4.11°de verilmistir.

1
2 08 4 p(t) =ap1+ﬁp1c<2)s!2t
= p,=14.081 EI/I
£ 06- ws=12.219(EI/pFI*)**
< 1=12.5, k=0.85
> 044 e 0=0.5k=2.0
=S T a=1.0,k =40
£ 021 =05,k =4.0

............ a=1.0k,=2.0
0 T
0 5 10

Frekans Orani Q/wsg

Sekil 4.11 Ankastre Mafsalli Kiriste Instabil Bélge Sinirlari
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4.3.2 Ankastre Ankastre Kiris

Ankastre Ankastre kirisin degisik kosullar altinda birinci titresim modu igin ¢izilen

instabilite diyagrami Sekil 4.12°de verilmistir.

1
2 g P()=apytppicost
S p1=22.271El/l
2 6 ws=15.741(El/pFI*)*?
" u=12.5, ks=0.85
£ 04- — -—a=0.5k",=2.0
7= O L N a=1.0,k =4.0
g 02 a=0.5,k*i=4.0
............ a—l.O,k Z_2 0
0

o
[¢)]

10

Frekans Orani Q/wsg
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5 SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calisma kapsaminda karisik sonlu eleman formulasyonu ile neticelenen yedi
serbestlikli yeni bir fonksiyonel iiretilmistir. Fonksiyonel aracilifi ile elde edilen
sonuglarin literatiirle karsilastirinca gayet tatminkar olduklari gozlenmektedir.
Formulasyonun vurgulanabilecek en O©nemli avantaji, deplasman tiirii sonlu
elemanlarda karsilagilan kayma kilitlenmesi sorunun bulunmamasidir. Buna gore
literatiirde [16] bu sorunu gidermek icin gelistirilen ve yiiksek dereceli sekil
fonksiyonlart kullanimin1 gerektiren yontemlere (CIE,FIE) basvurmaya gerek
kalmadan lineer elemanlar kullanarak miikemmele yakin sonuglar elde edilmistir.
Kuadratik elemanlarda da gayet iyi sonuglarin elde edildigi gozlenmistir. Bu
sOylenenler Kisim 4’de Yokoyama [10] tarafindan elde edilen sonuglar ile
karsilastirmalarin bulundugu tablolar incelenerek derhal anlasilabilir. Formulasyonun
vurgulanabilecek bir diger avantaji ise yedi alanin bagimsiz varyasyonunu éngormesi
nedeniyle, eleman siirlarinda, serbestliklerin tiirev stirekliliklerinin bulunmasinin
gerekmemesidir. Bu sekilde Lagrange tipi sekil fonksiyonlar: ile stireksizlige sahip
problem tiplerine miidahele kolaylasmis bulunmaktadir. Formulasyon igin
sOylenebilecek bir diger 6nemli 6zellik ise kiriglerin 6zdeger problemleri ad1 altinda,
uygulamada ¢ok oOnemli olan, burkulma, serbest titresim ve dinamik stabilite
problemlerine genel bir yapida, parametrelerin uygun modifikasyonu ile kolayca ve
baskaca bir formulasyona veya davranis matrisi kurulumuna gerek birakmadan cevap

verebilmesidir.

Konunun miihendislik yonii ile ilgili yorumlar da yapilabilir. Buna gore serbest
titresim probleminde donme ataleti etkisiyle frekanslarda diisiisler gézlenmistir ki bu
atalet artisindan dolayr olup normaldir. Bununla beraber yine kayma
deformasyonlarinin hesaba katilmasi neticesinde de titresim frekanslari kiigilmistiir
¢linkii artan deplasmanlar periyodu biiyiiltmiistiir. Dolayisiyla kalin kirislerde donme

ataleti ve kayma deformasyonlarin1 gbz 6niinde bulundurmakta fayda vardir. Elastik
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zemin etkisi sistemin rijitligini arttirdigindan titresim degerleri de artmistir. Bu da
beklenen bir sonug olarak ortaya ¢ikmaktadir. Burkulma problemine gelince burada
da kayma deformasyonlarnin kritik burkulma yiikiinii diistirmesi ve elastik zemin
etkisinin ise tam tersi olarak sistemin stabilitesini arttirmasit ve dolayisiyla da
burkulma ytiklerini biiylitmesi beklenen sonuglardir. Yine burada da kalin kiriglerin
burkulma yiiklerinin Timoshenko’ya goére hesaplanmasinda emniyet agisindan dnem
oldugunun belirtilmesinde fayda vardir. Dinamik stabilite konusunda ise iiretilen
parametrik diizlem diyagramlarindan goriilebilecegi lizere, elastik zemin etkisi,
sistemin kararliligin1 (stabilitesini) arttirict yonde olarak, karasiz (instabil) davranisa
denk gelen alanlar1 frekans oran1 ekseni boyunca saga kaydirmakta ve
kiigiiltmektedir. Ayrica yine ince kiristen kalin kirise dogru gidildikge, artan dénme
ataleti ve kayma deformasyonlari etkilerinin, instabil alanlar1 biiyliterek frekans
ekseni boyunca sola kaydirmakta olduklar1 dikkat ¢ekmektedir. Yine bir diger
parametre olan statik yiik katsayisi o’nin artiminin, beklendigi iizere, instabil
bolgeleri sola kaydirdigr gozlenmektedir. Bu durum sistemin daima tasidig: yiik olan
statik kisimin artmasi durumunda diisiik frekansli eksenel zorlamalarin tehlikeli

olacag gercegiyle izah edilebilir.

Son olarak, ¢aligmanin agilimi ve ilerisi i¢in, modiiler yapida hangi serbestligin
davraniga nasil katki yaptiginin goriilebildigi davranig matrisinden ve fonksiyonelin
yapisindan probleme iki parametreli zemin ve viskoz soniim etkisinin rahatlikla

eklenebilecegi anlagilmaktadir.
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