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2+1 BOYUTTA KONFORMAL GERILIM-ENERJI TANSORLU BIiR
SKALER ALANIN KUTLE CEKIiMIi iLE ETKILESMESI

OZET

Uc boyutlu uzay-zamanda genel gorelilik, klasik ve kuantum kiitle ¢ekiminin
temellerinin arastirllmasinda popiiler bir model olmaktadir. 2+1 boyutta kiitle
¢ekiminin 3+1 boyutlu kiitle ¢ekim sistemlerini kavramada fiziksel olarak gercekei
olmadigina yaygin olarak inaniliyordu. Bunun nedeni 2+1 boyutta genel gorelilik
newtonyen limite ve yayillma serbestlik derecesine sahip olmamasidir. Bu yiizden
1992 yilinda Banados, Teitelboim and Zanelli (BTZ) 2+1 boyutlu kiitle ¢ekimin bir
kara delik ¢ozlimiine sahip oldugunu gostermeleri ¢ok biiyiik bir siirpriz oldu. BTZ
¢Oziimlerinin Schwarzchild and Kerr ¢ozlimlerinden 6nemli farklar1 vardir. BTZ
¢cozlimleri asimptotik anti-de Sitter uzaymndadir ve egrilik tekilligine sahip degildir.
Schwarzchild and Kerr ¢oziimleri asimptotik diiz uzaydadir ve egrilik tekilligine
sahiptir. BTZ kara delikleri olay ufkuna sahiptir. Eger Donen durumda ise i¢ olay
ufkuna da sahiptir.

Bizim c¢alismamizda, negatif kozmolojik sabite sahip Einstein denklemlerinin
¢Ozliimii olan ii¢ boyutlu kara delik verilen konformal bir skaler alan ile kuple
etmektedir. Bizim amacimiz termodinamik nicelikleri hesaplamaktir. Bu nicelikler
entropi, sicaklik ve emisyon oramidir. Entropi bulunmadan 6nce metrik Einstein
denklemleri ¢oziilmek zorundadir. Keski-Vakkuri, Kraus ve Wilczek tarafindan
bulunan KKW y6ntemi entropi, sicaklik ve emisyon oranini1 bulmak i¢in kullanilir.
Bu yontemde metrik zamandan bagimsizdir.

Vil



THE INTERACTION OF A SCALAR FIELD HAVING A CONFORMAL
STRESS-ENERGY TENSOR WITH GRAVITY IN 2+1 DIMENSIONS

SUMMARY

General relativity in three space-time dimensions has become an increasingly popular
model in which to explore the foundations of classical and quantum gravity. It has
been widely believed that (2+1)-dimensional gravity is physically unrealistic to give
much insight into real gravitating systems in 3+1 dimensions. In particular, general
relativity in 2+1 dimensions has no Newtonian limit and propagating degrees of
freedom. It therefore came as considerable surprise when Banados, Teitelboim, and
Zanelli (BTZ) showed in 1992 that (2+1)-dimensional gravity has a black hole
solution. The BTZ differs from the Schwarzchild and Kerr solutions in some
important respects:it is asymptoticaly anti-de Sitter rather than asymptoticaly flat, and
has no curvature singularity at the horizon. Moreover, it has an event horizon and in
the rotating case, an inner horizon.

In our study, a three dimensional black hole solution of Einstein equation with
negative cosmological constant coupled to conformal scalar field is given. It is our
aim to find thermodynamically quantities, e.g., entropy, temprature, and emission
rate. Before entropy is found, metric has to be calculated by solving Einstein
equation. KKW methodology which is found by Keski-Vakkuri, Kraus and Wilczek
is used for calculating entropy and temprature. In this methodology, scalar field and
metric are independent of time.

viii



1. GIRIS

(2+1) boyutlu uzay-zamanda Einstein kiitle ¢ekimi (3+1) boyutlu uzay-zamandaki
genel kovaryant teorilerde ortaya c¢ikan bir¢ok kavramsal sorulari incelemekte olan
bir modeldir. Bu sorulardan birkag tanesi kuantum kiitle ¢ekimi ve kara delik fizigi
ile ilgilidir. Banados, Teitelboim, and Zanelli (BTZ) (2+1) boyutlu uzay-zamanda
negatif kozmolojik sabite sahip Einstein kiitle ¢ekiminin anti-de Sitter (AdS)
uzayindaki ¢oziimiiniin bir kara delik ¢oziimii [1] oldugunu gosterdikten sonra 2+1
boyuttaki kara delikler ile ilgili ¢aligmalar miimkiin olmustur. Bu calismalarin daha
once yapilmamasinin baslica nedeni;(2+1) boyutlu uzay-zamanda genel goreliligin
newtonyen limite ve yayillma serbestlik derecesine sahip olmamasidir. Ciinki
kuantum teorisinde d uzay —-zaman boyutu olmak iizere gravitonun serbestlik
derecesinin (d-3) ile hesaplanir. Bu yiizden gravitonun serbestlik derecesi sifirdir.
Kozmolojik sabitin durumuna gore uzayimiz degismektedir. Kozmolojik sabitimiz
pozitif ise uzayimiz de Sitter, negatif ise AdS(d) uzayidir. Burada d uzay-zaman

boyutudur. Kozmolojik yaricap AdS(d) uzayinin yarigapi (L) cinsinden yazabiliriz.

A= (L1)
BTZ kara deliklerinin vakum, donme ve yiiklii durumda olanlar1 vardir. Ayrica kara
deligin olusturdugu kiitle ¢cekimin herhangi bir alanla etkilesmesi gibi bir durumda
vardir. BTZ kara delikleri her bir durum i¢in ayr1 ayr1 incelendigi gibi iki veya daha
fazla durum i¢in beraber de incelenir. Her durumda Einstein alan denklemleri
degismektedir. Dolayisiyla elde edecegimiz c¢oziimlerde degisecektir. Einstein
denklemlerinin ¢oziilmesinden elde edilecek bagintilardan biri metriktir. Metrigin
bulunmasi ile kara delik hakkinda bir ¢ok bilgi edinebiliriz. Kara delige yaklasan
veya uzaklagsan bir cismin izleyecegi yolu belirleyebiliriz. Ayrica Keski-Vakkuri,
Kraus ve Wilczek (KKW) [2,3,4,5] tarafindan bulunan metodu kullanarak kara

deligin temel termodinamik nicelikleri olan entropisi, sicakligi bulunur. Genel olarak



BTZ kara deligin metrigi onun kiitlesini, agisal momentumunu ve yiikiinii igeren bir

bagint1 ile tanimlanir.

Ikinci boéliimde Einstein denklemlerinin genel olarak nasil elde edilecegi ve (2+1)
uzay-zaman boyutunda Einstein alan denklemlerinin vakum durumunda ve kiitle
¢ekimin konformal bir skaler alan ile etkilesmesi durumundaki ¢6ziimlerini
bulacagiz. Dordiincii boliimde ise bu ¢oziimler ve iiglincii béliimde bulunan diger
BTZ cinsi ¢oziimlerin temel termodinamik nicelikleri KKW yontemi kullanarak

hesaplanacaktir.



2. EINSTEIN ALAN DENKLEMLERI

2.1. Einstein Denklemleri ve Vakum Durumundaki Coziimii

Genel olarak Einstein denklemlerinin nasil tanimlanacagi EK A da verilmistir. (2+1)
uzay-zaman boyutunda, Einstein denklemlerinin negatif kozmolojik sabitine (A>0)

sahip iken bulunacak ve vakum durumundaki ¢6zlimii incelenecektir.

Metrik bagintimiz,

ds2 = —v(r) dt? +w(r) dr?+r2de? (2.1.1)
seklinde yazilir.

Metrik bagintimizdan yararlanarak Einstein denklemleri,

oY (2.1.2)
2rw

T2 _ AL v’ (2.1.3)
? 2rw’

TS = —(AAW +w Vi rvy W —2vw V) (2.1.4)

4viw
olarak bulunur.

(2.1.2), (2.1.3) ve (2.1.4) de bulunan Einstein denklemleri vakum durumunda

¢oziiliirken gerilim-enerji tansoriiniin bilesenleri sifir alinir.

T =0 (2.1.5)

I

(2.1.2) denklemi (2.1.5) bagintisindan yararlanarak ¢oziliir.



-1
w(r) = (A r2 - cl) (2.1.6)
(2.1.6) de bulunan deger (2.1.3) ve (2.1.4) de yerine yazalim.
2Arv+(c1—r2)v':0 (2.1.7)
AAVZ £ (—cl+rPAWZ —2v( AV +(—cl+r2AN) =0 (2.1.8)
(2.1.7) denklemi ¢oziiliirse,
vi) =Ar’—cl (2.1.9)

olarak bulunur.

(2.1.9) bulunan v(r) de (2.1.8) denklemini de saglamaktadir.(2.1.6) ve (2.1.9) da

bulunan v(r) ve w(r) yi (2.1.1) bagintisinda yerine yazarsak,

2 (2.1.10)

ds? = —(Ar? —c) dt?+(Ar?—c)) tdr2+r?do?

olarak bulunur.

2.2. Skaler Alanin Kiitle Cekimi ile Etkilesmesi Durumundaki Coziimii

Kiitlesiz zamandan bagimsiz skaler alan ile kiitle ¢ekiminin etkilesmesini iceren

konformal gerilim-enerji tansoriinii tanimlayalim.

1 T
T,uv = (1_2§)ay®(r) a1/®(r) +{2§ _E]gﬂvgﬂ al®(r) aTG)(r) -

2 14
2£000(0,,00 -T1, 0,0(0) +;§ 9,,003"700) ., - (2.2.1)

e

Burada y uzay-zaman boyutu olmak {izere,
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N

s
I
A
<
1
=

04V 00, ,, = %(aﬂmg #5.00)

seklinde tanimlanir.
2+1 uzay-zaman boyutunda ¢alisildig1 icin y=3 alinacaktir.
Metrik tansorii,

v(r) 0 0
1

\
I oi
0 0 r2J

—~

|(_
Oy =|
L

seklinde tanimlanir.
Einstein denklemleri,

Va1 ke? -2kre0’)-rlas A+ ko)

skv(-3re?+e(@ +re”)=0

Viea 1k0? -2kr00)-rls A +ko2 )+

skv(-6re?+e(e’ -2r0")=0

6r(4A+kv ®'2 —2v”)+ k@z(v'—rv”)—
2ko(rv'e +vl-20'+re"))=o0

olarak bulunur.

(2.2.5), (2.2.6) ve (2.2.7) denklemlerinden yaralanarak,

2v'+r(—6A+v”):O

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)

(2.2.8)



elde edilir.

(2.2.8) denklemi ¢oziiliirse,

2 b
vi) =Ar- ——+a
r

a ve b sabit olmak tizere ifadesi elde edilir.

v(r) yi (2.2.5), (2.2.6) ve (2.2.7) denklemlerinde kullanilirsa,

3bk®2—12(—2b+kr2(—b+ar+r3A)®'2)+

r

2kr®((—3b+2ar)®'+2r(-b+ar+r3A>® ):0

3bk ©2 +24(b+krz(—b+ar+r3A)®'2)+

2k r@((—3b+2ar)@'—4r(—b+ar+r3A)®”):0
~3bko’ -slabskr(brarsria)o?)s
2kr®((3b—2a re’ + r(—b+ar+r3A)®”): 0
olarak bulunur.

(2.2.10) ve (2.2.11) denklemleri birbirinden ¢ikarilirsa,

(b-r@+A)302-00")=0
denklemi elde edilir.

(2.2.13) denklemi ¢oziiliirse A ve B sabit olmak iizere,

A
®(r):1/
r+B

olarak bulunur.

(2.2.14) esitligi (2.2.10), (2.2.11) ve (2.2.12) denklemlerinde kullanilirsa,

(2.2.9)

(2.2.10)

(2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13)

(2.2.14)



24bB2+3A°bBk+48bBr+6A°bkr+24br>—2aA’kr?
denklemi bulunur.

(2.2.15) denklemi i¢indeki r nin kuvvetlerinin katsayilar1 sifir olmalidir.

24bB%2+3A°bBk=0

48bB+6A%bk=0

24b-2aA%k=0

(2.2.16), (2.2.17) ve (2.2.18) denklemleri ¢oziiliirse,

olarak bulunur.

Egri uzaydaki Klein-Gordon denklemi,

g“"eM.,, +éOMR=0

seklinde tanimlanmaktadir.

Bulunan nicelikler (2.2.21) denkleminde yerine yazilirsa,

a+3B%A =0
denklemi bulunur.

(2.2.22) denklemi ¢oziiliirse,

=0

(2.2.15)

(2.2.16)

(2.2.17)

(2.2.18)

(2.2.19)

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)



o _aB2A (2.2.23)

olarak bulunur.

Metrik ve skaler alan,

-1
dszz_[(r—zs)(s +r)2A]dt2+[(r—2B)(B +r)2A] L2, 2gp?  (2224)
r r

o = B (2.2.25)
7z(r + B)

seklinde bulunur.

Gerilim-enerji tansoriiniin sifirdan farkli bilesenleri,

1__BA (2.2.26)
1 3
.
3
c2__B'A (2.2.27)
2 3
;
3
3 _2BA (2.2.28)
3 3

olarak bulunur.

Gerilim-enerji tansoriiniin izinin sifir oldugu ve tansoriin bilesenleri arasindaki

bagint1 kolayca goriilmektedir.
TL+TS+T2 =0 (2.2.29)

0 (2.2.30)



Buraya kadar kiitlesiz skaler alanin ve metrigin zamandan bagimsiz oldugu durumu
inceledik. Skaler alan ve metrik zamana bagli oldugu durumda kiitlesiz skaler alan ile
kiitle ¢ekimin etkilesmesini inceleyelim. Oncelikle metrik bagintisini ve Gerilim-

Enerji tansoriinli tanimlayalim,

ds? = —v(r, hw(t) 2 dt? +2w(t) drdt +r2do? (2.2.31)
Tuv =(1-2&)o,00.90,0( t)+(2§—agwgﬂfai®(r, ) 0,0 t) -
2
2£0(.9(0,,00,0 T/, 0,0(1) +;§ 0,00, 08" 00, -  (2.2.32)
§®(r,t)2[RW —ng(l_%y_‘ln
y

(2.2.31) ve (2.2.32) bagintilarindan yararlanarak Einstein denklemlerini ve Klein-

Gordon denklemini bulalim.

8k(-3r&0 +0 (-&F+r &) +w(-v'(@s +kO?-2kr00)+ (2.2.33)

r(192 A +k®2v")—4kv (-3re2+o (&+re”)) =0

sk(-3r&e +0 (-&+r &) +w(-v'(24 +k0? -2kre0)+ (2.2.34)

r(192 A+k@2v")—4kv (6r0?+0(E-2r0")) =0

8k(3r§‘®'+®(5‘—ré"))+w(6 rd6 A +kv 0 —2v')+ (2.2.35)

ko2 -rv')-2kO(rve +v(-202+re") =0

skrowd-skrw(-36% +&F+0&-w? (B +ko?+

(2.2.36)

2kree)-2krevé&e +o &Ev -2v&)) =0
_3@'2 +00" =0 (2237)
6&Fr32r& +woe@yv +rv')+8(rv e +v© +re’)) =0 (2.2.38)



(2.2.33) denklemi ile (2.2.34) denklemi toplanir ve ¢ikan sonug ile (2.2.35)

denkleminin iki kat1 ile toplanirsa,

2drA-2v —-rv' =0 (2'2'39)
denklemi elde edilir.
(2.2.37) ve (2.2.39) denklemleri ¢oziiliirse,
v = ar2a -2 L (2.2.40)
r
o= |20 (2.2.41)
r + B(t)

sonuclar1 elde edilir.

(2.2.40) ve (2.2.41) de bulunan degerler (2.2.33), (2.2.34), (2.2.35) ve (2.2.38)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa,
2kr?a Aw -3b (8(r +B)2 +k A2 r+B) W—4kr2(B,§I’—A é‘):o (2.2.42)

AaA(-2B)W+4B(r+B) A+ A-3bw+12rAB2w+sr-apdh-o (2243

denklemleri edilir.

(2.2.42) ve (2.2.43) denklemlerinde A, B ve w yalnizca zamana bagl olduklarindan

radyal koordinatin kuvvetlerinin katsayilar1 sifir olmalidir.

2kaAw —24bw - 4kB A+ akAE=0 (2.2.44)
6kAbw +48bBw =0 (2.2.45)
3kAbBw+24bB%w =0 (2.2.46)

10



aAw +12 AAB%w +4BAK+8A =0 (2.2.47)

3Abw +2aABw-4B2 K+aABK=0 (2.2.48)
(2.2.45) denkleminden A ile B arasindaki iliski bulunur.
A =280 (2.2.49)
k
(2.2.49) bagintis1 kullanilarak (2.2.44) ve(2.2.47) denklemleri ¢oziiliirse,
b(t) = —%a(t) B(1) (2.2.50)
W) = - — 2 0 (2.2.51)
at) +12 A B(Y) 2
bagintilar1 elde edilir.
(2.2.49), (2.2.50) ve (2.2.51) bagmtilarini (2.2.36) denkleminde kullanilirsa,
768 B2 (2B &+aB) =0 (2.2.52)
elde edilir.
(2.2.49) denklemi ¢oziiliirse,
B() = a(t) °cl (2.2.53)
olarak elde edilir.
(2.2.53) denklemi (2.2.51) denkleminde kullanilirsa,
wiy = 24c1& (2.2.54)

1+12c1%Aa’

olarak bulunur.

11



(2.2.54) denkleminde w(t)=1 alinirsa (2.2.54) denklemi,

24 c1&i12c12Aad+1=0 (2.2.55)

seklinde olur.

Bulunan degerler (2.2.31) ve (2.2.41) bagintilarinda yerlerine konulursa metrik ve

skaler alan,
3
ds 2 :—[4r2A—2a(;)—Cl+ at) }dt2+2drdt +r2do? (2.2.56)
r
2
o t) = _ A ted (2.2.57)
7 @ +a(t) 2cl)

olarak bulunur.

(2.2.55) diferansiyel denklemi analitik yontemlerle ¢oziilemediginden dolayr niimerik

yontemlerle 3.2. de ¢oziilecektir.

12



3. BTZ KARADELIKLERI

3.1. Yiiklii ve Donen BTZ Kara Deligi

Bu kisimda Q yiikiine ve J acisal momentumuna sahip bir BTZ kara deligi
incelenecektir.Metrik bagintisi,

ds2 = vt 2+ ——dr % + r2(d0 + Nt )? (3.1.1)
v(r)
seklinde verilmektedir.
Gerilim-enerji tansorti,
THV:Z(FMF&—%QNFXPF”) 3.1.2)
seklinde tanimlanmaktadir.
(3.1.2) denkleminde,
Foy=0,A, ~0,A, (3.1.3)
[0 Br) O]
Fou=|-BO 0 0 (3.1.4)
| o 0 0]
seklinde tanimlanmaktadir.
Maxwell bagintisi,
vV, F*" =0 (3.1.5)

13



seklinde tanimlanmaktadir.

Einstein denklemleri,
aAT+akrB?-rPN?-2v' —2r2N(3N'+rN")=0

AAT+4krB?2-r3N?-2v' =0

r

AA-4kB2+3rN2+2rN(3N'+rN")-2v =0
(3N"+rN") N2 +v)+ N(-akrBZ+2r3N"2 v —rv”)=0

3N'+rN"=0
olarak bulunur.

(3.1.10) numarali denklem ¢oziiliirse,

J
N(r) :—2+J1
2r

olarak bulunur.
J; = 0 olarak alinir.[9]

(3.1.11) bagintis1 Einstein denklemlerinde yerlestirilirse,

2

——3+4Ar+4kr82—2v':0
r

3] ) .
—4+4A—4kB -2v =0

272 ’ "
—3—4krB +v —-rv =0
r

14

(3.1.6))

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)



olarak bulunur.

(3.1.5) bagmntisindan,

B+rB =0 (3.1.15)
2 2
r r
(3.1.15) denklemi ¢oziiliirse,
B(r) _Q (3.1.17)
r

olarak bulunur.

(3.1.17) bagmtist  (3.1.12), (3.1.13), (3.1.14) ve (3.1.16) denklemlerinde

yerlestirilirse,

—J—3+4Ar+4kQ —2v'=0 (3.118)
r r
332 4k Q2 y
2 oi4n- —2v'=0 (3.1.19)
r4 r2

2 2

2L 2Ke vy (3.1.20)
r r

JQ=0 (3.1.21)

denklemleri elde edilir.

(3.1.18) denklemi ¢oziiliirse,

2
v(r) =J—2+Ar2—Cl+2kQ2Log r (3.1.22)
4r

15



olarak bulunur.

(3.1.21) denkleminin saglanmasi i¢in J ve/veya Q sifira esit olmalidir.[6],[7],[8].

J=0 ve C; =M +2kQ?Log r, olarak alirsa yalnizca yiiklii durumdaki ¢oziim

bulunur.

Metrik bagintisi,

ds

olarak bulunur.

(3.1.24) bagintisindaki metrigin tekil oldu noktalari,

1

2 2 r
Ar®—M+2kQ"Log —

I,

denklemini ¢ozerek bulabiliriz.

(3.1.25) denklemi ¢oziiliirse BTZ kara deligin olay utku bulunur.

Gerilim-enerji tansortii,

seklinde bulunur.

M
r, = T
,[-1 0

N

po r2|
o o0

16

-1
J dr2 + rzde2

o O

N —— |

[EEN

r
v(r) =Ar2—M+2kQ2Log —

2 2 r
Ar°—M+2kQ“Log —
r

2 2 r
Ar"—M+2kQ°Log —=0

Iy

+

(3.1.23)

(3.1.24)

(3.1.25)

(3.1.26)

(3.1.27)



Q=0ve C, = M olarak alinirsa yalnizca dénen durumdaki ¢6zliim bulunur.

M (3.1.28)

Metrik bagntisi,

2

J

d82 Z—[—z-i-/\rz—MJdtz-i-
4r

(3.1.29)
32 -1 ] 2
S sAriowM dr2+r2(d6+—dt)
4 r2 2 r2
olarak bulunur.
(3.1.29) bagintisindaki metrigin tekil oldu noktalari,
)’ 2 3.1.30
+Ar"-M=0 (3.1.30)

4r 2
denklemini ¢ozerek bulabiliriz.

(3.1.30) denklemi ¢oziiliirse BTZ kara deligin dis olay ufku ve i¢ olay ufku bulunur.

s M+UYMZ-43%A (3.1.31)

r =
2A

+

2 2

5 M—-VM"-4J°A (3.1.32)
2 A

J=0, Q=0 veC,; = M olarak alinirsa yalnizca vakum durumundaki ¢6ziim bulunur.

W) = AT - M (3.1.33)

(3.1.33) bagintisindan metrik bagintis1 yeniden yazilabilir.
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ds =—(Ar2—M)dt2+(A rZ—M)ilderrrzde2 (3.1.34)

(3.1.34) bagintisindaki metrigin tekil oldu noktalari,

Ar2-M =0 (3.1.35)
denklemini ¢ozerek bulabiliriz.
(3.1.35) denklemi ¢oziiliirse BTZ kara deligin olay ufku bulunur.
oM (3.1.36)
! A

3.2. Skaler Alan ile Etkilesen BTZ Kara Deligi

Zamandan bagimsiz metrik ve skaler alan (2.2.24) ve (2.2.25) bagmtilarinda

bulunmustu. Metrigin tekil oldugu yerleri,

(r—2B) +B)2A =0 (3.2.1)
denklemi ¢ozerek bulabiliriz.
(3.2.1) denklemi ¢oziiliirse fiziksel olarak gecerli olan olay ufku,
r, =28 (3.2.2)
olarak bulunur.
(2.2.23) bagintisinda a=-M olarak segilirse,
5. | M (3.2.3)

3A
olarak bulunur.

Zamana bagli oldu durumda metrik ve skaler alan (2.2.56) ve (2.2.57)

denklemlerinde bulunmustu. (2.2.54) diferansiyel denklemi niimerik yontemlerle

18



coziilecektir. Baslangic kosullarini (3.2.3) ve (3.2.53) bagintilarindan yararlanarak

bulunabiliriz.
a0) = -M (3.2.4)
BO) = .| (3.2.5)
3A
- |1 (3.2.6)
am3a

Bu baslangi¢ kosullar altinda (2.2.54) diferansiyel denklemi niimerik yontemlerle

¢oziiliir. Cozlimlerden elde edilen grafik ise,

a(t)
-6.5 |
-7
-7.5
,8 -
_8.5 -
. t
200 400 600 800
Sekil 3.2.1. M=10, A=0.01

seklinde olur.

Zaman belli bir degerden biiylik oldugu durumda,

M
at) = — (3.2.7)

34

olmaktadir.
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Skaler alanin zamandan bagimsiz oldugu bolgedeki ¢oziimii,

(3.2.8)

1
o t) =
9 \/ﬁ(%\/SMAr+1)

olmaktadir.
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4. BTZ KARADELIKLERININ TERMODINAMIGi

4.1. Kara Delik Termodinamigi ve KKW Metodu

Kara delik fizigi ile termodinamik arasinda bir ¢ok benzerlik vardir. En belirgin
ozellik;kara deligin olay ufkunu alaninin davranisi ile entropisi arasindadir. iki
nicelik geri doniisii olmaksizin artmaktadir. Kara deligin entropisi, disarida bulunan
bir gbzlemcinin goéremeyecegi i¢ bolge hakkinda bilgi verir. Kara deligin entropisi
alanm1 ile dogru orantilidir. Kara deligin entropisinin fiziksel igerigi ikinci yasanin
genellestirilmesi ile elde edilmistir. Tki kara delik birlestigi zaman toplam entropi

birlesmeden 6nceki toplam entropiden biiytiiktiir.

Kara deliklerin entopisini hesaplamakta kullanilan yontemler arasinda en sik
kullanilan olan1 KKW yontemidir. Bu yontem Keski-Vakkuri, Kraus ve Wilczek
tarafindan bulunmustur. Bu yontem metrigimizde bulunan tekilligi bir koordinat
doniistimii ile kaldirmaktadir. Bu koordinat doniistimii 80 yi1l once Painleve
tarafindan bulunmustur. Bulunduktan sonra fazla kullanilmadigi i¢in unutulmustur.

Kara delik kuantum mekanigi kesfedildikten sonra yeniden kullanilmistir.

Simetrik metrik,

ds? = —FMdt % + F() “dr? + r2de’ (4.1.1)

seklinde tanimlanir.

Metrik tizerinde,

VIZ-FO (4.1.2)

JFO) dt = JF@) dr- -

seklinde bir koordinat doniistimii yapilirsa metrik ifadesi,

21



ds? = —F(d t2 + dr? + 2/1— F(r) drd © + r2do (4.1.3)

seklinde olur.

Bu doniisiim sayesinde metrikte bulunan tekillik ortadan kalmistir. Ayrica bu
doniisiimiin sayesinde kara deligin Hawking 1s1mas1 adi verilen bir olay sonucunda

yayimladigi kiitlesiz parcaciklarin izleyecegi yolun belirlenebilmesidir.

Hawking 1s1imasi1; bosluk dalgalanmalari sonucunda olusan pargacik-antipargacik
ciftleri birlesip yok olmadan dnce parcaciklardan bir tanesinin kara delik tarafindan
yutulmasi ve diger pargacigin bosluga gitmesidir. Pargacigin kara delik tarafindan
yutulmasi i¢in kara deligin sicakliginin Hawking sicakliginda olmasi ve parcacik-anti
pargacik ciftlerinin olay ufkunun hemen yaninda olmasi gerekir. Bosluga dogru bir
parcacik yayimlandigi icin gozlemci kara delik tarafindan pargacik yayimlamis gibi
goriiyor. Bu yiizden kara olma 6zelligini yitiriyor ve gri olarak nitelendiriliyor. Bu
1s1n1m enerjisini kara delikten aliyor. Dolayisiyla kara delik gittik¢e kiigiiliiyor. Kara

deligin kiitlesi azaldik¢a yaptig1 1sinimda o dlgiide artryor.

Kara delikten o enerjisiyle ayrilan pargaciklarin izledigi yolu bulurken,

ds = 0 (4.1.4)
do = 0 (4.1.5)
olarak alinir.
(4.1.4) ve (4.1.5) i (4.1.3) denkleminde kullanirsak,
—FMd 12 +dr2+241-F()drdt =0 (4.1.6)
olarak bulunur.
(4.1.6) denklemini,
&€ 12 1-F1) &-F1) =0 (4.1.7)

olarak yazabiliriz.
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(4.1.7) denklemi ¢oziiliirse,

= ul- 41— F() (4.1.8)

olarak bulunur.

(+) isareti giden parcaciklarin izledigi yolun denklemi iken (—) isareti gelen
pargaciklarin izledigi yolun denklemi olmaktadir. Giden pargaciklar ile ilgilenildigi
icin (+) isaretli denklemi kullanilacaktir. » enerjisiyle yayimlanan pargacik enerjisini
kara delikten almaktadir.Bu ylizden kara deligin kiitlesi M den (M -o) Yya

diisecektir.

(4.1.8) denklemi,

& M -0) =1-J1- F(r, M — o) (4.1.9)

seklinde yazabiliriz.

Eylemin sanal kismu ile kara deligin entropisindeki degisim arasinda,

ImS = ASgn (4.1.10)

seklinde bir bagint1 vardir.

Entropideki degisim, emisyondan sonraki entropi ile dnceki entropinin farkidir.

ASgH=SBH(M — ©) — SBH (M) (4.1.11)

Parcaciklar i¢in tiinelleme olasiligi,

I'=exp( ASgH) = exp( _%) (4.1.12)

olarak tanimlanir.

r. dis olay ufku olmak iizere eylemin sanal kismi
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rrM-o) o
Im S = j
r, (M)

de'dr
_ dedr (4.1.13)
{ &M, M — o)

olarak tanimlanir.

4.2. Vakum Durumunda Termodinamik Niceliklerin Bulunmasi

Vakum durumunda bulunan kara deligin BTZ ¢oziimleri (3.1.34) ve (3.1.36)

bagmtilarinda bulunmustu.

FO) = Ar2—M (4.2.1)
(4.2.1) bagmtisini (4.1.9) bagintisinda kullanirsak,
fg(r,M—m)zl—\/l—Ar2+(M—m) (4.2.2)
olarak bulunur.
(4.2.2) bagintis1 (4.1.13) bagintisinda kullanilirsa ,
r+ (M —(1)) (O] ’
ms= [ | do dr (4.2.3)

. M) 01—\/1—Ar2 +(M -0

olarak bulunur.
Olay ufku (3.1.36) bagintisinda verilmistir.

(4.2.3) bagintisinda bulunan entegrali kontur entegrali ile ¢oziilebiliriz. Entegral yari
o diizlemi lizerinden alinir. Bu entegral ¢oziiliirse,

Im s = 27{\/E_ M- ] (4.2.4)
A A

olarak bulunur.

(4.1.10), (4.1.11) ve (4.2.4) bagmtilarindan yararlanarak kara deligin entropisi
bulunur.
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SBH: 47I\/E (425)
A

Tinelleme olasiligi (4.1.12) bagintisindan

AEEE) e

olarak bulunur.

BTZ kara deligin sicakligi (4.1.12) bagintisindan,

e \/E_ M-o N (4.2.7)
471:[ A A

olarak bulunur.

(4.2.7) bagintis1 » =0 civarinda seriye ac¢ilirsa ve ilk terim alinirsa Hawking sicakligi

ile ayn1 olan bir ifade elde edilir.

. M A (4.2.8)

Bulunan bu ifadeleri aym1 zamanda kara delik fizigi ile termodinamik arasindaki

iliskiden yararlanarak da bulabiliriz.

dM = Tds (4.2.9)
(4.2.5) bagintisindan,

dM =2 Ar,dr, (4.2.10)

olarak bulunur.

Eylemin varyasyonu sonucunda olay ufkunda bir tekillik olmamasi i¢in [6],

F'),o, =4nT (4.2.11)
olmas gerekir.
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(4.2.11) bagintisindan sicaklik,

olarak bulunur.

(4.2.10) ve (4.2.12) bagintilar1 (4.2.9) bagintisinda kullanilirsa,
Ar
2Ar dr, = ——dS,
2n

olarak bulunur.

(4.2.13) denkleminden kara deligin entropisini bulabiliriz.

Sgy =4nmr,

4.3. Donme Durumunda Termodinamik Niceliklerin Bulunmasi

(4.2.12)

(4.2.13)

(4.2.14)

Donen durumunda bulunan bir kara deligin BTZ ¢o6ziimii (3.1.29) bagintisiyla

bulunmustu. Bu bagintidan,

F(r) :Arz—M+—2

olarak bulunur.

(4.2.9) bagintisinda ki ifadeyi,

dM =T dS g, + A@) dJ

seklinde yazabiliriz.

(3.1.31) bagintisindan,

olarak bulunur.

26

(4.3.1)

(4.3.2)

(4.3.3)



(4.3.2) ile (4.3.3) bagintilar1 karsilagtirilirsa,
] 2
TdS,, =2 [A ro— —3] dr, (4.3.4)

olarak bulunur.

(4.2.11) bagintisindan yararlanarak,
T AN - (4.3.5)

olarak bulunur.

(4.3.5) bagintis1 (4.3.4) bagintisinda yerlestirilirse kara deligin entropisi bulunur.

Sgy =4nr, (4.3.6)

(4.3.6) bagintisini,

- :4n\/M+\/M2—4AJ2 (4.3.7)

2A

seklinde yazabiliriz.

Tiinelleme olasilig1 (4.1.12) bagmtisindan,
I=exp(Sgy M —0) —Sg, (M)) (4.3.8)

olarak bulunur.

BTZ kara deligin diizeltilmis sicakligi (4.1.12) bagmtisindan,

T=- ® (4.3.9)
Sguy (M —w) -Sg, (M)

olarak bulunur.

(4.3.9) bagintist »=0 civarinda seriye agilirsa ve ilk terimi alinirsa (4.3.5)

bagintisinda bulunan Hawking sicakligi,
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olarak elde edilir.

(4.3.10) bagintisini,

seklinde yazabiliriz.

4.4. Yiklii Durumda Termodinamik Niceliklerin Bulunmasi

(4.3.10)

(4.3.11)

Yiikli durumunda bulunan bir kara deligin BTZ ¢6ziimii (3.1.24) bagintisiyla

bulunmustu. Bu bagintidan,

F) = Ar?—M-20Q2Log —

r+
olarak bulunur.

(4.2.9) bagitisinda ki ifadeyi,

dM =T dSg, +B@Q) dQ

seklinde yazabiliriz.

(3.2.26) bagintisindan,

dM =2 A r, dr,

olarak bulunur.

(4.4.2) ile (4.4.3) bagintilar karsilasgtirilirsa,

TdSgy =2Ar,dr,

28

(4.4.1)

(4.4.2)

(4.4.3)

(4.4.4)



olarak bulunur.

(4.2.11) bagintisindan yararlanarak,

LA (4.4.5)

olarak bulunur.

(4.4.5) bagintis1 (4.4.4) bagintisinda yerlestirilirse kara deligin entropisi bulunur.

Sy, dnr (4.4.6)

+

(4.4.6) bagintisini,

M
S, = dn /7 (4.4.7)

seklinde yazabiliriz.

Tiinelleme olasilig1 (4.1.12) bagintisindan,

o)

olarak bulunur.

BTZ kara deligin diizeltilmis sicakligi (4.1.12) bagintisindan,

T:&[\/E_ /'V'—w}_l (4.4.9)
dn A A

olarak bulunur.

(4.4.9) bagintis1 » =0 civarinda seriye acilirsa ve ilk terim alinirsa Hawking sicakligi

ile ayni1 olan bir ifade elde edilir.

VM A (4.4.10)
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4.5, Skaler Alan Olmasi Durumunda Termodinamik Niceliklerin Bulunmasi

Zamandan bagimsiz olan bir skaler alan ile etkilesen bir kara deligin ¢6ziimii (2.2.24)

ve (3.2.3) bagintilarinda bulunmustu. Bu bagintilardan,

2 Im® (4.5.1)

F() = Ar? - - M
3V3A T
olarak bulunur.
(3.2.2) ve (3.2.3) bagintilarindan,
3r.A 45.2
dM = dr, (45.2)
2
olarak bulunur.
(4.2.11) bagintisindan,
. 3nA (4.5.3)
167
olarak bulunur.
(4.2.9) bagintisindan,
LAy A (4.5.4)
2 16w
olarak bulunur.
(4.5.4) denkleminden,
8n
SBH = — r+ (455)
3
olarak elde edilir.
(4.5.5) bagmtisin,
16w
Sen = ——/M (4.5.6)
HAEWEDN
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seklinde yazabiliriz.

Tinelleme olasiligi (4.1.12) bagintisindan,

F:exp£ 0% (M- -IM )] (45.7)

3V3A

olarak bulunur.

BTZ kara deligin diizeltilmis sicakligi (4.1.12) bagintisindan,

T(w)z%(m—\/M—m)l (4.5.8)
T

olarak bulunur.

(4.5.8) bagmtist1 » =0 civarinda seriye agilirsa ve ilk terimi alinirsa (4.5.3) bagintist
ile ayn1 olan Hawking sicakligi,

T, - 3 V3MA (4.5.9)

olarak elde edilir.

31



2. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada genel olarak bilinen BTZ kara delik cesitlerini inceledik. Bu kara delik
cesitlerinden birisi donen kara delik digeri yiikli olan kara deliktir. Kara delik hem
yiiklii hem de donme durumunda olamaz. Yiiklii kara deligin entropisi ile vakum

durumundaki kara deligin entropisi, sicakligi ve emisyon orani aynidir.

Diger bir kara delik ¢esidi skaler alan ile etkilesen kara deliktir. Zamana bagl olan
skaler alan ile ilgili kara delik ¢6ziimiinde kara deligin kiitlesinin degisimi ilging bir
sonuctur. Belli bir zamandan sonra kara deligin kiitlesi zamana bagli olmamaktadir.
Ama kiitlenin son degeri ilk degerinden daha azdir. Kara deligin kiitlesi onun toplam
enerjisine esittir. Kara deligin kiitlesi azaldigina gore enerjide azalmak zorundadir.
Enerji korunumu olduguna gore azalan bu enerji nereye gitmektedir?Bu sorunun
cevabr belli bir zaman araliinda yayimlanan kiitlesiz ama enerji tasiyan bir tiir

pargacik olabilir mi?

Kara deligin entropisi ile kiitlesi arasindaki iliski bu c¢aligmada defalarca
vurgulanmigtir. KKW yontemi ile bulunan entropi ile kara delik fizigi ile
termodinamik arasindaki iligkiden yararlanilarak bulunan entropi aynidir. Yalniz
KKW yontemi bize kara deligin sicakligiin Hawking 1s1mmasi neticesinde
yayimlanan pargaciklarin enerjisine bagli oldugunu gostermistir. Bu sicakliga
diizeltilmis sicaklik demistik. Bu sicaklik seriye agilirsa ve ilk terimi alinirsa
Hawking sicakligi bulunur. Hawking sicakligmi eylemin varyasyonu neticesinde

bulunan (4.2.11) bagintis1 yardimiyla hesaplamistik.
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EKA

EINSTEIN ALAN DENKLEMLERININ ELDE EDIiLMESI

Oncelikle Einstein tansoriinii tanimlayalim.

1
Guvz HV——g“vR (A-l)
2
Ricci tansort,
A A T A T A
va:avrpv_akrpv+rpkrtv_ruvrrv (A2)
sekindedir.
Ricci egrilik skaleri,
_ qhT A.3
R=g Rru ( )

seklindedir.

Christoffel sembolii,

Fﬁvfg“(apgtwavgm ~0.0,.) (A.4)
olarak tanimlanir.
Negatif kozmolojik sabite sahip Einstein alan denklemleri,
G,y +0,,A=KT,, (A.5)
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