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OZET

Cok degigkenli fonksiyonlarin iglenmesinin getirdigi zorluklardan
kurtulmanin bir yolu, fonksiyonu daha az degigken iceren birtakim fonksiyonlar
cinsinden ifade edip, gercek fonksiyon yerine bu pargalanmig fonksiyon yapilar
ile ilgilenmektir. Bu sekildeki bir parcalama islemi, ¢ok sayida degisken ile
ugragmak yerine, bu kez daha az sayida degigsken iceren fakat cok sayida
fonksiyon ile ugragmamizi gerektirir. Bu iglem ilk bakigta esas fonksiyon ile
ugragmaktan daha giderli goriinse de, fonksiyon icin gercek deger elde etmekten
cok yaklagik degerler iizerinde duracagimizdan, ilgilenmemiz gereken fonksiyon
sayisini da istedigimiz duyarhlik dogrultusunda sinirh tutabiliriz.

Bu caligmada, dogrusal bir Lie operatoriinii argiiman olarak igeren c¢ok
degigkenli iistel evrim operatoriiniin bilineer fonksiyona etkisiyle elde edilen bir
iistel matrisi, yapisinda bulunan matrisi parcalara ayirarak incelecegiz. Burada,
yukarida bahsettigimiz ¢ok degigkenli fonksiyon matrisi, degigskenler de matrisin
elemanlarini temsil etmektedir. Caligmada iizerinde durulacak olan &zel bir
parcalara ayirma iglemi ile, matrisi elemanlar1 cinsinden parcalara ayirip, elde
ettigimiz yeni matris yapilan ile ilgilenecegiz. Ustel matris hesabi icin bu
yontemle yeni bir ¢oziim gelistirip, ¢cozlimiin dogrulugu 6zel matrisler araciligiyla
gosterilecek ve genel yapidaki matrisler icin de matrisin boyutu biiyiidiikge
biiyiik kuvvet iceren terimleri sifira giden bir serisel acilim seklinde ¢oziim elde
edilecektir.

Yapilan ¢aligma, kurami elde edilmis bir yontemi c¢esitli matris yapilarina
uygulayip, sonuclar1 karsilagtirmaktan cok, yeni bir yontemin kuramini elde

etmeye ve bu kuramin dogrulugunu kanitlamaya yoneliktir.
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SUMMARY

One way to get rid of the difficulties arising when dealing with multivariate
functions is to represent the original function in terms of some other functions
which contain fewer variables. This transformation process enables us to work
with more than one functions containing fewer variables instead of the single
original function. At first glance, this process may seem computationaly a little
bit more expensive, but since we will be dealing with approximation rather than
exact solution for the function, the number of functions to be created can be
adjusted for the desired accuracy.

In this work, we investigate High Dimensional Model Representation
(HDMR) of exponential matrix by resolving it into rather simple partitions.
This is done via an indirect approach where a multivariate exponential evolution
operator which contains a linear Lie operator as an argument is applied on a
bilinear function. Here, the multivariate functions characterize the matrix while
the variables represent the elements of the matrix. A special separation process
that will be the focus of this study is used to resolve the matrix into components
and we will deal with these components. We develop a new method for the
calculation of exponential matrix. The approach is tested with the help of special
matrices and a series expansion whose high power terms approach to zero as the
dimension of the matrices increases is introduced for general matrices.

In this study, the presented new approach is aimed to verify that the theory
behind the approach works without any remarkable conceptual difficulty rather
than applying a verified approach to various matrix structures and comparing

the results.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Caligmanin Amaci

Bu c¢aligmada son yillarda bircok uygulama alani bulmug olan ve
Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim, YBMG, (High Dimensional Model
Representation, HDMR) olarak adlandirilan bir yoOntemin iistel matris
belirlemede kullanimi i¢in bir yontem ve ona bagimli bir belirleme yordami
geligtirmeye caligilmaktadir. Caligma yontembilim niteliklidir. Amacin salt
yontem geligtirme olmasi nedeniyle, bu ¢aligma kuramsal tabanh bir igeriktedir.
Analitik incelemeler ve tasarimlarla, gelistirilen yontemin yetenekleri kestirilmeye
caligilmakta ve bu kestirimlere bakarak etkinlegtirme olanaklar: aragtirilmaktadir.
Ama bu caligmay: izleyebilecek bagka caligmalarla yontemi yiiksek bagarimli
hesaplama alanina ¢cekmek kugkusuz miimkiindiir.

Burada once iistel matris belirleme ile ilgili anlatimlara yer verilmekte, daha
sonra ise YBMG ile ilgili bir girig yapilmaktadir. Girisi izleyen boliimlerde iistel
matris belirleme i¢cin YBMG kullanimi ve bu yoldan olugturulan yaklagtirimlar
verilmektedir. Yaklagtirimlar en ¢ok birinci basamaga kadar verilmektedir.
Ancak bulgular daha yiiksek basamaklara cikildiginda neyle karsilagilacaginin
ongoriimlerini vermeye yeterlidir. Bu arada, Cok Degistirgenli Saptirim Agilimi
ile ilgili bir boliim de ayrilmakta ve daha sonra bu acihimla YBMG agiliminin

kuramsal kargilagtirimi verilmektedir.

1.2 Ustel Matris Belirleme Yordamlari

Dogal bilim dallarinin ¢ogunda ve miihendislikteki modellemeler sonucu
ortaya ¢ikan azimsanmayacak sayida matematiksel sorunlar degismez katsayili,
tirevli dogrusal denklem dizgeleri icerirler. Bunlarin genel yapisi agagidaki
bigimde verilebilir [1].

x(t) = Ax(t) (1.1)

Burada A, bilinen, gercel veya karmagik say1 degerli, n x n bir matrisi, x(t)

ise, elde etmeye caligtigimiz ve agagidaki baglangi¢ kosulunu saglayan ¢oziim



vektoriinii gostermektedir.
x(0) = %o (1.2)

Atx, ile verilir. Burada,

Yukaridaki tiirevli denklem dizgesinin ¢oziimii, x(t) = e
I birim matrisi gostermek iizere, e agagida verilen ve t'nin tiim sonlu degerleri

icin yakinsak olan kuvvet serisiyle tanimlanir.
272

At _
e =1+tA + o1

4+ (1.3)

et'nin hesaplanmasi icin yaklagtirim kurami ve matris kuraminin sonuclarindan

cok sayida yontem iiretilebilir. Yontemlerin bazilar1 6zel belirleme yordamlar:
(algorithms) olarak onerilmektedir. Bazilar ise pek o kadar da yararh olmayan
kigiliklendirmelere (characterization) dayandirilmigtir.

Farklh belirleme yordamlar1 arasinda en etkin olanini bulmak i¢in 6nem
sirasina gore, genellik, giivenilirlik, kararhlik, dogruluk, verim, bellek gerekliligi,
kullanim kolayligi ve yalinlik gibi verilmig nitelikler iizerinde durmak gerekir. Bu
nitelikler taban alindiginda, bilinen hi¢bir belirleme yordami biitiiniiyle doyurucu
degildir, ama baz1 yontemler, 6zelliklerinin ¢coklugu agisindan digerlerinden daha
iyidir.

Genellik, yontemin genig bir matris siifi icin kullanilabilir olmasidir.
(")rnegin, yalnizca ayrik oOzdegerleri olan matrisler i¢in caligan bir yontem,
kullanigh sayilmaz.

Giivenilirlik, kararlilik ve dogruluk kavramlarini tanimlarken, sorunun
dogasindaki duyarhlik ile ¢oziimde kullanilacak belirleme yordaminin yanilg:
ozelliklerini birbirinden ayirmak 6nem kazanir. (")rnegin, tekillige yatkin bir
matrisin tersini alma iglemi, dogasinda duyarlhiliga O6nem veren bir iglemdir.
Sonlu duyarhilikta aritmetikle caligan hicbir belirleme yordami biiyiik yanilgilar
olugturmadan bu ters alma iglemini gerceklegtiremez.

Belirleme yordami, c¢ok biiyiik yanilgilar iiretirken bir takim uyarn
duyurumlar1 (message) veriyorsa giivenilirdir. Ornegin, pivotlama olmadan
yapilan Gauss Yokedimi (elimination) giivenilir olmayan bir belirleme yordamidur.
Biiyiik carpanlar tarafindan olugsan yuvarlatma yanilgilar1 sonugta cok biiyiik
yanilgilar olusturabilir ve bu durumla ilgili hi¢bir uyar1 duyurumunda bulunmaz.

Belirleme yordami, saptirimlar (perturbations) sonucu sorunun dogasinda
varolan yanilgibirikiminden daha cogunu iiretmiyorsa kararhdir. Pargali veya
tam pivotlamayla yapilan Gauss Yokedimi kararh degildir. Matris elemanlarinin
yokedim sirasinda buyumesi ve sonucta olusan yuvarlatma yanilgilarinin asil
verilerle kargilagtirildiginda biiytuk olma olasiligi vardir.

Belirleme yordaminin dogrulugu, sonlu serinin kesilmesiyle veya

yinelemenin sonlandirilmasiyla olugan yanilgiyla ilgilidir. Ornegin denklem



dizgesini ¢ozmede kullanilan yinelemeli yontemin dogrulugu, yineleme sayisi
degigtirilerek denetim altina alinabilir.

Verim, belirli bir sorunu ¢ozerken gereken bilgisayar zamam ile olgiiliir.
Sikca bilinen yontemlerden daha ¢ok zaman gerektiren bir yontem, verimsiz
sayilabilir.

Simdi, eA’y1 hesaplamak icin bugiine kadar iiretilmis cesitli yontemler

tizerinde duralim.

1.2.1 Serisel Yontemler

Serisel ~olarak  nitelendirdigimiz  yontemler,  O6lgekleyici  (scalar)
fonksiyon e’’nin benimsenegelen (standard) yaklagtirim tekniginin matrislere
uygulamasidir. Bu yontemlerde, matrisin boyutu ve 6zdegerleri dogrudan bir

etkinlik iistlenmez.

Yontem-1: Taylor Serisi
Tanim:
A2
=I+A+ o + - (1.4)
Verimliligi bir an i¢in gozardi edersek, yeni bir terim eklendiginde bilgisayarda
kilerlenen sayilar degismemeye baglayana kadar toplama iglemine devam ederek,

serinin toplamini elde edebiliriz. Eger,

Th(A) =) — (1.5)

tamimi yapilirsa, ve fI[T(A)], Tx(A)’y1 kayar noktal aritmetikle elde ederken
belirlenen kayar noktali sayilarin olugturdugu matris oldugu oOngoriiliirse, bu
durumda k, fl[Ti(A)] = fl[Ti;1(A)] olacak sekilde elde edilir ve e? icin Tj(A)
yaklagtinnm olarak alnir. Burada, seriyi nerede kestigimiz ve kullandigimiz
aritmetik 6nem kazanir. fl simgesi, belirli basamakta alt sinir koyma anlamina

gelmektedir.

Yontem-2: Padé Yaklastirim:

e® matrisi i¢in (p,q) Padé Yaklagtirmi, agagidaki sekilde tanimlanir.

qu(A) = [qu(A)]_leq(A) (1-6)

Burada D,, ve N, matrisleri agagidaki gsekilde tanimlanmigtir.

p
p+q—JW

“ (p+a)li!(p — J)!

AJ (1.7)

Jj=



N (pt+q—9)¢ i
Z (p+a)jl(q—J)! (A (1.8)

Jj=
D,,/nun tekil olmamasi, p ve ¢nun yeterince biiyiikk olmasi veya A’nin

ozdegerlerinin eksi olmasi durumunda giivenilirlenir.

Yuvarlatma yanilgilari, Padé Yaklagimim giivenilir olmaktan ¢ikarir.

Padé Yaklagtirimi, ||A||'nin gok biiyiik olmadig durumlarda kullamilir. Bu
durumda kosegen yaklagtiranlar (p = ¢), kogegen disi yaklagtiranlara (p # q)

yeglenir.

Yontem-3: élgekleme ve Kareleme

Taylor ve Padé Yaklagtirimlarindaki yuvarlatma yanilgilarinin zorluklar:
ve hesaplama maliyeti, ¢||A|| veya A matrisinin 6zdegerlerinin yayilmas: arttik¢a
artar. Butiin bu ozellikler, iistel fonksiyon i¢in temel bir 6zellik yazilarak denetim

altina alinabilir.
eh = (e%) (1.9)

Buradaki diigiince, m’yi 2’nin bir kuvveti olarak secmeye dayanir, oyle ki em
giivenilir ve verimli bir gekilde hesaplansin. m/’nin, HT%” < 1 olmak fizere,
2’nin kiigiik bir kuvveti olarak alinmasi yaygin olarak bagvurulan bir eylemdir.
Boyle bir secimle e%, Taylor ve Padé Yaklagtirimlari’'ndan daha doyurucu olarak

hesaplanir.

Yontem-4: Chebyshev Oransal Yaklastirima

Cqq(), dereceleri ¢ olan iki ¢okterimlinin orani olsun. Farkli ¢ degerleri igin
g nun katsayilarl, mazo<y<oo [Cqq(®) —€7®| degerini enkiiciik yapacak sekilde
bulunabilir. Eger A, Hermite tiirii matris ise ve Ozdegerleri eksi gercel eksen
iizerindeyse bu yapr A matrisine uygulanabilir. Eger A matrisi Hermite tiirii
degilse, c,(A)nin e®’y1 ne kadar iyi yaklagtirdiginm belirlemek zordur. Eger
A’nin eksi gergel eksen iizerinde A diye bir 6zdegeri varsa, ¢y, € igin zayif bir

yaklagtirim olabilir. Bu durumda,
[le? — cq(A)]| > e} — cqq(N)] (1.10)

oldugu siirece c,y(A) da e igin zayif bir yaklagtirim olabilir.

1.2.2 Siradan Turevli Denklem Yontemleri

etA ve etAxg, siradan tiirevli denklemlerin céziimleri olduklarindan sayisal

integrasyona dayanan yontemler iiretmek, dogal bir egilimdir. e*A’y1 hesaplamak
icin kullanilan, tek adim, ¢ok adim ve kapali cok adim bagintilarina dayandirilan
yontemlerin hepsi ¢ok kolaydir ve basit bir programcilik gerektirir. Fakat kotii

taraflar1 bilgisayar zamanini ¢ok tiiketmeleridir.
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Siradan tiirevli denklem belirleme yordamlar:1 agagidaki dizgeyi degisik ¢

degerleri i¢in ¢cozmeyi amaglamaktadir.
x = f(x,1), x(0) = xy (1.11)

f(x,t) = Ax secimiyle, e*A’min k. siitunu birim matrisin k. siitununa x, koyarak
elde edilen vektorii baglangic degeri olarak kullanmak yoluyla belirlenir. Tiim
yontemler, 0 = tp,¢; - -+ ,t; = t degerlerinin bir sirasin1 ve degismez veya degisken

adim arahig, h; = t;,1 — t;’yi igerirler ve x(¢;)’ye yaklagtirim olan x;’yi iiretirler.

Yontem-5: Genel, Svradan Tirevli Denklem Cézuctler:

Cogu bilgisayar kitapliklari, baglangic degerli siradan tiirevli denklemleri
¢ozmek icin bir takim program parcaciklar igerirler. Cok az sayida kitaplik
e!A’y1 hesaplayacak program parcasi icerir. Eger bilgisayar kitaphigimdaki tiirevli
denklem céziiciiler kolay kullanilabilecek durumdaysa, e*2’y1 hesaplamak icin en
kolay yol, bu program parcasimi cagirmaktir. Eger tiirevli denklem ¢6zen alt
program, sorunumuzun dogrusal ve degismez katsayili olma yapisindan dolay1 bir
kolaylik saglamiyorsa, bu yontem ¢ok pahalhdir.

Yontem-6: Tek Adim Swradan Tirevli Denklem Coziicileri
Degismez adim aralikli, dordinci basamak Taylor ve Runge Kutta
yontemleri, tiirevli denklem ¢ozmede kullanilan klasik tekniklerdir.  Ozel

denklemimiz i¢in bu yontemler agagidaki bicimde incelenebilir.

h4
Xjy1 = <I+hA++EA4> X; :T4(hA)Xj (112)
1 1 1 1
Xj+1 = Xj + —k1 + _k2 + —k3 + —k4 (113)

6 3 3 6
Burada,

k1 = hAXj, k2 = hA (Xj + %kl), k3 = hA (Xj + %kg), k4 = hA (Xj + k3)
seklindedir. Adim araligisabit olduk¢a T4(hA) matrisi bir kez hesaplanir, x;,’de
x; kullanilarak tek bir matris vektor ¢carpimindan elde edilir.

Ozel bir t, ornegin t = 1 i¢in ve h = % alarak x(t)’yi diiglinelim.
x(1) = x(mh) ~ x,,, = [T4(hA)]"x, (1.14)

Bu yontem ile oOlcekleme, kareleme yontemi arasinda yakin bir iligki vardir.
Olgeklenmis matris hA ile temsil edilmekte, onun iisteli ise T, (hA) ile
yaklagtirilmaktadir. Bu yontem, benzer yuvarlatma yanilgilar1 6zellikleri tasir.
Buradan da anlagilacag: gibi degismez adim aralikli Runge Kutta yonteminin
sagladig1 6nemli bir yarar yoktur.

Degigken adim araligi kullanilmak istense bu kez, adim araliginin ne

olmasi gerektigi sorusu onem kazanir. Bunun i¢in basit bir belirleme yordami

5



degisken adimli Taylor yontemine dayandirilabilir. Bu yontemde, x;.; i¢in iki
yaklagtirim degeri alinir ve bunlarin fark: adim araligi olarak secilir. Eger ¢, yerel

yanilgikatlanilabilirligi (tolerance) olarak segilirse, x;11 ve X}, asagidaki sekilde

tanimlanir.
Xjt1 = T5(th)X] (115)
X;+1 = T4(]'LJA)X] (116)
h;’yi belirlemenin bir yolu,
1%+ = X541 |] = elx]] (1.17)

oldugunu onermektir. Bu arada onemli olan nokta, yaklagtirim hesabi igin
besinci, denetim i¢in dordiincii basamak bagintilarinin kullanilmakta olmasidir.

Yukaridaki esitliklerden yararlanilarak,

. hjA’
Xjt+1 — Xj+1 = ]5—!}{]' (118)
ve
dle |5
b= x| (119)
T LAY

elde edilir.

Yontem-7: Cok Advm Sivradan Tiurevli Denklem (Cézictleri

Dogrusal, degismez katsayili problemler igin &zellegtirilmis Adams
formiilleri 6lcekleme ve kareleme yontemine karsilik gelmezler, ¢iinkii verilen bir
zamanda elde edilen yaklagik ¢6ziim onceki zamanlarda elde edilmig yaklagik
¢oziimler tiirinden tamimlanir. Algoritma, baglangic vektoriiniin secimine,

basamagin ve adimaraliginin belirlenmesine baghdir.

1.2.3 Cokterimlisel Yontemler

A’nin kigiliksel ¢okterimlisi (characteristic polynomial), asagidaki gibi

tanimlanabilir.
n—1
c(z) =det(z1— A) = 2" — chzk (1.20)
k=0
Cayley-Hamilton teoremine gore, ¢(A) = 0’dir. Yani,
A" =cl+ciA+--+c, A (1.21)
seklinde yazlabilir. Buradan, A’nin her kuvvetinin I, A,---, A""! terimleri

tiriinden yazilabilecegi soylenebilir.
n—1
AF =" B Al (1.22)
j=0

6



etAnin matematiksel anlatimi, A ve t tiiriinden bir ¢okterimli olarak verilebilir.

eh = ZtkAk = 0 k! [Z ﬁka ]

Z [Zk oﬁky }
=700 i(t) A (1.23)

Yontem-8: Cayley-Hamilton
Kisiliksel ¢okterimli biliniyorsa, a;(t) = >0, ﬁkj’;c—k! analitik fonksiyonunu
tamimlayan f;; katsayilar1 agagidaki sekilde genellestirilebilir.

Okj, k<mn
¢, k=n
coBre-1n-1, (k>mn,j=0)
¢iBr—1,n-1 + Br-1,j-1, (k>n,j>0)

Brj = (1.24)

Buradaki zorluk, Bi; icin elde edilen oOzyineli bagntilarin yuvarlatma
yanilgiyigmaya (round-off error accumulation) egilimli olmasidir. Diger bir
zorluk da kigiliksel ¢okterimlinin biliniyor olmasinin gerekliligidir. Eger A’nin
ozdegerleri, Aq,---,\, biliniyorsa, kisiliksel ¢okterimli, c¢(z) = [[_,(z — A\;)
seklinde hesaplanabilir. Ozdegerler dogru hesaplansa bile ¢;nin uygun sonug
verip vermeyecegi belirgin degildir. Buradan anlagilabilecegi iizere, A’nin
yinelenen kuvvetlerine ve ¢; icin cesitli bakigik (symmetric) fonksiyonlarmn
olugturdugu bagintilara dayanan yontemler, yuvarlatma yanilgisinin olugmasi ve
uygulama ederyiiksekligi (high expense) agisindan kararli degildir.

Bu yontem, e"Anmn I, A, --- | A" ! matrisleri tiiriinden olusturulabilecegini
soyler. Eger (Ag,---,A, 1), aym alt uzaya taban olan farkli bir matris kiimesi

ise, asagidaki sekilde §;(t) analitik fonksiyonlar1 olusturulabilir.

et =" Bi(t)A; (1.25)

Bu bagmtinin uygunlugu, A, ve §;'nin ne kadar kolay genellestirilebilecegine

baglidir. Eger A’nin 6zdegerleri biliniyorsa, agagidaki ii¢ yontemden sozedilebilir.

Yontem-9: Lagrange fnterpolasyonu

n—1 n
(A — X\I)
= E I I 1.2
. L (A — M) (1.26)
7=0 k=1
k#j

-~



Yontem-10: Newton fnterpolasyonu

j—1
A = e’\ltI+Z A A A = AT (1.27)
k=1
[A1,- -+, A;] Ozyineli olarak a§agldak1 sekilde tanimlanir.
(e/\1t _ e)\2t)
A, A = ———= 1.28
[ 15 2] ()\1 _ )\2) ( )
) VRS VA N 5 VR |
A, Aet] = G e U TARET 1 S (1.29)
M — e
Yontem-11: Vandermonde Matrisi Yontem:
9. yontemde Onerilen,
(A =\
1.
1:[ ) (1.30)
k#j

matrislerinin hesaplanmasi icin farkli yontemler vardir. Bunlardan bir tanesi

Vandermonde matrisini kullanir.

11 -1
A:I ’\:2 A" (1.31)
)\?._1 )\g.—l )\Z.—l
Eger vjx, V™"in (4, k). eleman ise,
A= zn:vjkA’“—l (1.32)
ve .
A _ Ze*ﬂAj (1.33)
j=1

yazilabilir. 9., 10. ve 11. yontemler, kiiciik n se¢imi diginda ederyiiksekliligi

getiren, O(n*) mertebesinde iglem igerirler.

Yontem-12: Ters Laplace Dontisimi

Eger £ [etA], iistel matrisin ters Laplace doniigiimii ise,

L[] =(sI-A)"" (1.34)
yazilabilir.
. nol o gn—k-1
(sI—A)" = g e A (1.35)



Burada, c(s) = det (sI — A) = " — Y 7_scxst ve k= 1,--- ,n igin:

—1z (Ak—lA)

L s Ak = Ak_lA - Cn_kI, AO =1 (136)

Cn—k =

Bu &zyineli iligkiler e*4’y1 iiretmek icin kullanilirsa,

tA — L [sm
et = L~
>

|a. o

gn—k-1

c(s)
elde edilebilir. Genel yapidaki matrisler icin iglem sayisi, O(n?) diizeyindedir

elde edilir. Ters Laplace doniigiimii, E‘l[ ] t’'nin kuvvet serisi olarak

ve yuvarlatma yanilgilarinin belirleme yordami iizerinde onemsenmesi gereken

etkileri vardair.

Yontem-13: Eslesik Matris Yontems
Burada, tanimi agagida verilen C matrisi (eslesik matris, companion

matrix) icin e€’yi hesaplama yontemi iizerinde durulacaktar.

0

(1.38)

[Co €1 C2 +* Cp-1

Eslesik matris agagidaki ozelliklere sahiptir.

1. C, seyrek matristir.

2. C’nin kisiliksel gokterimlisi, ¢(z) = 2" — 37", cx2"'dur.

3. Eger V, C’nin 6zdegerlerinden olugan Vandermonde matrisi ise V- 1CV
Jordan formundadir.

4. Eger A, indirgeyici (derogatory) matris degilse, ya Eglesik matrise ya da
Eslegik matrislerin dogrudan toplamina (direct sum) benzerdir.

C, seyrek matris oldugundan kiiciik kuvvetleri n*’den daha az islem
gerektirir. Eger C’nin kigiliksel ¢okterimlisi biliniyorsa, cg'nin 0zyineli
bagintilarini iceren yontemler kullanilabilir.

Eger A = YCY ! yapisinda ise,

e =YeCY ! (1.39)

yazilabilir. Buradan, 4. o0zellik genel yapidaki bir matrisin iistelini bulmada
yol gosterir. Eger, birinci basamaktan tiirevli denklem dizgesi olarak yazilmig,
n. basamaktan orijinal tek bir tiirevli denklem varsa, olugan matris Eglesik
formdadar.



H, alt Hessenberg yapisinda (h;; = 0,5 > 4 + 1) bir matris olmak iizere, A

matrisi agagidaki sekilde tanimlansin.

A=QHQ', Q'Q=I (1.40)
Buradan,
e® = Qe QT (1.41)

yazilabilir. fi, e®'nin k. siitununu temsil etsin. Asagidaki esitlik, He®! = eHH

esitligindeki k. siitunlar egitlemek yoluyla, kolayca yazilabilir.

Hfy = 2”: hixfi, k>2 (1.42)

i=k—1

Siiperkogegen iizerindeki hy_; , elemanlarimin higbiri sifir olmadig: ve f,, bilindigi

siirece diger fr’lar agagidaki gekilde belirlenir.

1 n
feo1 = Hf, — hi fi 1.43
k—1 hk—l,k k 22:; ikJ e ( )
Benzer 6zyineli islemler, e©’yi hesaplamak icin de énerilebilir.

Belirleme yordamini, herhangi bir hj_, ;, elemaninin sifir olmasi durumunda
diizeltmenin yollar1 vardir. Sorun, hj_;;'nin ¢ok kiiciik fakat gozard: edilemez

olmasi1 durumunda ortaya cikmaktadir. Bu durumda, hk—llk carpani iceren

yuvarlatma yanilgilar1, e®’yi tam olarak hesaplamaya engel olacak sekilde ortaya
cikarlar.

Ozet olarak, A’y1 Eslesik veya Hessenberg matrisine doniistiirerek, eA’y1
hesaplamak cok ilgi ¢ekici bir yontem degildir. Fakat bagka matris ¢arpanlarina

ayirma, yontemleri kullanilarak e doyurucu bir sekilde elde edilebilir.

1.2.4 Matris Ayriklagtirma Yontemleri

Matris ayriklagtirmasina dayanan yontemler, biiyiik matrisler ve e‘4’nin
yinelenen degerlendirmesini igeren problemler icin verimli yontemlerdir. Eger
A simetrikse biitiin bu yontemler son derece basit ve verimli duruma doniigiir.
Tiim matris ayriklagtirmalar: asagidaki formda bir basitlestirme doniigiimiine

dayanirlar.
A=SBS! (1.44)

Daha onceden de sozii edildigi gibi,
' = SeBg! (1.45)

Buradaki mantik, e’®'nin kolay hesaplanacag1 bir S matrisi bulmaktir. Zorluk ise

S’nin tekile yakin bir matris olma olasiligidir ki bu da cond(S)’nin biiyiik olmasi
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demektir. Burada, cond(S), S matrisinin kosul sayisidir (condition number) ve
cond(S) = ||S||||ST}| esitligiyle verilir.

Yontem-14: Ozvektorler
Basit bir yaklastirim olarak S, kolonlar1 A’'nin 6zvektorlerinden olusan bir

matris olarak segilebilir (S = V)

V = [vq|--|va] (1.46)
ve
A'Vj :)\jVj, ] = 1, ,n (147)
Bu n tane denklem,
AV =VD (1.48)

seklinde yazlabilir. Burada, D = diag(\1,- -, A,)'dir. Olgekleyenin iistelini

bulmak ic¢in uygun bir yontem varsa, D’nin de iisteli egsiz olarak hesaplanabilir.
e'® = diag (eM', -, ") (1.49)

Eger V tekil degilse,
e = VePV~! (1.50)

yazilabilir. x = Ax tiirevli denkleminin ¢oziimii ve eglik eden baslangi¢ kosulu,

ayn ozvektor yaklagtirnmiyla agagidaki sekilde ifade edilebilir.

X(O) = Zajvj (151)

ve n
x(t) =) ajedty; (1.52)
j=1

aj’'ler Vo = x(0) tiirevli denklem kiimesinin ¢oziilmesiyle elde edilir.

Bu yéntemin zorlugu kath (confluent) 6zdeger icermemesinin gerekliligidir.
Yontem simetrik matrislerde iyi caligir. Ciinkii simetrik matrislerin 6zvektorleri,
katli ozdegerlerde kendiliginden dik olarak olugsmasalar da birbirlerine dik
secilebilir. Bagka bir zorluk da A’nin dogrusal bagimsiz 6zvektorlerden olugan
tam bir kiimesinin olmamasi durumunda ortaya cikar.

Eksiklikli (defective) bir matrisin kath 6zdegerleri olacag: kesindir ama katlh
ozdegerleri olan her matris eksiklikli olmak zorunda degildir. Uygulamada zorluk,
A matrisinin neredeyse eksiklikli (nearly defective) oldugu durumda ortaya cikar.
Eger A bu tiir bir matris ise cond(V) cok biiyiik olur (sonsuz). Ozdegerleri
hesaplamadan kaynaklanan en kiiciikk bir yamlgi, sonugta cond(V) tarafindan
cok biiyiitiiliir. Ozel olarak cond(V) biiyiikse, €' hesab1 sayisal dogruluktan

uzaklagir.

11



9. yontemle verilen Lagrange Interpolasyonu ile Gzdegerleri kullanma

arasinda iligki vardair. OZdegerler ayriksa ozvektor yaklagtirimi,
= Vdiag (e Z eNtvjy, T (1.53)

seklindedir. Burada, y;, V" "in j. satindr.

(A= NI
NA; k 1.54
Z P ()\ — k) (1-34)
k#J
(A = NI
A= H ) (1.55)
oy

A icin verilen iki esitlikte, karsilik gelen matrisler esitlenirse,
Aj=vjy;" (1.56)
elde edilir.

Yontem-15: Ozvektérlerin Uggensel Sistemlers

Geleneksel 6zvektor yaklagtirnmindaki verim ve giivenilirligi iyilestirmenin
bir yolu, 6zvektorleri QR ayrigtirmasimi kullanarak belirlemektir. A matrisi
simetrik olmasa bile 0zdegerleri gercel olabilir. Boyle oldugu diigiiniiliirse, Q

donme matrisi, T licgensel matris olmak iizere
Q'AQ=T (1.57)

yazilabilir. Q! = Q7 ise istenen ozdegerler, T’nin kogegeni iizerinde olusur. D
kogegen matris olmak iizere,

TR = RD (1.58)

yazilabilir ve A’nin 6zvektorleri V = QR carpimindan elde edilir. Burada R iist
ii¢ggenseldir.

Q, R matrisleri ile ilgilenmenin iki 6nemli yarari vardir. Birincisi,
V’nin tersini bulmak veya V'yi iceren dizgeleri ¢ozmek icin gereken zaman
gereksinimini azaltir. Fakat bu zaman, tiim zamanin ufak bir parcasi ise
verimdeki diizeltme iglemi ¢ok da onemli degildir. Bagka bir onemli getiri ise,
cond(V) = cond(R) olmasi ve cond(R) i¢in yapilan degerlendirmenin giivenilir
ve verimli olmasidir. cond(R), ¢6ziim bulunduktan sonra sonugtaki yanilgilar:
saptayabilmemizi sagliyorsa, belirleme yordami giivenilirdir.

Eger A’nin 0zdegerleri gercel degilse, R matrisi ii¢ggensel olmaktan ¢ikar
fakat kogegeninde, her sanal eglenik i¢in 2 x 2’lik bloklar barindirir. Bu tiir

matrislere yariiicgensel matris denir.
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Yontem-16: Jordan Kanonik Formu
Eksiklikli ~(defective) dizgeler Jordan Kanonik Form’una (JKF)

bagvurularak coziilebilir. Eger,
A=PJ;o---aJ,)P" (1.59)

A’nin JKF’u ise
A =Pl g @ P! (1.60)

yazilabilir. Jordan bloklarinin iisteli kapali formda yazilabilir. (")rnegin eger,

A1 0 0
0 X 1 0
Ji= 0 0 x 1 (1.61)
0 0 0 N\
ise s
t
1t 5 3
01 ¢t &
elli = ehit 2 (1.62)
00 1 ¢
0 0 0 1
seklindedir. Zorluk, JKF'unun kayar nokta aritmetigi kullanilarak
hesaplanamamasindan kaynaklanir. Tek bir yuvarlatma yanilgis1 cesitli

ozdegerlerin yapisin1 degistirebilir ki bu da J ve P’nin tam yapisinda degisim
yaratabilir. Bu baglamda, diger bir sorun da cond(P)’ye agik bir bagimhihgn

olmamasidir.

Yontem-17: Schur Ayriklastirmas:

A matrisinin 6zdegerleri gercelse, Schur Ayriklagtirmasi,
A =QTQT (1.63)

seklinde verilir. Burada, Q ortogonal, T de iicgensel matristir. Eger A’nin
ozdegerleri gercel degilse, T'nin kosegeni iizerinde olugan ikili bloklar1 hesaba
katmak veya Q ve T’yi sanal yapmak ve Q”’yi Q* ile degistirmek gereklidir.
Schur Ayrigtirmas,
e = Qe!TQ” (1.64)

seklinde yazilabilir.
Buradaki en ince nokta, T iicgensel veya yariiicgensel oldugunda e'T’nin

hesaplanmasidir. Burada, A’nin 6zdegerlerine gereksinim yoktur.

Eger T, kosegeninde A;,---,\, olan iist iicgensel matris ise eT’nin

A1t Ant

de kosegeninde e ... e olan iistiiggensel bir matris olacagini gormek
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zor degildir. Buradaki zorluk, neredeyse cakigan ozdegerlerden kaynaklanan
yuvarlatma yanilgisinin biiytimesidir. Katli ozdegerler kosegen blokta ozel

teknikler uygulanacak sekilde tutulabilir.

Yontem-18: Blok Kosegen

Ayriklagtirmayi iceren tiim yontemler, asagidaki formdadir.
A =SBS™ (1.65)

Burada, tizerinde durulmas1 gereken iki konu vardir.

1. e'B'nin kolay hesaplanabilmesi icin B’nin kdsegene yakin yapida bir matris
olarak secilmesi,

2. S’nin yamlgilarn biiylitmemek igin iyi kogullanmig (well conditioned)
secilmesidir.

Jordan Kanonik Formu ilk konuya, Schur Ayriklagtirilmasi, ikinci konuya
agirlik verir. Blok Kogegen yontemi, bu iki 6nemli konunun karigimi seklindedir.
Buradaki amag, dik olmayan ama iyi kogullanmaig bir S matrisi ile tiggensel ve blok
kosegen B matrisini olugturmaktir. B’deki her blok neredeyse kath 6zdegerlerden
olugan bir salkim igerir. Her blogun boyutu, cond(S) < 100 kogulunu saglayacak
sekilde, miimkiin oldugu kadar kiicik segilir. Ust smirin 100 olarak se¢imi,
etA = SeBS! esitligi kullanilarak e®®’den e ’nin hesaplanmasi sirasinda olusan
yuvarlatma yanilgilar1 yiiziinden kabaca iki basamagin kaybolmasi anlamina
gelmektedir. Carpanlara ayirma ve e'B’yi olusturma iglemlerinde, daha yiiksek
bir sinir kaybolan basamak sayisinin artmasina, daha algak bir sinir da bilgisayar
zamaninin ¢ok artmasina yol agmaktadir. Uygulamada genellikle 1 x 1 veya
2 x 2’lik bloklar kullanilarak hizli bir hesaplama beklenir.

1.2.5 Parcalama Yontemleri

Ustel matrisin toplamsallik kural asagida verilmektedir.
e'Be!C = ¢(B+C) & BC = CB (1.66)

Genel olarak,

3la

. B
eB1C) — lim <eme
m—o0

)m (1.67)

olarak hesaplanabilir.
Yontem-19: Parcalama
e®’y1 yaklagtirmak igin, A’y1 B + C’ye parcalayarak (splitting), asagidaki

yaklagtirim kullanilabilir.
A B c\™
e ~ (emem) (1.68)
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B ve C matrislerinin iistel yapilar1 dogru ve verimli bir sekilde elde edilebiliyorsa,
yukaridaki yaklastirim ile e* hesaplanabilir. Genel bir parcalama ile (A = B+C),

m sayis1 agagidaki esitsizlikten elde edilir.

HeA _ (e%e%)mH < II[B;;:]IIGBHW (1.69)

Burada [B, C] ile verilen biiyiikliik, B ve C matrislerinin Ceviricisi (Commutator)

olup asagidaki sekilde tanimlanmigtir.

[B,C]=BC - CB (1.70)

Yukarida kisaca tanimlari, getirileri ve gotiiriileri verilen iistel matris
belirleme yontemlerinden hangisinin en iyi yontem oldugunu saptamak miimkiin
degildir. Her yontem, kendi yapisina uygun matrisler i¢in diger yontemlerden
daha iyi ¢aligacaktir. Yani, hangisinin en iyi yontem olduguna karar verebilmek
icin, oncelikle iyilikten ne anlagilmas: gerektigini (genellik, giivenilirlik kararlilik,
dogruluk, verim, az bellek gereksinimi, kullanim kolaylig1) ve problemin yapisim
bilmek gerekmektedir.

Biz, s6ziinti ettigimiz digerlerinden farkl olarak, matris boyutunun (n) ¢ok
biiyiik olmasi durumunda bize yarar saglayan bir yontem elde etmeye calisacagiz.
Agagida genig tanimi, 6rneklemeyle de bezenmis olan yontem, bu tezin ana 6gesini

olusturmaktadir.

1.3 Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim

Giinlimiiziin giiclii bilgisayar yazilim ve donanimlarina ragmen, ¢ok sayida
bagimsiz degigkeni olan bir fonksiyonun incelenmesi ve iglenmesi genellikle biiyiik
zorluklar getirir. Bu zorluklarin kaynagimin igerdigi degisken sayisinin ¢oklugu
oldugu diisiiniiliirse, fonksiyonu daha az sayida bagimsiz degigken iceren bir takim
bagka fonksiyonlara ayirmanin ve esas fonksiyon yerine bu yeni fonksiyonlarla
ilgilenmenin mantikli oldugu diigiiniilebilir. Burada, ilk olarak Sobol soyadl1 bir
matematik¢i [2] tarafindan 6ngoriilen ve daha sonra genisletici, genellegtirici
bircok Ozellik katilan ve Yiiksek Boyutlu Model Gosterilim (YBMG) olarak
adlandirilan acilim ile ilgilenilecektir [3 — 8].

f(z1,...,xy) seklinde gosterilen ve zi,....xy ile simgelenen N bagimsiz
degiskene bagli olan bir ¢ok degigkenli fonksiyon gozoniine alalim. Bu fonksiyonu
dik bilegenlere ayirmaya cabalayalim. Bu amacla ilk bilegenin f; ile simgelenen
bir degismez oldugu, daha sonraki ilk N bilegenin fi(z1), ..., fv(zn) seklinde

simgelenen ve bir tek bagimsiz degiskene bagh fonksiyonlar oldugu, daha sonraki
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ilk w bilesenin fi o(x1, %2),..., fin(Z1,2n), fo3(@2,x3), ..y fon(T2,ZN);-.,
fnoin(zn_1,2n) ile simgelenen ve yalnizca iki bagimsiz degiskene bagh
fonksiyonlar oldugu ve diger bilegenlerin de bu bicimde, gittik¢e artan sayida,
bagimsiz degigken iceren fonksiyonlardan olustugu ve bu fonksiyonlarin hepsinin
birbirine dik oldugu varsayimiyla yola ¢ikalim. Burada diklik kogulu bir iccarpim
tizerinden tamimlanmakta ve gerek f(x1,...,xy) fonksiyonunun gerekse bilegen
fonksiyonlarin karesi integre edilebilen fonksiyonlar oldugu varsayilmaktadir.
Kare integraller ve i¢ccarpim bagimsiz degigkenlerin bagtan saptanan belli bir
aralig1 iizerinde tanimlanmakta ve her bir degigken icin o degiskene bagh olarak
verilen bir agirhk fonksiyonu kullamlmaktadir. Dolaysiyla, w(zy,...,zx) ve
v(x1, ..., zyn) seklinde simgelenen karesi integre edilebilen herhangi iki fonksiyon

icin i¢carpim

(u,v)E/ldlel(xl)---/Nd:vNWN(xN)u(xl,...,xN)v(ml,...,xN) (1.71)

a1 anN
seklinde tamimlanmaktadir. Ayrica, yukarida sozii edilen bilegenlerin kolayca

saptanabilmesi i¢in, agirlik fonksiyonlarinin her birinin ilgili aralik {izerindeki

integralinin 1 oldugu yani

ay
egitliginin gecerli oldugu da varsayilmaktadir.
Bu bilgiler cercevesinde f(xq,...,xy) fonksiyonunun dik bilegenlere

ayrilmasi i¢in yazilmasi gereken denklem asagidaki bigimde verilebilir.

f(-/Ela "'axN) = fO + Zi\il fz(xz) + Z{\%?ZI fi1,i2(xi1axi2)+
+ o froen (@1, 22, - TN) (1.73)

Sag yan fonksiyonlar: icin diklik tanimi, asagidaki egitlik ile verilebilir.

big
/ dxisI/Vis (xis)fil"'iN (xiu e 7$iN) = 07 1<s< N (174)

(1.73) esitliginin sag yanindaki biiyiikliiklerin her birinin belirlenmesi igin bir
takim izdiigiim operatorlerinden yararlanabiliriz. Bu baglamda, degiskenlerin
araliklar iizerinde karesi integre edilebilir, herhangi bir g(x1,...,zy) fonksiyonu
icin
b
Pig(xla"',xN) = / deI/VZ(m'L)g(mlaaxN) (175)
a;
ve
Zg(z1,...,zn) = 9(21, -, TN) (1.76)

tanimlamalar1 yapilacak olursa
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N

i=1
ozdegligi yazilabilir. Son tamimlamadaki operatorler carpimi agagidaki bigimde

acilabilir.

N

[TP+1Z-PD) = L P+ (05 P) =Pl (T P) +

i=1
+ 3N (M5 P) 12— Pl (T30 P2) (2 =Pl (T )

+--- (1.78)
Esitlik (1.77)’deki agilimin toplamsal terimlerinin birbirine dik olduklar: kolayca
gosterilebilir. Ayrica, ilk toplamsal terimin bir degismez oldugu, daha sonra gelen
grubun ise yalnizca bir bagimsiz degigkene bagl fonksiyonlardan olugan toplamsal
bir yap1 oldugu, ii¢iincii grup terimlerin ise yalnizca iki bagimsiz degiskene bagh
fonksiyonlardan olugan terimler oldugu kolayca goriilebilir. Bu ise, dik bilegenlere
ayirma igleminin anlatiminin tek olmasi nedeniyle, agagidaki tanim egitliklerinin

yazilmasina olanak saglar.

0 = {HZ } (1, e, TN)
filmy) —( “ 1 )[ 73“]< Al “HP)f(xl,...,xN)
fuia(erz) = (15 P) 1= P (125, P)
X [T = Po] (i1 o) fl@1, )
(1.79)

Diger dik bilegenler i¢in de, son bagintilara benzer, f(z1,...,zx) fonksiyonuna ve

izdiigim operatorlerine bagh, bagintilar iiretilebilir.
Ornek:

f(xl,"',.’IZ'N):(371+"'+$N)2

olarak alalim.

N 2
fO {Hp}f(x177$N):NT+%

=1
N
fir (z3) = HP xl,...,xN)—{HPi}f(xl,...,xN)
=1

v.;ézl

17



(N-1) o (N-1HN-2)
e 0

fir(@i)) =z + (N — )z +

fi1 (CU“) =

+(N—]_)$Z1 _fO
1—-3N

N N
fui @iy zi) = 11 Pig flan,san) = S T Pi g flar, s )

z;éll_,z;ézz iFiy
N N
- HPZ f(xlaaxN)+{HPz}f($1’axN)
1

fi1i2 (xil’xi2) = 2.’1),’11'1'2 — Ty — Tgy + 5

seklinde elde edilir. Ug degiskenli YBMG terimlerini, ayni1 yontemle elde
etmek istesek sonucun sifir olacagini goriiriiz. Bu da verilen f fonksiyonunun
yapisindan kaynaklanmaktadir. Fonksiyon, icerisinde en fazla iki degigkenli
yapilar1 barindirir.  Verilen fonksiyonu, sifirinci, birinci ve ikinci basamak

yaklagtirnmlar kullanarak birebir belirleyebiliriz.

1.4 Evrim Operatorleri ve YBMG

Dogal bilimler ve miihendislikteki sorunlarin biiyiik bir ¢ogunlugu, uygun
secilmig bir evrim operatorii araciligiyla betimlenebilir. Uygulamada en cok
kargilagilan sorunlar, evrim operatoriiniin iistel kullanimina gereksinim duyarlar.
Bu iistel evrim operator tiirlerinin belki de en 6nemlisi, birinci basamaktan parca
tiirevli evrim operatoriidiir (Lie Evrim operatorii). Ayrica, Lie evrim operatorleri
ile birinci basamaktan parca tiirevli denklem dizgelerinin ¢0ziimii arasinda da
yakin bir iligki vardir [9 — 12].

Genelde, evrim operatorleri, evrimi izlemekte bize eglik edecek bir
parametre igerirler. Bu, ya ¢ogunlukla zaman degistirgeni (parameter) olarak
ortaya cikar ya da zaman degigtirgeni gibi yorumlanabilecek bir nitelik tasir.

Cok degiskenli bir evrim operatorii

0
895,~

m
QEetQ: QEZSOZ(QSD axm) (180)
i=1
seklinde verilebilir. Burada €2, bir Lie evrim operatoriidiir. Bu caligmada,
Lie operatorlerinin en genel kiimesi ile degil de onun bir alt kiimesi ile
caligtigimizi varsayahm ve ¢; fonksiyonlarimin, zq,---,z, degigkenlerinin
dogrusal fonksiyonlar1 olduklarimi 6ngorelim. Bu durumda ilgilenecegimiz Lie

operatorii a;’ler 1 x m vektorler ve
T
A=Jay,- - ,a,] (1.81)
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olmak iizere,

0 9]
— T, T\ Y T TY_Z  _ (TAT
Q= (xa; )aﬂ:1 +- 4 (xTay, )axm x A'V (1.82)
0 0
T— —_— s e —_—
V= [axl, ,8%] (1.83)

seklinde tanimlanabilir.

Qy'x) = f, flimo=y"x (1.84)

olacak gekilde bir f fonksiyonu secelim. Burada y, m x 1 bir vektorii temsil

etmektedir.

Qy"x) = (y"'x) =y (""x) (1.85)
egitliginden de goriilecegi gibi, yukaridaki gibi bir f fonksiyonu se¢memizin
nedeni, bu fonkiyonun x ve y’ye gore dogrusalliginin, ¢ ne olursa olsun

bozulmamasidir. Bu durumda fonksiyonun YBMG bilegenlerinden de ayni 6zelligi

beklemek yanlig olmayacaktir. Ayrica,
f= etQ(yTX) _ ethATV(yTX)
= yTetAx (1.86)

esitligini yazabiliriz (bu esitligin gecerliliginin kanitlanmasi Ekler - C’de
verilmektedir), yani f fonksiyonunun YBMG bilesenlerini belirlemek ile e'4
matrisinin YBMG bilegenlerini belirlemek aynidir. O halde,

E(t) = e (1.87)

seklinde bir matris tamimlayalim ve (1.81) esitligiyle verilen A matrisini, «;

katsayilar araciligiyla parcalara ayiralim.
A=aA+---+ayAy (1.88)

Burada Aj,...,Ay, o’lardan bagimsiz matrisler olarak ongoriillmektedir. O halde
E(t) matrisi agagidaki bigimde yazlabilir.

E(t, - ,ay) = eh = glarhrttavAx) (1.89)
Bu matris i¢in
N
E(t, o1, on) = Eo(t) + Y Ei(t,00) + - (1.90)
=1

yapisinda, yani YBMG tiirii bir yaklagtirim acilimi iiretmeye caligahm. Bu

amagcla (1.84) egitliginin her iki yaninin t’ye gore tiirevini alalim.

of B
S Q=0 (1.91)
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Bu denklemi, (1.82) ve (1.88) esitliklerini kullanarak tekrar yazalim.

% — ozl(xTAlTV)f — CMN(XTANTV)f =0

— — al(xTAlTV) — = aN(xTANTV) flz, - xmst,ar, -+ ,ay) =0

ot
(1.92)
f fonksiyonunun, «; degiskenlerine gore Yiiksek Boyutlu Model Gosterilimi
(YBMG) asagidaki gibidir.

Fl@n, - amit,on, - an) = fol@r, -, wmit) + S0y fil@, - Tmit, 00)+
+ Z]X’?,:l fi1i2($1a o "/Em;t, ailaaiz) + -
11 <29
(1.93)

Bu egitligi (1.92) denkleminde yerine yazalim. (Bundan sonraki gosterilimlerde

f fonksiyonunun z;’lere baghihg agik¢a vurgulanmayacaktur.)

Ofo(t) N PR N N
# - z az(XTAZTV)fO(t) + E Z fz(t, O[z) — Z o (XTAiTV) Z fil (t, ail)
=1 P P ]

0 < N N
T T _
+§ il,iz2=1 filiz(t; Oéilaoéiz) _;ai(x A.z V) il,izzzl filiz(t’ ai17ai2)+--- =0
i1<iy o=

(1.94)

Yukaridaki denklem, (1.92) denkleminde f fonksiyonunun yerine, bu

fonksiyonun YBMG bilegenlerinin yerlestirildigi durumu temsil eden denklemdir.
f fonksiyonunun YBMG bilegenlerini belirlemek icin bu denklemi kullanacagiz.

Bir sonraki boliimde, (1.94) denklemini kullanarak f fonksiyonunun Sifirinc
Basamak YBMG Yaklagtirimini elde edecegiz.
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BOLUM 2

SIFIRINCI BASAMAK YBMG YAKLASTIRIMI

Esitlik (1.94)’iin her iki yamim1 W;(«;) agirhigr altinda, [a;, b;] arahiginda,
a;’ler iizerinde N kez integre edelim. YBMG bilegenlerinin (1.74) ile verilen diklik
kogulunu, agirhik fonsiyonlarinin da (1.72) ile verilen normalizasyon kogulunu

saglayacaklar: diigiincesiyle,

bi
/ da,-VV,-(ozi)ai = Q; (21)
ve N
[ daswiaasfit ) =t (2.2
olmak iizere,
6f N N
: Z x"ATV) folt) = D (x"ATV)vi(t) =0 (2:3)
= =1

sonucuna ulagilir. Denklem (2.3)’e eslik edecek, fy icin bir baglangi¢ kosulu elde
etmeye caligalm. Bunun icin (1.84) esitliginden ve f fonksiyonunun YBMG

agilimindan yararlanacagiz. Esitlik (1.93)’1, ¢ = 0 i¢in yeniden yazalim.

N N
f(O,(lfl,"' >aN):f0(0)+Zfi(07ai)+ Z fi1i2(0aai1’ai2)+"' (24)
i=1

i1,i9=1
i1 <ip

Esitlik (1.84)’den, f(0, a4, ,ax) = y'x oldugunu biliyoruz. Esitlik (2.4)’iin

her iki yaninin «;’ler iizerinden N kez integralini alirsak,

yIx = fo(0) (2.5)

elde edilir.

f fonksiyonuna f; degismez terimiyle yaklagtirimda bulunmak isteyelim.
Bu durumda, (2.3) denklemindeki birinci basamaktan terimlerden gelen katkiy:
gozard1 edelim. Cozecegimiz denklem, asagidaki gibidir.

N

90
foat(t) - Z:ZI a;(xTATV) fOt) = o, f90) = yTx  (2.6)




O a)=0, 1<i<N (2.7)

fo'riceren (2.3) denkleminde birinci basamaktan terimleri gézard: ettigimizden,
yeni elde ettigimiz (2.6) denkleminin ¢ziimii gercek fo degil, yalnizca sifirinct
basamaktan terimlerin alikonuldugunu gosteren féo)’dlr. Bu denklemi ¢6zmek
i¢in,

137(6) = y" B (t)x (2.8)
ongoriimiinde bulunalim. Denklem (2.6)’da féo) yerine yukaridaki egitlikteki

degerini yazalim.

dB{ (¢ _
Ti?it( )x — XTATVyTBgo) (tHx=0 (2.9)

A, m xm tiiriinde, elemanlar: z;’lere ve o;’lere bagimli olmayan bir matris olmak

iizere, agagidaki egitlik yazlabilir.
v (yTAx) = ATy (2.10)

Bu egitligi kullanarak (2.9) denklemini tekrar yazalim.

B )
nglit(t)x ~xTATBO (1) y = 0 (2.11)

Bgo) icin baglangi¢ kosulu elde etmeye caligalim. Bunun igin (2.5) ve (2.8)
egitliklerini birlikte kullanirsak, agagidaki esitligi elde ederiz.

BY(0) =1 (2.12)

Esitlik (2.11)’in her iki yanini, soldan (yT)_l, sagdan x~! ile carpalim. Sifirinci
basamaktan terimlerde oldugu gibi, birinci basamaktan YBMG terimlerine B;
matrislerinin eglik ettigini disiiniirsek, ¢oziilmesi gereken yeni denklem, agagidaki

bigimde olur.

dB{ (¢ .
#() =B (1)A, B (0) =1 (2.13)
B9(t,0;) =0 (2.14)

Burada B(()O) ve BZ(O) m x m’lik matrisler olup

N
A= (Z @iA,) (2.15)
i=1
tanimi kullanilmigtir. Denklem (2.13)’lin ¢6ziimii agagidaki gibidir.

BV (t) = A (2.16)
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Bu ifadeyi (2.8) esitliginde yerine koyalim.

£0(t) = yTe'® (2.17)

Boylece, E(t,aq,- - ,ay) matrisinin YBMG tabanli Sifirnci  Basamak
Yaklagtirimi

EO () = o!h = ef(Xii @A) (2.18)

olarak elde edilmektedir.

Esitlik  (2.18)’de goriildiigii gibi, sifirnci  basamak yaklagtirimda,
ilgilendigimiz iistel matrisin yapisindaki a; degiskenleri yerine, bu degigkenlerin
ilgili aralikta ve ilgili agirhik altinda integralleri gelmigtir. Araligin ve agirhigin
uygun secilmesinin Onemi, sifirinci basamak yaklagtinmda ortaya cikmigtir.
Araliklarla ve agirliklarla oynayarak, sifirinci basamak yaklagtirimi daha etkin
duruma getirmek miimkiindiir.

Bir sonraki boliimde Birinci Basamak YBMG Yaklagtirimi, bu boliimde
yapilanlara benzer gekilde elde edilecektir.
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BOLUM 3

BIRINCI BASAMAK YBMG YAKLASTIRIMI

Simdi (1.94) esitliginin her iki yanim aym aralikta ve aym agirlik altinda,
1 < k < N olmak iizere o4 degiskenini diglayarak, N — 1 kez integre edelim.
Esitlik (1.72) ve esitlik (1.74)’1 kullanarak,

bj1
73(192(t ajz) _/ dajIle (ajl)ajlfjljz (t, a’jnajz)a 1 S jl S j2 S N
ajq
(3.1)
ve
(72) biz o
lejg(t a]l) _/ daj2Wj2 (aj2)aj2fj1j2 (ta ajuajz)a 1 S J1 S J2 S N
a;
2 (3.2)
olmak iizere,
afo(t [ N 1 afu(t, o
) S ATV + ox <A | fo) + )
ik
—Z (x"A;"V)yi(t) Zaz (xT ATV + ap(xTALTV) | fult, )
izh izh
k—1 N .
=D ATV ) = Y ATV (e =0 (33)
i=1 i=k+1

denklemine ulagilir. Bu egitlikte M yerine (2.3) ile buldugumuz egitlikten
cekilen degerini yazarsak agagidaki denklem elde edilir.

Bfk (t ozk)

ot + (G — o) (X" ARTV) fo(t) + (xT ALV (t)

N
D ai(x"AV) + o (x"ALV) | frlt, o)
i



k-1 N

Z AV ) = Y ATV (G =0 (3.4)

=1 i=k+1

Bu denkleme eglik edecek baglangic kosulu sifirinci basamak terimlerde
oldugu gibi belirlenir. Bu kez, (2.4) esitliginin her iki yamnin, oy degiskenini
diglayarak N — 1 kez integralini alalim.

yTX = f()(O) + fk(O, ak) (35)

Esitlik (2.5)’i yukarida kullanirsak,

fi(0,06) =0 (3.6)

elde edilir. Simdi f fonksiyonunu sifirinci ve birinci basamaktan terimlerle
yaklagtirmak isteyelim. (3.4) denkleminde ikinci basamaktan terimlerin katkisini

gozardi edelim. Bu durumda ¢oziilmesi gereken yeni denklemler agagidaki gibidir.

aflgl) (t’ ak)

N
Y a(x"ATY) + ar(x"ATV) | £ (o) =0, f00,0) =0 (3.7)

i=1

i£k
8f(§1)(t) = = (wT AT (1) al TA T (1) (1) T
s~ L aAIVEN) - eTATVR 0 =0 00 =yTx
(3.8)
£t opa) =0 1<k<I<N (3.9)

Denklem (3.8), daha 6nce elde ettigimiz fakat sifirinci basamak yaklagtirimi elde
etmek icin tek degigkenli terimlerini gézard: ettigimiz (2.3) denkleminin bu kez,
tek degiskenli terimlerin de alikonuldugu seklidir. Denklem (3.7), denklem (3.8)
ve denklem (3.9)’daki iist indis (1) ise birinci basamak yaklagtirimi elde etmek
icin degigsmez ve tek degiskenli terimleri alikoydugumuzu gostermektedir. Simdi

denklemleri ¢ozmek igin,

£Vt on) = y B (8, a)x (3.10)
ve
@) = y"BM (t)x (3.11)

ongoriimlerinde bulunalim ve bu esitlikleri (3.7) denkleminde yerine yazalim.
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1
G OBi (t )

Ey x — oy (xTALV) yTB,(cl) (t, a)x

N
— Zdi(xTAiTV) yTB,(Cl)(t,ak)x
i=1

= (o — &) (x"ATV) yTB{ (t)x — xT ATV (ny3§3> (t)x) (3.12)
Bu egitlikte,
_ bk
BY(t) = / deg Wi (ar) o BY (8, o) (3.13)
ag

olarak tammlanmigtir. Egitlik (2.10)’u kullanarak, denklem (3.12)’yi yeniden

yazalim.

B (¢ T N T
yl =k % a(t’ak)x — apx” (AfB,(Cl) (t, o) ) y — Z ax’t (AiTBS) (t, o) ) y
7k
_ T T (1) T T Tp(1) T
= (cp — ag)x <AkB0 (t) ) v —x (AkBk (t) ) y (3.14)
Sifirinci basamak denkleminde ((2.11) denklemi) yapilan iglemlerin aymisi bu kez

(3.14) denklemi i¢in yapilirsa,

N
2k

olmak iizere, agagidaki egitligi elde ederiz.

8B§cl) (ta ak)

ot —B](cl)(t, Ckk) [Ak + OjkAk] = [(ak - @k)B(()l) (t) — Bl(cl) (t)] Ak (316)

Bu denkleme eglik edecek baslangic kosulunu elde etmek igin, (3.6) ve (3.10)
esitliklerinden yararlanalim. Esitlik (3.10)’da, ¢ = 0 yazar ve f,gl)(O,ak) =0

esitini kullanirsak, asagidaki baslangi¢c kogsulunu elde ederiz.
B (0,4) =0 (3.17)
iglemleri kolaylagtirmak icin agsagidaki tanimlamay: yapalim.
A+ oAy = Ciloy) (3.18)

Denklem (3.16)’y1 ¢bzmek igin, Bg)’ in agagida tamimlandig1 sekilde oldugunu
ongorelim.
By (t, ox) = Hy(t, oy )e!Celes) (3.19)
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Burada, H{”, m x m’lik bir matrisi gdstermektedir.  Esitlik (3.19)u

(3.16) denkleminde yerine koyar, gerekli sadelegtirme iglemlerini yaparsak,

(1),

cozmemiz gereken parca tiirevli diferansiyel denklem, H} *’i iceren, degiskenlerine

ayrilabilen, daha basit yapida bir parca tiirevli diferansiyel denkleme doniisiir.
Elde edilecek yeni denkleme eglik edecek baglangic kosulu da, bu kez (3.19)
esitliginde ¢ = 0 yazarak ve (3.17) esitligini kullanarak elde edilir. Bu durumda

¢ozmemiz gereken denklem, agagidaki sekildedir.

oHW (¢ _
T _ (0 — 0B (1) - B ()] A, HY(0,00) = 0

(3.20)

t
HY (1, o) = / [(ak —a)B{Y(r) - BY" (7)} Ape T Odr ¢ (3.21)
0

Burada, C;, elemanlar t'ye gore degismez olan m x m’lik bir matrisi temsil
etmektedir. Egitlik (3.20)’deki baglangi¢ kogulunu da bu esitlikte yerine yazarsak
H" asagidaki sekilde elde edilir.

t
HY (t,04) = / [(ox — @B (7) - B (7)] AgemCxar (3.22)
0
H,(cl)’in bu degeri, (3.19) esitliginde yerine yazilirsa, agagidaki esitlik elde edilir.
t
B (¢, o4) = [ / [(ak — a;)BY (1) —1_353)(7)} Ake_TC’“(a’“)dT] e'Crler)  (323)
0

Bu egitlikte, 7’'ya gore integral altindaki parcaya Laplace donugimiini
uygulayalim.
t’ye bagh bir F fonksiyonunun Laplace doniigimiu agagidaki sekilde

tanimlanr [ 13].
L{F(t)} = f(s) = /Ooo e S'F(t)dt (3.24)
Laplace doniigiimiinde Katlama (Convolution) 6zelligi asagidaki sekilde verilir.
L) =F), L£L7{g(s)}=G) (3.25)
olsun. Bu durumda agagidaki egitlik yazlabilir.
L F(5)g(s)} = / Glt — u)du = F(t)  G(1) (3.26)
Esitlik (3.23), Katlama 6zelligi uygulanacak sekilde tekrar yazilirsa,

B( ) (t, cu) [fo [ g, — O B( )( ) — B](Cl)(T)] A et=7)Cx(ew) g7
X eftCk(ak)etCk(ak) (327)
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elde edilir.

F" (7, 01) = (ap — a) B () = B (1) (3.28)
G (t — 7, ap) = Agel=C) (3.29)

tanimlar: yapilirsa, agsagidaki esitlik yazilir.
BY (¢, ) = / FO (00 GOt — 7, o) (3.30)
0
Esitligin her iki yanina Laplace doniigiimii uygulayalim.
by (s, ) = £ (s, 0 ) gV (s, ) (3.31)
Simdi bu esitlikteki f( ve g(1’y1 hesaplayalim.
FO(s, ) = [T [(ak - dk)B(l)(t) - B“)(t)} dt

= fooo e_“”t(ak — ak fo _StB d (3.32)

Agagidaki tanimlar1 yapalim.

I — / e~ — ) BL (1) dt (3.33)
0
I = / e~ BO (1)t (3.34)
0
I, integraline kismi integrasyon uygulanirsa, asagidaki egitlik elde edilir.
B(l)(O) 1 [ dB(l)( £)
L = (o — @) | ——2+ = Tt 3.35
1= (o = ) s * s/o ¢ dt (3:35)

Laplace doniigiimiiniin agagidaki 6zelligini, bu egitlikte kullanalim.

L{F'(t)} = sf(s) — F(0) (3.36)

Bu esitligi, (3.35) ifadesindeki Bgl) icin kullanacak olursak, I;’i agagidaki sekilde
elde ederiz.
I, = (ay — ax)b{" (s) (3.37)

Burada b(()l), agagidaki gibi tanimlanmigtir.
L{B§"(t)} = b{’(s) (3.38)

I, integraline kismi integrasyon uygulayalim.

I, = f°° e By (t)dt
()
Bi® 4 1 oo omst B D) gy (3.39)
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Esitlik (3.36)’y1 bu kez, BS)’e uygulayalim. Bu durumda, I, agagidaki sekilde
elde edilir.
I, = b\ (s) (3.40)

Burada b{" asagidaki gibi tanimlanmistar.
£{BY ()} = b (s) (3.41)
Esitlik (3.37) ve esitlik (3.40)", (3.32) ifadesinde yerine yazalim.
£ (s, ) = (g — )b (s) — B (s) (3.42)

Simdi, g()’i elde edelim.

g(l)(s,ak) :/ e St A, etCrlon) gy — Ak/ e HsT-Crlar)) gy (3.43)
0 0
(SI — Ck(ak))_l = Ck(s, (l/k) (344)

tanimin1 yapalim. Burada, (Ck(s, ozk))_1 matrisinin pozitif tanimli bir matris

oldugu kabul edilmektedir. g(!), asagidaki sekilde elde edilir.
g (s, an) = AyCrl(s, ) (3.45)

Buldugumuz f ve g) matris fonksiyonlarmin degerlerini (3.31) esitliginde

yerine yazalim.
b (s, x) = [(a — @)b{(s) = B (5)| AxCin(s, ) (3.46)
Bu esitligin her iki yanini, oy ile garpip, Wy (ay) agirligi altinda, [ag, b] arahiginda

integre edelim.

bg b —
/ daka(ak)b,(cl)(s, ak)ak = bél)(s) / daka (ak)akQAka(s, ak)
ag

ag

by, _ _ bi _
—ozkb(()l)(s)/ daka(ak)akAka(s,ak)—bg)(s)/ daka(ak)akAka(s,ak)
ag ag
(3.47)

Esitlik (3.13)’in her iki yanina Laplace doniigimiinii uygulayip, bu denklemde

yerine yazacak olursak, B,(Cl)’i agagidaki gekilde elde ederiz.

BS) (8) = b(()l)(S) [f:: daka(ak)ozk?Akék(s, ak)
—d’k f:: daka(ak)akAka(s, O!k)]

_ -1
[I + f;: dou Wi (v ) ok A Ci (s, Oék)] (3.48)

Denklem (3.48)’deki b(()l) terimi bilinmemektedir ve B,gl)’yi elde etmek igin,

belirlenmesi gerekir.
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Simdi de (3.8) denklemini ¢6zerek bgl)’i elde etmeye caligalim.
B(()l) icin baglangi¢ kogulu, (3.8)’deki baglangi¢ kosulunu kullanarak agagidaki
sekilde elde edilir.

B{V(0) =1 (3.49)
Esitlik (3.10), esitlik (3.11) ve esitlik (3.13)’i, (3.8) denkleminde yerine yazar ve
gerekli sadelegtirme iglemlerini, (2.10) ve (2.15) esitliklerini kullanarak yapacak

olursak, sifirinc1 basamak terimlerdeki (2.13) denklemine benzer gekilde agagidaki

siradan tiirevli denklemi elde ederiz.

dB{ ()

N
- B (A =) B’ ()A;, B{Y(0)=I (3.50)

Bu denklemi ¢ézmek icin yine tek degigkenli terimlerde yaptigimiz gibi, bu kez
de Bgl) icin agagidaki sekilde bir 6ngoriimde bulunalim.
BV (1) = HV (t)e'A (3.51)
H(()l) (0)1 elde etmek igin, (3.49) ve (3.51) esitliklerini kullanalim.
H{V(0) =1 (3.52)

Esitlik (3.51) ve esitlik (3.52)’yi (3.50) denkleminde yerine yazar ve olusan ifadeyi

diizenlersek, asagidaki denklemi elde ederiz.

N

H(l) Z W ] <A HD(@O) =T (3.53)

Denklem (3.53)’1 ¢ozelim. H(()l)’yi agagidaki gekilde elde ederiz.

HO (¢ / Z BO (1) AeAdr

Bu esitligi, (3.51)’de yerine koyalim.

+1 (3.54)

B (¢ [ / (ZB (1) TAdT) +1|etA (3.55)
Ifadeyi Laplace doniigiimii uygulanacak gekilde diizenleyelim.
- t NV - o
B(()l)(t) _ otA [/ ZBZ(I) (T)Aie(tT)AdT] o tAGtA (3.56)
0 =1

= t
B (1) — oA — / FOHGO (1 — 7)dr (3.57)

0



Bu egitlikteki F(O ve G matris fonksiyonlari, asagidaki gibi tanimlanmistr.

N
=Y "BY(r)A, (3.58)
=1
ve
GOt —7) =elt-mA (3.59)

bgl)’i elde etmek igin, (3.57) esitliginin heriki yamina Laplace doniigiimiinii
uygulayalim. Tanim (3.26) ile verilen Katlama 6zelliginin de kullamlmasiyla,
agagidaki egitlik elde edilir.

£{By) (1) — e} = £0 ()8 (s) (3.60)
Buradaki f© ve g(®, F(© ve G matris fonksiyonlarinin Laplace déniisiimleridir.
Laplace doniigiimiiniin dogrusallik 6zelligini ve (3.38) esitligini kullanalim.

—1

L{B{(t) — e} = L{B{’ (1)} — L£{e"*} = b’ (s) — (sT - A) (3.61)

Burada, (sI — A) ~! matrisinin pozitif tanimh bir matris oldugu kabul edilmistir.

Simdi, sirasiyla f(O) ve g(®)’yi hesaplayalim.
£0(s) = et (S BU A, de
_ © o 51
= (SN BOA) e e (S A a

(3.62)

Esitlik (3.36) ve esitlik (3.41)’in beraber kullamilmasiyla, f® asagidaki sekilde
elde edilir.

f(s)= 137 BP0)A; + XV, b (s)A; - LN B (0)A,
= S b (s)A, (3.63)
g(s) = /00 e Stethdt = (sI— A)_l (3.64)

Esitlik (3.61), esitlik (3.63) ve esitlik (3.64)’1 (3.60)’da yerine yazarsak, b(()l)’i
agagidaki gekilde elde ederiz.

by (s [Z b{"(s)A; +1| (sT—A)~" (3.65)
=1
Burada, BP yerine, (3.48) ile verilen egitini yazalim.
[Z b{" (s)Li(s)M,(s)A; +1| (sI—A) (3.66)
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Bu egitlikte L; ve M; matrisleri agsagidaki sekilde tanimlanmigtir.

b; 3 b; B
LZ(S) = / daiI/Vi(Oji)CEiQAiCi(S, Ozi) — O_zi/ da,—VVi(ai)aiAiCi(s, ai) (367)

M;(s) = [I + /ab do; Wi(w) o AiCi(s, Oéi)] B (3.68)

Denklem (3.66)’dan, bél)’i cozersek, agagidaki esitlige ulaginz.

b{"(s) = (sT — A [I—ZL Ai(sT—A)~ 1] (3.69)

Simdi de (3.48) denkleminde b(()l) yerine, yukaridaki egitini yazalim.

b (s) = (sI — A) [1— > Li(s) A (sT— A)_1] Li(s)My(s) (3.70)

Esitlik (3.69) ve esitlik (3.70)’1, (3.46) esitliginde yerlerine yazarsak tek degiskenli
YBMG fonksiyonlarina eglik eden Bg) matrislerinin Laplace doniigiimii olan bg)

matrislerini agagidaki gekilde ederiz.

b (s,00) = (sI—A) *[I- T, Lis)M(s)A(sI - &) ]
[(Oék; — Oék)I — Lk(S)Mk(S)] Akck(S, ak) (371)

Bu bolimde birinci basamak, degismez ve tek degiskenli YBMG terimlerine eglik
eden matrislerin Laplace doniigiimlerini kapali formda elde ettik. Esitlik (3.69)
ve esitlik (3.71) ile verilen bu matrislerin ters Laplace doniigiimlerini bulmak igin
yapilar1 daha agik forma getirmemiz gerekir. Bu amacla cesitli 6zel secimlerle,

elde ettigimiz bu yapilarin davramglarim ilerdeki boliimlerde inceleyecegiz.
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BOLUM 4

UYGULAMA -1

A matrisinin elemanlari o;’ler olsun ve N = m? olarak alalim. Bu durumda,

1 <7 < N olmak iizere, A;’leri agagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

; 1
A =epe,T, 0= {MJ L da=i— (i —m, 1<iyis<m (4.1)
m

Ayni zamanda tiim degigkenler i¢in agirhklar, W; = 1 ve araliklar, [0, 1] olarak

alinsin.

Agagidaki tanimlar yapalhm.

T(s) = (sI- A [I—ZL A;(sT—A) 1]1

Kk(S, ak) = [(CEk — @k)I — Lk(S)Mk(S)] Akék(s, O!k)
Once T’yi hesaplayalim.

T(s) = (sI— A [I—ZL A;(sT—A)” 1]1

_ l(x - i L (5) ML (5) A (5T — A)‘l) (1 - A)] *

N
= Li(s)M;(s)A
1=1

(4.4)

(4.5)

tanumlamasi yapalim ve T’yi hesaplayalim. Once (3.44) esitligi ile verilen C;

matrisini, (3.18) esitligini kullanarak elde edelim.

Ci(s,q) = sI—ZOz] A,

J?sl

N
= (SI - Z @jAj - (Oéz' - @z)Az
7j=1

(4.6)



Agagidaki tanimi yapalim.

D(S) = (SI - i OéjAj) (47)

Bu durumda C; matrisi agsagidaki sekilde yazlabilir.

Ci(s,0q) = (D(s) (I — (o — G)D~(s)A;)) "
= (I- (0 — @)D (s)A;) 'D7(s) (4.8)

A’nin (4.1) ile verilen degerini kullanarak, D~'A,’yi hesaplayalim.
Agagidaki tanimi yapalim.

D’l(s)Ai = uil(s)viQT, u;, (s) = D’l(s)eil, Vi, = €, (4.9)

Simdi agagidaki egitligi ve @;'nin (2.1) ile verilen tamimim kullanarak (4.8)
esitligindeki (I — (o — di)D(s)flAi) ~' matrisini hesaplayalim.

- B T T
I— fuv’ 1=I—|— uv, =vu 4.10
( ) ey p (4.10)
_ 1 -1 (ai - %) T T
(I— (0 — @)D '(s)A;) =1+ W, (5)Viy 5 Piiy = Viy Wi, (5)

1 — (@i = 5)Piria

(4.11)
= 1
Ci(s, ;) = [1 R f) D_l(s)eileizT] D !(s),
1= (0% = 3)Piria
Piviy = €3, D71 (s)ey, (4.12)

Simdi sirastyla, L; ve M,’yi hesaplayalim. C;’nin (4.12) ile verilen degerini (3.67)
egitliginde yerine yazalim.
1 ai—% _ _
Li(s) = [y oA [T+ 252 —D (s)e, (s)es,”| D (s)da
1 (ai—%) - -
—%fo CkiAZ' [I+ WD I(S)Gil (S)eisz| D l(s)dozi

(4.13)

D' (s)ei,(s)e, " D7'(s) = (AD(5))" = pui, AD ' (s)  (4.14)

egitliginin kullanilmasiyla, L;’yi agagidaki sekilde yazabiliriz.
Li(s) = A;D7(s) fol a;® [1 + %] do
~ADT ()5 fy o |14+ Lol ] do

(4.15)
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(lezQ +3le io +3)

. 02 (o — 1 2 )
/ 2(112) do; = — 3p... 3
o T (o Do
I (17%,07;17;2) (Pi1122+4pi11’2+4) (416)
/1 az (al
0 ( -

143Piriy 4piqiy*
Piriz 2pi1i22 2pi1i23 1+ %pil’i2
esitliklerini (4.1 ) 5)’da yerine yazalim.
(P + 2 L= Lo\ (i 42
Li(s) = [M—Z) —In ( %pzm> (pmz +3 >] AiD_l(s) (4.18)

2pi1i2 1+ 5:01'11'2 2pi1i2

elde edilir. Simdi de (4.17) egitligini, (3.68)’de yerine yazalim.

1 2+ pisi 2+ pii 1 — £ pivi, B
i (- (5)- (520 (5122) 00
2 2pz'1i2 2pi1i2 1+ 2 Pivia
(4.19)
Esitlik (4.10)’un kullanilmasiyla, M;’yi de agagidaki sekilde elde edilir.
1 1 Piqi 2+4piqi
o () ()|
Mi(s) =1 L2 A hrwa At I A pots) (4.20)

3Piyi 24piqiq
Piriz In (1"'2/0%112) (29i1i22 )
Esitlik (4.18) ve esitlik (4.20)yi, (4.5) esitliginde yerlerine yazp, T’yi
hesaplayalim.
AiD_l(S)A,’ = piligAi (421)

ve
Ai(D7(s)A)" = p, A, (4.22)

esitliklerinin kullanilmasiyla, T asagidaki sekilde elde edilir.

N 142 1n(1 g’”ﬂ'z)
= Piqi +5piqd
T(S) - Z ] 1 El—;l’hi;) - AZ (423)
=1 n 1+5piyin
Buldugumuz bu ifadeyi (4.4) esitliginde yerine yazalim.
v+ (34 ) m () B
T(s)= [ sI— Pt Tafhial | A, (4.24)
- In (17%:‘”11’2)
=1 1+ 5piyiy

Simdi, (4.3) esitligi ile verilen Kj’y1 hesaplayalim. Esitlik (4.1) ve esitlik (4.12)’yi

kullanirsak,

- Prks (% = 3) 1
AkC(S,O,/k) = [1 —+ 1 2 :| AkD_ (S) (425)
1 — (k= 3)Pkaks
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esitligini elde ederiz. Benzer gekilde, (4.18) ve (4.20) esitliklerini kullanalim.

1 + 1 ]Il (1*%Pk1k2

pklkz 1+%pk1k2

1_%pk1k2 )
1+%/’k1k2

Ly, (s)Mg(s) = ) AD(s) (4.26)

Pkiks In (

Esitlik (4.25) ve esitlik (4.26)’y1, (4.3) esitliginde yerlerine yazalim.

1+ 1 ln(l_%Pkle)
1 1 Pkyky 1+%Pk1k2

(ar—3) —
1— (% = 3)Pkiks In (ﬁ%)
2 1k2

2
Esitlik (4.24) ve son buldugumuz esitlik, (3.71) esitliginde yerine yazilirsa,

Kk(s,ozk) = xAkDi1

(4.27)

1 (L) in (= 20iia !
5 n
(1) _ N 2 04, [, .
bk (S)ak) - SI_Zi:l 1<1_%pi1i2> A'Z X
n({ ——12
L+ 3Pigig i
1= 30k k ]
1 1 1+Pk11k2 ln(1+%pk1k2 L
172 —
oD, | (@~ 2) ~ AD (4.28)
p In( 2 2%kiks
1450k kg

elde edilir. Boylece birinci basamak, tek degiskenli YBMG fonksiyonlarina eglik
eden B,(Cl) matrislerinin Laplace doniigiimii olan bg) matrislerini elde etmig oluruz.
Esitlik (4.24) ile verilen T matrisi de (3.69) ile verilen birinci basamak, degismez
YBMG bilegeninin Laplace doniigiimiidiir. O halde asagidaki esitligi yazabiliriz.

1_1’0, B -1
N 1+(%+ L )ln(%)
b(s) = 51 ) ") |
i=1 In (%)
1+§pi1i2
Esitlik (4.28)'i p’lardan kurtarip, daha agik yazmaya caligalim. Bu amacla

(4.28)’deki matrisi iki parcaya ayiralim. Birinci parca (4.29) ile verilen b(()l) olsun,

(4.29)

ikinci parcay1 da agagida tanimlayalim.

1
b/(cl)kg (8’ O(k) =

1
1+ L 1p (1_§Pk1k2)
1 1 ) T
. (o — =) — Pouks _ A\Habuka) )| A, DT (4.30)
1- (ak - §)pk1k2 2 In (M)
142 Pky kg

Once b(()l)’l hesaplayalim.
N
ZAZ' =uu’ (4.31)
i=1

Burada, u, tiim elemanlari bir olan m x 1’lik bir vektori temsil etmektedir. D’nin

(4.7) ile verilen esitini ve (4.31) egitligini kullanalim.

D !(s) = <31 - ﬁ: oziAZ-) B = (sI - %uuT) B (4.32)
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1 -t 1 -t
I—-uu” ) =-({I-_—uu’
(- ) =21 L)

- (4.33)

Esitlik (4.10) ve u”u = m egitlikleri kullanihirsa, D~! matrisi agagidaki sekilde
elde edilir.

1 1 1 1 &
D! I T -1 A, 4.34
(s) s(+25—muu) 5<+28—m; ) (4:34)

Pivi, V1 (4.12) ve yukaridaki egitligi kullanarak hesaplayalim.

Pivis = €1, D7 (s)e;, =

1
T
= e, Te; +—— 4.35
s S * s(2s —m) (4.35)
eizTeil = (Si1i2

(4.36)
esitligini kullanirsak, p’yu asagidaki sekilde elde ederiz. Burada §, Kronecker

Delta fonksiyonunu temsil etmektedir.

1 . .
R s(2s—m)? 11 ?é ()
Pivis = 2s—m+1

4.37
s(2s—m)’ i =y ( )

p'nun bu degerini (4.29) esitliginde yerine yazalim ve (4.1) esitligini kullanalim.

b (s) =

-1
sl — R1 Z eileiQT — R2 Z eileilT (438)
i1,ip=1, 11=1
i17ig
Bu egitlikteki R, ve R, katsayilar agagidaki gibidir.

2s(2s—m)—1

Rl (8) - In (23(25—m)—1> (439)
2s(2s—m)+1

In (gs(Zs—m)—(Zs—m—l—l)) ((25—m+1)+23(23—m)) +1
s(2s—m)+(2s—m+1)
Ry(s) =

2(2s—m+1)

(4.40)
In (25(257m)7(257m+1)>
2s(2s—m)+(2s—m—+1)
b(()l) matrisini hesaplayalim. Agagidaki esitligi kullanalim.

N
E eieiT =1
=1

(4.41)

i1,02=1

(SI - R1 (S) Z €, eizT + (Rl (3) - RQ(S)) Z eileilT)

= (P(s)I- Ry (s)uuT)_1 (4.42)
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Burada P asagidaki sekilde tanimlanmigtir.
P(s) = s+ (Ru(s) — Ra(s))

Yine, (4.10)’i kullamirsak, agagidaki esitligi yazabiliriz.

— 1 R1 (S)
P(s)I-R Nl T+ -2 _yu?
(POI=Iero) = 50 | Py — (o) ™
Bu durumda, b(()l)’i agagidaki gekilde elde ederiz.
b (s) = (s, m)L+ (s, m)& (s, m)uu”
(5,m) :
Kk(s,m) =
s+5(2s —m) (1 - 2sjn+1) + @1(i,m) - @2(1,m)
1 1
s+s(2s—m)+ g7
2 O1(s,m
«S(s,m) = 1 s(2s—m) 1(1 )

S — = — J—

2 2s—m+1 O3(s,m)

Burada, ©; ve O, agagidaki gibi tanimlanmigtir.

25(2s —m) — 1

O1(s,m) = In (25(23 “m)+1

)

x(s,m) =1

25(2s —m) — (25—m+1)>
25(2s —m) + (2s —m+1)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

Bgl)(s)’yi elde etmek icin, yukaridaki matrisin ters Laplace doniigiimiinii elde

etmemiz gerekir. Bunun icin o6nce yukaridaki egitlikte, m’ye bagl terimleri %’nin

kuvvetleri cinsinden seriye acalim. (Seri agilhimlarinin MuPAD giktilari, Ekler -

A’da verilmistir.)

1

s+5(2s—m) (1~ 25—in+1) + ﬁ  Tn(xx)

7)

| (23—1)+1 | <25—1)2 L 4s
= —1n e — —1In —Ss — —
25 +1 m 25 +1 12s (452 — 1)In (gz;
+..
T+s(2s—m)+ ln}*)
1 1 1 1 25—
(S +s (28 o m) (1 o 23—m—|—1) + In(x) ln(**)) (S 2 ;gjmTi T (**))
251 25—1 25—1
1omGe) o (GGm) o 1 (G
2 L m | 12s L1 2 11
n(355) 2 n(351) 2 n(355) 2




X [—# (—s + 1s )
In (25) (452 — 1)ln (251)°
1 1 1 4s
- (ln = 5) (_S T2 (42 D (32;1)2)

Bu durumda Bél)(t) asagidaki sekilde hesaplanir.
25—1) 1 25 — 1\
BV(t) =L {1 — |1
o (t)= £ " 2s+1 +m ! 25 +1
+ ... } I

o 1 n 4s
_8 —_
125 (452 — 1)In (21)

e (4.51)

1 (_H 4s )
n (25) (452 = )n (251)°

1 1 1 4s .
Nt s+ +--- puu’ (4.52)
(ln (31 2) ( 125 (45 = ln (§§+1)2> }

Bgl) matrisinin seri agiliminda, sadece degismez terimi alikoyarak matris i¢in bir

yaklagtirim elde edelim. Bunun i¢in, agagidaki seri agilimlarina gereksinimimiz

1n(28_1):—1—i—i—--- (4.53)

2s+1 s 1283 80s°

olacaktir.

=S toatat (4.54)

L {i} _ (4.55)

esitliginin de kullanilmasiyla B((]l) icin bir yaklagtirim agagidaki gsekilde elde edilir.

1) 1 ¢ 142 T
BO (t)N 1+Ei+“. I+ t+§§+"' uu (456)

Simdi esitlik (4.30) ile verilen bgl)kz matrisini hesaplayalim.

A, matrisi (4.1) esitligindeki gibi tamimlanmigtir. Yani,
Ay =epep,” (4.57)

yazilabilir. O halde (4.30) ile, esiti verilen matris igin iki ayr1 durum

incelenmelidir.

39



k1 = kg ise,

olsun. D "'nin (4.34) ile verilen egitini kullanalim.

= %eklekl + 73(231—m) €r, Z;’;Zl ejo (459)

Yukarida elde edilen esitligi ve p,x, 'nin (4.37) ile verilen egitligini (4.30)’da yerine
yazalim.
b (s, ) =

orer” [ —(2s—-m) (2s —m) }
PR 1(@2s—m+1) [s(25s —m) — (o — 3)(25 — m + 1)]O4(s, m)

—1 1
+ﬁzlekep [ 25 —m+1)  [s(2s —m) — (a — £)(25 — m + 1)]Oy(s, m)}
(4.60)

) matrisindeki s’ye ve m’ye bagimh

b(()l) matrisinde yapildig gibi, bu kez de b

1 9

terimlerin —’nin kuvvetleri cinsinden seri agilimlarini elde edelim.

—(2s-m) (2s —m)
(2s—m+1)  [s(2s —m) — (ar — 3)(2s — m +1)]Oz(s,m)

1

T D - (&)

+

i[ 1 ( 8s ) ) L
m |In(357) (o —3) —s] \(2-8s)In(357)  [(o —3) — 5]
(4.61)
-1 1 B
(2s—=m+1)  [s(2s —m) — (ax — 3)(25 — m + 1)]Os(s, m)
1 1
m [[(ak DowEn T o2

Bu egitlikler kullanilarak Bg—cl) agagidaki gekilde elde edilir.

1 [ 1 ( 8s (o — 3) )
m | In (357) [(ar = 5) —s] \(2—8s)In(3357)  [(aw —3) — 3]



+ Z e,—cejo,C_l {% [[( L) :i] In (25—1) 1+ } (4.63)

ja=1 Ok — 3 25+1

B(()l) matrisinde yapildigi gibi, simdi de B]g) matrisi i¢in, degismez terimi
alikoyarak bir yaklagtirim iiretmeye ¢aligalim. Egitlik (4.55)’1 kullanarak degigmez

terimlerin ters Laplace dontigiimlerini elde edelim.

! 11 12 171
_1+[(ak—%)_s]ln(§§:) :(ak—i);+ |:(Cl’k—§) _ﬁ] 8—2+ (4.64)

seri aciliminin kullanilmasiyla,

BO(t, o) ~ eger” [(ak by [(ak S i] - ]

+ z’”: erej,’ [—(ak — %) - [(ak — %)2 — %] - } (4.65)

J2=1
seklinde elde edillir.
kl # k‘Q ise,
AkD_l(S) = eklekQT% (I + 2s£m Z;’?,h:l ejlej2T>
= %eklesz + 75(2817m) €k, Z;'Zzl ejQT (4.66)

Esitlik (4.37) ve esitlik (4.66), esitlik (4.30)’da yerlerine yazilirsa,

1 25—m
bl(h)kz (s, o) = eklesz [_(28 —m) - [S(2sfm)*((ak*()%)]®1(s,m)]
m T 1 1
+ Zj?ZI k1 2 [ 1 [8(25—7”)—(0%—(%)}@1(3%)} (4.67)

seklinde elde edilir. Simdi, by",, matrisinin ters Laplace doniisiimii olan B{)
matrisini elde edelim. Bunun icin, yine daha once yapildig1 gibi, s ve m’ya bagh

terimleri %’nin kuvvetleri cinsinden seriye acalim.

28 —
—(25s —m) — s 1m) 2s(2s—m)—1)
[(2s = m) = (a — )] In (222201
(x—3) 1 [—(—3)"+3
. 2 - 522 2| 4 ... (4.68)
1 1 [—(o— 3
—1= 1 2s5(2s—m)—1 m [M} T (469)
(25— m) — (@ — H)]m (3Emt) ™l s
Bu seri acgilimlar: kullanilarak,
Bgcll)lcz(ta ak) = ek1ek2T‘C_1 {(aks;) + % [msié)_'—;} T }
+ o Snene, e B [- 4] (4.70)
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egitligi elde edilir. Simdi de B,(cll),62 matrisi icin, sadece degigmez terimleri
alikoyarak bir yaklagtinm elde etmeye c¢ahgalim. Esitlik (4.55)’in  de
kullanilmasiyla,

B 1

koks (B 0) ~ g ep,” (g — 5) (4.71)

elde edilir. Bu durumda (4.28) ile verilen bfcl) matrisini i¢in, degismez terimleri

alikoyarak elde edilen yaklagtirim agagidaki gibidir.

ki1 = ko = k icin,
BU(Lag) ~ ([T 55+ T+ [t+ 55+ | ua?)
xS e’ (~(ox =) = [(en = =g t+--) (@41
ki # ks igin,
B (¢, ) ~ Q1+§§4~~}L+P+§§+~~}mﬂ>
< eren (ax — 1) (4.73)

Esitlik (4.56), esitlik (4.72) ve esitlik (4.73) kullamlarak, f fonksiyonunun
birinci basamak, degismez ve tek degiskenli YBMG bilegenleri agagidaki sekilde
elde edilir.

W) ~yT Ll [ 2wt ) x (4.74)
0 122! 29! ’

o~ v ([ g1 e g o] w)

x YT ere,” —(ak—%)—[(ak—%)Q—%]t-l—---))x(4.75)

k1 # ko igin,
£V, o) ~ yT(([1+%g—i+---]I+[t+§g—“;+---}uuT)

X ek1ek2T(ak - %)) X (476)

E(t,a1,---,ay) matrisinin Birinci Basamak YBMG Yaklagtirimi,

asagidaki yaklasik esitlik ile verilebilir.
E(t, o, -, an) ~ [+ bt | T+ e+ 35+ uu?
+ ([1+ a8+ ]r+]t+ 15+ uu?)
< (S e (<l [l P e )
ik
+ ZCZ,@:l eklekQT(ozk — %)) (477)
k1#ko

Bu yapiy1 biraz daha sadelestirip tekrar yazalim.
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E(t ) 1+ 1t2+ I+ t+1t2+ r
AT, AN 122! 291 ut

x [ T+ zm: ey ek, (— [(ak — %)2 — %} t+ - ) (4.78)

k1,kg=1
k1#ko

Boylece, yapisinda, elemanlar1 1 < 7 < N olmak iizere o;’ler olan bir
matris barindiran iistel matrisin Birinci Basamak YBMG Yaklagtirimi, [0, 1]
araliginda ve W; = 1 agirlhig altinda, kuvvet serileri aracilig: ile elde edilmig
olmaktadir. Agirliklar1 ve araliklar1 daha genel tutarak yaptigimiz inceleme bir

sonraki boliimde verilmektedir.
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BOLUM 5

UYGULAMA - 2

A matrisinin elemanlar: bu kez de 1 < 7 < N olmak iizere ¢;’ler olsun ve
A,; matrisleri (4.1) esitligindeki sekilde tanimlansin. ¢;, A matrisinin 4;. satir ve

i9. kolonundaki eleman olmak iizere, bu degisken i¢in agirlik fonksiyonu,

VVZ-:{ ; il#iz} (5.1)

N [0, C], il 75 ig
[%M_{mﬂ,u=@} (52)

S = O =

ve aralik,

seklinde tanimlansin. Bu tammlari kullanarak, (1.89) ile verilen E matrisi
icin birinci basamak YBMG yaklagtirimini elde etmeye caligalim. Bunun igin,
(3.69) ve (3.71) ile verilen matrislerin hesaplanmasi gerekmektedir. Uygulama -
1’de yapilan iglemleri, agirlik fonksiyonlar: ve araligin yukaridaki secimine gore
tekrarlayalim. Bunu igin éncelikle (4.5) ile tanimi verilen T matrisinin yapisinda
bulunan L; ve M; matrislerinin yeni agirlik fonsiyonlarinin ve agirliklarin egliginde
yeniden hesaplanmalar1 gerekmektedir. Esitlik (4.6) ile verilen C; matrisini elde
edelim.
11 = 19 ise,
Tamim (2.1)’i kullanalim.

_ b

Bu esitlik (4.6) esitliginde yerine yazilirsa,

_ "¢ iy b
Ci(S, O{Z') = | sI-— Z Eejlejo — §ej1ej1T - (Ckz' — 5) eileizT (54)
J1.d2=1 Ji=1
J1#72
Esitlik (4.41), (5.4) esitliginde yerine yazilirsa,
—1
. b = b
Cz‘(S, O!i) = <S — 5) I- Z gejlejf — (O!Z' — 5) eilei2T (55)
J1.j2=1



elde edilir. Bir 6nceki boliimde (4.7) ile tanimi verilen D matrisini bu kez

agsagidaki gekilde tanimlayalim.

b ¢
D(S) = (S - 5) I- Z Eejlejo (56)
g

Bu durumda, (5.5) esitligi agagidaki sekilde yazilabilir.

Cs.0) = [D(1- (o2 DAY
~ (1~ (a-D7A) "D 1)

1

D~! matrisini hesaplayalim.

_ b " e
D 1(8) = (8 - 5) I- Z Eejlejo (58)
J1.d2=1

J1#i2

Esitlik (4.31) ve esitlik (4.10) sirasiyla kullanilirsa,

D7 (s)= [(s—4)I—5(w’ ~1)]"
uuT} (5.9)

c

— 1 I 2
L

Esitlik (4.12) ile verilen p;,;, degeri, i; = 49 i¢in agagidaki sekilde tanimlansin.

Piris = P (5.10)

Esitlik (5.9) ve esitlik (5.10)’u (5.7)’de yerine yazalim ve tekrar (4.10) esitligini

kullanalim.

(I - (ai - g) D‘lAi) B =1+ MD‘lAi (5.11)

1—(ai—35)p
Bu durumda, (5.7) ile verilen C; matrisi agagidaki sekilde elde edilir.
. _ b
Ci(s,o) = [T+ (0 22 D 'A;| D! (5.12)
Y

Simdi sirastyla, L; ve M,’yi hesaplayalim. C;’nin (5.12) ile verilen degerini (3.67)

egitliginde yerine yazalim.

Li(s) =  ['a?A; [I+(72)[)D 1(3)A2} D!(s)1day

1—(ei—2)
3 Jyosi [T+ LD 1 (5)A] D (5) }dos
2J0o T 1_(%_%),, 1 b )

(5.13)
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Esitlik (4.14)’iin kullanilmasiyla, L;’yi asagidaki sekilde yazabiliriz.

Li(s) = [M “In (1 * %”b) (—pb”N A,D(s) (5.14)

2p? 1—35pb 2p3

elde edilir. Benzer gekilde (5.12)’yi bu kez de (3.68)’de yerine yazalim.

M, (s) = {1 _ G _ (22;2?) In G - Z?)) AiD_l(s)} h (5.15)

Esitlik (4.10)’un kullanilmasiyla, M;’yi de agagidaki sekilde elde edilir.

Mi(s) = T+ b (55) (58)] A,D(s) (5.16)

1o (2P0 ((2deb
1—3pb 2pb

’1:1 75 ’1:2 ise,
Tamim (2.1)’i kullanahm.

N = — 1
@ =5 (5.17)

Bir onceki adimda, ¢; = 45 i¢in hesaplanan matrisleri yeniden hesaplayalim.
Hesaplama yontemleri bir 6nceki adimdakilerin aynisi oldugundan bu kesimde

sadece sonuclar verilecektir.

Ci(s,as) = [D(I— (i —5)D7'A)]”

2

= (I-(-<)D'A,)"' D! (5.18)

2

1

D)= (-1 (o ~1]”
uuT} (5.19)

c

— 1 I 2
A [ e

Esitlik (4.12) ile verilen p;,;, degeri, i; # i igin agagidaki gekilde tanimlansin.

Esitlik (5.19) ve esitlik (5.20) birlikte kullamlirsa, C; matrisi asagidaki sekilde

elde edilir.
Ci(s,ai) = |1+ (0 — 5) D—lAi] D! (5.21)

1= (ai=5)p

Simdi sirasiyla L; ve M; matrislerini hesaplayalim. Bu kez L; matrisinin tanimi

agsagidaki gekilde verilmigtir.

Li(s) =[5 oA, [I + L%),JD’I(S)AZ} D !(s)ido;

1—(ai—3%)
—¢ Ji sl [T+ 220D (5) Al D (5) o

(5.22)
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o[ () (e e

Benzer gekilde M; matrisi de agagidaki sekildedir.

[l o (H%ﬁc) (2+2ﬁc
7] —2pc 2p%c
M;(s) =T+ £ - ‘

9 ()],
I\ (2 D7(s) (5.24)
W (145) (52)

Simdi (4.5) esitliginde tanimlanan T matrisini tekrar yazalim. (Toplamdaki ilk

terim, kogegen elemanlarin, ikinci terim ise kogegen dig1 elemanlarin olugturdugu
matris yapilarini temsil etmektedir.)

N N
i=1 =1

i1 =i9

(5.25)

i17#i2

Esitlik (5.14), esitlik (5.16), esitlik (5.23) ve esitlik (5.24) yukarida yerlerine yazilir
ve (4.21), (4.22) esitlikleri kullanilirsa,

T(s)=) b y 1

m
T 1 1 T
Tlpb €;,€;, + E c|l=+ Tlﬁc €;, €,
i—1 |P In 7 =1 | P In 7
1 1—1,p 1,227 1_15
14 e 2PC

(5.26)
Esitlik (2.15) ile verilen A matrisini (5.3) ve (5.17) esitliklerini kullanarak tekrar
hesaplayalim.

m m
- b c
A= Z ieileilT + Z §ei1ez~2T (527)
i1=1 i1,ip=1
i1#io
Yukarida verilen iki esitlik (4.4)’de yerlerine yazilirsa,
T
b 1 1 T
T(S)Z 81—2 §+b ;+1 <1+%pb) €;, €,
u==4 1 1—%pb
_ -1
m
c 1 1
- Z 5 +c |-+ Tlﬁc eileizT (528)
il’iQ.:l p ln (17i_ )
11719 - 2pC
Esitlik (4.31)’in kullanilmasiyla,
b 1 1 1
T(s) = sTg b ;Jr (1+%pb) 2T ¢ 5+ (1+%ﬁc> I
1 1 1 1~
1-5pb 1-5pc
-1
1 1
iyt —— || w® (5.29)
lf%ﬁc



elde edilir. Buradaki ters alma igleminde (4.10) esitligini kullanalim.

1
K (5.30)
S_%_ (%—i_ l-l:-Lpb >+%+c<%+ 1i2pc )
ln(ff75> : (1—%m>
c 1 1
5—%0(5+-m<uéﬂ)>
£= SL (5.31)
b 1 1 c 1 1
$_§_b<5+ln<1+5pb)> + §+C<E+ln(1+§ﬁc))] (1_m)
1-$ob 1-1pe
olmak tizere,
T(s) = kI + k€uu” (5.32)

seklinde elde edilir. Simdi, (4.3) ile verilen K; matrisini hesaplayahm. Yine, iki
ayr1 durum incelememiz gerekmektedir.

ki = ko =k ise,
Esitlik (4.1) ve esitlik (5.12)’nin kullamilmasiyla,

AkC(S, O[k) =b]1

plog — %) ~1(g
+ T (o D)g (on — %)p] A; D7 (s) (5.33)

esitligini elde ederiz. Benzer gekilde, (5.14) ve (5.16) esitliklerini kullanalim.

1+1n (”2””)

1—5pb

Ly (s)Mg(s) = b AD7'(s) (5.34)

Esitlik (5.33) ve esitlik (5.34)’1, (4.3) esitliginde yerlerine yazalim.

1+1n (H%pb)
Ki(s,ap) = ———— | (o — =) — — A;D (5.35)
1— _b 2 1+2pb
(ak 2):0 In (1+%pb>
Bu durumda, agagidaki esitlikler yazilabilir.
bg)(s, o) = (RI+ k€uu”) x
1 143 pb
1 [ b L+,! (1—%/”’) -| ~1
1— (o —Y)p [(ak 5) 1 (1+%pb) J AxD (5.36)
2 141 pb
b{"(s) = kI + k€uu” (5.37)
1+11( fﬂ
(1 — 1 b 1—3pb -1
B T 72 R WY (T g | R
1+1pb



kl ;é k'g ise,
Esitlik (4.1) ve egitlik (5.21)’in kullanilmasiyla,

plog — 5)
1— (= 3)p

esitligini elde ederiz. Benzer gekilde, (5.23) ve (5.24) esitliklerini kullanalim.

l,
1+ %ln (HZPC

AC(s,ap) = ¢ [1 + ] A;D (s) (5.39)

lflﬁc

mED

Esitlik (5.39) ve egitlik (5.40)1, (4.3) esitliginde yerlerine yazalim.

Ly, (s)My(s) = ) AD(s) (5.40)

1~
1+iln (”5’36)
1 C p lflpc 1
K — — ) — 2 A,D 41
k(Saak) 1_(ak_%),5 (ak 2) ln(l_l'%ﬁc) k (5 )
1+ 4c
Bu durumda, agagidaki esitlikler yazilabilir.
b (s, ) = (RI+ k€uu”) x
1 c 1+ 11 ( jﬁ ) 1
—_— I 2f AD™ 5.42
1—(ax—5)p (o = 3) (1+2PC) g (5.42)
1+1pc
b(()l)(s) = kI + Réuu’ (5.43)
1+iln (Hééc)
1 & p l—lpc _
bt = - =) - 2 AD™ (5.44
R O A W =5 I
1+%ﬁc

Simdi elde ettigimiz yapilar1 p ve p’dan kurtarip daha acik yazmaya caligalim.
Esitlik (4.12) ve esitlik (5.19)’u kullanalim.

1 <
TH-1 T 2
Piriz = €iy D (S)eil = c€ix €y + c ¢
s—o4¢ (s—=2+t1-m))(s—2+%)
(5.45)
Esitlik (4.37)’nin kullamlmasiyla p ve p agagidaki sekilde elde edilir.
L 2 (5.46)
p = c [4 [4
s=E+5 gt som)s-5+3)
_ 2
p= , . (5.47)
-T+s0-m)s-5+9)
Agagidaki tanimlar yapalhm.
14!
b=2uy+2— (5.48)
m
41
=2— 5.49
c=22 (5.49)
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Burada, v; ve vy arti degerli keyfi iki degistirgendir. Bu tanimlarin (5.46) ve
(5.47) esitliklerinde yerlerine konulmasiyla,

. v +m(s— v — 1) (5.50)

m(s — v — e)(s — 1)

141

p= (5.51)

m(s — v — ve)(s — 1)
egitlikleri elde edilir. Bu egitlikleri kullanarak once b(()l) matrisini hesaplayalim.
Esitlikleri 6nce (5.30), daha sonra da (5.31)’de yerlerine yazalim.

1

K =EK(s,m)= 5.92
(5,m) s—vp— (1o + %) e(s,m) — ((s,m) (5.52)
Burada, € ve ¢ fonksiyonlar agagidaki gekilde tanimlanmiglardir.
m(s — v — a)(s — 1) 1
e(s,m) = + = 5.53
(5,m) vi +m(s— v — 1) O1(s,m) (5:53)
1
m)=(s—v — — )+ 5.54
C(s,m) = (s —v1 —1e)(s — 12) + 11 mOs(5,1m) (5.54)
O, ve O, fonksiyonlarinin tanimi agagida verilmigtir.
B 1 + vi+m(s—v1—vs) Vo + vy
O1(s,m) = In | TR - :’j} (5.55)
1= m(s—v1—v2)(s—v2) [V2 + E]
- L+ ol
Oy(s,m) = In 2V112 - (5.56)
1 - m2(s—1/1—uz)
- 24+ 2((s,m)
§=¢(s,m) = o o
s—uv—ve— (2n +29) e(s,m) + (=211 +22) m((s, m)
(5.57)
Esitlik (5.52) ve esitlik (5.57)’yi, (5.43) esitliginde yerlerine yazalim.
b{" (s) = &(s,m)I + &(s, m)&(s, m)uu” (5.58)
kl = /{2 = /2' iSG,
m(s — UV — 1/2)
ui(s,m) =
1(s,m) m(s — v — vo)(s — vo) — (g — vo — &) (1 + m(s — 11 — 1))
(5.59)

olmak iizere,

b(l)(s o) = epeg” py (s, m)x

k
1/1+ms—u1—y2) 1
(— -
m m(s—uvy —w)(s—1va2) ©O1(s,m)
" v
+ e_e'T 3 - X
jZl ] Iul(s m) m(s — - VZ)

a0



” v+ m(s — vy — 1) 1
P _— 5.60
[(ak "2 m) m(s—uv1 —we)(s—1v2) ©O(s,m) (5.60)
seklinde elde edilir. Benzer gekilde,
k1 7é kg ise,
piz(s,m) = mis =4 = 1) (5.61)
m(s — v —)(s — vg) — vy (o — L) (11 + m(s — vy — 1))
olmak iizere,
bl(cl1)lc2 (Sa Clk) = €k, ek2Ty’2(Sﬂ m) X
[( 1/1> vi+m(s —uv — 1) 1
o —— | — - =
m 141 62(81 m)
m T ”
+;eklej o (s, m)m(s — X
v vi+m(s — v — 1) 1
BN — = 5.62
(o)) e

seklindedir.

Bir onceki boliimde yapildig: gibi burada da b(()l) ve béll)kz matrislerinin ters
Laplace doniimleri seri agimlar yardimiyla bulunabilir ve Laplace doniigiimiiniin
Katlama oOzelligi kullanilarak, bu matrislerin ¢arpimi olan b,(cl) matrisinin
ters Laplace doniigiimii, B,(cl), elde edilebilir. B(()l) ve B,(Cl) matrislerinin
toplam1 ise ilgilendigimiz iistel matris E’nin Birinci Basamaktan YBMG
Yaklagtirimidir. Fakat, burada yaklagtirimin agik yapisinin elde edilmesi iizerinde
durulmayacaktir.

Bu béliim ve 6nceki boliimden c¢ikarilan sonuclar, YBMG aciliminin iistel
matrisin ters Laplace doniigimii iizerindeki etkisinin Cok Degistirgenli Saptirim
Agilimimin aym1 yap1 iizerindeki etkisiyle benzerlik gosterdigi ile ilgili ipuclar:
vermektedir. Benzerlikleri aragtirmak amaciyla, Cok Degistirgenli Saptirim

Acilimi hakkinda genel bilgi, bir sonraki béliimde verilecektir.
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BOLUM 6

COK DEGISTIRGENLI SAPTIRIM ACILIMLARI

Bu boliimde, verilen genel yapida bir dogrusal operatoriin ¢okdegistirgenli
(multiparameter) saptirim (perturbation) agilimi iizerinde durulacaktir.

Acgilimin  tanimi i¢in go6zoniine alinacak operator olast en genel
durumunda diigiiniilmeyecek, degistirgenlere bagimliliginin da dogrusal oldugu
varsayilacaktir. Bu varsayim, her ne kadar, degistirgenlere olan bagimlilig
kisithyorsa da bizim YBMG c¢aligmalarimizda, en azindan bu an icin, kargilagilan

durumlarin timint kapsamaktadir. Boylece,

M(O,/l,"' ,O!N) = [£0+ (a1 —51)51 —+ (QQ —62)£2+"‘+ (CYN —EN)[,N]*l

(6.1)
biyukligiini diiginerek yola koyulabiliriz. Burada, i, ... ,ay ile bagimsiz
degistirgenler simgelenmekte, Ly, L£;, ... ,Ly ile ise bu degistirgenlere

bagimli olmayan ama acik yapilari bilinen operatorler gosterilmektedir. Bu
tanim egitliginin sag yaninda tersi goziiken yapi, acikca gorilebildigi tizere,
degistirgenlere dogrusal olarak bagimli alinmaktadir. Bir bagka varsayim ise
Lo operatdriiniin tersinin alinabildigi yani £,' operatoriiniin varoldugudur.
Amacimiz, M(qq, ..., ay) fonksiyonunun degistirgenlerin eksi olmayan tamsayi
iisliileri tiirtinden agiliminin belirlenmesidir. Bu bir anlamda Taylor acilimindan
bagka bir sey degildir. Ancak degistirgenlerin yukarida tanimlanan ama
acik yapilar1 verilmeyen operatorlerin yapilarinda bulunmamalari yani onlarin
degigkenleri olmamasi, “Taylor Acilimi” deyiminin kullanilmamasinin, onun
yerine bagka bir deyim kullanilmasinin daha yerinde olacagl izlenimini
verir.  Ashinda, aghmmn (a; — @), ... ,(ay — @y) biiyiikliiklerinin eksi
olmayan tamsay1 iisliileri tiiriinden yapilmasi degistirgenlerin kendileri yerine
belirli bir degerden sapmalarinin giindemde oldugunu gosterir. Bu durum,
sag yandaki yapinin L, operatoriinden saptirilmig bir yapimin tersi oldugu
anlamina gelir. Bu ise iiretilecek agilimin “Cokdegistirgenli Saptirim Agilimi”
olarak adlandirlabilecegi yargisma gotiiriic. Bu deyimin Ingilizce karsihginm
“Multiparameter Perturbation Expansion” olacagini vurgulamakta da yarar
bulunmaktadir.



Denklem (6.1)’den M fonksiyonunu belirlemek amaciyla asagidaki

matematiksel yap1 ongoriilebilir.

o0

> (- (ay — @) Miny (62)

K10k =0

M(Ofl,"' 1aN)

Burada Mjy, , biuyuklikleri degistirgenlere bagimh olmayan ve bu an igin
bilinmeyen operatorleri gostermektedir. Bu operatorleri kolayca belirleyip genel
bir bagintiyla verilebilir bigime kavusturmak igin (6.1) denklemini agagidaki

bicimde yeniden yazmak daha yerinde olacaktir.

[Lo+ (n — @)Ly + (e — @) Lo+ -+ (ay —an)Ln | M(a1, - ,ay) =T
(6.3)
Burada Z, L operatorlerinin iginde bulundugu “Operator Uzayi'nin” birim
elemanini yani “Birim Operator’i” gostermektedir. Eger, (6.2) ile verilen yapi

(6.3)’te ilgili yere yerlegtirilecek olursa agagidaki egitlik yazilabilir.

o0
(ar — @) -« (an — an)™ LoMy, . 1y
k1. k=0
0
+ Z (oq — 51)’““(@2 - 52)k2 < (an — aN)kN»Clel...kN
k1 ook =0
0o
+ Z (a1 — @) (ag — @) (ag — @)™ - - (an — AN) ™ LoMy, gy
k1 eonrkn =0

+ Z (o _al)kl < (an-1 —aN—l)kN_1 (an —aN)kNHENMkl...kN =7 (6.4)
K,k =0

Bu egitlikteki toplamlarin ilki digindakilerin tiimiinde iislii carpanlardan birinde
us 1 arttinlmig durumdadir. Mj, . katsayilarmin belirlenebilmesi igin bu
arttirilmig islerin arttirilmamig bicimlerine geri gotiiriilmeleri gerekir. Bu ise
degeri arttirilmig £ toplama degiskeninin yerine, o toplamda her yerde, onun 1
eksiginin yerlegtirilmesiyle saglanabilir. Boylece (6.4) esitligi agagidaki sekilde
yazilabilir.

oo

Y (e —a)" - (o — an) [ LoMiy. by + L1Miy 1o ky
otk =0

+Lo My ky—1kg by + LNMiy oy shy-1] =T (6.5)

Burada toplama degigkenlerindeki kaydirmalar toplama igleminin simirlarinda
farkl1 kaymalara dolayisiyla farklilasmalara neden olur. Bu farklilagmalar

agagida verilen ve indislerden herhangi birisinin eksilegmesi durumunda sifirlanma
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anlamina gelen varsayim ile ortadan kaldirilabilir ve boylece alt sinirlar1 tiim
toplama degiskenleri icin ayni1 ve de sifir olan tek bir toplama simgesiyle

yazilabilen bigime biirtindiiriilebilir.
Mkl...kNE()a k1<0\/k‘2<0\/"'\/k]v<0 (66)

Esitlik (6.5)’in saglanabilmesi i¢in, degistirgenlerin birbirinden bagimsiz olmalari

nedeniyle, agagidaki esitliklerin saglanmasi gerekir.
LoMpy..ky + L1Myy ks by + -+ LN My ky_iky—1 = Okt kn0

Kty >0 (6.7)

Buradan ilk belirlenecek terim indis toplami en az yani 0 olan terimdir ve
agagidaki gekilde yazilabilir.
Moo= Ly" (6.8)

Bundan sonra, indis toplamlar1 1 olan terimler, bu sonucu kullanarak, agagida

yazilan bicimde elde edilirler.

MIO...O = —Ealﬁlﬁal
Mo10..0 = —56152561

Mo.ov = =Ly LnLy! (6.9)

Indis toplamlar1 2 olan iki tiir terim vardir. Bunlardan bir tiiriinde yalnizca
bir indis 2 olurken diger indislerin tiimu 0 olmakta diger tiirde ise degerleri 1
olan ikisi diginda kalan tiim indisler 0 olmaktadir. Birinci tiirdeki sonuclar (6.9)

esitliklerine cok benzer sonuclar iiretirler.

Mag..0o = (—£51£1)2 551
Mogo..0 = (—1:61[’2)2 Ly!

Mo..02 = (—EJIEN)Q Ly (6.10)

Bu sonuclar1 cok daha genel olarak

Moo = (=£5"£1)" £o"
Moko..o = (—561£2)k Lyt
My..ox = (—EEILN)IC Lyt (6.11)



seklinde yazmak olanakhdir. Indis toplamlar1 2 olan ikinci tiir terimler i¢in de

agsagidaki gekilde egitlikler yazilabilir.
Moo = (L5 L1) (—L£5'L2) L5+ (—£51L2) (L5 L1) £

My o1 = (=L Ln-1) (Lo Ln) Lot + (Lo L) (—Ly ' Ln—1) Lo* (6.12)

Bu bigimde ilerleyerek, ilke olarak, tiim terimleri egsiz (unique) olarak belirlemek
ve de iistelik genel terim iiretmek bile olanakhidir. Ancak burada bu kadar
inceleme ile yetinilecektir.

Simdi, iistel matrisin YBMG agilimi ile ¢cok degistirgenli saptirim agilimi ile

iligkilendirilmesi iizerinde duralim. s Laplace doniigsiim degistirgeni olmak iizere,
B(s)=[sI—-A]" (6.13)

seklinde verilen bir matris ile ilgilenilecektir. Buradaki yapida goziiken A
matrisinin (1.88) egitliginde verilen degistirgenlere dogrusal olarak bagimli yapida
yazilabildigini varsayarak ilerlenecektir. Buradaki Ay (1 < k < N) matrislerinin
ar (1 < k < N) degigtirgenlerine bagiml olmadig: diigiiniilmektedir. Bu tanimla
(6.13) esitligi, degistirgenli yapida daha agcik olarak, agagidaki bi¢cimde yazilabilir.

B(al,...,aN,s) = [sI—a1A1 —"'—OZNAN]il (614)

Bu yap1r yerine YBMG agisindan daha uygun olan ve ters belirleme igermeyen

agagidaki denklemle ilerlenebilir.
[SI—OélAl—"'—OKNAN]B(CH,...,CYN,S) =1 (615)

Buradaki bilinmeyen olan B(aqy, ..., an, s) matrisinin YBMG a¢ilimi agagidaki

bigimde yazlabilir.

N N
B(al, N, S) = Bo(S) + Z Bi1 (Ckil, 8) + Z B,-liQ(ozil,oziQ, S) cee (616)

i1=1 i1sip=1
11 <i2

Buradaki YBMG degigkenleri olan o degistirgenlerinin bir agkindik¢okyiizliiniin
icinde ve yiizeyinde deger alabildigi varsayilmakta ve ¢okyiizliiniin her bir ayriti
ar € [ag,br] (1 < k < N) seklinde tammlanmaktadir. Agirhik fonksiyonlar:
Wi(ag) (1 < k < N) ile simgelenirse YBMG’nin genel agirhik fonksiyonu

carpimsal olup agagidaki bicimde tanimlanmaktadir.

W(Oq,...,OtN) = Wl(al)---WN(ozN) (617)
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Esitlik (6.16), (6.15) esitligindeki yerine konulur ve elde edilen esitligin her iki
yani (6.17)’de verilen agirlik fonksiyonu ile ¢arpildiktan sonra olugan esitligin her
iki yan1 tiim « degigtirgenlerine gore ilgili araliklar iizerinde integre edilirse ve de

diklik ya da sifirlanma kogullar1 gdzoniine alinirsa agagidaki esitlik elde edilir.

[SI — alAl —_ - 'aNAN] Bo(S) — A1§1(8) — = ANEN(S) =1 (618)

by,
ak = / daka(ak)ozk, 1 S k S N (619)

ag
Bi(s) = / doyp Wi (o) B (8, o), 1<k<N (6.20)

ag
Eger

K = alAl +-- 'aNAN (621)

tanimi yapilacak olursa (6.18) esitligi asagidaki sekilde yazilabilir.
[SI—K] B()(S) —A1§1(8) —"'—ANEN(S) =1 (622)

Burada Byg(s) (1 < k < N) terimleri bir degiskenli YBMG bilegenlerine
bagimlidir ve sifirinci basamak YBMG denkleminde yeralmaktadirlar. B matrisi
icin sifirnc1 basamak yaklagtinm elde etmek igin (5.22) denklemindeki tek

degiskenli YBMG fonksiyonlarinin katkisi gozard edilirse,
[sT—A]BY(s) =1 (6.23)

yazilabilir ve buradan Sifirinci Basamak Yaklagtirim olarak agagidaki egitlik elde
edilir.

1

B(a, .., an, s) ~ B (s) = [sI—A] (6.24)

Eger yukarida degismez YBMG bilegeninin belirlenmesinde izlenen yol
integrallerde  YBMG degigkenlerinden birinin ve ilgili agirhk c¢arpaninin
diglanmasiyla bir degiskenli YBMG bilegenlerinin  belirlenmesinde de
kullamlabilir. Tki degiskenli YBMG bilegenleri iceren integrallerin yoksayilmasiyla
Birinci Basamaktan YBMG Yaklastirimi tanimlanabilir. Bdylece, agik yapisi
verilmeksizin

N
B(o, ..., o, 8) # B (0, oy, s) = B (s) + Y B (e,,5)  (6.25)

yazilabilir. Eger

M(ala"' 7aN)

If
"o
[u)
I
>
[
B
I
Sl
g
+
_|_
)
=2
[
ol
z
>
=2
!
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seklinde bir matris tanimi yapilacak olursa (ay —ay) (1 < k < N) degistirgenleri

tiriinden bir saptirim agilimina gidilebilir ve

Il

M(av,- - ,ay) Y (@) (ay — an) P My, gy (6.27)
yazilabilir. ~ Burada My, , biuytklikleri degistirgenlere bagimli olmayan
matrisleri gostermekte olup Taylor serisi agilimi yoluyla belirlenebilirler.

Ote yandan (6.25) esitliginde kapali olarak verilen yaklagtiranlar da
ashinda, birinci basamaktan yaklagik YBMG denklemlerini diklik ya da sifirlanma
kogullarimi da saglatacak sekilde belirlenebilirler ve (6.27)’de kargilagilan saptirim
degistirgenlere bagimlidirlar. Bu bagimhilik aralik ve agirlik secimine gore degisik
yapida ortaya gikabilir. Ancak, aralik ve agirlik seciminin (6.27) saptirim
acilimiyla, en azindan sadece bir degigtirgenin tusliilerini iceren terimler toplami

acisindan iligkilendirilebilir.
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BOLUM 7

UYGULAMA - 3

1 < 1 < N olmak iizere, A; matrislerinin agagidaki sekilde oldugunu

varsayalim ve m = N alinsin.
Ai = uiuiT, 1< < N, ujTuk = 5jk (71)

Burada, u;’ler N x 1’lik matrisleri temsil etmektedir.

N

N -1
(SI -y )\z'fz'fiT> => S _1 )\_fzfiT (7.2)
i=1 *

i=1

Esitliginin kullanilmasiyla, (4.7) ile verilen D matrisinin tersi, asagidaki sekilde
elde edilir.

N -1 9 N
D7 !(s) = (sI— g o‘ziuiuiT) =3 : E wu;’ (7.3)
8 —_—
i=1 i=1

Bu egitlik ile beraber, (4.9) ve (4.11) esitliklerini de kullanarak p’yu
hesaplayabiliriz.

2
= 7.4
P=5 (7.4)
Simdi de A;D~!(s)’yi hesaplayalim.
R 2
1 T T T
A; D7 (s) = upug 55 1 izzluzu, =5s 1 [ Uk (7.5)

Buldugumuz esitlikleri kullanarak, (4.24) ve (4.27) ile verilen matrisleri sirasiyla

elde edelim.

-1
sln (1) +1 al T s—1
Tk(S)— (sI—ﬁZuiui ) ——]n< S

Kk(S) =—-1- s—1 ukukT (77)

)é;muf (7.6)




Bu durumda, birinci basamak degismez ve tek degiskenli YBMG fonksiyonlarina

eslik eden matrislerin Laplace doniigiimleri agagidaki sekildedir.

b (s, o) = [m (8 - 1) e _10%)] T (7.8)

S

S

b’ (s) = —In (5 - 1) éuiuﬁ (7.9)

Elde ettigimiz matrislerin ters Laplace doniigiimlerini bulalim. Bunun igin

asagida verilen, ters Laplace ile ilgili egitlikleri kullanalim.

AR
et (210N e bt — e at
s+b) ) t

Yukaridaki esitliklerin kullanilmasiyla, (7.8) ve (7.9) ile verilen matrislerin ters

(7.10)

(7.11)

Laplace doniigiimleri, asagidaki sekilde elde edilir.

o

Bg)(t, ak) = n ¢ + ea’“t} ukukT (712)
B0 _ [ 1N T

o (1) = 3 ;uiui (7.13)

Bu durumda, A = 3>, o;A; seklinde tanimlanan A matrisi igin (1.7) ile tanimi
verilen f fonksiyonunun, (3.10) ve (3.11) egitlikleri ile verilen, birinci basamak

degismez ve tek degigskenli YBMG bilegenleri agagidaki gibidir.

[1 — ¢t

f;gl) (t, o) = y' / + ea’“t} uruy’ x (7.14)
r ¢ i 1 N

0 =y" | - } D uux (7.15)
- =1

Elde ettigimiz bu fonksiyonlarin (2.5) ve (3.6) ile verilen baglangi¢ kosullarini
sagladiklarini gosterelim.
Esitlik (7.14)’de t = 0 yazalum.

W(0,a,) =0 (7.16)
Ayni gekilde bu kez, (7.15) esitliginde ¢ = 0 yazalim.
N
Z ll,'ll,'T =1 (717)
i=1
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esitliginin de kullanilmasiyla,
£67(0) = y™x (7.18)

elde edilir. O halde YBMG araciligiyla elde ettigimiz fonksiyonlar, f fonksiyonu
icin verilen baglangi¢ kogullarini saglarlar.

Simdi elde ettigimiz bu fonksiyonlarin, sirasiyla (3.7) ve (3.8) denklemlerini
sagladiklarinin gosterilmesi gerekmektedir. Once bu esitliklerin (3.7) denklemini

sagladiklarini gosterelim.

upu’ x (7.19)

afél)(t, ozk) T [leakttQ — et

B t—1+et
ot -y 12

(@ - ) (A7) 00 =y (- ) (T s (20)

Esitlik (2.2)’yi kullanalim, bu durumda

elt —et + 1+ 2t — Lte!
(XTAkTV) ’}/]E;l) (t) = yT ( I 2 2 ) ukukTX (721)

elde edilir.

N
Z ai(xTASV) + ax(xTAV) | fO(t o) =
iz

T agt 1—e T
Y o |—¢€ — 7 Ul X (722)

Elde edilen bu egitlikler toplanacak olursa,

aflgl) (t’ ak)

o T (@ — o) (TATV) V() + ATV (0)

N
> @(x"ATY) + an(xTAV) | £V (o) =0 (7.23)
i

esitligi elde edilir. Simdi elde ettigimiz fonksiyonlarin bu kez (3.8) denklemini

sagladiklarini gosterelim.

ofiM (¢t ett — (et —1)] &
fOT() =y’ [%] ZuiuiTX (7.24)
i=1
al —Let—1)
— Z Cu(XTAiTV)fél)(t) =yT ( 2 ) Z uu;’ (7.25)
i=1
a ) o't —et + 14 1t — Lte!
- ATI O =y (-H )3 Z wulx  (7.26)
i=1
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Yine bulunan esgitlikleri toplayacak olursak,

(1) N N
af(;at(t) =D AT (1) = D ATV (1) = 0 (7.27)

i=1 =1

egitligini elde ederiz. Yani, birinci basamaktan YBMG araciligiyla elde edilen
degismez ve tek degiskenli fonksiyonlar, (3.7) ve (3.8) denklemlerini saglarlar.

Bu durumda,

N

N
f ~ fél)(t) + Z .fk(;l)(t, O!k) == yT (Z e“ktukukT> X (728)
k=1

k=1

egitligi yazilabilir.

Simdi elde ettigimiz sonuclar1 basit ornekler iizerinde gosterelim.

7.1 Ornek - 1

A, matrislerini, A; = e;e;’ olarak secelim. Burada, e;’ler m boyutlu birim

vektorleri gostermektedir.

BO (1) = (et — 1) I (7.29)

1— t
Bl(cl) (t, Ojk) = (eo"“t + ; ¢ ) ekekT (730)

Esitlik (1.7)’deki e** matrisinin Birinci Basamak YBMG Yaklagtirimini bulalim.

N
et B (t) + Y B (1 ) (7.31)
k=1
N N
B (1) + Y B (top) = Y eeye,” (7.32)
k=1 k=1

eA icin m = 3 durumunda MuPAD ile elde edilen sonuc Ekler - B’de verilmistir.
Birinci basamaktan YBMG ile elde edilen sonuglar, gercek sonucla birebir

aynidir. Simdi farkli bir A matrisi i¢in duruma bakalim.
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7.2 Ornek - 2

uy =€y

seklinde secilen A; matrisleri icin, A = Zf;l o;A; yapisindaki A matrisinin,

Birinci Basamak YBMG Yaklastirimi asagidaki gibidir.

etA ~
-ealt eO¢2t
2 + 2
ealt _ ea2t
2 2
= 0
0

N ot T
Dok €My,
0
0

eagt

alt eazt
T —_ T

a a

2 2

+
0

eaNt

(7.33)

A;’lerin bu sekilde sec¢imi i¢in, yine m = 3 ile alinan sonu¢ Ekler - B’de verilmigtir.
Bu 6rnekte de goriildiigii gibi birinci basamaktan YBMG yaklagtirimi ile matrisin
gercek degeri ayn1 sonucu vermigtir.
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BOLUM 8

DEGERLENDIRME

1. Bu caligmada, iistel matrisin Birinci Basamak Yiiksek Boyutlu Model
Gosterilim Yaklagtirimi elde edilmigtir. Araligin 6zel se¢imiyle (tiim degigkenler
icin [0,1]) baglayan ¢aligma, elde edilen sonuglarin, aralik ve agirhk
fonksiyonlarinin daha genel tutulmasinin birinci basamak yaklagtirimin gercek
fonksiyona daha iyi bir yaklagtirim olmasini saglayacagini gostermesiyle bizi,
araligi ve agirhig1 daha genel tutmaya yonlendirmistir. Ama, yine alinan sonuclara
gore agirhiglr ve araligi daha genel tutmak yakinsamayi hizlandirirken, iglemleri
de oldukca zorlagtirmaktadir. Caligmanin ardindan bir adim olarak, fonksiyona
birinci basamaktan yeterince iyi bir yaklagtirim saglayacak ama aym zamanda
da iglemleri fazla zorlagtirmayacak agirlik fonksiyonlarinin ve araliklarin segilmesi

tizerinde durulabilir.

2. Yine agirliklarla ve araliklarla oynayarak, elde edilen sifirinci ve birinci
basamak YBMG bilegenleri, iistel matrisin saptirnm agilimindaki sifirinci ve

birinci basamak terimlerle birebir eglegtirilebilir.

3. Yapilan ¢aligmada, iistel matrisin kendisinin YBMG bilegenleri elde edilmeye
caligilmig, ¢Oziim agamasinda ters Laplace doniigimii kullanilarak, caligma bu
agamada, t uzaymdan s uzayina aktarilmigtir. Ama yeni bir ¢aligma olarak, iistel
matrisin kendisinin degil dogrudan ters Laplace doniigimiiniin YBMG acilim ile

ilgilenilebilir.
4.

N
T T
A=E U, U = Ojg
=1

e matrisine

seklindeki A matrisleri i¢in birinci basamaktan YBMG yontemi |,
birebir bir yaklagtirim iiretir.

etAmin Taylor acilimindan yararlanarak, asagidaki islemlerle bu durum ispat

edilebilir.

N N 2t2
e =1+ (Z OéiuiuiT) t+ (Z OziuiuiT) B + - (8.1)
i=1 i=1



tA

I

+

_|_

_|_

N 2 N
E aiuiuiT = E Oéi211i11iT
=1 i=1

2.

a2

I+ talululT + 3!1 111111T + -
T 2an?

tayuyuy” + (;fv uNuNT-l----

N T T | t?a1?
W +taquugt 4 5

2!

t2 2
tayuyuy® + “Suyuy? + -

(14 tor + 287 4 ) ww -

t2 2
(1+taN+%+---)uNuNT+---
efuymy” + - - - 4+ e'uyuy”

B{" + ¥~ , By
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EKLER A

UYGULAMA - 1’'DEKI SERI ACILIMLARI

MuPAD, Windows, Linux ve Solaris gibi igletim sistemlerinde ¢aligabilen
bir programlama dilidir. Hem sayisal hem simgesel diizeyde iglem yapabilir. Bu
caligmada, Linux ortaminda ¢aligilmigtar.

*————k MuPAD 2.0.0 -- The Open Computer Algebra System
/17

*————x | Copyright (c) 1997 - 2000 by SciFace Software
| *k==]-x A1l rights reserved.

I/ 1/

d————% UNREGISTERED VERSION

Please contact info@sciface.com to register.

>>

>>

>> /xSabit terim, ilk parcax/

>>

>> fl:=s+s*(2xs-(1/m))*(1-(1/(2*s-(1/m)+1)))+
1/(An((2*s* (2*s-(1/m))-1)

[ (2%s* (2%s-(1/m))+1))) -1/ (In((2*s* (2%s-(1/m) ) -
(2%s-(1/m)+1)) / (2xs* (2%s- (1/m)

&> )+(2xs-(1/m)+1)))):

>> tersl:=1/f1:

>> rtersl:=series(tersl,m=0,6):

>>

>>

>> tersk:=simplify(coeff(rtersl,-1));

0
>> ters0O:=simplify(coeff (rters1,0));
/ 2s -1\
- 1n| ----——- I
\2s+1/

>> tersl:=simplify(coeff (rtersi,1));



/ 2s-1\2/ 4 s 1
- ln| =-===--- | | === e = e - s
\2s+1/ | 2 / 2s -1\2 12 s
| (4s -1) In| ------- [
\ \2s+1/

hmm MuPAD 2.5.2 -- The Open Computer Algebra System
/1

*————xk | Copyright (c) 1997 - 2002 by SciFace Software
| k==]-x A1l rights reserved.

L/ 1/

*————x% Licensed to: Bilisim Enstitusu
>>
>>
>>

>> /xSabit terim, ikinci parcax/

>>

>> fl:=series(s+s*(2xs-(1/m))*x(1-(1/(2%xs-(1/m)+1)))+
1/ (An((2*s* (2%s-(1/m))-1)/

(2%s* (2%s-(1/m) )+1))) -1/ (An ((2%s* (2%s-(1/m) ) - (2*s- (1/m)+1))
/ (2xs* (2xs-(1/m)

&> )+(2xs-(1/m)+1)))) ,m=0,6):

>> fik:=simplify(coeff (f1,-1)):

>> £10:=simplify(coeff (£1,0)):

>> f11:=simplify(coeff (£f1,1):

>> f2:=series((1/2)+s*(2*s-(1/m))+1/(In((2*s*(2*s-(1/m))-1)/
(2%s*(2*s-(1/m))+1))) ,m=0,6) :

>> f2k:=simplify(coeff (£2,-1)):

>> £20:=simplify(coeff (£2,0)):

>> £21:=simplify(coeff (£2,1)):

>> f3:=series(s-(1/2)-(s*(2*s-(1/m))/(2*s-(1/m)+1))-1/
(In((2*s*(2*%s-(1/m)) - (2%s-(1/m)+1) ) / (2*s* (2*s-(1/m)

&> )+(2xs-(1/m)+1)))) ,m=0,6):

>> f3k:=simplify(coeff(£3,-1)):

>> £30:=simplify(coeff(£3,0)):

>> £31:=simplify(coeff(£3,1)):

>> carp:=(f1%£3):

>> carpk:=simplify(coeff (carp,-1)):

>> carp0:=simplify(coeff (carp,0)):

>> carpl:=simplify(coeff (carp,1)):

>> bol:=1/carp:

>> bolk:=simplify(coeff(bol,-1)):

>> bolO:=simplify(coeff(bol,0)):

>> boll:=simplify(coeff(bol,1)):
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>> ir:=(f2%bol):
>> irk:=simplify(coeff (ir,-1));

0
>> ir0O:=simplify(coeff (ir,0));
/ 2s -1\
In| --———-- |
\2s+1/
/ 1 \
2 | —mmm—— e +1/2 |
|/ 2s -1\ |
| In] -——---- | |
\ \2s+1/ /
>> irl:=simplify(coeff (ir,1));
/
|
/ 2s -1\ |
In| ------- | |
\2s+1/ |/ 2s-1\4
- - | 1In| -==——-- |
/ 1 N\ \N2s+1/
12 s | —====———————- +1/2 | |
|/ 2s -1\ I\
| In| -—=-=--- | |
\ \2s+1/ /
/ / 4 s \
L B |
| | 2 / 2s-1\2|
| | “4s -1 1n| -———--- I
I\ \N2s+1/ /
| —————— +
| /2s -1\
| In| -----——- |
\ \2s+1/
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/
4] - -—-
I
I /
| 1n|
\ \
!/
/1 2] 1n
AN
>>
>> quit
e
/17
*————x% |
| *k——]-%
/7 1/
S
>>
>>

>> /*Sabit te
>> /*Geriye d
>>

>> fl:=series

>>

>> f2:=series
>> bol:=(1/f2
>> carp:=(bol

>>

>> quit

1 \ / 4 s 1

————————— -1/2 |

2s -1\ | ] 2 / 2s -1\2 12 s
------- | [ | (4 s -1) 1n| ——==——- |
2s+1/ / \ \2s+1/

/ 2s -1\ \2 \

| ——————- [ +2 | |

\2s+1/ / /

MuPAD 2.0.0 -- The Open Computer Algebra System

Copyright (c) 1997 - 2000 by SciFace Software
A1l rights reserved.

UNREGISTERED VERSION

Please contact info@sciface.com to register.

rim, 1. ve 2. parca seri aclilimlari x/

onus*/

(In((2%(1/s)-1)/(2%(1/s)+1)) ,5=0,6) ;

3

s 5
- s - -+ 0(s)

12

(1/(An((2%(1/s)-1)/(2x(1/s)+1)))+(1/2), s=0,6):
):
*f1);

3 4 5
2 s 5s s 6
s + —+ —-+ —— + 0(s )
2 12 4
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e
/17
*————x |
| *k——]-%
VAV

*————x

>>
>>
>>
>>

MuPAD 2.0.0 -- The Open Computer Algebra System

Copyright (c) 1997 - 2000 by SciFace Software
A1l rights reserved.

UNREGISTERED VERSION

Please contact info@sciface.com to register.

>> /*k1=k2 icin

&> 1.parcax/

>>

>> r:=series((2*s-(1/m))/(2*s-(1/m)+1) ,m=0,6):

>> tl:=series((2*s-(1/m))/(s*(2*s-(1/m))-
(a-(1/2))*(2%s-(1/m)+1)) ,m=0,6) :

>> t2 :=series(1/(1n((2xs*(2%xs-(1/m))-(2*s-(1/m)+1))
/(2xs* (2%s-(1/m))+(2%s-(1/m)+1)))) ,m=0,6) :

>> ti=-r-(t1*t2):

>> topk:=simplify(coeff(t,-1));

>> top0:=simplify(coeff(t,0));

(2s-2a+1) 1ln| ————-- |
\2s+1/

>> topl:=simplify(coeff(t,1));

(2a-2s+4s +8s -8as -1)
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ln| -----—-—- | 4s-4a-8as+4a +4s +1)

>> irl:=series(ir,s=0,6);

2/ / a \ \
s(a-1/2) +s | - (-2a+1) | -=-1/41| -1/12 | +
\ \ 2 / /
/ 2/ a \ \
I (-2a+1) | --1/4| I
31 a \ 2 / I 4
§ | = == 4 mmmmmm + 1/24 | + 0(s )
\ 12 2 /

*————k MuPAD 2.0.0 -- The Open Computer Algebra System
/17

k————x | Copyright (c) 1997 - 2000 by SciFace Software
| *==]-x A1l rights reserved.

L/ 1/

*————k UNREGISTERED VERSION

Please contact info@sciface.com to register.

>>

>>

>>

>>

>>

>> /xk1=k2, 2. parcax/

>>

>> r:=series(1/(2*s-(1/m)+1) ,m=0,6):

>> tl:=series(1/(s*(2%s-(1/m))-(a-(1/2))*(2*s-(1/m)+1)) ,m=0,6):
>> t2 :=series(1/(In((2*s*(2*s-(1/m))-(2*s-(1/m)+1))
/(2xs* (2%s-(1/m))+(2*s-(1/m)+1)))) ,m=0,6) :

>> ti=—r-(t1*t2):

>> topk:=simplify(coeff(t,-1));

>> top0:=simplify(coeff(t,0));

>> topl:=simplify(coeff(t,1));
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(2s-2a+1) 1n| -=-==--- |
\2s+1/
>> top2:=simplify(coeff(t,2));

In| —————- | s-4a-8as+4a +4s +1)

/ 2 \ |s

| --2a+1 ]| 1In| -——- |

\ s /12 |
Il -+ 1]

\ s /

>> irl:=series(ir,s=0,6);

2/ / a \ \
s(-a+1/2) +s | (-2a+1) | --1/4 1| + 1/12 | +
\ \ 2 / /

(-2a+1) | --1/4|
31 a \ 2 / | 4
s | --——-———— - 1/24 | + 0(s )
\ 12 2 /
>> quit

/ 2/ a \ \
| |
|
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*————k MuPAD 2.0.0 -- The Open Computer Algebra System
/1

*————k | Copyright (c) 1997 - 2000 by SciFace Software
| *=—]-x A1l rights reserved.

L/ 1/

h————k UNREGISTERED VERSION

Please contact info@sciface.com to register.

>>

>>

>>

>> /xk1\ne k2 icin, 1. parca*/

>>

>>

>> tl:=series((2*s-(1/m))/(s*(2%¥s-(1/m))-(a-(1/2))) ,m=0,6):
>> t2 :=series(1/(1n((2*s*(2*s-(1/m))-1)/(2*s*(2*s-(1/m))+1))),m=0,6) :
>> t3 :=series(2*s-(1/m) ,m=0,6):

>> t:=—-t3-(t1xt2):

>> topk:=simplify(coeff(t,-1));

0
>> topO:=simplify(coeff(t,0));
2a-1
2s
>> topl:=simplify(coeff(t,1));
2 2 2
1 4a-4a -4s +8as -1
————— T |
2 2
12 s 4 s

>> quit

*————k MuPAD 2.0.0 -- The Open Computer Algebra System
/17

*x————xk | Copyright (c) 1997 - 2000 by SciFace Software
| *——]—x% All rights reserved.

L/ 1/

*————% UNREGISTERED VERSION

Please contact info@sciface.com to register.

>>
>>
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>>

>> /xk1\ne k2 icin, 2. parca*/

>>

>>

>> tl:=series(1/(s*x(2xs-(1/m))-(a-(1/2))) ,m=0,6):

>> t2 :=series(1/(In((2*s*x(2*s-(1/m))-1)/(2*s*x(2*s-(1/m))+1))) ,m=0,6):
>> t:=-1-(t1*t2):

>> topk:=simplify(coeff(t,-1));

>> top0:=simplify(coeff(t,0));

>> topl:=simplify(coeff(t,1));

2
4s -2a+1
—————————————— -2s
2's
>> top2:=simplify(coeff(t,2));
2 2 4 2
1 2 4a -4a+8s +16s -16as + 1
2a--———-48 + —mmmm—m—mmm -1
2 2
12 s 4 s
>> top3:=simplify(top2);
2 2 4 2
1 2 4a -4a+8s +16s -16as + 1
2a--———-458 + —mmmm—m—mmm -1
2 2
12 s 4 s

>> quit
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EKLER B

UYGULAMA - 3'DEKI ORNEKLER ICIN YAPILAN HESAPLAR

*————k MuPAD 2.0.0 -- The Open Computer Algebra System
/1

*————x% | Copyright (c) 1997 - 2000 by SciFace Software
| *k==]-x A1l rights reserved.

I/ 1/

*————% Licensed to: Bilisim Enstitusu

>> A :=matrix([[al,0,0],[0,a2,0]1,[0,0,a3]]);

+- -+

| a1, 0, 0 |

| |

| 0, a2, 0 |

| |

| 0, 0, a3 |

+- -+

>> B :=exp(A*t);

+- -+
| exp(t al), 0, 0 |
| |
| 0, exp(t a2), 0 |
| |
| 0, 0, exp(t a3) |
+- -+

>> quit

k————k MuPAD 2.0.0 -- The Open Computer Algebra System

/1 /1
*k————xk | Copyright (c) 1997 - 2000 by SciFace Software

| *k=—]-x All rights reserved.

L/ 1/

k————3% Licensed to: Bilisim Enstitusu



>> A :=matrix([[(al+a2)/2,(al1-a2)/2,0],[(a1-a2)/2, (al+a2)/2,0]

&> ,[0,0,

a31]1);

>> B :=exp(A*t);

exp(t al)

exp(t al)

al

exp(t a2)

exp(t a2)

a2 ail

exp(t al)

a3

exp(t al)
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EKLER C

LIE OPERATORUNUN ETKISININ GOSTERILIMI

TAT
etx A VX — etAX

esitligini gosterelim. Bunun icin 6nce xT AVx = ATx esitligini gosterelim.

N
TAVX Z 117] gk Z Z; ]kékz ijAji = (ATX)Z.
j=1

7,k=1

x'AVx = ATx

Ustel evrim operatoriinii, argiimani tiiriinden MacLaurin serisine agalim.

2
XAV — <I +xTAV +

5 (x TAV)2+"')X

(x"AV) "x = (AT)"x

egitliginin kullamilmasiyla,
ethAV <I + tAT '(AT)2 + .- ) X = etATX

elde edilir.
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