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HELMHOLTZ SALINICISININ REZONANS DURUMLARINDA DALLANMA
ANALIZI

Anahtar Kelimeler : Coklu Olgekler Yéntemi, Normal Form Analizi, Ortalama Alma
Yontemi, Modal Denklemler, Kararlilik Analizi, Dallanma Analizi, Rezonans, Denge
noktasi

Ozet : Bu galigmada, tek serbestlik dereceli, soniimlii, kuadratik nonlineer terim igeren
ve zorlamah Helmholtz salinicisimn analitik yontemlerle statik ve dinamik dallanmasi
incelenmigtir. Kullanilan yontemler olan Coklu Olgekler Yontemi, Normal Form
Analizi ve Ortalama Alma Yontemi kisaca tanitiildiktan sonra (0,0) denge noktasi
civarinda, gesitli rezonans durumlan igin, denkleme uygulanmig ve elde edilen
sonuglar kargilagtinlmugtir. Ug farkh yontemin de aymi yapida sonuglar verdigi, fakat
uygulama agisindan birbirlerine gore ustiinliikleri veya zaaflan oldugu goriilmiis ve
bunlar tartigilmgtir. Sonra elde edilen denklemlerin denge noktalari ve bunlarin
kararhhk durumlan incelenerek dallanma analizi yapilmig, "Pitchfork” ve "Hysterisis"
tipi dallanmalar gézlenmigtir. Son olarak periyodik ¢oziimlerin ikinci mertebe
ortalama alma yontemiyle incelenmesiyle salinicinin global davraniglan aragtinlmigtir.

BIFURCATION ANALYSIS OF HELMHOLTZ OSCILLATOR IN RESONANCES

Keywords : Method of Multiple Scales, Normal Form Analysis, Method of Averaging,
Modal Equations, Stability Analysis, Bifurcation Analysis, Resonance, Equilibrium
Point

Abstract : In this study, static and dynamic bifurcations of Helmholtz oscillator which
is a driven damped, continuously excited and single-degree of freedom system with
quadratic nonlinearity are studied by using analytical methods. We introduced the
methods of multiple scales, normal form analysis and method of second order
averaging briefly and then modal equations are obtained in the neighbourhood of the
equilibrium point (0,0) of Helmholtz oscillator. When we compare the results of three
different methods, we see that they have the same structure and each method has
some advantages and disadvantages one another. Next, bifurcation analysis is studied
for obtained equation by searching equilibrium points and their stability analysis.
"Pitchfork" and "Hysterisis" types of bifurcation are observed. Finally, bifurcation
analysis of periodic solution of Helmholtz oscillator is studied by using the method of
second order averaging to study its global behaviour.
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OZET

Bu ¢alismada, birgok fiziksel ve miihendislik problemlerini modelleyen,
katastrof teorisinde 6nemli rol oynayan ve ilk olarak Helmholtz tarafindan kulak
zarnin titregimini agiklamak igin Onerilen [4,7], tek serbestlik dereceli, sontimli,
kuadratik nonlineer terim igeren ve zorlamali Helmholtz salmcisimin analitik
yontemlerle statik ve dinamik dallanmasi incelenmigtir.

Birinci bolimde, incelemelerde kullamlan ve pertiirbasyon yontemlerinden
olan ¢oklu 6lgekler yontemi, ortalama alma yéntemi ile normal form analizi kisaca
tanitimagtrr,

Ikinci botiimde, Helmholtz salimic1 denklemine (0,0) denge noktas: civarinda
yukarida s6zii edilen yontemler uygulanmig ve elde edilen sonuglar karsilagtinimigtir.
Ug farkh yontemin de aym yapida sonuglar verdidi, fakat uygulama agisindan her
yontemin digerlerine gére avantajt veya dezavantajt olduu gorilmiis ve bunlar
sonuglar kisminda tartigtlmigtir. Bu béliimiin son agamasinda elde edilen denklemlerin
denge noktalart ve bunlann kararlihk durumlan incelenerek dallanma analizi
yapumustir. Burada denge noktasiin kararliliimi kaybetmesi sonucu periyodik
yoriingelere dallandig gézlenmigtir.

Ugtincii boliimde, [5] referansindaki galigmalarda 2% periyodundaki periyodik
yoriingelerin periyodik giftleme dallanmalanyla kararliligim kaybedip periyodu 2%, 3=
olan yoriingelerin sayisal ve analog galiymalaria gbzlenmesinden yola ¢ikarak ikinci
mertebe ortalama alma yontemi ile bu dallanmalar incelenmiy ve dallanma

diyagramlan elde edilmistir.



BIFURCATION ANALYSIS OF HELMHOLTZ OSCILLATOR IN
RESONANCES

SUMMARY

In this study, static and dynamic bifurcations of Helmholtz oscillator are
studied by using some analytical methods. The equation of Helmholtz oscillator
which was first proposed by Helmholtz to explain the vibration of pre-stressed
membrane models many physical and engineering problems. It also plays a significant
role in catastrophe theory [7]. Helmholtz oscillator is a driven damped, continuously
excited and single-degree of freedom system with quadratic nonlinearity.

In the first section, methods of multiple scales, normal form analysis and
method of second order averaging are introduced. We have used reference [3] and
[1] to introduce methods of multiple scales. In this method, x, which is assumed to
be an approximate solution of original equation depends on the various new scales,
instead of t and can be represented by an expansion having the form

x(t, £) =X(To, T1, .., Tm, &) = m%::o e (To, T1, .., Tu) + OETa) (1)

where T, =€™t. If the equation (1) is differentiated with respect to t and substituted
into the original equation and if the coefficients of all ¢ which have the same degree in
the obtained equation, we arrived at ordinary differential equations. In the solutions
of these differential equations we meet secular terms which makes the rest of the
equations unsolvable. By eliminating secular terms we obtain model equations which
must be satisfied by approximate solution of the original differential equation. The
examination of these model equations gives us some information about behaviour of
original system.

We have used reference [4] to introduce normal form analysis. Normal form
analysis plays an important role in modern bifurcation theory. This analysis involves
smooth transformation of non-linear co-ordinates so that it simplifies the original
dynamical system. Since we have used fourth order normal form analysis in our
study, the coefficients of fourth order normal form equations are given here.

We assume that the dynamical systems is autonomous, the linear part of
vector field have Jordan form and non-linear terms of the system begin with
quadratic terms. According to this assumption, standard form to which normal form
can be applied is

Xy =AvXy +ZapXiXp + X b XiXnXk )]

where A, are the eigenvalues of the linear part. The coefficients a;, and by, are
assumed to be symmetric with respect to their subscripts without loss of generality

vi



(v,j,h,k=1,2,..,n) . According to fundamental theorem of Brjuno there exists a
normalizing transformation

Xy = Yy + ZnY1Ym + Z BinpY1Ym¥p + Z Vipe 1Y m¥pYe 3)

which generally has complex coéﬁicients, in equation (3), oy, and By, are assumed
to be symmetric with respect to their subscripts. Normalizing transformation (3)
reduces the original system (2) to normal form

Vo =AYy + Z01Y1Ym + Z KigpY1Ymp + Z Qe V1Y mYpr 4

Substituting the transformation equation (3) into the original equation (2), and using
(4), we obtain the following equation

PlnY1Ym + Kimp¥1¥m¥p + Qg Y 1YmYpYr + Uiy (A1 + A = Av)Y1¥m
+Blmp(xl +Am + xp kv)YIYmYp + ‘Ylmpr(xl + A'm + 7»1: AV )Y1YmYpYr
+H Pt + OO + 0 OL)Y1YmYp + (00 et + Oy i + OLY K
+L g )Y 1YY s + 2(B,mpcpﬂ + B Ol + Bjdcpmp + B O + Bjmr(plp)ylmeny

= 24,Y1Ym + Dl Y1Ymyp + 3(85 0k + 3] lamP + ajma,,l)ywmyp 2( ,BJ

IB .- aij it ajpBﬂm)ylmePyr ajh(almapr + ampaﬂ + al’talm
+00y lamp + alpamr + amralp)YIYmYpyr 2(bjpralm +bjr1°‘mp +b11m0lpr
+mepozd + leamr + bmalp)ylymypy, 5)

Let us introduce the following symbols:
Av — 1,ifo=)\'l+Xm

AV - l, ifA:v=x[+A.m+xp
0, if Ay 2Ai+An+Ap

AY ={ 1, if Ay =M+ Am+Ap +Ar ©

0, ifX\vi}\:l'*‘)\'m"i"xp‘*'kr

Comparing equal powers of terms in both sides of the identity (5), using the symbols
introduced above and noting that only the resonant monomials should appear in the
normal form equations, the coefficients of the normalizing transformations and normal
form equations can be obtained

__._lm__
v 1 v 2. v j j v j
o -cok-oel]} (T



Y“;“P‘=M+lm+?3p+xr )w{ [( Bl + aJ'B"’P’+aJmB +ap, )
+(bn,,oa,m +bjﬂamp + ijmpock +bma,1 + leamr +b, a,p)
‘(Ol,ij +a_|ijrlm ta Kjlmp +a,; lijpr) (Bjmpq)rl + B_]pr(le
+BJ,.q>mp + B,nmw + Bﬁpq:m + Bmcplp)] + La3 (ol ol + ctlpat
ool + aﬂamp + onlpotm, + amralp)} (7¢)

P = Ay (7d)

Vo _ AV v L 2[, vi v, J Y od Y )
K]mp = Almp{ lmp + 3I:aqu,m + ajlamp + almap] ajmq)pl
J ]
—0Lj{Qmp — aj‘;aq)lm]} (7e)

Qe = Al ] @Bl + aﬂﬁm + 3Bl + 25, Blir) + (bﬂ,roclm
+b1,,onmp + bﬁmapr +b3 lpd.mr +b]m,a1p) (onJm p,l + 0ipKrim
+aerJlmp +Q; 1ijpr) (Bjmp(pd + ijr(plm + BJﬂ(Pmp + BJIm(PPf
+lep(Pmr + Bjmr(plp) + (on,monh +otpoll + et + a,loc’,;p
m{pa’,:,, + a’;moaﬁ,)} (79

Now, we assume that the original dynamical system contains a linear term related to
bifurcation parameter. We will examine contribution of this term to normal form
equations. In this case, dynamical system can be written as

%=Lox + Lex +f{x) (®

where, L, is the matrix which consists of the coefficient of linear terms, Ly is the
matrix which consists of the coefficient of linear terms related to bifurcation parameter
and f(x) represents the non-linear terms. Since the normal form analysis of the
non-linear terms is already studied, transformation sought should affect only the
matrix Lg. Moreover, it is also desired that this transformation should give terms in
the main diagonal of normal form equations in order to make the further analysis
easier. Hence the normalizing transformation takes the form

x=y+0(y) +GE)y )]

where ¢(y) stands for the non-linear terms and G(£) is of order O(). After some
calculation, we find that normal form equations are

y=Loy +Lgy +8() (10)
where perturbation matrix Ly [4] is
L{=LoG-GLo+Le (1)

Using reference [3], we will introduce method of second order averaging. We
assume that the original equation has the form



);(=8f(>5,t)+ezg(§,t) xelR?, O<e<<l1 (12)

with fand g T-periodic in t. Averaging theorem asserts that the equation (12) can be
replaced by its averaged counterpart

x=¢ fo (x) +O(?) (13)

where fo (x) = (I/I')I:,r f(x,t)dt and local information on periodic orbits of equation

(12) can be deduced from equilibrium solutions of the equation (13). Since we have
no knowledge about the terms of order O(g?), we have to study the averaging
process in more detail. The steps between the equation (12) and the equation (13)
depend on a lemma which states that there exists a smooth near-identity
transformation,

xy+eu(y,) xyeIR® (14)

We will construct the transformation explicitly in order to choose u.. If we
differentiate the equation (14) with respect to t and substitute into the equation (12),
we obtain transformed system as

[1+eDu]y=cf@y+eun+e’gy+eun,)-cu (0 (15)

where Du denotes the matrix of partial derivatives (%"y;‘). Expanding the right-hand
side of the equation (15) into Taylor's series about y, we find that

[1+eDy]y=¢ £, 0-2 @0 | +e? DEG) u(y.0+ 5 (3.0 |+ 06 (16)

If f(y,t) is separated into two parts, fo (), £ (y,1) and if u (y.t is chosen such that
u (X’ 1) =’f~‘ VA then the part of order (~)('e)~ n; the right-hand side of equation (16)
becomes the averaged term ¢ fo (v). Finally, if we multiply (16) by the inverse of the
near-identity operator [ +& Du :W; have

j=¢fo )+ DF() 1 (1 0-Du () f (g (.0 +0E) (17)

u and hence Du are chosen to have zero mean and thus the only terms of non-zero
mean at O(g?) in equation (17) are Df (y,t) u (y,t)+g (v, t), and one may now apply

averaging to these terms (making use implicity of a second transformation
y=z +&2 v (2, 1)) to obtain the second order averaged system

=efo (2)+&%(g0 (2) +[Iftj zHu( t)]0). (18)

where the subscript [.], denotes the time average. Terms of order O(e®) have been
eliminated.



In the second section, model equations are obtained in the neighbourhood of
equilibrium point (0,0) of Helmholtz oscillator by using three different methods
which are introduced above shortly in order to realise bifurcation analysis

The equation of Helmholtz oscillator which have been studied in the method
of multiple scales can be written as

% +E X +oix +ax? = AcosQt (19)

Instead of using the frequency of the excitation {2 as a parameter, we introduce a
detunning parameter ¢, which quantitatively describes the nearness of Q to wo [1].
The relations Q =w@¢+e20, 2Q=w¢+¢ec and Q =20y +ec have been used for
primary resonance, second order superharmonic resonance and  second order
subharmonic resonance respectively .

For primary resonance, the coefficients of equation (19) are taken as § = &g,
d=¢ga, A =¢2A and we expressed the approximate solution in the following form

x(t,€) =xo(To, T1, T2) +&x1(To, T1, T2) +€2%2(To, T1, T2) +...  (20)

where T =€™t. If the equation (20) is differentiated and substituted into the
equation (19), and if the coefficients of €°, ¢!, €2 on both sides of the obtained
equation is equated we obtain three ordinary differential equations. Eliminating
secular terms in the solution of this equations and introducing integration constant as
K = Zae® , we obtain

g A

= 8q A o -
a'= 2a+22c00 sin(cT, - B) (21a)
Sa A
ap’ = 12&)3&3 ~ 5o cos(cT2 - B) (21b)

Making the transformation y = 6T, — B in the equations (21), we get
g A

a' = -2a+ -siny (22a)
2" 20 g
Soc A
ay’ =ac+-—— 1% 2 S ———cCosY (22b)

Secondary resonances are examined for two cases; hard excitation (A = A)
and weak excitation (A =¢A). An approximate solution of original equation can be
given as

x(e, t) =x0(To, T1) +ex1(To, T1) +... (23)
For second order superharmonic resonance, taking the coefficient of equation (19)

as g=gg, G =¢ga , doing some simple calculations as introduced above, eliminating
secular terms and introducing integration constant as K = %a,eiB , we find that



I-_8 __._._A.z_a___ i -

a'=—7a 00 @ - Qz)sm(csTl B) (242)
iAo T, - 24b

af Io(mg_m)cos«sl B (24b)

(25a)
ap’'=0 (25b)

where excitation is weak . In like manner, for second order subharmonic resonance,
we obtain

g oA

a = —5a- W sin(cT; - B) (26a)
! = an —B)
aP T - O cos(cT; - B) (26b)

where excitation is hard, and

i_ 8, A O e
al=—Jats - sin(Q —wo - B)To (27a)
ap! = A cos(Q - mo - B)To (27b)
2m¢
where excitation is weak.

For normal form analysis, the coefficients of equation (19) are taken as g = g,

d=a, A=A. Using x; =X, X2 =X, X3 = AcosQt and x4 = Asin Qt , we can write
the equation (19) as autonomous dynamical system

Xl =X2 : (283)
Xy =—gX2 ~0aX: +X3 (28b)
5(3 = —QX4 (280)
X4 =Qx3 (28d)

In case of primary resonance, having used the equality Q =m¢+0 and
making a suitable transformation, the standard form to which normal form analysis
can be applied is obtained. Using the code given in Appendix-~1 which is written for
Mathematica, we find the coefficient of normal form equations. Thus the normal
form equations can be written as

Y1 =®oly1 +oly; (292)
. 2

$2 =y+aniva By - Thisly, (29b)

y3 = —(DoiY3 - O‘iy:; (290)
g 5a2i

Y4 =¥3 = Qolys—2Y4 +22lyov3 (294d)
30)0



Having found the solutions y;, ys, substituting them into y,, y, and assuming that the
solution of the last two equation have the form

ya=re®,  ys=re™® (30)

and using ¥ = [(0¢ + o)t —6] , wé obtain the following equations

. 8 A
= 2r-l- gsm'y (31a)
. Sac 5, A
ry=0or+ +—-cos 31b
30 I’ 4m¢ osY ( )

As it is seen, the equations obtained by using normal form analysis and the
methods of multiple scales are the same except the coefficient of cubic term in (31b).

In case of second order subharmonic resonance, the relation Q =2w¢+0 is
used. After bringing (28) to standard form to which normal form analysis can be
applied, we use the programme given in Appendix-1 for Mathematica to obtain the
coefficients of normal form equations. Thus, the normal form equations are found as
follows,

.8 52 9a2
Y, =-0oiy1 - '2‘)’1 - yzy 3+ 302 yly 2+ 4@3 yxym (32a)
5a3i 221

40)0)’13" 36 53’ Yzy 7200)0 YZY3Y4
i 2 2
Y, = ®oiyz ~ £y 4+ & + 5o Y1Ye M030)’ 1y5— 295—}’2}’3)’4 (32b)

s 2 3 40)0
ol Sadi 221
.‘.—-

4@0 360] 5Y1Y2Y4 720 YIY Y4
Y3 =—2@0iy3 — GIY3 (32¢)
y4 = 2(00i}'4 + O‘iY4 (32d)

Ify,, y, are found from (32c,d), substituted them into (32a,b) and if we assumed that
1> ¥, have the form

y1=re®,  yy=re® (33)

and if y = [Qog + o)t +26] is used, we obtain

= —§r+ [cir—car® —csr® +cer]siny (34a)
7= 0 +2¢ar% + 2¢3 + [2¢1 +2¢4r? — 2¢51% + 2C6]cos Y (34b)
where
2 Cy2A2 3 2 3A3
01=A3, 02=5;“3-, c3=aA7, c4=aA7’ cs=5°"A, c6 = 2210cA11
60)0 3(00 16(00 240)0 216(00 155520(00



In case of second order superharmonic resonance we us
After bringing (28) to standard form, we obtain the coeﬁicxents of normal form
equation by using the programme given in Appendix-1 which is made for
Mathematica. Thus, we can construct normal form equations as

) . g od Sor,x 2 460.2i
= —@oi— 2y, — — 35a
Vi 0 Zyl3 20 Sy3 + 333y1y " 5m0y1%3y4 (35a)
10030L1 2 2 107a°1 2 1081a’1 3
2 5a21 2 460 2

: g
Ya =CDOIY2“§Y2+2(D Ya— ol 3279 Ise : 2 Ly y3y4 (35b)
1003a3i 2 2 107a3 1081(13
O (R
180 Y2¥3 100 5 5 yi¥y2 Y4 4500, 5 ¥3 Y4
. (0] i
¥, =—TOY3 —7)73 (35¢)
. (O]
Ve = 7°y4 +2y4 (35d)

Here, ify,, y, are found and substituted into (35a,b), if the solutions are sought in the
following form

yi=re®  yy=re™® (36)

and if y = [(@o + o)t +8] is used, we obtain

= —%—r- [c1 —car? +csr? +cglsiny (37a)
I y=Or +Car® +c3r — [c1 +Car? +Cs12 + Cg]cos Y (37b)
where
_2A%q _ 5a? 184012A2
C; = 3 > C2= 3> C3 7
9(00 3(00 135(00
_ 100303 A2 _ 214A%3 _ 8648A%x3
- 9 2 cs - 7 s 06 - 13
405w 450, 18225m,

For primary resonance, applymg the method of second order averaging to the
equation (19) with the coefficients 05 =1, &=1, A=A, g=g Q=0 by makmg
use of programme given in Appendix-2 whlch is made for Mathematica and passing
to polar co-ordinates, we obtain

= —ig 4gn’r+ \/ 9g2A%0? + (eAQ + 4An?)” siny} (382)
ry=-— 242)3 [(3eQ? + 12Q0? + 3eg%0?)r + 10sa’r?]
—55;,/ 9g2A%0? + (AQ +4A0?)” cosy (38b)
2_1 egAn
where Q = 2 , Y=0-0, = aretan ~—————— |
g YEUTO 0=t A’



In the same manner, for second order subharmonic resonance, we obtain

= —--—[3g(o3r+ 8aeArsin 26] (39a)
6=- 48 $[3eQ? + 12eg%0? + 12Qa? + 160ga’r? + 64eaA cos 28] (39b)
®
where QO = £ |

Using the same programme and the process for third and fourth subharmonic
resonances, we obtain the equations which do not give any bifurcation. Hence, the
method of higher order averaging must be used to see bifurcation at third and higher
subharmonic resonances of Helmholtz oscillator.

Next, bifurcation analysis is studied for obtained equations. In case of primary
resonance, bifurcation of types "Pitchfork” and "Hysterisis" are seen depending on
value of parameters. In case of second order superharmonic resonance, the results of

normal form analysis can only give bifurcation. We obtain fifth order polynomial for
equilibrium point. Since the zeros of fifth order polynomial can not find analytically,
we can not examine bifurcation for this case. In case of second order subharmonic
resonance, the results of normal form analysis and second order averaging can be used
for bifurcation analysis. Using these equations, we draw bifurcation diagram by using
Mathematica.

In the section three, bifurcation analysis of periodic solution of Helmholtz
oscillator is studied by using the method of second order averagmg For this process,
if we use the equation (19) with the coefficients @3 =1, =1, A=¢A, F=¢g,
Q = @ the following equations are obtained

u= —kS—[chu —Qs?v+2I'ccsu — 2I'cs?v — gkos?u — gkocsv + ¢2su?

2gfo_ 20 , I’

~2cs?uv+s3v2] + = o [

PP WP 1—4(02605[1
-1-1—'1—"4'—0)—20232V Icsu+I%s2v ' (40a)
V= f—[ﬂczu Qcsv + 2I'cc?u — 2I'ces?v ~ gkacsu — gkac?v + c3u?
2gl'e 2gTo _ 2 __
_9e2 2,2 02 Socy — =2
2c*suv +sc*v ]+ [1 PR 1_mzm,sv 1_40)2\,20 u
+r—czcsv I'2c?u+TI2csv (40b)
1-4p2
where Q = H‘z"’z 1"- 2, c=coskot, s =sinkot, = cosot, &; = cos2ot .

Then, applymg the method of second order averaging to equations (40) for k =-;-
(second order subharmonic resonance), we obtain

U= (a+bju+(c+dyv+a?+vi)v (41a)

v=(c-du+@-bv-a?+vu (41b)
or, in polar co-ordinates (r?> =u? + v2, = arctan ¥)

f= ar + br cos 20 + crsin 26 (42a)

0= -bsin20 +ccos20 —d — ar? (42b)
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1-e?  ol(l-e?) o(l-e?) 20%(l-e?)’

where a = —-%, b=

A N
203(1~-0?)? ' de? 303

_ 4ol A G
d= + +e

4o o(l-e?)? *

The averaged equations (41) ) always possess the trivial equilibrium solution
(u.v)=(0,0). If we search for non-trivial equilibrium point by doing some calculations,
we obtain

r=Ja(-d+Jc?+b%2-a?) (43)

For non-trivial solutions to exist, the two conditions

c2+b2-a220, (l/o)(-d+Jc2+b%2-2a2)>0 (44a,b)

must be met. If one such solution for r does exist, then examination of equation (42)
shows that there are two distinct solutions, (r,0) = (r;, 8;), (r;,6 +m). The bifurcation
sets on which these pair of equilibrium are created and annihilated are given by
equations (44a,b) , with equalities replacing the inequalities. Using this bifurcation
sets and taking A = 0.4, we draw bifurcation diagram (r, ®), and then taking ® = 1.9
we draw bifurcation diagram (r, A).

Next, applying the method of second order averaging for k = %, we obtain

U= au +bv+2cuv + av(u? + v?) (452)
v=-bu +av+c(u? - v2) — cu(u? +v?) (45b)

or, in polar co-ordinates

i=r(a + crsin 36) (462)
0=—(b+ar?) +crcos30 . (46b)

_ B _ e 3 9e? & 274’ '/ _ 4582

Whel‘e a= 25 b = '240’3 + 8o 60 2{9(1_@2)2 - 5(03(1—(02)2’ 4(03(1_@2)’ 403

The averaged equation (45) always have the trivial equilibrium solution (u,v)=(0,0).
Non-trivial solution of equation (46) are

r=/(120?)(c* - 2ab) + /(c — 20b)? - 402 (% — 2%) ) @47)

and occur in sets of three with 6=0;, 6;+%, 8;+%. Here, we also create
bifurcation sets and then using these sets, and taking some value of ®, we draw
bifurcation diagram (r,A), finally taking some value of A, we draw bifurcation
diagram (r,®). We can not find any equations which give bifurcation for other
subharmonics with method of second order averaging. We used Mathematica to
control stability analysis of all equilibrium points.



BOLUM 1. GIRIS : KULLANILAN YONTEMLERIN TANITIMI

1.1. Coklu Olgekler Yontemi [1]

Coklu olgekler yonteminin ii¢ sekli vardir. Burada, Helmholtz denkleminin
yaklagik ¢ozimlerinin elde edilmesinde kullandigimiz ve yéntemin goklu-degigken hali
olarak bilinen gekli tamtdacaktir. Bu tantim asagidaki lineer soniimlii salinici
tartigilarak yapilacaktir:

% +x =26 % (1.1.1)

Bu Ornegi, tam ¢oziminin elde edilen yaklagtk goziimleriyle karsilagtiriimasinda
kullanilabilir olmasindan segtik. Baglangig olarak, kiigiik € igin (1.1.2) ile verilen bir
asimtotik agilim belirleyelim:

X =Xg+€X) +82X2+... (1.1.2)

(1.1.2) 'yi (1.1.1) 'de kullanip, € nun esit kuvvetlerinin katsayilarini sifira egitlersek

sunlan elde ederiz:
Xo +X0=0 (1.1.3)
X; +X1=-2Xp (1.1.4)
X5 +X2=-2Xy (115)

(1.1.3) 'tin genel ¢o6zimi

Xo = acos(t+¢) ' (1.1.6)

olarak bulunur. Burada a ve ¢ keyfi sabitlerdir. x,'1 (1.1.4) 'te kullanip elde edilen

denklemi ¢6zersek sunu elde ederiz:



X1 = —atcos(t+¢) (1.1.7)
x, "1 (1.1.5) 'te kullanip sonucu x, i¢in gdzersek;

X3 = %atzcos(t +¢)+ %at sin(t +¢) (1.1.8)
olur. O halde yaklagik ¢oziim olarak su elde edilmis olur:

x =acos(t+9¢)—eatcos(t+¢) + %[t’cos(t +¢) +tsint+¢)]+OE®) (1.1.9)

Agiktir ki (1.1.9) denklemi, t £~ kadar biiyiik oldugunda zayif bir yaklagimdir.
Ciinki yukanidaki agilimin uygulandidim kabul ederken, ikinci ve iigiincii terimler olan
€X1 Ve €x sirastyla x, ve x, ile kargilagtinddiklaninda kiigiik degildirler. Bu nedenle
agthm, t O(e™!) 'e artarken gegersizdir ve zorlufun kaynafi sonsuz bolgedir.
Yukandaki agiimun basansiziift agafidaki denklemle verilen (1.1.1) 'in tam

¢Oziimiiniin incelenmesiyle gériilebilir:
x=ae‘“cos[Jl—ezt+¢] (1.1.10)

(1.1.9) denklemi (1.1.10) denleminin t sabit tutularak kiigiik € i¢in agtliminin
bulunmast ile elde edilebilir. Boylece iistel ve kosiniis ifadeleri agagidaki denklemlerle
gosterilir: \

e®=1-gt+38%2+... (1.1.11)
cos(v1~-€2 t+¢) = cos(t + ) +%82tsin(t+¢)+ (1.1.12)

Agiktir ki €™ ye, ancak et kombinasyonu kiigiik ise, sonlu sayida terimlerle
yaklagihr. e kugik oldugundan bunun anlamm t=0(1) dir. t, ¢! kadar biiyik
oldugunda et kigiik degildir ve bu durumda kesilmig agiim bozulur. Yukandaki
kesilmis seriler belirli bir t degerine kadar tatminkardir. Ancak e ve bunun kesilmis
serisi, verilen limitin dogruludunu gergekleyen bu t zamanmindan sonra birbirinden
farkhdir Bu kesilmiy seriye daha ¢ok terim eklemek, t nin degerini kesilmig seriyi
memnun edici kilan t degerine yikseltir. Bununla birlikte t>t/ igin e ve yeni



kesilmis serisi yeniden verilen limitin dogrulugunu gergekler. Biitiin t 'ler igin e™ nin
agthmim gegerli kilmak igin serinin biitiin terimleri gereklidir. Boylece ¢! kadar
biyiik zamanlar igin gegerli olan bir agiim belirlemek amaciyla et kombinasyonu
T,=0(1) seklinde tek degisken olarak dusiiniilmelidir. Bu durumda ¢! kadar buyik
zamanlar igin gegerli e 'nin kesilmig herhangi bir agilimi su formdadur:

et=¢™m (1.1.13)

Benzer sekilde (1.1.12) kesilmig agilim1 , t O(e~?) kadar biyiik oldugunda,
tatminkar degildir. t=O(™) igin gegerli olan, cos[ﬁ_—? t+<b:] nin kesilmig bir
asimtotik agilimiu elde etmek igin &2t, T,=O(1) seklinde tek deBisken olarak
disiintlmelidir. Bu sartla agilim §6yle olur:

cos[Jl —-g? t+¢J = cos[t—%Tz +¢—%e4t+...]

=cos(t— T2 +¢) + ge*tsin(t— 1T, +¢)+...  (1.1.14)

(1.1.14) agthmi t = O(e~2) oldugunda gegerlidir. Ciinkii diizeltme terimi (ikinci terim)
O(€™) ye kadar olan bitin zamanlar igin O(e?) veya daha kugiktir. Bununla
birlikte, bu agihim, ikinci terimi birinci ile karsilastnidifinda kiigiik olmasi igin
kesileceginden, t= O(e™*) oldugunda bozulur. O(e™*) kadar biiyitkk zaman degerleri
igin gegerli bir agihm elde etmek amaciyla T4 =g% =0(1) olan bir deZisken daha
tammlanmalidir.

Yukaridaki tartisma x(t,€) 'nun, € 'nun kendisine oldugu kadar t,&t, &%, ... ye
de agik olarak bagl olmasim &nerir. Bu tam ¢bziimden goriilebilir. Bu nedenle M
pozitif tam say1 olmak tizere O(e™) 'ye kadar olan biitiin t ler i¢in, x in T, T}, ..., Ty,
seklinde M+1 tane farkh zaman olgeklerine bagimhligm belirlemeliyiz. Bu zaman
Olgekleri su gekildedir:

T = €%t (1.1.15)

T, zaman 6lgegi T, den yavas iken, T, zaman 6lgegi de T, dan daha yavagtir.
Genel olarak T, T, den daha yavastir. Bu nedenle sunu yazabiliriz:



M
x(t;€) =X(To, Ty, ..., TM; €) =m2=:0 €%Xm(To, T1,..., TM) +O(€TM) (1.1.16)

(1.1.16) 'daki agihm t nin O(e™) ‘ye kadar olan degerleri i¢in gegerlidir. Bu
zamanlarin 6tesinde agilimu diizgiin olarak gecerli kiimak i¢in diger zaman 6lgeklerini
kullanmak zorundayiz. (1.1.15) ve (1.1.16) denklemleri problemin adi diferansiyel
denklemden kismi tiirevli diferansiyel denkleme dénigtiiriildiguni gosteriyor. Eger
orjjinal problem kismi tiirevli diferansiyel denklem ise farkli zaman olgeklerine
uygulamist bagimsiz deiskenlerin sayisint artiracaktir.  Zincir kurali kullaniarak
zamana gore tiirev agagidaki gibi alimr:

d__2o o 2 0
4= 1. +86T1 +e aTz+... (1.1.17)
(1.1.17) 'den (1.1.15) 'e kadar olan denklemler ¢oklu olgekler yonteminin
¢oklu-degisken halini formule eder. Bu yontem Sturrock (1957,1963), Frieman

(1963), Nayfeh (1965, 1968) ve Sandri (1965, 1967) tarafindan geligtirilmigtir.
(1.1.16) ve (1.1.17) denklemleri diizgiin olarak gegerli agihmin bagh degiskenler
kadar tiirevlerinin de kiigiik € parametresinin kuvvetlerine agilmastyla elde edildigini
gosteriyor. Bu nedenle Sturrock ve Nayfeh bu teknii tiirev-a¢iim metodu olarak
isimlendirmislerdir.

(1.1.16) ve (1.1.17) 'yi (1.1.1) 'de koyar ve & 'nun benzer kuvvetlerinin
katsayilarim esitlersek, X, , X,,...X,, 'l belirlemek igin denklemler elde ederiz. Bu
denklemlerin ¢oziimleri T,, T,..., T,, zaman olgeklerinin keyfi fonksiyonlarim
igerirler. Bu fonksiyonlan belirlemek igin ek sartlara gerek vardir. Eger (1.1.16) g™
kadar blyik zamanlar igin gegerli ise, e™xy €™ 'xn, ‘e kigik bir diizeltme
yapiimalidir ki bu €™ !X, 1 €™ 2xp i¢in de gegerli olmalidir. bu nedenle asagidaki
ifadeyi gergeklemek zorundayiz.

Xn

ol <X v To,T1,...,TM ig:in

Bu kogul herbir x_, 'in sinirli oldugunu géstermez. Gergekte herbir x| sinursiz olabilir.
Bununla birlikte bu kosul daha yiiksek yaklagimlann ilk terimden daha singiiler
+ olmamasim gerektirir. Bu kogul sekiiler terimlerin yok edilmesine esittir.



1.2 Normal Form Analizi [2]

Modern dallanma teorisinde ilk adim1 normal form analizi olusturur. Bu analiz
diizgiin lineer olmayan koordinat degisimlerini igerip, orijinal dinamik sistemin
basitlegtiriimesini saglar. Pratik olarak burada amag, dallanma noktasinda vektor
alammmin Taylor agiliminda gériilen lineer olmayan terimlerin miimkiin oldugu kadar
¢ogunu yok edici bir doniigiim bulmaktir.

Normal formlar Poincaré tarafindan ortaya atilmug, Siegel, Takens, Bogdanov
ve Brjuno tarafindan gelistirilmigtir. Brjuno normal form analizi en genel yapiya
sahiptir. Burada 4. mertebe normal form denklemleri igin katsayiar incelenecektir,

Dinamik sistemin otonom, vektor alaninin lineer kisminin Jordon formunda
oldugunu ve kuadratik terimlerle bagladigini kabul ediyoruz:

Xy = AyXy +Z aXiXn + Z b XjXnXk (1.2.1)

Burada ay, ve by, katsayilan genellikten bir ey kaybetmeden j, h ve k indislerine gore
tam simetrik almmgtir (v, j, h, k=1,2,...,n). Brjuno'nun temel teoremine gére tersi
olan (tek degerli olmayabilir ve bazi durumlarda iraksayabilir) genelde kompleks
katsayili bir normalize doniigiim var olup agafida verilen yapidadir:

Xy = Yv + Z i ¥1Ym + Z BionpY1¥mYp + Z ¥ igeY1YmYpYe (1.22)

Burada da aym sekilde oy, ve By, katsayllan |, m ve p indislerine gore tam
simetriktir(v, 1, m, p=1,...,n). (1.2.2) normalize d6niisiimii orijinal sistem (1.2.1)4

normal forma indirger:
Y, = Ayv +Yv (A,%=o gwy:..ya" (1.2.3)

Burada A = (A1, ..., Aa)T ve Q=(qu, ..., qa)" vektorleri olup rezonans denklemi asagida
verilmigtir.



A, Q=qiA1+...+qaAy =0 (1.2.4)

Normal form denklemleri (1.2.3), 'te gvg normal formun katsayilarimi temsil etmekte
olup, Q vektériiniin elemanlan ise tam sayilardir ve agagidaki iligkileri saglar:

9720 (=), qv=-1, Xgq=1 (1.2.5)
Fl

Normal form denklemleri 5. mertebe lineer olmayan terimlere kadar simetrik
katsayilarla agafidaki gibi yazilabilir:

Yy =Avyv +2 PnY1Ym + Z K!anyl)’mYp +2 QKnermYIYPYr (1.2.6)

(1.2.2) ile verilen normalize déniigimi (1.2.1) 'de yerine koyup, ¢ikan formel
Ozdeglikte (1.2.6) 'y1 kullanip, 4. mertebeden yiiksek terimleri elimine edersek
asagidaki 6zdesligi buluruz:

2 Py 1Ym + 2 K Y1YpYm + 2 Qe 1YmYpYr + 2 (M = A — Ay)y1Ym
+y, Bimp (Mt + A+ Ap — Ay )yiYmyp + 2 Yimpr(M + A +Ap = Ae = AV)Y1YmYpYr
+2 2 A QuysYiym + 2 X UieKapYsYtYpYm +3 2 Blop@kymYpYs¥e

= 20 25Yi¥n + 2 DJuyiynyk +2 2 830 y1ymy;

+2 2 83 BlupY1Ym¥pYi + 2 B YIYmYpYe

+3 2 by oY 1YmY;Yk _ (1.2.7)

(1.2.7)'y1 simetriklestirirsek ve yazma kolayhif: agisindan toplam igaretlerini diigersek
(tekerarlanan indisler iizerinde toplam yapilmaktadir) asagidaki gibi olur:

Pm¥1¥m + KigpY1¥m¥p + Qg Y1Ym¥p¥r + i (rt + A = v )Y1Ym -
Himp(M +Am + Ap = Av)Y1Ym¥p +Vimpe (M + Aim + Ap + A = A)Y1YmYpYr
+§(0Lj"m(p’;,l +a) P + al, O )Y1YmYp + -12-(a};n1c';,,1 + ocj‘;,K’;,m + (X.;;K’;mp
safichen ) y1YYs3e + 2 (Bhug®h + Bl + Bl + By 0
+B,-”m<p’ip) Y1¥mYpYr = BimY1Ym + DimpY1Ymyp + %(ajia’;m +ajo

A8 1YmYp + 5 (03Bl + 2} Blooe + 2Bl + 2 Bl)y1 oy

1 v, on i Jh, i h i n i h i h
+gaﬁ,(a1moapr + QUmpQLyj + ClprQygy + Olyi Ol + Ol Oty + Clinr Oy )Y 1Y mYp ¥



(05l + 300tk + b + b0 + by the + g0l )yiYimpy: (1.28)
Asagidaki sembolleri tanimlayalim:

AY ={ 1, Ay=A1+Anise
MmT10, Ay#EAM+Amise

1, Ay =M Am A ise
10, AyEA+FAm+A, ise
A _{ L, Av=M+Am+hp+ A ise
T 0, Ay # A1 +Am+Ap+A, ise

Al

(1.2.9)

v, |, m, p ver 'nin aldifx degerler dyle olsun ki (1.2.8) 6zdesliginin sol tarafindaki 4.,
5. ve 6. terimlerindeki parantez igindeki ifadeler sifirdan farkli olsun (A, =0,

Ajmp =0, Ajpy =0). Bu durumda dzdesliZin sol tarafindaki ilk tg terim sifir olur,
¢iinkii bu terimler Uzerindeki toplam, sadece rezonant denklemi olan (1.2.4)4
saglayan terimleri igerecek sekilde segilmigtir. Bu noktayr biraz daha agalm,
(1.2.3)den goriilecegi gibi bu 6zdeglikteki ilk terim yvoy,yiymys' seklinde olup,
rezonans denklemi yukandaki sozkonusu edilen kosulda saglanmaz
A, Q=MD +An(1)+A,(-1)#0. Aym sekilde ikinci ve iiglincii terimin de bu
kosul altinda sifira esit olacag gosterilebilir. (1.2.8) esitliginin sol ve sag tarafinda

ikinci, tigincii ve dérdincii mertebe terimler kargilagtinlarak asagidaki bagintilar elde
edilir.

i

Oy = m (1.2.10)

By v +2|: v i +aY i +aV i_ v

mp = 0 ?»m+7~p Ay | e T3] 8ip%im F 8j0mp + BjmQyp =~ Xjmn Py
ol — a0l |} (12.11)

1 1 val v nl v ol
Yimpe = A'l'f‘)\«m'f';\. +x, kv{ [(a,,B +a5Bmpr + a5, B + 258 ﬂm)

+ bj; oclm +b; ocm,, +b;, ak +b; a,, +bﬂpamr +bj"m,alp)
_(ajm]épﬂ + aijJrlm + aJrK‘Imp +a. 1]<'mpr) (Bjmp(Prl + B Jpr(le + B;I(P{np
+B;1m(Ppr + lep(Pmr + Bjmr(plp)] += lajh(almapr + amparl + apralm

+o) Oy +a1poam, + amr(llp)} (1.2.12)




Boylece normalize doniigim (1.2.2)'nin katsayilarim bulmug olduk. Normal
form analizinin en o6nemli ozellii Ay, =1 oldugunda oy, Ay, =1 oldufunda
Bimp V€ Ajmpr = 1 oldugunda vy, katsayilarnm keyfi olarak segilebilmesidir. Ciinkii
daima istenmeyen rezonant olmayan terimler daha yiiksek mertebeden terimler igine
katilabilir. Bu durumu agagida inceleyecegiz.

v, m,pvernin aldifi degerler Oyle olsunki (1.2.8) 6zdesliginin sol
tarafindaki 4., 5. ve 6. terimlerindeki parantez igindeki ifadeler sifira esit olsun
(Aim =1, Ay =1, Ay = 1). Bu varsayim rezonans denkleminin saglandigim soyler.
Bu durumda (1.2.8) 6zdesli§inin sol ve sa§ tarafindaki aymi mertebeden terimler
kargilastirilarak, normal form denkleminde gorilecek olan lineer olmayan terimlerin
katsayilarini bulabiliriz:

ol = ALa (1.2.13)
2, v i v i v ol j
Kinp = Al | Dimp + 3| 830tk + a0tk + 83000 — APy
~a by — a0l |} (1.2.14)

- 1 j j j j
O = Al { 1] (a3Blop + a3l + 3B + 2 Bl
+H b Qi + b1Ottp + by Otpr + b, Ottr + b0t
. . , . ; ; ;
‘(aj;ﬂepﬂ + aj‘;)ldlm + aj‘;]c’lmp + Oﬁj‘i‘ampr) — (Bimp®rt + Bipr O + BiriOmp

j § j 1 j i . h i _h
+Bflm(!)pr + Bj‘{p(Pmr + B;m(Ple)] t+g }l'x(a'}magr + ClmpOly} + OLprC iy
o) otlhy + ol 0, + o)} (1.2.15)

Simdi orjinal sistem (1.2.1)de dallanma parametresini igeren terimin var
oldugunu kabul ederek normal form denklemine katkisim inceleyecegiz. Orijinal
sistemi agagidaki gibi yazabiliriz:

%= Lox +Lex +f(x) (1.2.16)

Burada L, dallanma parametresini igermeyen matrisi, L igeren matrisi ve f(x) lineer
olmayan terimleri temsil ediyor. Aradiyimiz doniigiim lineer olmayan terimlerde
degisiklik yapmayacak kara,ktérde olmalidir. Ciinkii bu terimlerin normal form analizi
yukarnida yapimustir. Ayrica bu doniigim normal form denklemine diyagonalda
gortilen lineer terimier vermeli ki elde edilecek normel form denklemleri basit bir



yapiya sahip olsun. (2.1.2) ile verilen normalize doniigiime bir lineer doniistim ekleyip
yazalim:

x=y+0y)+GE)y . (1.2.17)

Burada ¢(y) lineer olmayan terimleri gostermekte olup, G(€) = O(§) mertebesindedir.
(1.2.17) ile verilen donisim sistemi (1.2.16) da kullanildiginda normal form
denklemlerinin lineer olmayan kismim degistirmeyecektir.  Ciinkii yeni terimler
O(Ely|™) mertebesinde, orijinal terimler ise O(|y|”) mertebesindedir, bu nedenle yeni
terimler orijinal terimlerle karstlagtirildiinda ihmal edilebilir. Lineer tasvir, lineer
O(|y]) mertebesindeki terimlere katkiyi saglayacaktir. (1.2.16) ve (1.2.17) nin
sadece lineer kisimlarmu alip, (1.2.17) yi (1.2.16) da kullamp normal fornda gériilacek
terimlerin diyagonalde olma kogulunu getirip, sadece O(|y|) mertebesindeki terimleri
tutarsak asagidaki iligki bulunur:

L;=LoG-GLo+Lg (1.2.18)

Lg matrisi bir anlamda normal form denkleminde pertiirbasyon matrisi roliinii
oynamaktadir:

y=Loy+Liy+g(y) (1.2.19)

Burada ilk terim O(ly|) mertebesinde, ikinci terim O(£]y|) mertebesinde ve son terim
O(ly|") mertebesindedir.

1.3.0Ortalama Alma Yoéntemi [3]

Orijinal sistem su sekilde olsun:
7}=et;o()~<,t)+32g(§,t) xeR* 0O<e<<l (13.1)
Ortalamasi alinmug sistem ise

%=t fo () + O€?) (13.2)
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olsun. Burada fo ) =% IT fix,t)dt ‘'dir. (1.3.1)den (1.3.2)'ye gecis, "diizgiin bir
Ozdeslige yakin doniigiim vardir " 1emmas1 ile olur.

e R (1.3.3)

e
LLI:
=
<
o
1

u 'yu doniisiimii tam olarak gerceklestirerek segecefiz. (1.3.3) ifadesinin t 'ye gore
tiirevini alip (zincir kuralini kullanarak) (1.3.1) 'de yerine yazarsak doniigiim sistemini
elde etmis oluruz.

x=y+eDuy+ef1
y+eDuy—ef(y+eut)+82 y+eu)-su(y,b
[I-l—eDu]y—sf(yﬂ;ut)+ezg(y+eu,t) —eu (1) (1.3.4)

Burada Du kismi tiirevler (Ou;/0y;) matrisini gostermektedir. (1.3.4) ifadesinin sag
tarafim y civanda Taylor serisine agarsak,

[1+¢ Du]j=e[£65.0-8. 000 |+e2 D0 w942 (10
+0(e) ' (1.3.5)

elde ederiz. Buradaki f fonksiyonu ortalama (tz; Q)) ve salnici (} (v,1) kisim
olarak ikiye aynilabilir.

£6,9 =6 GHE (.9

Eger u(y,t) g=%(y, t) seklinde segilirse, (1.3.5) denkleminin sag tarafimn O(g)
kism basitge € fo (y) seklini alir. Sonunda [+eDu  operatoriiniin tersi ile (1.3.5)'in
her iki tarafi garpilirsa

j=2f )+ DE(L) @ 0-Du (1) fo g (y.0)]
+O(83) (1.3.6)

elde edilir. Eger £(y,t) t 'ye gore Fourier serisine agihr ise f(y,1) ve buradan
u(y,t) kolayca hesaplanabilir.
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Genellikle u ve buradan Du sifir ortalamal segilir. Boylece (1.3.6) 'daki sifir
olmayan ortalanmig terimler ]9%‘ ()!, Hu ()!, t)+§ (z, t) olur.

Buradan bu terimlere, ikinci derece ortalamasi alinmug sistem elde etmek igin,
ikinci bir y=z +62 v (z,t) doniisiimii uygulanarak ortalama alimr. Boylece ortalamast
alinmis sistem su halde bulunur:

i=efo @+¢%(g @ +[DF @D u 9] ) (13.7)

Buradaki [.],, zamana gdre ortalamasi alinmg oldugunu ve O(e*) terimlerinin ihmal
edildigint gosterir.



BOLUM 2. HELMHOLTZ SALINICISI DENGE NOKTALARININ
DALLANMASI

Tek serbestlik dereceli, séntimlii zorlamali ve kuadratik nonlineer terim igeren

Helmholtz salinict denklemi kulak zan titregiminin modellenmesinde kullamlir, Aym
zamanda katastrof teorisinde de karsimiza gikar [4].

Burada Helmholtz salinicisinin denge noktasi (0,0) civannda dallanma analizi
igin, Onceki bolimde kisaca tamtilan, t¢ farkhi yontemi uygulayarak modal
denklemleri elde edecegiz.

2.1.Coklu Olgekler Yontemi Ile Inceleme

Incelemeler rezonans durumlarina gére ayn ayn yapilacaktir. Ik 6nce birincil
veya asal rezonans olarak adlandinlan durum dikkate alinacak, bunu ikincil rezonans
durumu olan altharmonik ve iistharmonik rezonanslar takip edecektir. Her durumda

gliclii ve buna gére daha zayif zorlama durumlan incenecektir. Helmholtz denklemi

X+E X +x+x% =AcosQt (2.1.1)

olarak verilir. Fakat daha genel bir inceleme yapmak bakimindan x in katsayist olarak
®2 , x* nin katsayis1 & sabitlerini kullanilacaktir.

2.1.1.Asal Rezonans, Q ~ oy

Bu rezonans durumu zorlama frekansinin dogal frekansa hemen hemen esit
oldugu durumdur. Q zorlama frekansim bir parametre olarak kullanmak yerine, nicel
olarak Q nin @g'a yakinhgm tammlayan bir o kayiklik parametresi diisiinecegiz.
Bunun ustiinligu sekiiler ve hemen hemen sekiiler terimlere gotiirecek terimleri
tanimamiz1 saglamasidir{5]. Buna gore o = O(1) olmak Gizere
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Q=w0+€0 (2.1.2)

yazariz. Lineer soniimsiiz teori, zorlama ne kadar kigik olursa olsun =0 iken
siursiz salimim olacafmu ileri siirer [S]. Gergek sistemde, bu biyiik salimmlar séniim
ve nonlineerlik ile simrlandinlmuglardir. Bu yiizden, bu problemin diizgiin gegerli bir
yaklagik ¢oziimiini elde etmek igin zorlamayi, s6niim ve nonlineerlik ortaya gikti

zaman goriinecek gekilde dlgeklemek durumundayiz. Bunun igin

A=¢gA g=¢eg d=¢ta

esitliklerini kullaninz. Bu terimlerin 6lgeklendirilmesi, yavag sénimlii bir sistemde
kiiciik bir genlik goreli olarak biyiik bir genlik iretir [5], fikr ile tutarhdir. Bu
olgeklendirmeden sonra (2.1.1), denklemi (2.1.2) 'yi de kullanirsak su hale gelir:

% +6g X +07x +s0x? = gA cos(mg +&0)t (2.1.3)

Simdi ¢oklu 6lgekler yontemini uygulayalim. Buna gore ¢6ziim farkli zaman 6lgekleri
cinsinden ifade edilecektir:

x =X%X0(To, T1) +ex1(To, T1) +... (2.1.4)

Burada To =€%=t, T; =et dir. Buradan Qt = w,t + oet olur ki bu

QTo=weTo +0T;
seklini alir.Simdi (2.1.4) ifadesini tiiretelim:

i)g___ Oxo dTo+aXo dT, +e ox; dTo +85X1 dT,
dt 6’1‘0 dt " aT, dt ' CoT, dt oT; dt

3X1

dt 3To +8(6T1 5To)+8
d2x= 0%x¢ dTy + 0%x¢ dT; +e aZXo dT, +852X1 dT
dt? aTg dt 0TedT; dt 6T06T1 dt 6’1‘% dt

62X1 dTo +g ale dT1+ 2 6x1 dTo +8262X1 dT1

aT2 dt ' °TaT; dt |° aTedT; dt ' ° gT? dt
d%x 0*x¢ 0*xq 0%x, 2 0%x; aZXo 362)(1
&~ o2’ Cateor, * o1 e Cateem aTz) o1}
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52
7.~ Ui = Dib; kull
3T, D; ve AT:T, D;D; notasyonlanm kullanirsak,
(cil—)t( =Doxo +&(D1x0 + Dox1) + O(e?) (2.1.5)
$% — Dixo +2(2DaD1xo + Dixr) +OE?) @.16)

olur. (2.1.5) ve (2.1.6) 'y1 (2.1.3) 'te kullanip O(e?) 'yi ihmal ederek €° vee nun
katsayilarim sifira egitleyelim:

D%xo +8(2D0D1Xo +D§x1) +8gDoXo +82g(D1Xo +DOX1)
+02(Xo +8X1) +€0U(X0 +£x1)? = A cos(@oTo +©1T1)

D2xg +@3%0 =0 2.1.7)
Dix; +©3%) =—2DoD;xo — gDoxo — 0x3 + Acos(@oTo +6T1)  (2.1.8)

(2.1.7) nin genel ¢dziimii
xo = K(T)ei®oTo 4 K(T)eiwoTo (2.1.9)
(2.1.9) 'un tiirevierini alip (2.1.8) 'de kullanalim:

Doxo = iog(Kel®oTo — Ke—imoTo)
DoDix0 = i0 O(K/eicooTo _K/e_icoo'l'o)
Dix; +03x; = —2i0oK/eTo +2igoK 70T — gingKei@oTo
+gimoKe@0To — q(Kei®oTo 4 Kemi0T0)2 A cos(woTo +0T)
= o€ To(~2K' ~ gK) +imoe-®To(2K/ + gK)
—aK2eZo0To — 2Ky — oK “g-%io0To
.,_%(ei(ﬁ‘oToﬂ!Tl) + e-i(@oToWTl))
Dix) +0ix; = imoe®To(-2K/ — gK) — aK2eZ@iTo — 2KKa,
+oei@ToioT) 1k e, (2.1.10)

(2.1.10) 'daki k.e. goriinen kompleks terimlerin egleniklerini ifade etmektedir. Ayrica
kosiniis ifadesi Gistel olarak yazimustir, (2.1.10) 'un ¢oziimiinde sekiiler terimlerin
goriinmesine sebep olan terimleri yok etmemiz gerekiyor. Ciinkii bu terimler
periyodikligi bozan terimlerdir. Buradan su ifade yazlir:

im oeiono(_ZK/ _ gK) + %ei(onomTl) =0
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2imoK’+gicooK—%ei°T' =0 2.1.11)
(2.1.11) 'da K 'y1 agagidaki gibi kutupsal formda yazalim:
K= %aeiﬁ (2.1.12)

Burada a ve B reeldirler. (2.1.12) ifadesini tijretip (2.1.11) da kullanalim:

I = Lareis 1 Lyiprein =_1 i
K 23 e +2a1B e K Zae
inoa’ —woaP’ + %imoa— %ei(ch—B) =0

Yukandaki ifadede yer alan istel terimi trigonometrik formda yazip ifadenin reel ve
imajiner kisimlanm ayirirsak su denklemleri elde ederiz:

imoa’ —@oaP’ + %io)oa - —‘%(cos(ch —B)+isin(cT; - B)=0

I A a2
a'= Zmozm(ch B) 22 (2.1.13)
Y ; W -
af’' = on cos(cT; - B) (2.1.14)

(2.1.13) ve (2.1.14) 'de

y=oT; - B (2.1.15)

donistimii yapildifinda
=8, A
a' = 2a+2[§°03my (2.1.16)
ay’=ao+ﬁcosy (2.1.17)
sistemine varilir.

Simdi sonimi ve zorlamayr O(g?), nonlineerligi O(g) olarak odlceklendirip

daha yavag soniim ve daha zayif zorlamaya karsihk asal rezonans incelemesi
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yapacagiz. Bu durumda zorlama zayif oldugundan zorlama frekans1 (2) ile dogal
frekans (o) arasindaki fark kiigtilecektir.

Q=00 +ec . (2.1.18)
Yeni 6lgeklendirme ile (2.1.18) 'yi kullanirsak (2.1.1) su hale-gelir:
X +£2g X +02x +8ax? = g2A cos(wot +£20t) (2.1.19)

(2.1.19) ifadesinde &% oldugundan zaman olgeklerini de bu dereceye kadar
kullanacagiz. Boylece Tp, =e™t olmak lizere aragtirilan ¢6ziimiin agilimt su sekilde
olacaktir;

X(t; g) = Xo(To, Ty, T») +8X1(To, T,, Tz) +82X2(To, Tl,Tz) +... (2.1.20)

To=t, T)=¢t, Ta=€?t olduguna gore (2.1.20) 'u tiiretelim:

% =Doxo +&(D1x0 +Dox1) +€*(Daxo +D1x1 +Dox2) +0(€%)  (2.1.21)
2
d—z’-(- = D(Z)XO +8(DOD]X0 +D3X] +D0D]x0)

dt
+£2(2DoD3xo +2D¢D1x; + Dixo + D3x5) + O(€?) (2.1.22)

(2.1.21) ve (2.1.22) ifadelerini (2.1.19) 'de kullanmip € nun esit kuvvetlerinin
katsayilarim sifira egitlersek:

D?xo +e(DoD1x0 + D2x1 +DoD1x¢) +262DoDaxg
+€2(2D0D 1X1 +D%Xo + D(Z)X2) + SngoXo + (D(Z)Xo + 8(0(2))(1
+202X2 +80(Xo +6X1 +82X5)? = €2A cos(@o To +6T2)

Dixp +02%0 =0 (2.1.23)
Dix; +o3x; = —2DoDxo ~ ax3 (2.1.24)
DgX2 + (OgX2 =-2D¢D3xg - 2D¢D1x; —-D%Xo —gDoxo —20x1X0

+A cos(@oTo +0T2) (2.1.25)

olur. (2..1.23) 'nin genel ¢dziimii:

xo = K(T, Ty)e@eTo 4 K(T 1, Tg)e 1eeTo (2.1.26)
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seklindedir. (2.1.26)'i kullanarak (2.1.24) diferansiyel denklemini yeniden yazahm:

Doxo = imo(Kei@To — KeiooTo)
Dixo = D1KeTo + D, Keg@oTo.
DoDsxo = imo(DzKem)oTo - nge—{waTo)
DODIXO = imo(D lKem)oTo _.D 1I(e—m)o’l’o)_ ‘
D2x; +®3x; = —2ioeDKei®oTo — a(2KK +K2eZ@eTo)
72 __oi . .

_aK e—zuooTo + 210 OD 1 K—e-m)oTo '

Dixi +0x1 = ~2ioeD1Ke T — KR +K?620T) ke, (2.1.27)

(2.1.27) 'nin her 6zel ¢ézimii Toe'®To faktoriini iceren sekiiler terim iiretir. D,K=0
olursa bunu engellemis oluruz. Buradan , K T, den bagimsizdwr, sonucu ¢ikar
K=K(T,)). Boylece (2.1.27) 'mn 6zel ¢dziimii:

. A =2
X1 = ;2K ZeenTe - :—gKK + 3K e HeTo (2.1.28)
olarak elde edilir. (2.1.26) ve (2.21.28) 'yi kullanarak (2.25) 'yi tekrar yazalim:

: . =2

Dox; = izzmaoKzez“”"To - —a—Z-Zm)QK ¢ ~ZiooTo
30g O]

D0D1X1 =0

Dox, +@2%; = i0o(~2K 0T + 2Ke-i01To _ gk giaoTo 4 gRe-imoTo)

2 r 2 . - K .
_.2_'.(2'__ eiwoTo 4 Ke—imoTo)(K_eZK\)oTo —2KK + _K__e—leoTo)
3

o2 3

+Acos(woTo +0T>) (2.1.29)

. R . 2 = :
Dox, + mgxz = glooTo (—gl(DoK -~ 2i® oK/ + ;—o%'KZK + %Ae“’TZ)
D9

+k.e. +std. (2.1.30)

(2.1.30) ifadesindeki std. sekiiler terim iireten terimlerin disinda kalan terimleri, k.e.
ise mevcut kompleks terimlerin egleniklerini géstermektedir. Yine periyodikligi
bozan, ¢dziimde sekiiler terim {ireten terimleri elimine edecegiz:

~giooK ~ 200K’ + LK + A6 = 0 (2.1.31)
0

K 'y1 (2.1.12) deki gibi kutupsal formda yazip (2.1.31) 'a koyduktan sonra olugan iistel
terimi trigonometrik formda yazarsak (2.1.31) su hale gelir:
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~igmea+ %ﬁ +1AelCTP) — jgoa’ +awoP’ = 0
ei©T® = cos(cT, — B) +isin(cT2 - B)
—igwoa+ %Z%a} +3Acos(cT2—B)
+Asin(cT; - B) - iwoa’ +0oap’ =0 (2.1.32)

(2.1.32) 'in reel ve imajiner kisimlarin1 ayn ayn esitleyelim:

- 8, A ¢ - 2.1.33

a 2a+22m0 sin(cT» - B) (2.1.33)
/__Sa® 3 A _

ap’ = 120)(3)a 200 cos(cT2-P) 2.1.34)

(2.1.33) ve (2.1.34) 'te y=0T,— B donigiimii yaparsak su hale gelirler:

/=_§ _A_ 5 2 l 35
a 2a+2mgsmy (2.1.35)

’=ac+-—5a—a3+—é-cos : 2.1.36
ay 1203° " 200 %" ( )

Boylece x 'in ikinci yaklagimm yazabiliiz. Bunu x, ve x, 'i (2.1.20) 'da yazarak

yapariz:

- = %aei(mo'fwﬂ) + %ae*i(ﬁ)oToﬂ*) +5—2_a2e@To)

120)0
~e=2-a2 + g——aZe HO0Te) + O(e?)
2w, 12w
x =acos(B +meTo) + s%azcos 2(B +@oTo) - e%— +0(E?) (2.1.37)
60)0 20)0

elde edilir ki burada a ve 8 (2.1.33) ve (2.1.34) kosullarim saglarlar.
2.1.2.Ustharmonik Rezonans, @¢ = 2Q

Ikincil rezonanslarda, genligin 6lgeklendirilme sekline bagli olarak giiglii
(A=A) vezayif (A=eA) zorlama olaylarin1 ayn ayn inceleyecegiz:
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Giglis Zorlama:

Ikincil rezonanslarda Q @, 'dan uzak oldugundan, efer genlik giglii
olmazsa, zorlamamn etkisi kiigiik olacaktir. Bundan dolay1 gii¢lii zorlama durumunu

da inceliyoruz. Bu durumda A = A olur ve sonugta (2.1.1) denklemi u hali alir:

% +02x = -eg X —eox? + A cos Qt (2.1.38)
(2.1.38) 'nin yaklagik ¢6ziimiini agihm olarak agagidaki gibi diigiiniyoruz:

x=%X0(To, T1)+ex1(To, T1) +... (2.1.39)

(2.139) 1, (2.1.5) ve (2.1.6) 'da oldugu gibi tiiretip elde edilenleri (2.1.38) 'de
kullanir ve & nun egit kuvvetlerinin katsayilarim sifira esitlersek asagidaki diferansiyel
denklemleri elde etmis oluruz:

D2xq +€(2DoDx0 + D?x1) +®3%0 +€02x1 = AcosQt — geDoxo
—ea(Xp +£x1)?

Doxo +cooxo = AcosQt (2.1.40)
D0X1 +C!)0X1 =~-2D¢DiXo —gDexo —ocx% (2.141)

(2.1.40) 'un genel ¢ozimii

Xo = K(Tl)e“"°T° +K(T 1)e"°‘°T° + cos QT (2.1.42)

(ZQZ

(2.1.42) in trigonemetrik terimini kompleks formda yazdiktan sonra gerekli tiirevleri
alip (2.1.42 ) 'i yeniden yazarsak

Dix; +0x; = —xmo(2K’ +gK)eioTo 4 joyg (2K + gK)ei@oTo

_gz(m Qz)lg(elQTo —lQTo) aK2e2uooTo (XKK
- (eIQTo +e—QTo)e10)oTo —'(X.KK (XK e—ZmloTo
2(‘0 -Q°)
elQTo + —QTo)a~i0oTo _ 2iQTo 2iQTo
— A (T 4 gyt _ T (s & 30T )

D3x; +02x; = —iwg(2K' + gK)ei®oTo — g5 z_Qz)lQe‘QT"—(szez‘m"%

aAl? .
_ZaKK 2__Q2;(el(9-i-(c)o)'ro + el((oo—Q)To) _ memQTo
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aAl? aRA _ i(Q-00)To | a-i(@c+)To
2(@%—(22) ey (e +e )+ke (2.1.43)

Ustharmonik rezonans durumunda Q nin %mo 'a yakinlifin1 agiklamak igin o
kayiklik parametresi tammlanir. O halde

2Q=a¢+€0 (2.1.44)

olur. Buna gore (2.1.43) 'de e5®To ile orantili terimlere ilaveten x, 'de sekiiler terim

iireten bagka terim de vardir. Bu terim 01 A% ‘;2) etCTo  dir. Sekiiler terimleri sifira
ol

esitlemek igin 2QT, ifadesini 9T cinsinden agiklayalim:

2QT = (0o +e0)To =@¢To +0T; (2.1.45)

Buradan, eger asagidaki ifade (2.1.43) 'den elimine edilirse x, 'de sekiiler terimler
goriilmez.
2
2imo(K/ +8K) + —2A__gioTi _ g 2.1.46
O(K 2 ) 9 ((D% _ QZ) ( )

a ve B reel olmak iizere K = Jae® kutupsal formu (2.1.46) 'te kullanilir ve
elde edilen ifadenin reel ve imajiner kisimlar1 ayn ayr sifira egitlenirse

icooa’—moaB’+imo—a+ " 2(cos(o'T1—B)+1sm(oT1—-B)) 0

g A%a . :
a' =23 — —=——sin(oT; - 2.1.47
2 4C200(OJ(2, -0?% sin(eT: = P) ( )
/ Aa
= ~————=—=——cos(cT; - 2.1.48
ap 2002 -0 (cT1-B) ( )

eldeedilir. y=0T;—-f do6nisimii kullanilirsa

AZq .

a— ———————sin 2.1.49

d00@-Q2) 2149
Ag,

4oo(03 - Q?)

/= _

a

N oa

ay' =ac - cosy (2.1.50)
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Zayf Zorlama:

A=¢A seklindeki bir 6lgeklendirme zorlamanmn etkisini zayif kilacaktir. Bu
durumda (2.1.1) denklemi su hale gelir:

% +03x = —eg x —eax? +eA cos Qt (2.1.51)
Ayni gekilde x asimtotik agilim olarak yazilabilir:
X(t;S)=X0(T0,T1)+8X1(TQ,T1)+.... To=t, Ti=¢t (2.1.52)

(2.1.52) ifadesinin tiirevini alalim:

% = Doxo +&(D1x0 + Dox1) + O(e?) (2.1.53)
%i—} = D2xo +€(2DeD1x0 +D2x1) + O(e?) (2.1.54)

(2.1.52) ve (2.153) (2.151) 'de yerlerine konur ve € nun esit kuvvetlerinin katsayisi

sifira egitlenirse
Dixo +0ixe =0 (2.1.55)
Dix; +oix; = -2D¢Dix¢ — gDoxXo — 0X3 + A cos Ot (2.1.56)

elde edilir. (2.1.55) 'in genel ¢oziimii
xo = K(T)ei®To + R(T,)e-@eTo , 2.1.57)
olarak bulunur. (2.56) 'y1 kullanarak (2.55)'i yeniden yazalim:

Dix; +02x1 = iog(-2K/ — gK)ei®oTo + i O(ZK/ +gK)ei@oTo
—aKZe%o0To ~ 2gKK - oK e %% + AcosQt  (2.1.58)

Burada da sekiiler terim tretecek terimleri yok etmek igin (2.1.44) ve (2.1.45)
ifadelerini kullanirsak

—2iwo(K' +£K)ei*eTo = 0
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olur. a ve B reel olmak iizere K = %aeiB kutupsal formu kullanir ve elde edilen

denklemi reel ve imajiner kisimlarina ayirirsak

2= —%a (2.1.59)
a’ =0 (2.1.60)

elde edilir ki bu da zorlamanin etkisinin gériilmedigini ortaya koyar. O halde zorlama
genligine ¢ konmak suretiyle kiigaltiilmesi zorlamanin etkisinin modal denklemlerde

gorilmesini engelliyor. Bu durumda giiglii zorlama incelemesini ele almak gerekiyor.

2.1.3.Altharmonik Rezonans Q =~ 20¢

Ustharmonik rezonans durumunda oldugu gibi gigli ve zayif zorlama
durumlanimi ayn ayn inceleyecegiz  (2.1.1) 'in altharmonik rezonans durumunu

incelemek i¢in agagidaki sekilde ¢ kayiklik parametresi tanimlayacagiz:
Q=2n¢ +&0 (2.1.61)

Bu durumda, e*T0 ile orantili terimlerle birlikte x, 'de sekiiler terim tiretecek bagka

terimler de olabileceginden (€2 —wg) ifadesini sadece @, cinsinden agiklayalim:

(.Q - (Do)To =meTo +80'T1 (2.1.62)
Giglii Zorlama:
Buna gore (2.1.43) 'deki, x, 'de sekiiler terim tiretecek terimleri ihmal edelim:

ioo(2K’ +gK) ~

m%fQZAK—ei"T‘ =0 (2.1.63)
a ve B reel olmak tizere K 'y1 %aei" seklinde kutupsal formda yazip elde edilen
denklemin reel ve imajiner kisimlarin1 ayni ayn sifira esitlersek

2'=-%a — %A sin(oTi—B) (2.1.64)

' 4o0(0? - Q)
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jm QA - .1.65
aB 4(oo(mg_Qz)acos(ch B (2.1.65)

bulunur. y=0T; - B doénisimi yapilirsa

g aAa .

a/=-2a-—=2 gin 2.1.66

2" doe(@2-00) (2.1.60)
ay' =ac- —282 ___ cogy (2.1.67)

 40o(@?-0?)
denklemlerine ulagihir.

Zayif Zorlama

Bu durumda (2.1.58) 'deki x, 'de sekiiler terim tiretecek terimieri, (2.1.51) ve
(2.1.52) ifadelerini de g6z 6niine alarak, elimine edelim:

—2i0oK’ - imogK + £¢i@00 = 0 (2.1.68)

Yine a ve B reel olmak iizere K 'y1 %aeiB seklinde yazmak suretiyle varlan denklemin
reel ve imajiner kisimlarimi ayr ayn sifira esitlersek

= 8 A O e
a'=—Ja+ 200 sin(Q2 — o — B)Ty (2.1.69)
ap’ = A cos(Q2— o - B)To ‘ (2.1.70)
2m¢
elde ederiz.

2.2 Normal Form Analiz Ile Inceleme

Bu boliimde kolaylik olmasi agisindan Helmholtz salinici denkleminin, bir
onceki boliimde kullanilan, katsayilarinda g yerine g, A yerine A kullanilarak elde
edilecek (2.2.1) haliyle ele alinacaktir.

X +g X +0ax +ox? = AcosQt (22.1)
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Incelemeler yine bir énceki boliimde yapildig: gibi asal ve ikincil rezonanslar igin ayn
ayn yapilacaktir. Fakat bunun igin dnce (2.2.1) denkleminin dinamik sistem seklinde
yazilmas: gerekiyor. Ayrica, normal form anlizi yontem, tanitilirken de ifade edildigi
gibi, otonom sistemler igin yapilabildiginden (2.2.1) denklemi bir doniisiim ile otonom
hale getirilmelidir. Once u=AcosQt doniisiimi yapilir, sonra u=-QAsinQt'den
v=AsinQt tanmlanrsa 0=-Qv v=Qu ifadeleri ile denklem otonom hele
getirilmis olur. Buradan x> X; %—>X2 u—>X3; V-—>Xsdontgimleri kullamlirsa

(2.2.1) denklemi su sekilde yazilabilir:

Xl =X2

X2 = —gXz — OoX] —OX; +X3 2.22)
X3 =—(dx4 -
5(4 =QX3

2.2.1.Asal Rezonans Durumu

Asal rezonans durumu i¢in ¢ seklinde Q=wmo +0 bagintisim saglayan faz
kaymasi parametresi tammlayalim. Bu ifadeyi kullanarak (1.2.2) 'yi matrisiyel formda
yazalim.

X1 0 10 0 X1 0000 X3
X - —m 1 O X2 |, 0-g0 0 X2
X3 0 0 0 —wo || X3 000 -0 | x3
X4 0 O O X4 00c O X4
0
°‘x1 (2.2.3)

Burada sag taraftaki ilk matris dallanma parametresini igermeyen matris, ikinci matris
iceren matris ve son matris lineer olmayan terimleri iceren matristi. Normal form
analizinin (2.2.3) sistemine uygulanabilmesi igin, sisteme uygulanacak bir donigtimle
dallanma parametresini igermeyen matrisin Jordan formuna getirilmesi gerekiyor.

Bunun igin 6nce sézkonusu matrisin 6zdegerleri bulunmalidir.
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- 1 0 O
2
“'(00 —l 1 0 )\‘4+2 2 2 4_
= QA +0g =0
0 0 ~-A —wo 0 0
0 0 (O]} -\

Buradan 6zdegerler
}\,1 = (Doi Xz = 0)oi 7»3 = —G)oi 7\.4 = —0)oi (2.2.4)

olur. Ozdegerler kath olduklanindan genellestirilmis dzvektorleri aragtinrsak sunlan

elde ederiz:

0 1 0 1
1 -l 1 ®ol
- . £r= fa= . fu= 2.2.5
f} —20)01 ~2 0 3 20)01 f 0 ( )
200 0 200 0

Bu ézvektorlerden olusan S matrisini kuralim:

0 1 0 1

= 1 o 1 -
2000 0 —2mp1 O
200 0 2m¢ O

(2.2.6)

S (2.2.6) 'deki matris olmak tizere (2.2.3) sisteminde x= S u doniigimii uygulanirsa

dallanma parametresi igermeyen matris Jordan formuna getirilmis olur.

1

00 —a %

- 1.0 1

_ 2 200 40

S S @.2.7)

. ) 409 4(:)0

i i
ERTE

Bu doniisiim sonunda (2.2.3) sistemi gu hale gelir:
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1:11 O)oi 0 0 0 ui 0‘1 0 0 0 U1
. . go _§8 gtc g
U2=1®010 0 uz+'2?5§_§2woz Uz
ﬁ3 0 0 —(Doi 0 us 0 0 —O‘l 0 u3
ﬁ4 0 0 1 .—(Doi U4 % % % —% U4
0
2z +ug)?
202 ¥Us) (2.2.8)
0
—z%o(u2+U4)2
Boylece sistem agagidaki gibi oldu:
v = MXy + LX) + ajp XiXm + by XiXmXp (v =1,2,3,4) (2.2.9)

Simdi normal form denklemlerinin lineer olmayan terimlerini ve katsaydarnm (1.2.9)
'dan (1.2.15) 'e kadar olan bagmtilardan faydalanarak bulalim. Bunun igin 6nce
(2.2.8) 'deki kuadratik terimlerin katsayilarini (ay,) yazahm:

2 ai 2 2 ol 2 ol
ay = — a5 =84 = — Ay = —
22 20)0' 24 42 2(00 . 44 20)0 .
4 _ ol 4 __4 _ Q1 4 _ o1
axn = 200 Au=ap= 200 Ay = 200

Diger ay, (v, 1, m=1,234)ler sifirdir.r Dinamik sistemimizde kiibik terim
bulunmadigindan bLm ler sifirdir. Kolayca goriilebilecegi gibi v, |, m, p, r = 1,2,3,4
olmak tizere Ay, =0 ve Ay, =0 dir. Fakat Ay, nin 1 olduu yerler vardir. Bu
durum agagida incelenmigtir:

v =1,2 olmak lizere

m =0, Al;=0, A};; =0, Al»=0, Al;3=0, A}34=0, Als=0,

:44 =0, A%:u =0, A2=0, A} =0, Azzz =0, A»3;=0, Axs=0,
A3 =0, A3y=0, A33=0, A34=0, A33=0, A5=0, A} =0,
A%sz =0, A3 =0, A35y=0, A, =0, A§4z =0, A =0, A3u=0,
2313 =0, 514 =0, A%zs =0, A§24 =0, 331 =0, Al=0, Alxs=0,

= 0 = 0 = 0 = 0 =

434 > 441 s 442 2’ 443 s 444 )

313 =1, ‘1:14 =1, ‘1:23 =1, Alu=1, Ay =1, Ap=1, Al =1,
A3’42 =1, Ayz=1, Aju=1 Alp=1, Ani=1, Ap=1, An=1,
A341 =1, 2?2 =1, Agu =1, A§12 =1, A;n =1, A§22 =1, Xu =1,

m=1 A =1, Ap=1

v = 3, 4 olmak Uizere
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v v v v v _
11—0 2=0, Al3=0, Aj4=0, A}y =0, \1'22—0, ‘1,23—0,
v —_ v — - —_
Aly = 131=0, Al3=0, Ajy=0, A142 =0, A3;=0, Aj;=0,

A213 = 0 Apa=0, AR =0, A}p=0, A}p=0, A%=0, Ay =0,
n2 = 0 Ay =0, A3p=0, A3;;=0, Aj;=0, A3 =0, Ajp=0,
Az = A3 =0, A3 =0, A3 =0, m =0, Ale =0, A =0,
Al = 0 A3 =0, Aly=0, Al =0, Ajy=0,
Aln=1, Alu=1, Alg=1, Alu=1 Apm=1, Api=1, Ay=1,
Asu=1, Ajz=1, Aju=1, Aip=1, A324 =1, Ay =1, Amp=1,
4 =1, A?;42 =1, Azsl =1, X14 =1, 423 =1, AX24 =1, m=1
A =1, m =1, AX42 =1

2 o 2 o 2 o 2 a
QUyp = > O == 2> 2= "5 Qg =—" %>
203 203 203 603
ah=—t;  ah=—S, ah=—%, al=%
22 — » - 3 - > -
603 203 202 203

A}, = 0 oldugundan @y, = Ajay, =0 'dir. Ay, =1 i¢in Ky, 'leri hesaplayalim:
v =1,3 i¢in ay, = 0 oldugundan x,, = 0 'dir.

K%B =0, K%m =0, K%zs =0, K%24 =0, K%31 =0, K%sz =0, K%41 =0,
K12 =0, %33=0, %314=0, XK33=0, k% =0, Kpy=0, K3y =0,
Kin=0, =0, 5K§22_1 =0, K3»=0, Ki1=0, Kip=0, Kiy =0,
K§24 = K§42 =Ky = __a_31

90)0
K§33 = 0, K334 = 0, Kz43 = 0, K§44 = O, K%:; = 0, K?4 = 0, K§43 = 0,
K313 = 0, K14 = 0, K3 = 0, K = 0, K331 = 0, K3z = 0, K341 = 0,
K32 =0, K43=0, sod K414 =0, Kin=0, ¥ =0, K=0, %44 =0,

4 __4 __4 _
Kaaa =Kgo4 =Kggo = "3~ 9

Dinamik sistem (2.2.8)'in sag tarafinda dallanma parametrelerini igeren ((1.2.16)'da

Lex ile gosterilen) matrisin normal form denklemlerine katkisini (1.2.18) bagmtisim

kullanarak bulabiliriz. Pertiirbasyon matrisi Lg lizerine konulan diyagonal olma

kosulu G matrisi elemanlannin bulunmasinda énemli rol oynar [2]. Normal form

denklemlerinde goriilecek olan L’g pertiirbasyon matrisi ve normalize doéniiglimde yer

alacak G matrisi agagida verilmigtir.
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ci0 0 O
0-8 0 0
L. = 2 2.2.10
57100 i 0 ( )
g
00 0 -2
F an 0 0 0 ]
az1 -gzim——o—au —-;;—’E‘; 742—
G= 0 d4ap By ’ 2.2.11
0 0 ass 0 ( )
gol g _ 8 _gito
4o}  8o] 4w as a33 20 |

Burada aq1, @21, @33, 243 elemanlan keyfi olup sifir alinmigtir,. Boylece sistem
(1.2.19) formuna getirilmis oldu. Bu bilgileri kullanarak, (2.2.3) ile gosterilen
dinamik sistemin normal form denklemlerini asafidaki gibi yazabiliriz:

Y, = ®oly; +0iy; (2.2.12a)
oo

Y, =¥1+®olys— —g-yz - éﬁf—y%y.g (2.2.12b)
2 30)0

y3 = —(Ooiy:; = 0‘iy3 (2.2. 120)
2:

V4 = Y3 —®olys— —g-y4 + ix—-z-l-yzyﬁ (2.2.12d)
2 30)0

(2.2.12a), (2.2.12b) diferansiyel denklemlerini ¢6zebiliriz:

¥, =i@o+0)y; = y1=crelCror (2.2.13a)

Bunlan (2.2.12b) ve (2.2.12d) denklemlerinde kullanalim:

g 5a%i 2

¥, =c1ei®rolt 4 goiy; — 2y, — Y24 (2.2.14a)
2 3(00
. 23
¥, = caeiovion _ gy, By, 501y 2 (2.2.14b)
2 30)0

Simdi agagida verilen tiirden ¢6ziimler arayalim:

y2 =rei® ys =re™® (2.2.15)
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Bu ifadeleri (2.2.14a), (2.2.14b) denklemlerinde kullanirsak

. . 2;
I +ir 6= ¢ ell®eto8 4 g4ir - %—r - %}r‘* (2.2.16a)
. 0
R . 2;
i —ir 6= caenil@oton0l _ g gir — Ep 4 313 (2.2.16b)
2 3(00

elde ederiz ¢, ve c, sabitlerini belirleyelim: Bu boliimiin baginda Helmholtz
denklemini otonom dimamik sistem haline getirmek i¢in asafidaki doniigiimleri
yapmugtik.

x3=Acos{lt x4=AsinQt 2.2.17)

Bu denklemlerde t=0 koyarsak x3 = A x4 = 0 baglangi¢ kosullarini buluruz. Otonom
dinamik sistemi normal form analizi uygulanabilecek standarda getirmek igin x=Su

dontstimiini kullanmigtik. Buradan

X3 = 200iu; — 200iu3 = 2@0i(c; @0+t — ¢ eiO0toN) (2.2.18a)
X4 = 200u1 +200u3 = 2(1)()((.‘;1ei("w’m)t + 02e—i(°°°+°)t) (2.2.18b)

bulunur. Bu denklemlerde, buldugumuz baslangi¢ kosullarimi kullanirsak sabitleri

belirlemis oluruz.

t=0 =x3 =2§00i(C1 —Cz)=A X4 =20)o(01 +Cz)=0
Ai Ai

Ci = “doq C2= 200 (2.2.19)

Bu sabitleri (2.2.16a), (2.2.16b) denklemlerinde kullamr ve iistel fonksiyonlar yerine
trigonometrik esitlerini yazarsak

. + 20
i +ir 8= —AL (cos [(wo +6)t - 6] +isin [(wo + o)t~ O]) + woir — Sr - 22113
40 2 30}
- M 20
r—ir = 4&'(003 [(@0 +0)t— 6] —isin [(@o + )t —6]) — @oir - Er + 2013
®o 2 302

bulunur. Buradan
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= —-g-r + 4%-0 sin [(wo + &)t — 0] (2.2.20a)
r=wmor- Sals A cos [(0o + o)t - 6] (2.2.20b)
30; 400

denklemlerine ulagilir. Bu denklemlerde ¥ = [(wo + o)t — 0] doniigimii yapilirsa

.8 A
r= 2r+4‘°g siny (2.2.21a)
. Sa A
ry= 0‘r+ﬁr3 * o, CoSY (2.2.21b)
elde edilir.
2.2.2.Ikincil Rezonanslar

2.2.2.1.Altharmonik Rezonans

Bu rezonans durumu igin boliim 2.2.1 'de bahsedilen o parametresi
Q =200 +0 seklinde tamimlanacaktir. Bu ifade kullanilarak (2.2.2) dinamik sistemi
matrisiyel formda yazlirsa

X1 0 1 0 0 X1 0000 Xi ' 0

X2 |_| 030 1 0 X2 || 0-g0 0 x|, —ox? (2222)
X3 0 0 0 200 || x3 0 00— | x3

X4 0 0209 O X4 00c O X4 | 0

elde edilir. $imdi (2.2.22) ifadesine normal form déniigiimiiniin uygulanabilmesi igin
standart forma getirecek uygunluk donigiimii yapilmahdir. Bunun icin (2.2.22)
esitliinde sag taraftaki ilk matris olan dallanma parametresi igermeyen matrisin
dzvektorlerini baz kabul eden S matrisini bulup x= S u d6niigiimii uygulanmahdir. Bu

islemi yapalim: Sozkonusu matrisin 6zdegerleri
Xl = —(Doi, Kz = (Ooi, Xs = —2(Doi, X4 = 20)oi (2.2.23)

seklinde kolayca bulunabilir. Bu o6zdegerleri kullanarak yukanda bahsedilen S
matrisini kurarsak sunu elde ederiz:
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1 1 1 1
—@ol Mol —2001 2moi
O° (;’ _30‘; e (2.2.24)
0 g 4]
0 0 -30i 30i

Bu matrisin tersi

1 i 1 __i
2 %5 6of 30}
1 _ i 1 i
2 200 gei 3ol
-1 _ 0 0
S 0 0 b i (2.2.25)
60l 602
0 0
1 i
0 — i
i 6of  6of |

seklindedir. Bu matrisleri kullanarak x= S u donigiimiinii uygularsak (2.2.22) ifadesi
su hale gelir:

5 q g g —2gt3ci 2gtoi
u; -woi 0 0 0 U 22 T2 Tz |wm
l}lz - 0 Cl)oi 0 . 0 Uz + % —-Z— LTW —@ Us
Uj 0 0 —2(001 0 us 0 0 —oi 0 us
1:14 0 0 0 2(00i U4 0 0 0 ol U4
—2%(\11 +uz +U3 +u4)2
2 U1 +Uz +U3 +Us)? ‘ (2.2.26)
0
0

Buna (1.2.6) ile verilen normal form déniigiimii uygulanabilir. Burada doniigim
katsayilan ile normal form denklemlerinde goriilecek lineer olmayan terimlerin
katsayilari, Ek-1 'de verilen ve Mathematica paket programu igin kodlanmis olan
program ile hesaplanmigir. Asafida bu programun sonucundan normal form
denklemlerinde goriilecek sifir olmayan lineer terimlerin katsayilan verilmektedir:



Kip = S_OL‘i‘i, Kin = L“ii, 134 = 3—0‘3}, Kig = 3_0‘?, Kz11 = SL?
%0, 9w, 8oy 8ay 90y
1<§14 = &?, K§41 &?, 41113 = 3&?, K}BI = 3L23i
8w 8wg ' 8wy ' 8wy ” N
Kin = “SLZ;, K312 = "SL?, K321 "SL?, K734 = ‘3_0'31', K33 = 3a31
sl oo dah o _dah o 3
K§24 = —&gl, K§42 = —ﬁgl, K?m 8(;3 > K%sz = _8—,3,-
1 _adi 1 _adi 1 _ 5t 1 _ Sadi
1114 — 160)0’ 1141 = 160)(5)’ 1223 "4320)(5)’ 1232"432 (5)
1 _ 5o 1 __a¥i a1 50t 1 _ Sadi
1322 — 4320)‘5)7 1411 — 0)(5)’ 2123 — 432(0(5)’ 2132 — 432(0(5)’
1 _ Sadi 1 _ 5adi 1 _ Sadi 1 _ Sadi
257 430087 TP T 43208 PR 43208 0 20T 43208
v _ 22103 a1 _ 22163 1 _ 221 1 _ Sodi
BHT 8640037 TP T 864003 T 864003 P 4320
oL - 5o L= 53 L= _ 22103 L= _ 22103
2T 43203 43203 864003’ 864005
Ql, =218 o 200k o 20k o 221a’
864003 864003 864005 864007
Q}uu = _or._i, 1233 == 221a3i’ },323 - ___2210(3; > 1332 F 221&3; >
160} 86400] 86400 86400}
2 _ 5031 Q2. —_ S5a3i 0% . = 5031 > 501
1124 432&)3 ’ 1142 432(03’ 1214 4320)3 ) 1241 4320)(5) >
2 22131 2 __ 5ad 2 __5a3 2 221adi
PR T 864008 T 43208 T 43200 M 864000
2 2210 2 5% 52 Soli 2 _ o’i
BT 8640077 M 43208 T #3200 TP 1608
SN 5 SRPSC S 1 SRR S 1+ 4 | 2 _ 22103
21603 PP 160 T 3203 ™ 364003
2 _ & 42 _ 221ad 2 _ 22103 2 _ 50
2T 1603 M 8640037 M T 864003 2T 43203
Qi = Soi 3134 = 2l ‘21143 = 2lo’i o = _Soi
43203 86400, 864005 43205
2 _ 221adi 2 _ 2213 2 _ 221adi 2 _ 22lali
BT 864003 T PM T 8640007 T MP T 864003 ' 86400

Simdi dallanma parametrelerini igeren matrisin normal form denklemlerine katkisim
belirlemek amaciyla (1.2.17) ile verilen déniisimdeki G matrisini kuralim. Bunun igin
(1.2.18) ifadesinden faydalanacagz.
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B gi  2git3c 2gi~c |
an 40¢ 2wm9 6wy
8 a 2gitc  -2gi+3c
G=| %00 2 6o 200 2.2.27)

00&330
0 0 0 aw |

G matrisinde kosegen iizerindeki elemanlar keyfi olup sifir almmigtr. Boylece
dallanma parametresi igeren matris su hale gelir:

<20 00
L
L= 0200 (2.2.28)
0 0 —c1 O
0 0 0 a
Artik normal form denklemlerini yazabiliriz:
Y, =~—®oly1 - &y - EI.‘yzys Sazlﬁyz - QLYl)’sy‘t - *"3—)’1)’4
2 . 303 40 40;
5 3 221
3: SY1Y3Ys — 720“ y2y3ya (2.2.293)
C_ S 50.21 2 92 oli
¥, =0oly2 a2 +a;yw4 p Y y2 - 403 =E2y1Y354 +Zo:;
SOL3 221
2.2.29
4 6moyxy ya+ 720%3' 1y3Y3 ( )
Y3 =—2Woly3 — Giys (2.2.29¢)
Y, = 2001y + 01y, (2.2.29d)
(2.2.29c¢) ve (2.2.29d) diferansiyel denlemlerini ¢ozebiliriz:
Y3 =—i2oo+c)ys = ys=cpetiCooor (2.2.302)
¥, =iQRoo+0)ys > ys=creiderior (2.2.30b)

c,, C, katsayilanin belirleyebilniek icin ters doniigiim yapip baglangi¢ kosulu bulalim:
X3 = AcosQt t=0 =>x3=A, x4=Asin(t t=0 =>x4=0

Simdi x= S u doniisimiinden faydalanarak x, ve x, ‘0 yazip s6zii edilen katsayilan
bulalim:
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X3 = =303(u3 +Us) = ~305(cre 20N 4 geilortol
X4 = —303i(us —ug) = —303i(c;e R0t _ ¢, gi00tolt)

t=0 :>Cl=——§- 02=——A—2
60)0 6(00

ys = _Ae-namo«s)t V4= __é._el(zo»m)t
6(00 6(00

Bunlan (2.2.29a) ve (2.2.29b) de kullanalim:

o = —ooivi - By + A agrony,  S0% 2 9a?A%
y; =—0oly; 2)’1 + 60)03 y2+ 30)3 — ayiy2+t 1440] PV EA
A0 iunrrory3 _ SAGE 1 gricarory, o2 4 &Q”A_l eiGontoty,  (2.2.31a)
"0 2160] 1555200}
8. _Adi_oopen,.  S0% 2 902A%
= ®glyy — =Yy ~— e
¥s olya 52 602 Yi-— 30 3YY2 1440] PPPRRL
A ourony} 4 SAL igonronyay, 121_0@_\_1 giGoroty (22 31b)
24@3 2160, Mg 15552004
2 2A2
CI=_A?a Cz:%’ °3=%
6(00 3(00 ) 16600
3 343
oo A SAa? c6=22ié_ﬁ (2.2.32)
2407 2160 1555200}

(2.2.32) katsayilarim1 kullanarak normal form denklemlerini tekrar yazalim:

¥, =-Woiy1 - §y1 +ciie 7 @uiolty, 1 cyiyly, +caiy +caiei@R0tory?

—csiemiCootolty, y2 4 ¢ igmi0otolty, ‘ (2.2.332)
Y, =@oiy2 =~ 2y2 - c1ie/®Hoty; — coiy1y3 — c3iyz — Caie iZ00+ORy3
+csiei(2‘°°*°)‘yfy2 - csiei(Zmo«s)tyl (2.2.33b)

Asagdaki sekilde ¢oziimler arayacadiz:
yi=re®  y;=re?® (2.2.34)

t +1i 6= ~@qir — %r +¢1ire OB | 0 i3 | coir + c,irdeilooro20]

—csirdeil2ootori20] o ¢ (ire-ilCoota)20] (2.2.35a)
t —ri 0= @ir - %r — ¢yirellPentol Bl _ ¢ i3 — ¢3ir — c4ir e il200+o)20]
+esir3eil@eoraltsdl _ ¢ ireil2ooio)20] (2.2.35b)

Son iki denklemde iistel ifadeleri "m'gonomettik formda yazip t ve § y1 bulalim:
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= -—%H cirsin [(2oo + o)t +26] - car’sin [(2oo + o)t +26]

. —csr3sin [(2oo + o)t +26] + cersin [(2og + o)t +20] (2.2.36a)
8= —w¢ +c1c0s [(2o + o)t +20] + car? + ¢3 + car?cos [(2og + o)t +20]
—~cs5r2cos [(2mo + o)t +26] + ccos [Cog + o)t +26] (2.2.36b)

(2.2.36a), (2.2.36b) denklemlerinde y =[(2ao +0)t+20] donisiimiini yapip tekrar
yazarsak

= —%r+ C1rsiny — cqar’siny — csr3siny + cersiny (2.2.372)

¥= 6 +2¢1¢08Y +2¢ar? +2¢3 + 2c4r2cosy — 2¢sr2cosy + 2cscosy  (2.2.37b)

elde edilir.

2.2.2.2. Ustharmonik Rezonans

Bu rezonans durumu igin € ile @ arasindaki iligki, ¢oklu olgekler yontemi
uygulanirken kullamldig gibi, ¢ kayiklik parametresi olmak tizere

_@o+0
Q= 2

olarak tanimlanacaktir. Bu ifade kullanilarak (2.2.2) dinamik sistemi matrisiyel

formda yazilirsa

).(1 0 100 X1 0000 X1 0
2
k2 | | 0301 0 |x, | 10800 |x | | -
i | 000-21xlT0o00-8]x|* (2.2.38)

elde edilir. Simdi (2.2.38) 'i normal form doniigiimiiniin uygulanabilecegi standart
forma getirmek i¢in, dnceki boliimde de s6zii edilen, lineer kismin 6zvektoérlerini baz
kabul eden S benzerlik matrisini aragtiralim. Dallanma parametresi igermeyen lineer
kismin 6zdegerleri

0)oi

}\.1 = —(Doi, 7\'2 = (Doi, X3 = —T’ 7\.4 = — (2.2.39)
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olur. Bunlardan faydalanarak s6z konusu S matrisini kurarsak

1 1 1 1°
—(Doi G)oi —QTOi %gi-
S = 30l 30l (2.2.40)
o 0 T: —4—°2
ki 3ol
| 00 5= =5
elde edilir. (2.2.38) 'e x= S u doniigiimi uygulamirsa su elde edilir:
. [ g g -2 2g-oi |
U ot 000y |77 TR T
1}2 _ 0 ot 0' 0 u; . g_g Zg;c —__g_—g
us3 Y -5 0 u 0 0 -4 0
2 - 3 2
U4 0 0 0 3¢ | us 00 0 d |
~20c (U1 +U2 +U3 +Us)?
o o1 +Uz+Us Fu)? (2.2.41)
0
0

(2.2.41) sistemine (1.2.6) ile verilen normal form dénigiimii uygulanabilir. Onceki
boliimde de yapildifa gibi burada doniigiim katsaylan ile normal form denklemlerinde
goriilecek lineer olmayan terimlerin katsayilan Ek-1 'de verilen program aracilifiyla
hesaplanmistir. Buraya, bu programin sonucundan normal form denklemlerinde
goriilecek lineer olmayan terimlerin katsayilar alinmigtir.

ol 2 _ i

l =
P33 200’

K112=9 (3), 121=9 (3), 134 45 g, 143:_450)3’ 211=9 g,
L, = 23a% » 23a.i Kby = 2302 Lo 2302
, AL =
4503° 450 4507’ 450,
2= S 2o SeP . Safi 23a4 2 _ 23a%
122 = 9 o: 212 =~ g, 221 mga 234 — 4503’ 243 45 g
2 = 2302 2 23a% K2y, 2302 sy _23a%i
, =
4503 4503 4503’ 4507



1003a3i
1080w
1003a3i
10800,
107031
12005
107031
12003’
10813

1800w;
1081a%i
1800(00
10703
12007
2 _ 10030
37 108003
2 _ 107a31
2441 120@(5)’
2 _ 108103
M4 180003
107a31
12007
_ 10813
180000’

1 _
1144 =~

L _
1414 —

) S
2331 —

I _
331 =~

I _
3343 =

S
4333 =7

2
1244 —

2 _
4241 —

2
4434

Dallanma parametresi igeren matrisin normal form denklemlerine katkisini veren

(1.2.17) donusimundeki G matrisi ise asal kégegen tizerindeki elemanlar keyfi olmak

37

lizere g0yledir:
gi —2gi-3ai 2give |
an 4am¢ dawg 12m¢
&8, _ 2gi3ci _2gitoi
G =1 4aq 2 a3 = 12m¢ 409
0 0 a33 0
0 O 0 a4

-

1 _ 10703 1 _ 1070 - __107a3i
COB T 0008 P 120037 P 12003
1o 100802 o1 10700 g1 107ai
s 1441 1080(00’ 2133 1200)8’ 3 120@)0,
1 =__107oc3i 1 =_107(;(.3i 1 =_1070(.3i
3123 ‘_1200)(5) » 843132 —'—1200)(5) ) 3213 _—120608 )
L _ 1073 o1 _ 10703 51 __108lad
3312 1200)(5) y 3321 1200)(5) s 3334 1800(08 s
1 __1081adi 41 __1003ai 1 _ 10030
) 3433 1800(0(5)’ 4114 1080@3’ 4141 1080(03 >
1 _ 1003’
> 4411 10800)0 )
2 = 107a3i 2 _ 10703 2 _ 107
T 12003 T 120087 T 12003
3 1003l oy 1003l 2 1070
271080007 P77 1080007 M 12003
3 1003 op 1003l 2 10030’
108003" ~ 7* 10800)7 2 10800)”
2 _1070%i ga 107k 10700
24 1200)(5) > 4142 1200)3 ’ 4214 120(0(5) >
2 .= 108131 2 _ 10703 2 _ 1070
180003 27 120037 T 12003
2 _ 1081a’i
4 1800003

(2.2.42)

Bu donuigiimden sonra dallanma parametresi igeren matris su hali alir:

© o ©

o o Je o
oé o o
9 o o ©

(2.2.43)
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Bu durumda normal form denklemleri su sekilde yazilabilir:

o B Sa2i 2, 460’ 1003a3i 2 2
yl =—0oly1 zyl 20) Y3 30 3Y1Y 2+ 1560 Yly Y4 180 5 s Y1Ya
3; 3
—l—log%ylyzyg 12:3;‘5 V3ys (2.2.44a)
: 8 oi 2 5a21 2 4602 1003a31 2
=Qoly2 —5y2+3
¥z = oiy2=5y2+5 -yi-2- 301 T2 Tag I g0 ———==yy}
3 3
+——lfg°‘5 y1y2y5 + 125830‘5 V33 (2.2.44b)
: 0ol
y3 =——§0—Y3—?Y3 (22.446)
Y4 =—2"Y4+—2‘Y4 (2.2.444d)

(2.2.44c¢), (2.2.444) diferansiyel deklemleri ¢6ziip sabitlerini belirleyelim:

)-,3 =—y3 (w + s;l_) y3 = ce T@ron (2.2.453)

y4(6001 + %') Va4 = coel@rHoN (2.2.45b)

x;-Acoth t=0>>x3=A, xX4=AsinQt t=0=>x4=0
2

30 303 3o
X3=—4-O-U3+—2‘—0u4 t=0:>—49-§cl+62)=A
_ 3(001_ 3(001‘ _ 3600 _
X4 =—7—U3 ;A4 us4 t~21:> 2 (c1—c2)=0
cy = =8 Coy = 288 2.2.46
"7 302 27 302 ( )
y3 = 2A e 2(m0+0')t Y4 = 2A ez(mo-kx)t (22 47)
302 302

(2.2.47) 'yi kullanarak normal form denklemlerini tekrar yazalim:

g 2A? ou eipton  Sa%i 2 184A%Za%

v, = —QglV; — =
Y1 oly1 = 5¥1~ %03 30)3),), 350l i
M eilertoty] — ____214A2a ety y, ——-8648A4°‘ S (2.2.482)
40504 450; 1822501
24 2+2;
Y, —6001Y2-§Y2+2A o ei(@oto)t _ Sa ly yz 184A o1

2 90)0 305 135 . 13507 02
l 1003A a 1 —1(mo+c)ty2 214A g. lei(mo.g.c)tylyz 86‘48A Cl. 1 1(mo+0')t (2248b)
40504 450] 182250,
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_ 2A%q _ 5a2 _ 184A%q?
C1 = '—5—: C2= 22 3= 7
904 3w, 313500 s
23 2
oo= LOBAY o 214ATG7  _ 8643A%0 (2.2.49)
405(00 45(00 18225600

(2.2.49) 'u kullanarak (2.2.48a) ve (2.2.48b) ' yi tekrar yazalim:

y, =—0oly1 —~ %yl — C1ie7HO0*ON 4 Goiy 3y, + C3iy; — Caiei@otoNy?

—csieTi@roty, v, — cgigTi@otol (2.2.50a)
¥, =0olyz— %yz +¢1iei@0ON — coiy 1y — Caiys + caie @0ty
+csiei@roty vy + cgiei@orolt (2.2.50b)
Su sekilde ¢oziim arayahm:
y1 =re® y2=re™® (2.2.51)

t +1i 0= ~@gir — %r — ¢1ie @M 1 coir3 + c3ir — cqireil@otordl]

—C 5ir2e_i[(am+c)t+e] —-C 6 ie"i[(mo"'c)t""e] (2.252&)
f —1i 6= @gir —~ %f + il c)ir3 — c3ir + c4ir2e@oto)t+o]
+esir2eil@crots] | ¢ eillooto)b] (2.2.52b)

Elde edilen son denklemlerde tstel ifadelerin trigonometrik esiti yazilir ve denklemler
dnce toplanir ve sonra gikariirsa su denklemlere ulagilir:

i= -%r —cisin[(@o + o)t +8] + carsin [(wo + o)t +6]

' —csr2sin [(©o + o)t + 8] — cesin [(wg + o)t + 6] (2.2.53a)
r 6= —0or - c1cos [(wg + )t + 0] + cor? +c3r — c4r?cos [(wo + o)t +0
~csr2cos [(wo + 6)t +6] - cecos [(@o + O)t +6] (2.2.53b)

(2.2.53a), (2.2.53b) denklemlerinde y = [(wo + G)t +6] doniisiimil yaparsak agagidaki
denklemleri elde ederiz:

= —%—r—clsiny+ca;rzsiny— csr2siny - cesiny (2.2.54a)

I Y= Or'— C1COSY + Ca3 + €31 — C4T2COS Y — CST2COSY — C6COSY (2.2.54b)
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2.3.Ortalama Alma Y6ntemi Ile Inceleme

Bu inceleme Helmholtz salinici denkleminin (2.3.1) 'de goriilen halinin (dogal
frekans 1 alinmigtir) Ek-2'de vén'len Mathematica paket programi i¢in kodlanmig
programda islenmesiyle asal ve gesitli dereceden altharmonik rezonanslar igin
yapilmigtir. Bu yapilirken ikinci mertebe ortalama alma metodu kullanilmgtir.
Sonuglar agagidadir:

X +x = —0x? — g X +A cos(ot) 3.1
Asal rezonans igin:

: eQ  g2Q? &g Sa%?
Y. = 2y |:2m+ 803 + 80 i]y 120 3]2(YI

o E2gA
+ 2.3.2
¥2) 307 (2.3.29)

. Q g2Q? e%g? £ 502
R e T TR
2
_eA _g’AQ (2.3.2b)

20 8o

2
Burada Q0 =& = L dir (2.3..2) denklemlerini kutupsal formda yazalim:

f= g%;[:—4gCO3r— \[(sgA@)2 +(€AQ +4A0?) sin(® - (p):l (2.3.32)
r f=- e [(3eQ? +12Q0? + 3eg?0?)r + 100 %er? |
+3 ,/ (eAQ +4A02)” + (geAn)” cos(® — (p)} (2.3.3b)

egAo . . PR
Burada ¢ = arctanm dir. (2.3.3) denklemlerinde y=0-¢ donigimi

yapilir ve Q yerine konursa

f= —%g-r— %\ﬂezgzmz +(50%-1)? siny (2.3.42)
_ | @-1)* (@-1) &%g®] 522 3
= [ 80> | 20 80 | 1200
——ée—;—t-\/ £2g202 + (502 - 1)? cosy (2.3.4b)

elde edilir.
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Ikinci mertebe altharmonik rezonans durumu igin gu denklemlere ulagilds:

212 2452
€g eQ 4e?aA | g20 +Sgi| +108ay2(yl+y2)(235a)

Y1 =_7y +[4® 30).3 +16(1)3 40 33

. —_|eQ_defaA g%02 e'g’] ez 10e’’ 2.3.5b
2 ® I:‘k’) 303 +16m3+ 40 y1=5y2 30° yl(Yl +Y2)( )

~

2_
Burada Q =2 3 4 dir. (2.3.5) denklemlerini kutupsal formda yazalim:

= —6—60—[3gm r + 8aeAr sin 20] (2.3.6a)
o= B o4 e 2 4204 o520 (2.3.6b)
denklemleri elde edilir.

Ugtincli mertebe altharmonik rezonans igin

. g 4580L
¥, = 2y 1+ 60 +240)3 %% + 03 ) (yl+y2) (2.3.7a)

: 202 36’ £ 45e20.2
72 =_[§6%+§4g3+ = ]y S S V1Y) (23.7b)

2,2
£g [aQ g20? , 3e%g }y

2_
denklemleri elde edilmigtir. Burada Q=2 B 2 dir. (2.3.7) denklemlerinin kutupsal
sekli

= —%r (2.3.82)
)= — 2480)3 [eQ? +270ea’r? +9g%e0? + 4Q0?] (2.3.8b)

halindedir.

Dérdiincii mertebe altharmonik rezonans durumunda

. € Q 292 82 2 80

¢ -_-_7?5 {§8—5+§Zm3 N 2(%) 2+ 38 gx y2(y% +3) (2.3.92)
. Q 202 2 e 80 2

Y27 [zm +§2co3 20) 1= 2g y2- g yl(YI +y3) (2.3.9b)
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2 - .
denklemleri elde edilmigtir. Burada Q =°°—§-E dir. Bu denklemleri kutupsal
koordinatlara tagirsak

= -52§r ‘ (2.3.10a)
6= 96‘;3 [38Q? +2560ea%r? + 48¢g%0? + 12Q0?] (2.3.10b)
denklemleri elde edilir.

2.4 Helmholtz Salinicisinin Denge Noktalarinin Dallanmasi

Simdi gesitli yontemler kullamilarak belirli bir yaklagimla elde edilen modal
denklemler aracihiftyla orijinde bulunan denge noktasi civarinda dallanma kiimesi ve
diyagramlanim inceleyecegiz.

2.4.1.Asal Rezonans Durumu Igin Dallanma Analizi

Helmholtz salinicisinda asal rezonans durumu igin goklu dlgekler yontem,
normal form analizi ve ikinci mertebe ortalama alma yontemi ile yapilan incelemeler
bizi, ¢oklu 6lgekler metodunun sozii edilen rezonans durumu igin uygulanmasinda
séniim ve zorlamamn O(g?), nonlineerligin O(g) seklinde dlgeklendirildii halde
ortaya ¢ikan ve (2.1.35), (2.1.36) ile ifade edilen modal denklemlerle ayni yapiya
gotirmiigtiir. Normal form analizi sonuglan ile sézii edilen dlgeklendirmeyle ¢oklu
olgekler metodu sonuglarmin, kiibik terimin katsayist harig, aym olmasina karsm ikinci
mertebe ortalama alma yontemi ile elde edilen denklemlerin katsayist farkhidir. Bu
farklar, yontemler geregi denklemdeki katsayilarin  olgeklendiriimesinden
kaynaklanmaktadir. Burada 6nce ¢oklu 6lgekler yontemi ile elde edilen denklemler,
sonra da ortalama alma yontemi ile elde edilen denklemler ele alinacakur.

Orijinal ¢6ziimiin karakterini belirlemek icin dnce denge noktalarmt bulmaly,
sonra bu noktalar civarinda hareket incelenmelidir [5]. Modal denklemler
1__8 A

a =—Ea+msmy (2.4.1a)
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I Sa® 3, A 2.4.1b
ay —ac+12mga +2mocosy (2.4.1b)

seklindeydi. Denge noktalari a’ =_y’ =0 durumunda elde edilir:

-8, A A cny= 2.4.2
0= 2a+2mosmy = g siny=ga (2.4.2a)

2 2
O=g+2 524 A cosy = ——A—-cosy =g sa?  (2.4.2b)
1203 202 2002 1203

(2.4.2) denklemlerinin karelerini alip toplarsak

[_8; +(o+ -i%—.;:gaz){laz = ﬁ%(z)’ (2.4.3)
elde ederizz. Bu denkleme frekans-cevap denklemi denir [5]. Cinki (2.4.3)
denklemi cevap genlifinin, ¢ parametresi ve zorlama genli3i degiskenlerinin
fonksiyonu olarak, belirli bir denklemidir. a 'min verilen g ve A degerlerine karsilik
'ya bagli efrisi frekans-cevap egrisi olarak adlandinlir [5] Bu egriye dallanma
diyagrami da denir [6]. Bu egriyi gizmek igin (2.4.3) denkleminden ¢ 'y1 a 'ya bagli
olarak ¢gozelim:

5a2 5, A _ &
o= a‘t - =
120} (4m§a2 7

[ Ll

(2.4.4)

Sekil-2.4.1a ve $ekil-2.4.1b ile verilen gekiller lineer (. =0) ve nonlineer (. > 0)
cevap egrilerinin kargilaghrmasidir.  (2.4.4) denkeminden a; = g5 ile verilebilecek
anm tepe noktasimn o 'dan bagimsiz oldugu agiktir. Gorildiigi gibi lineer sonuglar
simetriktir, rezonans frekans: gevresinde dar bir bélgede ¢oziim goriiliir ve o'ya karst
gelen tek bir denge noktast vardir. Nonlineerligin etkisi genligi egmesi geklinde
kendini gostermektedir. Bu durumda gok degerli bolgeler olusmustur.

Sekil-2.4. 2a nonlineerligin katsayis: biiyidiikge frekans-cevap egrisinin lineer
egriden (o0 = 0) uzaklagtifim gostermektedir. Sekil-2.4.2b 'de goriildigi gibi genlik
biiyiidikge frekans-cevap efrisi 6 =0 eksenine dogru egilmektedir. Genliklerin tepe

502

noktalan kesikli ¢izgi ile gosterilen ve denklemi ¢ = 12@3212 olan parabol (izerindedir.
0




035

03

0.06

e o
.78 23 =X ° (X3 (1] (53

Sekil-2.4.1a : Frekans-cevap egrisi (o =1, A=0.01, g=0.05, aa=4)

) 24 =¥ o 53 o4 o4 (o}

Sekil-2.4.1b : o = 0 i¢in frekans-cevap egrisi (0o =1, A=0.01, g=0.05)

Bu parabole omurga egrisi denir [5]. Sekil-2.4.2b 'den de goriilecegi gibi genlik
degerlerine bagh olarak frekans-cevap egrilerinin bazilan gok degerli olmasina ragmen
bazilan degildir.

Sekil-2.4.3 'de sonim katsayis1 olan g 'nin frekans-cevap egrisine etkisini
goriyoruz. Sénimin sifir olmast durumunda genlik sonsuza gider ve frekans-cevap
egrisi omurga egrisine asimtot iki daldan olusur. Bu durumu (2.4.2a) denkleminden
de gozlemek mimkiindir. Sekle dikkat edilirse g'nin kiigiik degerlerinde tek degerlilik
olmasmma kargm, g buyiidikce ¢ok degerlilik gorilmeye baglandig: kolayca
gozlenebilir.
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'3 078 08 2% [] b8 [ AG

Sekil-2.4.2a : Nonlineerligin frenks-cevap egrisine etkisi
(wo=1,A=001,g=0.01)

=X ——h & : 0 a0
Sekil-2.4.2b : Zorlama genliginin frekans-cevap egrisine etkisi
(a=1,@0=1, g=0.05)

oar
[
LX 4

o2 p

08 EX]} -3 ] 83 oA .JG'
Sekil-2.4.3 : Soniimiin frekans-cevap erisine etkisi
(x=1,m=1,A=0.01)
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Sekil-2.4.4 : Sigrama olayt (0o =1, A=0.01,g=0.05,a=4)

Simdi sigrama olayim agiklayalim: Frekans-cevap egrisindeki nonlineerligin
Oonemli bir etkisi olan ¢ok degerlilik, sigrama olaymna sebep olmaktadir. Bunu
agtklamak igin zorlama genligi sabit tutuldufunda zorlama frekansinin (burada c'dan
sozediliyor) kiigiik degismelerle linee dogal frekansa dogru artiilip azaldigi ve
harmonik cevap genliginin g6zlendigi bir deney diigiinelim. Deney $ekil-2.4.4 teki 1
noktasindan baglasin. Frekans azalirken a yavag yavag artarak 3 noktasmna kadar ulagir.
o daha ¢ok azalirsa 3 noktasindan 4 noktasmna sigrama olur ve a degeri bir sigrama
yapar, daha sonra a da o 'mn azalmasiyla yavag yavag azalr. Eger deney 5
noktasindan baslarsa ¢ artarken a da 6 noktasina kadar yavas yavas artar. Burada 2
noktasina bir sigrama olur ve 2 noktasindan sonra ¢ artarken a da yavas yavasg
azalmaya devam eder. Bu agiklamalardan ¢6ziimde dallanmalar oldugu ve frekans
cevap egrisinin 3 ile 6 noktalan arasinda kararsiz oldugu anlagilir [5].

Benzer bir sigrama olay1 zorlama frekansinin () sabit, zorlama genliginin (A)
degisken oldugu durumda da gozlenebilir.

Sigrama olaymi gézlemenin bir bagka yolu katastrof teorisini kullanmaktir,
Verilen bir g degeri i¢in a=a(c, A) yiizeyi ¢izilebilir. Ancak bu zor oldugundan
cesitli donigiimler yapilarak Sekil-2.4.5 ile verilen x3 —px+q=0 yiizeyi ¢izilmigtir.
Burada x , anin p ve q ise, ¢ ve A nmin fonksiyonlanidir. Bu ylizeye "cusp” ylizeyi

denir.
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p

Sekil-2.4.5 : Cusp yluzeyi

Simdi (2.4.2) denklemleri ile verilen denge noktalannin kararlthik analizlerini
yapip dallanma diyagramlanim g¢izelim. Kararlilik analizi igin (2.4.1) denklemlerini
(2.4.2) denge noktalar civannda lineerlestirmemiz gerekiyor. Buradan;

/_ -8 . A
a'=g(a,7) 2a+2mosm~{

50
Y =fa,y)=0c+="5a+ A cosy
120; 200a
_& A & .53
2 2as COSY 3 80— {isa
2, _ A _A g =l o, 5a? g
sope Zao? 00 T2 SMY || §HIAE 3

olur. Bu matrisin 6zdegerlerini bulalim:

8 . a2 502 3y0 , 502 | _
(2+7\.) +(a.cs+—12 3213)(;1-+Ea)—0

Do 0
2 2 4
A2+gh+ 84624200, B 55
4 30, 4805
1
_ 8.1 2, 20026 5, 250 4|
=242
11,2 2_2[ (4o° + 30)(3) a +12mga) (2.4.5)

(2.4.5) ifadesine gore, denge noktalan ,F(c) > 0 esitsizligi gegerli ise kararhidir; aksi
halde kararsizdir. Burada

200G 5 . 25a*
- a?+ lsta‘* (2.4.6)
0 0

F(o) = 40% +
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dir. Simdi denge noktalarin agik olarak bulalim:

a'=0, y'=0

—A— : -—-g —A— - —

200 smy-za 200 aCOS‘Y —-C 12@3
2 2

-—A—zg =-al+(ac+ Sa” ——2a%)?

403 4 120,

2
25(1 ..6 5(1 O'a4+(g GZ)aZ_A_zo

14408 60) 402
(2.4.7) polinomuna
a?=b
déntisimiint uygulayalim:
250 ps . S 2+ & ~ otp-A o
1440)0 60)0 40)0
24050, , . 360§ 36mA2
3 0 b2 + 0/ 2 {452 0 =0
P 502 25a 48 - 25a.4

Bu kez (2.4.10) ifadesinde

8o

b=x- 502

doniigiimii yapip diizenlersek

1208 404
- —(46%-3g%)x +
2504 ST

polinomu elde edilir. (2.4.8) ve (2.4.11) doniigiimlerini denge noktalar igin kararliik

analizi kriteri olan (2.4.5) 'de kullanirsak

(2.4.7)

(2.4.8)

(2.4.9)

(2.4.10)

(2.4.11)

L[ -32030% - 120508% - 4502A% | = 0(2.4.12)
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l
3
B 1 42,200 8@00, 25at 8cooc )
A1z 2‘2[ ( 30 502 1208 sx—2"5))
1
_ 8,114 5 2504 5|
7‘1’2"54—’2[5" 1208 (2.4.13)

olur. Buna gore eger x cinsinden elde edilecek olan denge noktasi

22 ¢ 250040 (2.4.14)
1204

“4

esitsizligini saglarsa kararli, aksi taktirde kararsiz olacaktir.

Denge noktalannin davramigmnin analizini daha rahat yapmak igin (2.4.12)
ifadesini agagidaki gibi yazmak faydali olacaktir:

3 —-px+q=0 (2.4.15)
Burada
1205, 5, . .5
=5 5 4(40 ~3g?) (2.4.16)
q=-—c 6[32m00 +720,08> +45a2A2] (2.4.17)

olur. (2.4.15) polinomunun diskiriminantina bakarak koklerin durumunu inceleyelim.
Sekil-2.4.6 'da D=4p®-27q>=0 egrisi goriliyor. D<0 durumunda (2.4.15)
polinomunun bir kokii reel , diger ikisi eglenik komplekstir ve dolayisiyla bu durumda
bir denge noktast vardir. D=0 durumunda, ki bu p ve q 'nun egriler tizerindeki
degerleri almast demektir, butiin kokler reel, fakat ikisi egittir ve burada iki denge
noktasindan sézedilebilir. D>0 iken t¢ kok reel ve farkhdir. Dolayisiyla bu bolgede
¢ denge noktast vardir. Bu agiklamalardan gekilde goriilen bolgede denge
noktalarimin sayisimn degigtigi anlagiimaktadir. Simdi (2.4.15) polinomu igin 6zel
durumlan ele alip kararhlik analizi de yaptiktan sonra sézkonusu &zel durumlann

dallanma diyagramlarim elde edelim.
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Sekil-2.4.6 : D = 4p3 —27q? = 0 egrisi

1.q =0 durumu: (2.4.15) denklemi su hali alir:

x3—px=0 (2.4.18)

(2.4.18) ifadesinin kokleri:

x,=0 x2= /P X3=—/p (2.4.19)

olur, (2.4.13) ifadesini dikkate alarak bu denge noktalarimin kararlilik analizini
yapalim:
=0 p 'mn her degeri igin kararsizdir. p<0 iken ikinci ve igiincii noktalar reel

olmadigindan bu denge noktalan igin, p>0 olmalidir.
X2 = /p i¢in, (2.4.13) den

2~325a5(\/—)2

120)0(4 2 2402))

6(
<4<)'2 -3g2

6%-9g220 (2.4.20)

wAA RYES wAA

o0

elde edilir ki bu sart Helmholtz salinict denklemini de dikkate ahirsak, 6 # 0 olmak
uzere saglanir. Dolayisiyla bu denge noktasi kararh bir denge noktasidir. x3 =—/p
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igin , 6zdegerlerde denge noktasinin karesi alindigindan, aym inceleme ile aym: sonuca
ulagilir. Yani bu denge noktasi da kararhdir.

Boylece =0 olmast halinde dallanma analizi Sekil-2.4.7 'de Ozetlenmigtir.
Burada kesikli ¢izgi ile ¢izilmig kisim kararsiz denge noktalarni, diiz ¢izgi ile ¢izilmis
olan kisim ise kararh denge noktalarim géstermektedir. Sekil-2.4.7'den de gorildugi
gibi bu dallanma "Pitchfork” dallanmasidir.

b

- -3 ) F) Y p
Sekil-2.4.7 : g=0 i¢in dallanma diyagrami

q=0 durumuna karsilik parametrelerin alacag: degerleri inceleyelim: x,, x,
denge noktalarinin reel olmasi igin p 2 0 olmasi gerektigint ifade etmistik. Buna gore

1205

p = 5;+(4c? - 3g%) 20 olmal. Buradan da

452 > 3g2 (2.4.21)

kosulu bulunur. Buna kargihk gelen diyagram Sekil-2.4.8 de verilmistir.

4
q= ;‘5“();6 [—32(080'3 - 7205082 - 45a2A2] =0

denklemi ¢ < 0 alindiginda (bunun alinmasmnm sebebi daha sonra da A 'nin ¢ 'ya bagh

dallanma kumesinde de gortilecegi gibi o'min sadece negatif degerlerinde denge

noktalarimin sayisinin degismesidir.) su hale gelir:
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/J a} %\

Sekil-2.4.8 : =0 durumunda p 2 0 igin parametreler arast iligki

320303 + 7205082 —4502A2 =0

9 5 4502A2
¢’ +2glc-———-=0 2.422
4g 320)0 ( )
A=-42 2877 - 27(450‘ Ay (2.4.23)

(2.4.22) nin diskiriminants olan (2.4.23) ifadesi sifirdan kiigik kaldifindan (2.4.22)
denkleminin bir reel iki kompleks kokii vardir. Bu reel kok

450°A% | |1 A5a?A%\; 2)3
= +
{/ 640; ‘/ 7 3203 ) 27(4g)

4502 A2 _ l 4502 A 24 2\3 .
W( P j4( 3203 5) 27(4g) (2.4.24)

seklindedir. Buna gore q=0 i¢in parametrelerin birbiri ile iligkileri Sekil-2.4.9,
Sekil-2.4.10, Sekil-2.4.11 'de veriimigtir.
2.p =0 durumu: Bu durumda (2.4.15) ifadesi su hali alir:
-q=0 (2.4.25)
(2.4.25) polinomunun diskiriminanti A = —27n? < 0 oldugundan tek reel kokii vardir.

x= ()} (2.4.26)
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A

02 (X3 (X3 [3 :g

Sekil-2.4.10 : g=0 i¢in (A, g) iliskisi

c

048 +

45

o3P

63 a4 o8 oR 1 g
Sekil-2.4.11 : ¢=0 i¢in (o, g) iliskisi

(2.4.14) ifadesini dikkate alarak bu denge noktasin kararliik analizini yapahm:
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<25
°°6(n)3

4 25a* 4(00 2

307 <= 1207 o 6[320)00 +720308? +4502A2 )3 (2.4.27)

(2.4.27) esitsizligi ¢ mn hig bir degeri igin saglanamaz. Dolayistyla sézkonusu denge
noktasi kararsizdir.

Incelenen p=0 durumunda denge noktasi kararlihk degistirmediZinden ve
denge noktalarinin sayis1 degismediginden Poincare’ anlamunda dallanma yoktur.

3.p =pi1 (sabit) durumu: Bu durumda (2.4.15) ifadesi su hali alir:

-p1x—q=0 (2.4.28)

Bu durum dallanma kimesi olan $ekil-2.4.6 'dan yararlanarak kolayca
degerlendirilebilir. p sabit iken q, bolgeler D<0, D>0 ve D=0 olmak tizere iig

bolgeden de geger. Yani denge noktalarinin sayisi 1 'den 3 'e degismektedir. Bu
' denge noktalanmn kararlilik analizi Mathematica paket programinda (2.4.13) ifadesi
islenerek arastirilmug ve ilk iki kokiin kararlt (burada (2.4.13) 'deki 6zdegerler negatif
reel kissmli kompleks sayilar ¢tkmustir), dglincii kokiin kararsiz oldugu sonucuna
varimugtir. Bu durum igin 6rnek olarak p,=2 alinmis ve yukanda bahsedilen durumlar
Sekil-2.4.12 ile verilen dallanma diyagraminda gésterilmistir.

Sekil-2.4.12 : p,=2 igin dallanma diyagram
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Buna gore dallanma tipi "Hysterisis" olur. Burada da kesikli gizgiler kararsiz denge
noktalarini, kesiksiz ¢izgiler kararli denge noktalanm gostermektedir. p,=2 igin q
artarken 6nce tek reel denge noktasinin oldugu D<0 bolgesinden, buradan ii¢ denge
noktasinin oldugu D>0 bolgesinden ve en son yine tek denge noktasinin oldugu D<0
bolgesinden geger. Kokler Cardano formillerinden yararlanarak su sekilde yazilir:

1
2
%1 {q 27‘1 4p1} { 27‘1 84"1} (2.4.29)

(2.4.30)

o1 3{ ‘/27‘1 4"1} (2.431)

p = p1 durumunda parametrelerin alabilecekleri degerleri inceleyelim:

p1= (4 2-3g%)
25a

120

254

(2.4.32)

Bu durumda parametreler arasindaki iligki Sekil-2.4.13 'de verilmistir. Burada,
dallanma diyagram ¢izilirken de yapildig: gibi, p,=2 ahnmugtir,

4.q = q; (sabit) durumu: Bu durumda (2.4.15) ifadesi su hali alir:
x3+px—-q; =0 (2.4.33)

Degerlendirme yine Sekil-2.4.6 'daki dallanma kiimesinden yararlanarak
yapilabilir. q 'yu sabit tutup p 'vi artrdigimizda (q # 0 olmak iizere) swrastyla 6nce bir
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(234

Sekil-2.4.13 : p,=2 i¢in (o, g) ilskisi

sonra iki daha sonra Gi¢ denge noktasmin oldugu bolgelerden gegeriz. Kararliik
analizi yine (2.4.13) ifadesinin Mathematica'da iglenmesiyle yapilmig ve buradan ilk iki
denge noktasinin kararli (6zdegerler negatif reel kisimli kompleks sayilar) iiglincii
noktanin kararsiz (6zdeZerler aym isaretli reel ) oldugu bulunmugtur. Bu durum
ornek olarak =2 alinarak incelenmis ve bununla ilgili dallanma diyagram
Sekil-2.4.14 ile verilmistir. Buna goére dallanma tedirgenmis "Pitchfork” dallanmasidir.

— 4

— e o -

~1

S

-3 [
Sekil-2.4.14 : q,=2 i¢in dallanma diyagram

Kokler Cardano formiillerinden yararlanarak su gekilde yazilir:

1 1
3 3
e, [274] -4p° n_ [27q% -4p?
xl-[z o el J——-—ws (2.4.34)
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o —

1 3 Qo 27q1
X = (5 +i ){2 108

W=

_1_ 435 273 -4p |
5 ){ 5 1R (2.4.35)
1
3 27q>
=
1
qi  |27q} -4p3
wa + ){2 —~ } (2.4.36)

q = q:1 durumunda parametreler arasindaki iligkiyi belirleyelim:

4
qi = —745%6 [320)30'3 + 7205082 +450L2A2]
4
A?= 451(12\ 754a a1 -32030% - T20508%) ,A>0
c00
1
4 z
A= {45109\ 7540; d1 -3200% - 720)0csg2)} (2.4.37)
0

(2.4.37)de verilen parametreler arasindaki ilisgki Sekil-2.4.15 ve Sekil-2.4.16 'da
gosterilmigtir. Burada da q,=2 alinmugtir.

=) ) B -2 3 o

Sekil-2.4.15 : q,=2 igin (A, o) iligkisi

Buraya kadar yapila incelemeler x denge noktalarnin p ve q cinsinden

belirlenip bu p, q degerlerinin , g, A cinsinden nasil olacagim parametreler arast
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«s| O
Y]
EEaS
-4

-

[X] o4 O:l [X] ; g

Sekil-2.4.16 : q, =2 i¢in (d, g) iligkist

eprileri gizerek belirlemeye galismaktan olugmaktadir. Simdi x denge noktalarinin
dailanma anlizini ¢ ve A cinsinden yapalim:

Bunun igin dnce, Sekil-2.4.6 'da p ve q 'va bagh olarak verilen dallanma
kiimesini orijinal parametreler cinsinden elde edelim. Sozii edilen diyagrami (2.4.12)
polinomunun diskiriminant: olan

A=4p3 -27¢2 (2.4.38)

ifadesinde p yerine (2.4.16) 'daki esiti, q yerine (2.4.17) 'deki esiti kullamlip bu
diskiriminantin sifira egitlenmesiyle olusturabiliiz. Bu diyagram $ekil-2.4.17 ile
verilmigtir. Burada g=0.01, a =1, o =1 almmugtur. '

T Y EY3 ie]

Sekil-2.4.17 : g=0.01, a =1, @¢ = 1 degerleri kullamlarak elde edilen
(A, 6) dallanma kiimesi



59

Sekil-2.4.17 'de I ile gosterilen bolgede (2.4.12) polinomunun bir reel iki
kompleks, II ile gosterilen bolgede tig farkh reel, II ile gésterilen bolgede yine bir reel
iki kompleks ve egriler iizerinde ikisi esit iig reel kok vardir. Sekil-2.4.18 aym
diyagramin g=0.1 alinarak ¢izilmis halidir.

A

(o]

Sekil-2.4.18 : g=0.1, a =1, ®o =1 degerleri kullanularak elde edilen
(A, o) dallanma kiimesi

Sekil-2.4.18 'de 6=~0.5 noktasindan bir dikey cizilirse sirasiyla I, II, III
bolgelerinden gegilir. Bu defer ve Sekil-2.4.18 ‘i gizerken kullandigimuz diger
degiskenlerin deBerlerini (2.4.7) 'de kullanirsak gegecegimiz bolgelere gore 1, 2 veya
3 denge noktast buluruz. Bu denge noktalari Mathematica paket peogramu ile elde
edilmis ve kararhlik analizleri (2.4.5) ifadesi Mathematica'da islenerek yapilmgtir.
Bunun sonucunda koklerden ikisinin kararli diferinin kararsiz oldugu bulunmugtur.
Bu sonuglar $ekil-2.4.19 'da goriilebilir. Burada kesikli egriler kararsizlik durumunu
kesiksiz egriler kararlilik durumunu ifade etmektedir.

Sekil-2.4.18 'de A=0.1 den yatay dogru gizilirse sirstyla I, II, III bolgelerinden
geger.  Yine, bu ve §ekil-2.4.18 elde edilirken kullamlan dier perametrelerin
degerlerini (2.4.7) 'de kullanirsak bahsedilen bolgelerin 6zelligine bagh olarak 1, 2
veya 3 denge noktasi buluruz. Bu denge noktalarmin kararllik analizi (2.4.5)
ifadesinin Mathematica'da islenmesiyle yapilmis ve sonugta iki denge noktasinin kararl
diferinin kararsiz oldugu bulunmustur. Bitiin bunlan Sekil-2.4.20 ile verilen



60

dallanma diyagrammnda gérmek mumkiindir. Burada da kesikli gizilen gizgiler
kararsizlik, kesiksiz gizilenler kararlilik durumunu ifade etmektedir.

ula )
s2f ///
os} ~

[ 23

(X} [ 04 (X} — A

Sekil-2.4.19 : (a,A) dallanma diyagrami (« = 1, 0o =1, g=0.1, 6 =-0.5)

o8
04 b

[-X3

S o]

<5 [] [¥3 1

Sekil-2.4.20 : (a, c) dallanma diyagrami (=1, o =1, g=0.1, A=0.1)

Simdi asal rezonans durumu igin ikinci mertebe ortalama alma yontemi sonucu

elde edilen denklemleri inceleyelim. Denklemler, Q = “’28'1 olmak tizere

i= —8~f°—3-[4g0)3r + /e%g2A%0% + (€AQ + 4A0%)> SinY:l (2.4.3%)
ry= -2423 [(3eQ? + 12Q0? +3eg?0%)r + 10ear®]
8(803 J82g2A20)2 + (SAQ + 4A(02)2 cosy (2439b)

olarak elde edilmigti. Bu denklemlerin denge noktalarini r=y= 0 'dan bulahm:

E—i;,/é’ngzcoz +(€EAQ +4A0?)? siny = —%r (2.4.402)
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§§3—3‘/82ng20)2 +(€AQ +4A02)? cosy = 248&)3 [(3eQ? + 12Qan?
+3egZ0?)r + 10ear?] (2.4.40Db)

Bu denklemler, kareleri alindiktan sonra, toplanirsa frekans-cevap denklemi

1 2,2A2,2 22=g_2_2 _rr 2.1 2
64(06[8 g°A%0* + (eAQ +4A0%)4) el +576(1)6[3SQ +12Q0

+H3eglo? + 10ea’r?] (2.4.41)

olarak bulunur. Buradan bulunacak denge noktalarinin kararlilik analizini yapmak igin
(2.4.39a,b) sisteminin denge noktalan civarinda lineerlestiriimesiyle yazilacak matrisin
Ozdegerlerine bakmamiz gerekiyor. Simdi bu 6zdegerleri bulalim:

- - Je28?A%? + (€AQ + 4A0?) cosy
202 € J szg2A202+(aAQ+4Am2) .
2 g i cosy 3y/e’g’Ae? +(€AQ+4A0?) siny

matrisinde (2.4.40a,b) esitliklerini kullanirsak aradifimiz 6zdegerleri, a ve b

a=2(1+7) (2.4.42a)
b g2g? | 582’ (3eQ2 + 12Q0? + 3eg%0 )r + 10ga?r>
*(38Q +12Qm° +3ege0*)r + 10eat’r (2.4.42)
24312
olmak ilizere
—a+ a2 —
Az = —?—:3—%— (2.4.43)

olarak buluruz. (2.4.41) ile verilen frekans-cevap denkleminde r? =x doniistimii
kullanihirsa kokleri aradifimz denge noktalarmin karesi olan {glinci derece bir
polinom buluruz. Mathematica paket programu ile bu polinomun kékleri bulunmus ve
r= /X ters dontstimi kullamlarak denge noktalar belirlenmis, ancak uzun ve karigik
ifedeler olduklarindan buraya alinmanuglardir Sayist Gi¢ olan bu denge noktalarinda
6nce, a=1, €=0.1,8=0.1,9=0.9 degerleri kullamlarak Mathematica paket
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programu ile (2.4.43) 6zdegerleri her bir denge noktasi igin ayn ayn hesaplanip
¢izdirilmis, bdylece iki denge noktasinin kararh dierinin kararsiz oldugu sonucuna
vartmugtir. Elde edilen bulgular $ekil-2.4.21 ile verilen (r, A) dallanma diyagraminda
gosterilmigtir. Sonra, aym iglemler a=1,€=0.1,g=0.1, A=0.6 degerlen
kullamilarak yapilmus, buradan Sekil-2.4.22 (r,®) dallanma diyagramina ulagilmugtir.
Goruldiigu gibi, burada da denge noktalarindan ikisi kararli, biri kararsizdir. Bu
diyagramlarda kesikli ¢izgiler kararsizik durumunu, kesiksiz ¢izgiler kararlihk

durumunu ifade etmektedir.

1 2 E] 4 3 A
Sekil-2.4.21 : (r,A) dallanma diyagrami (a.=1,£=0.1, g=0.1, ® = 0.9)

ST [ (Y) 1 N 14 13 13

Sekil-2.4.22 : (r, ) dallanma diyagrami (@ =1,£=0.1, g=0.1, A=0.6)
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2.4.2 Ikinci Mertebe Ustharmonik Rezonans Durumu Igin Dallanma Analizi

B rezonans durumu igin ¢oklu 6lgekler yontemi ile ikinci mertebe normal
form analizi sonuglarinda elde edilen denklemlerin aym oldugu goérilmis, fakat bu
denklemler dallanma vermediklerinden normal form analizi dérdiincii mertebeye
kadar uygulanmigtir. Buradan elde edilen denklemlerin dallanmasini inceleyecegiz:
Denklemler ¢, c3, c3, C4, Cs, C sabitleri (2.2.49) 'da verildigi gibi olmak {izere

r= —--g-r +[—c1 +car? —csr? —celsiny (2.4.44a)
I ¥=Or+Car® +c3r+[—C1 — Cqr2 — Cs12 — C]cOSY (2.4.44b)

olarak elde edilmisti. Denge noktalarin aragtiralim: r=y=0 olacagindan

—¢1 —csr?—cg)? —c2rt [siny = Er(—c; - csr? - 6 — car?
2

|:(—c1 —csr? —cg)’ — cir“Jcosy = (=0T — Car° — C31)(—C1 — 512 — Cg + Car?)

bulunur. Bu denklemlerin kareleri alinip toplanirsa

2
2 2 2
[(—cl —csr2—cg) - cﬁr“] = rz[%—(cl +Csr? +Cg + Car?)

Ho +car? +¢3)2(—c) — cs5r? — ¢ +c4r?)?] (2.4.45)

denklemi elde edilir ki bu denklemin kékleri aradifimiz denge noktalandir. Dikkat
edilirse (2.4.45) 'te r? = x déniigiimiini kullanirsak beginci derecé polinom elde ederiz.
Begsinci derece polinomun koklerini analitik olarak bulamadifimzdan bu rezonans
durumunda dallanma analizi yapamiyoruz. Ancak (2.4.45) ile verilen frekans-cevap
denkleminin c'ya gore ¢ozillmesiyle ¢izilen ve Sekil-2.4.23 ile verilen frekans-cevap
egrisinde ¢ok degerli bolgeler goruldiigiinden dallanma olabilecegi sdylenebilmektedir.
Buegria=1,m0=1, A=0.1, g=0.1 degerleri kullamlarak elde edilmistir.
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Sekil-2.4.23 : Ustharmonik rezonans igin frekans-cevap egrisi
(@=1,00=1,A=0.1,g=0.1)

2.4.3 Ikinci Mertebe Altharmonik Rezonans Durumu I¢in Dallanma Analizi

Bu rezonans durumu igin ¢oklu 6lgekler yontemi ile elde edilen denklemlerin
dallanma vermedigi goriilmektedir. Ikinci mertebe normal form analizi ile elde edilen
denklemlerin goklu olgekler yontemiyle elde edilenler ile aym oldufu goériilmiig, bu
yizden bu analiz dordiinci mertebeye kadar uygulanmustir. Burada dordunci
mertebe normal form analizi ile elde edilen denklemler ile ikinci mertebe ortalama
alma yontemi sonucu elde edilen denklemler ele alinacaktir.

Dordiincti mertebe normal form analizi sonucunda elde edilen denklemler,
¢1, C2, C3, C4, Cs, Ce sabitleri (2.2.32) ile verildigi gibi olmak iizere

= —%r +[cir— car® —csr3 + Cer]siny (2.4.462)
¥= 6 +2¢or? +2¢3 +[2¢1 +2¢4r2 — 2¢s1% +2¢6]cos Y (2.4.46b)

seklindeydi. Denge noktalarimi bulmak igin =y=0 egitliklerini kullandiktan sonra
trigonometrik terimleri bir tarafa alarak egitliklerin karelerini alip, iki denklemi
toplarsak

2 2
|:(c1 ~csr2+cg) - cir"'] 2= %—rz(cl ~csr? + g +C4r2)”
(5 +car* - €3) (o1 ~ 0517 + 6 — Cqr?)’ (2.4.47)
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denklemi elde edilir. Burada triviyal r=0 denge noktasinin varlig: dikkat gekicidir.
Triviyal olmayan denge noktalarini

2 2 2
[(cl —csr?+cg)’ — c§r4:| = gT(cI —csr? +cg +C4r?)

+(% +¢ar? — ¢3)2(C1 — G512 +Cg — C4r2)’ (2.4.48)

denkleminden bulacafiz. Bu denge noktalarnin kararlilik analizi igin (2.4.46)
denklemlerini lineerlestirir, burada s6zkonusu denge nopktalanm kullanir ve lineer
kismun katsayilanindan olusturulacak matrisin 6zdegerlirini bulursak

g(c1 —3car? —3csr? +¢6) . g(cy +car? —csr? +¢cg)

a=S- 2 ) 2 )
2 2c1-2car?-2csr?+2c6 €1 ~—car?—csr*+2cq

b [_g . 8(c1 —3car® —3c51” + ce)) (—g(cl +cqr? —csr + ca)j
2 2c1-2cqr?—2csr2+2c6/\ ¢y -car® —csr? +2c6
_{ 4o,g 4 (dear =400 — 2cor% — 2c3)J[ 1(c1 — c4r? — cs1% + C6)(—0 — 2¢,1% — 2¢3) J
2 2¢1 +2c4r% —2¢512 + 2¢4 2¢y +2c41r? — 2¢c51% + 2¢6
olmak tlizere
—a+ Ja2 —
A= %% (2.4.49)

elde ederiz.  (2.4.48) denkleminde r2=x doniigiimii yapildiktan sonra xler
Mathematica paket programi ile bulunmug, sonra r= /X olan denge noktalan elde
edilmigtir. Bunlar ¢ok uzun ve kangik ifadeler olduklarindan buraya alhinmamislardir.
Bunun yerine parametrelere gesitli deZerler verilerek ve (2.4.49) 6zdegerleri de her
bir denge noktas1 i¢in Mathematica 'da iglenerek dallanma diyagramlan elde edilmigtir.
Goriildiigi gibi triviyal ile birlikte en ¢ok 4 denge noktasi vardir. (r,c) dallanma
diyagrami once a=1, @ =1,A=0.1,g=0.1 degerleri icin, sonra aa=1,m0 =1,
A =10, g=10 degerleri igin ve =1, ®g=1, A=10, g=1 degerleri i¢in ayn ayn
elde edilmis, sonuglar sirastyla Sekil-2.4.24, Sekil-2.4.25, Sekil-2.4.26 ile verilmistir.
(r,A) dallanma diyagrami o =1, @g =1, g=1, 6 =~10 degerleri igin elde edilmis ve
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Sekil-2.4.27 ile verilmigtir. Bu gekillerde kesikli ¢izgiler kararsizik durumunu,
kesiksiz gizgiler kararlilik durumunu ifade etmektedir.

RN S ——_

05 r

Qfmrenlon = o - . A GO ) S o W e W aw Cwe
— — O
2000 x0

Sekil-2.4.24 : A=0.1, g=0.1 degerleri igih (r, o) dallanma diyagram
(0)0 == 1)

1 b

g--.——--————.—-——‘—— s s e e
200 100 ° 100 200

Sekil-2.4.25 : A=10, g=10 degerleri i¢in (r,c) dallanma diyagram: ¢ =a = 1

= e e e e o e we — aw ww u e En o aw n e e o oew we

b

QP9 & = oo i o o o o i e o . - ——— - - -
— —— ——, -

Sekil-2.4.26 : A=10, g=1 degerleri icin (r, 5) dallanma diyagram ¢ = ot = 1
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Sekil-2.4.27 : (r,A) dallanma diyagramia =1, 00 =1,g=1, c=-10)

Simdi b rezonans durumu igin ikinci mertebe ortalama alma yontemi ile elde

edilen denklemleri ele alalim: Denklemler Q = "’2;4 olmak {izere

= -gfo—g-[Sgco% + 8aigArsin 20] (2.4.50a)
6=— 4880)3 [3eQ? + 12eg%0% + 12Q0? + 160ga’r? + 64acA cos26] (2.4.50b)

olarak elde edilmigti. Denge noktalanmi bulmak igin r=0= 0 kullanilir, trigonometrik
terimler bir tarafa alimir ve denklemler, kareleri alindiktan sonra toplanirsa

1662a%A2 2 Q2 &g’ 10ec.?
o B S L 0 1 @45h

denklemi bulunur. Goruldiugi gibi =0 triviyal denge noktas: vardir. Triviyal olmayan

denge noktalari i¢in

16e202A2 _ 8% [eQ? e Q . 10ea?,]|
Toot 41607 a0 a0 T 30 (2452

denklemi Mathematica'da ¢Oziilmugtiir. Sonugta en ¢ok ii¢ denge noktasi oldugu

goriliyor. Denge noktalarimin kararhlik analizi i¢in daha &nce de yapilan islemler

tekrar edilirse 6zdegerler
20e202 5| 202  €°8% O  20e%a? ,
= r + Ll e oA A 4.
a 307 [83 +2+33r (2.4.53)
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olmak iizere

-egt Je?g?—4a ’
S8 (2.4.54)

Aaz= 5

olarak elde edilir. o=1,£€=0.1,g=0.5, A=5 degerleri i¢in denge noktalarinin
kararlilik analizi (2.4.54) ifadesi Mathematica'da islenerek yapilmig ve Sekil-2.4.28 ile
verilen (r, ®) dallanma diyagram elde edilmigtir. Sonra benzer iglemler a=1,€=0.1
g=0.1, 0=19 degerleri igin yapilmis ve Sekil-2.4.29 ile verilen (r,A) dallanma
diyagramu elde edilmigtir. Bu sekillerde de kesikli gizgiler kararsizhk durumunu,
kesiksiz ¢izgiler kararliik durumunu ifade etmektedir.

s

[ EXY 12 13 4 w

Sekil-2.4.28 : (r,0) dallanma diyagrami (a.=1, €= 01 g=05 A=5)

e —— T T 5 A
Sekil-2.4.29 : (r,A) dallanma diyagrami (0. =1,e=0.1,g=0.1, = 1.9)




BOLUM 3. HELMHOLTZ SALINICISININ PERIYODIK
COZUMLERININ DALLANMA ANALIZI

Rubia, Torre ve Antoranzun Helmholtz denklemiyle ilgili olarak yaptiklan

sayisal ve analog galigmalarda [7], T=2 periyodundaki periyodik ydriingelerin
4n 8=n

periyodik ¢iftleme dallanmalantyla kararliligim kaybedip periyodu =, 3+ olan
yoriingeler gozlenmistir. Bu bélimde ikinci mertebe ortalama alma yéntemiyle bu

dallanmalan inceleyecegiz.
3.1.2L Periyodik C6ziim Civarinda Denklemlerin Elde Edilmesi

Helmboltz denklemini kiigiik periyodik zorlama ve soniim ile su sekilde
verebiliriz:

x+x+x2=Acosot-gx A20, |g]<«<1 3.1

g=A=0 iken hareketin ilk integrali,

si_zz 2 x__ .2 dxd?x 5, _ 2
dt +x+x2=0 i X —X 2dt dt2dt 2(x+x)
dE )2=-2(x+x2)dx ( dt)2— x2—§x3
N X X2 %
H(x,x) = >t 55 =0 3.2)

olarak bulunur. $imdi (3.1) denkleminde zorlama genligini sifir almakla elde
edecegimiz denklemin denge noktalarini bulup kararlilik analizlerini yapalim:

A=0>> k+x+x’=-Fx

f(l =Xz
X2 =-X3 ’—Xl gXZ
Buradan (0,0) ve (0,-1) denge noktalar1 bulunur. Bu noktalarin kararlilik anlizi igin

asafidaki islemleri yaparsak
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0 1
I‘[ -1-2x; & }

- 1 a3 A= 0,0) gi'\/g—4
J(OO)I ’_1 - xl-k +Ag+1 = A;; = —

22 T

. -2 1
I(—M»I—’ 1 -g-A

‘=x2+xg—1 =>A7" =

(0,0) denge noktasinin, soniim katsayist olan, g 'ye gore kararhlk durumunun
degistiSini, buna kargin diger denge noktasinun stirekli kararsiz oldugunu buluruz.

Daha once, ¢oklu olgekler yontemi, normal form analizi ve ortalama alma
yontemi ile yaptifimuz denge noktasi civarinda yerel analiz sonuglan (3.1)
denkleminin periyodik ¢oziimlerinin varh@mi, modal denklemlerde zorlamann
goriilmesi ile, ortaya koymustur. X=X (t) (3.1)'in boyle bir periyodik ¢6ziimii olmak
lizerex=X+6y e<<1 A=gA §=sg doniigiimlerini yapahm:

X +€ J R +eyHX +28 Xy +e?y? =eAcosot—egk € ¥)
2 LPICTE TE S A A A2 A
X (1) (1) igin bir ¢oziim oldugundan X +x +X° =€Acosot—egx  olur.

ey-i-8y+28xy~|-82 Z=—g2gy
y+y+2 Xy-+ey? =—ggy
¥ H2 X +1)y = -e(g +y%) (3.3)

Simdi X (t) yi belirlemek zorundayiz. Oncelikle X (t) €2 mertebesine kadar (3.1) in
yaklagik periyodik ¢6ziimii olarak kabul edilebilir:

X (£) =eXo () +& 2 X; () +O(?) (3.4)
(3.4) 4 (3.1) 'de yerine yazip & 'nun kuvvetlerini esitleyelim:

2
exo +e2% x1 +eXo +82%; +82Xo +283 Xo X, +€4%) =
eAcosot-g?g X —e3g X,



71

g: Xg+Xo =Acosat (3.52)
2. )/21 +§1 =—)/E§ —g§o (35b)

(3.4) denklemindeki ilk terim (sabit terim) (ﬁ,ﬁ) =(0,0) (e—>0 iken) denge
noktasina yaklasilirken ilgilenildi§inden (¢linki sadece bu denge noktasinda kararhihik
degismesi sozkonusu) '0' olarak secildi. (3.5a) 'y1 ¢6zmek icin © 'y1 belirlemek
zorundayiz. 2 ve 3 periyod yoriingeleri igin strastille@ =2 ve ® =3 olmali. Boylece
(3.5a) denklemi rezonant degildir.

;\;o +§o = Acosmt

r’+1=0 r=H )’Eg (t) = cicost+casint
" Xo (D =ccosat X () = —cosinot %ﬁ (t) = —co’coswt

—cw?cosot+ccosot=Acosot  c(l-a?)=A c=

AD A A
= cosmt I'=
%o 1-@?2 s 1-02

1-0?

Xo (t) = cicost+cosint + T cosot

Birinci ve ikinci terimler 2 periyodunda degildir. Dolaysiyla bu terimler periyodikligi
bozan terimlerdir. Eger ¢, =0, ¢,=0 alinirsa periyodiklik korunmus olur:

Xo (®) =T coswt (3.6)
(B.6)'nn kullanarak ayn1 iglemleri (3.5b) i¢in yapalim:

X1 4%, =glosinot-cosot
' 2 2
=g1"cosmmt—%cos2mt—%

Ah .
X; =C3cost+cqsint

e glO L T2 _rz

X1 ] —o? sin ot 20— 407 cos2mt 5

A . glo . 2 2
X1 () =czcost+cysint + sinot - —————cos 2ot - ~—
1H=cs T T o a0y T 2

Burada da birinci ve ikinci terimler periyodikligi bozan terimlerdir. Bu duruma engel
olmak igin ¢,=c,=0 olmaldir.
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2 2
glo sinot — I cos2cot—r— 3.7

A
xO=1"0 2(1-40?) 2

(3.6) ve (3.7)i (3.4) denkleminde kullanalim:

glo I'2
t_..—_..__
-0 T 20 40?)

- 2 Iz 3
x(t) =€l coswt +&( cos2ot — 5 )+ O(e”)

bulunur. Bunu (3.3) 'te kullanalim:

2 2
y +{281’ cos ot + 2&%( lg_rzz sin @t - m cos 2ot ~ %) + 1i|y

=e(gy +y?)

2gl'0

y+y=-eQl cosoty +gy +y?) - 32[ o2 sin ot

_l—r_:mz cos2ot—TI Z}y +0(e3)
= efo(y, 3, ) +&261(5, ¥, 1) + O(E®) (3.8)

Ortalama alma teoreminin uygulanabilmesi i¢in 6énce (3.8) denkleminin
asagidaki gibi standart forma getirilmesi gerekmektedir.

x=efxt)+e?g(xt) xeIR® O<e<<l 3.9

Burada fveg T-periyodik fonksyonlardir. Ortalama alma teoremi veya
Krylov-Bugoliubov (K-B) metodu, (3.9) denkleminin agagidaki ortalanmig esiti ile
degistirilebilecegini soyler.

x=efo ®+0E) fo(®= -% Jo £ex bt (3.10)

Standart forma getirilmesi i¢in (3.8)'e Van Der Pol dénme doniisimii uygulanabilir:
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sinkot
R ] e
v --sinko)t—-q%E y Yyl © oLy

Doénme sayist k= % caligilmak istenen rezonansin derecesine goére sonradan

segilecektir.

_sinkat

A= cos kot ko Al =| cos kot —sin kot
~ | —sinkot ____0015( kot ~ -ko sinkot —ko coskot
®

y=coskotu-sinkotv  y=—kosinkot u-ko coskat v

y=y1 Yy =y2=y
Y, =Y2
¥, =-y1-e(QT cosaty1 +gyz +y3)

2
-g? 2810 sin ot — —— cos 20t — I'2 y1 +0(e3)
1-0? 1-40?

¥, =-kosinkot u-ko cos kot vtcoskot u —sinkot v
¥, =-k*0%coskot u +k*o?sin kot v-ka sin kot 1 —ko coskot v

Yy =Y2 =
~ko sin kot u — ko coskot vicoskot t —sin kot v=

—ka sin kot u-ko cos kot v
coskot u —sinkot v=0

~k%w%coskot u +k*o2sin kot v-ko sin kot @ —ko coskaot v
= —cos kot utsinkot v-e[2I'(cos ot u-sinkot v)
g(=ko sin kotu — ko cos kotv) + (coskotu — sinkmtv)?]
2gl'e . 2
1 Toor 0 T g2

-€ cos 20t —I'? |(cos kot u-ssin kot v)

—k2m2 —}2m2
1-k'? coskwot u- 1-k%a
ko ko
%[21" cos ot coskatu — 2I" cos ot sin kotv — gka sin kotu

sinkot u +cos kot v= sinkot v

—gko cos kot v+cosZkat u? — 2 cos kot sin kot uv+sin®kot v2]

g2| 2glo . 2gl’'®
T{g[l_mzsxnmtcoskcotu-1~m2

2
+T%sin kotv + —=
SIn o 1-4p?

sin otsin kot v-I"2cos kot u

cos 2ot cos kotu
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+—%— cos2otsin kcotv} +O0(e?)

1 -40?

c2coskot s=sinkot ©2cosot cz £cos20t c2+s?=1 doniisiimler1 yerlerine
konursa

cu-sv=0
si1+c\'r—1 k o’ ———(cu- sv)+—[21"‘cu —2ICsv
—gkcosu gkacv +cu? - chuv+szv2]+—-[ lgl;oa Scu
_2gTo T2 2 2 :l
555 Cacu+———Cosv—I2cu+I%s
0?1402 0 T-ag? Y

elde edilir. Son iki denklemden, 6nce birincisi ¢ ikincisi s ile ¢arpilip toplamir, sonra
birincisi -s ikingcisi ¢ ile ¢arpilir ve toplamirsa sirasiyla

— k20?2
L kcocsu 1= kco k[2]?"csu - 2I'cs?v - gkas?u

ko ko (22
—gkaocsv +c?su? - 2cs?uv +s3v¥] + { n glo

2gl'n 2
glo o I czszv —I2csu+I2s%v

u=

SCSU

i 1"2
SS°V — CaCSu +
1-0? 1-4a? 1 -40?

1-k%? , _1-k%0’
ko ko )
_ 2 3.2 _ a2 2421, €7
gkoc?v+c’u? - 2¢ suv+scv]+km[l_ >
2glo _ I'2

—o? Scsv— 207 Sactu+ =222 Szesv—T2¢c%u + FZCSV]

V= csv+ ﬁ[zraﬂu — 2I'cesv — gkocsu

2gl’o _
()

sc?u

— k22
bulunur, Q= 1—%-@— ifadesini kullanip u ve v 'y1 yeniden yazarsak:

u= ki[chu — Qs?v +2ISesu — 2Ics?v - gkas?u

2gle

1-

CzSZV—- Icsu+ I"Zszv](& 12)

g2
-gkacsv + c?su? — 2cs?uv +s3v? + ——[ 5Scsu
28T _, _ TI?
205 A% 3
1-o -4

- I?
Ca2Csu + 1- 40)2
V= E%)-[chu — Qcsv+2Icc?u - 2I'écsv — gkacsu-

2gl'o
1-0

g2
—gkoc?v +c?u? - 2¢?suv +sc?v?] + =— o { >5c?u
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2gl'o _ rz _ ., r _ 202 2 }
ScsV — ' + csv—-I%c’u+I2csv |(3.13
T-0r " 1-do? 20 1-dg? G139

elde edilir.

3.2.0kinci Mertebe Altharmonik I¢in Ikinci Mertebe Ortalama Alma

Yonteminin Uygulanmast

Once ¢ mertebesinde terimlerin ortalamasim alacagiz: (3.12) ve (3.13) deki
terimler O(g) mertebesinde tutulursa agagidaki sistem bulunur.

; 2 =, mal 2

u csu —s?v ccsu - Cs2v s?u+csv
=510 7 +200 “7° | -gko )
A ko c’u—csv ¢c*u—Cesv csu +c?v

cZsu? - 2csluv+siv? |

+0(e? 3.14
[ c®u? - 2¢2suv + cs2v? :l} ©) G.14)

Ikinci mertebe altharmonik rezonans icin k =—;— almir. Boylece (3.11)

dontisgimu ikinci mertebe altharmonik siniisoidal olur. (3.14) sisteminde k.'nin bu
degeri kullamlarak trigonometrik terimler agilip yerlerine yazilirsa,

k=L= c2coskot= cos2  sfsinkot=sin St
2 2 2
ot.. ot 1 20t _
cs = cos &L > sin > 2smcot ¢ £ cos > (1 +cosmt)
ot
s? 2gin 2 > 2(1 cos ot)

oat ot_1
tco

ccs = cosoo §— 2 > 2sm20)t
=2 A 20t _ 1 1 1
Cs* = cosotsin“=— = <= cos ot — = cos 2ot — =

> 2co 7 0s 20t 4
=24 20t _ 1 1,1
Cc® = cos@tcos’— == ==

cosot 2 2cosa)t m + ] cos 2at
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sin 32t 1. L gjp O

ot _1
272 42 42

3é~3_0)_t 3ot 1. 3ot 3_ 30t _ 1 3ot 3 ot
§° =sin > 4sm2 3m 5 Vc cos > 4cos > +4cos2
4 2 Esmcot §+§COS(Dt
\' "o Q 8.8 osot—~sinamt
2 2 2
u _y u_u,. \A
\ar 4sm2cot 2cosa)t+4+4cos20)t g0 121 > oscot+vzsmcot
u u.u _y 27| 4 v.v
zcosoat+4+4coszmt 4sm2mt 2 mmt+2+2cosoat

w30t wlooot w oot uv 3ot 3v:. ot v 3ot
gsm2+4zsm2 20082+20052+428m2 42Sln2
u? g3t 3u? ot uv. 3ot uv. ot v ot v 3ot
40082+4C()S2 2Sln2 25m2+40082 40082

+0(e?)

elde edilir. Bu sistemde s; = 2 sin J%t, Cj £ cos '-]—0232 donisimi kullamhrsa

u y
u _elo USy — V+Ves o 254 V02+2+204
u+ucz —vss !

2 2 2 2
u u 3v v
83 +-=—8; —uvC] +uvez +=——S1 — =S
_g0)|: u—ucz +vs; i] 22 3 2 21 1 3 2 1 2 3 (3 15)
2 2 ‘
2| usz+v+ves -l;—c3 +3%cl—uv33—-uvs1 +v?cl—y2—03

bulunur. (3.15) sisteminin sag tarafi ortalama ve salinici kisim olmak iizere asagidaki
gibi ikiye ayrilirsa,

%[ ;‘ } =& fo (u,v)+& £ (v, + OE?)
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Jo0)
= T-Q
1 2 u
fo= — 3.16
- O riq & [V} (16
~ 1 usz +vea L;S4 +V(C4*202) g0 —ucz +vsz
f=24Q +T - ==
~ O™ ucy—vs2 u(cq +2c2) — vs4 2| usy+ve,
AL u?(s3 +s1) +uv(2cs —2¢;) +v3(3s; —s3) (3.17)
2| u?(3ci +c¢3)—uv(2s3 +2s1) +v3(cy —¢3)
elde edilir. Yukandaki ifadelerin % lizerinde ortalamasiru alalim:
4 4 4 .
O O c.dt= B0 odi= D o -
4nj'0<° sdt=0 47Jo Gdt=0=> 4nj'0 fdt=0 dm.
gn
. 8 r.o
u g 2 u
_& 3.18
:[V] ® r+o —5-03[":' 19

2

elde edilir. Goruldiigu gibi birinci mertebe ortalama alma metodu Helmholtz
denkleminde dallanma vermiyor. Bu yiizden bu metodu ikinci mertebe uygulayacagiz.

Once (3.12) deki O(e?) terimlerin ortalamasini alalim:

4gl’ ot . ot 4gl‘ 20t
1 a) o —- m
g = 1- { 4z o sinotcos = 5 sin 2 dt}u - — 4 0 sin ot sin dt \'%

B 4n
212 o (o ot . ot
_m e J'o cos 2ot cos > sin -E-dt}u

2 F ,‘_1'1_'5_ 47
+—l———‘ 9 @ cos20tsin* Lt |v _az © cos 8 sin Dbyt |y
o(1 -40?)| 4x 7o 2 Kl 4TC 0 272

41
. 21" o © 20t
o sin dt}v
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o——_f“) smcotcos smmtdt o J"” l—%%Edt~4

® [ 20t o 4n 1
D B g in2@ty — D '@ (sin ot — —si =
2 J.o sin @tsin ) dt 3 J. 0 (sinot 2sm20)t)dt 0

4

Ot in DLt = oa ‘” (sin3ot+sinot)dt =0

o——-J C° cos 2wt cos —z—sm

o2 J'(o 20t _ O® %%t- 1 1 _
cos2otsin dt = ﬁfo (cos2at— 5 cos 3ot- > cos ot)dt=0

4T

T
QO {0 ot . ot _ ® o -
o4ﬂ: o cos=- > sin = dt IO sinotdt =0

4n 4
O 0 gn2®tg- 92 [® (- =1
. IO sin”3 dt - IO (1 -cosat)dt 3

gl 1?2

Su+ 5V
1-02

1
=8 =

Sindi (3.13) deki O(g?) terimlerinin ortalamasim alalm:

4
4l | o , ot 4T ot
2 = A ) 2 a)
go l—mz[% fo SN Ot cos™= dt}u T—o? 47: o> sinotcos SEsin it [v

2
“m(lz—r%z) I"’ cos2wtcos2mtdtj'

o(l —40)2)

2
+—21———— o I‘” cos2wtcos tsm Qzldt}v ar? [ J.(D cos —dt}

4
2% @ o Ot . ot
+5 { i J-o cos > sin > dt}v

ot 4n
o— '[ 03 smcotcos2 dt— ‘° (sin3ot+sinot)dt=0
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L cos3ot+ 1 cosot)dt=0

0 [ 20t Q —A&)”
KON ) Oty O
o Io cos2nt cos 2 dt 3 Io (cos2nt+ 5 2

4n 4n
O [0 ;0e2@3 = L [® (14 =1
e IO cos*> dt= - J.O (1 +cosot)dt =

2
2_ g8l s
-—-3g0—1_0) u+2V
2
CAR N
so@=| 13°
-0

Gms boliimiinde ortalama alma metodunu tamtirken y= (y t) doniisim fonksiyonunu
u—f olarak tammlamigtik. (3.16)'daki f fonksiyonunu terim terim integre edelim:

. jot jot 2 2
szsmT c,-=c057 :>j0jdt=.iESj Sj=Idet=—jECj

- A ——04 + V(—S4 282)
13:[ fdt=L2< Q|: UC + V82 ]+1- 2
o @ usz +vep u(—S4 +282) + —C4

\

—uz(%cz, +2¢y) +uv(§s3 ~ 48;) +v3(=6c, + %03)

UucCz —vsa

gzco[ us; +vez :|+_1_ ) i )
2 u2(681 + §S3) +uv(-§C3 + 401) + V2(281 - 583)

Simdi D ' kurup [D £ gl’ ' bulalim:

1 Qsy +T's4 +’g—§-02 +u(53 +451) +v(c3 -C1)

Qca +T(ca +2¢5) - -gzﬂsz +u(3c; +¢3) - v(s3 +51)

L ER 2
il

Qcr+T(cs —2c2) - &26282 +u(cs —c1) +v(3s1 —s3)
—QSz —FS4 - %Cz -U(S3 +Sl) +V(01 - C3)

~ 1
[D f g] = %{Qz(—uczsz +vs§) + I‘Q|:—%szc4 +v(%54sz - 25%)]
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+——gc;Q (us% + vczSz) + %[—uz(%-msZ +2c182) + UV(§53 s2 —4s152)

+V2(—66132 + %'03 Sz)] + rQ(—u02S4 + VSzS4) + PZ[—%c,m + V(%Si - 28284):|

_g_02)'_r(us254 + VCzC4’) + g[uz(—%% 84 — 20184) + UV(§S3S4 - 4S1S4)

+v3(—-6¢154 + %03 S4)} + 5—‘%9(-uc§ +Vs2C2) + %[—%cwz + v(%swz - 25202)]

g2p?
4

(uszcz +ved) + %’:uz(—%m c2—2cic2) +uv(g-ss C2—4s1C2)

2
+V2(—60102 + %0302):| + Q[—11202(83 +81)+ UVSZ(S3 + Sl)] + r|:—u704(83 +51)

+UV(%S4 —-2s2)(S3 + 81)} + gg[uzsz(ss +81) +UvC2(S3 +S1)]

+%[—u3 (%03 +2¢1)(s3 +s1) + uzv(§33 —4s1)(s3 +51)

+v2u(—6c1 + %‘03)(83 + Sl)} + Q[—UVCZ(C3 ~-c1)+ V282(03 - Cl)]

+rli—22XC4(C3 -cp+ Vz(%84 —2s2)(c3 - Cl):l + gZEJ-I:UVSZ(C?, —c1)+v2ca(cs —c1)]

+%{—uzv(%03 +2c1)(c3 —c1) + uv2(§53 —4s1)(c3 —c1)

+v3(-6¢; + %cs)(% -c l)jl} + #{Q{uczsz + vcg)
+I"Q[u(%s‘;cz —2s3C2) + %czc& + %(uc% ~Vs2C2) + %[uz(éslcz + %"8382)

+uv(§63 +4c1)cy +v3(2s102 — %53 Cz)il + QI'Tusa(cs — 2¢2) + vea(Cs — 2¢2)]

+r2[u(%54 +2s2)(ca —2¢2) + §C4(C4 - 262)] + &22[1102@4 -2c3)



81

-vsa(cs —2¢2)] + %[u2(6s1 + %s;)(m -2¢2) + uv(-%cs +4c1)(cqs —2¢2)

Q ' r
+v3(2s; - %—ss)(w - 202)} - g(J)T(usg +VC282) — gcg—-[u(és‘; +2s2)82 + §c4sz}

2,2
g f (ucasz —vsd) - g;?—l:uz(&l + %—53)52 + uv(%w +4c1)s2 +v3(2s) - %33)52}

+Q[u282(03 ~c1)+uvea(cs — Cl)] +I‘[u2(%34 +2s3)(c3—c1)+ 22264(03 - C1)}

+§§)—[u2cz(C3 —¢1) —uvsa(cs —c)] + %[u3 (6s1 + %53)(&, -cy)
+u2v(-;l03 +4c1)(cs ~¢1) +uv?(2s; — %s;)(% - cl)} + Quvsy(3s1 —s3)
+v%s52(3s1 —83)] + F[uv(—%s“ +282)(3s1 —83) + §c4(3s 1— s;;)}
+& ruves(3s1 - 53) - V3523 Ll y2y(6s: +255)(3s1 -

> [uvca(3s; —s3) — v4s2(3s1 —s3)] + 2 u“v(6s; + 333)( S1—83)

uv2(§03 +4¢1)(3s1 —s3) +v3(2s; ~ %53)(3s1 - 33):”
~ 2 1
[D £ u} - g{QZ(—uc% _— +1"Q[—%CzC4 +v(Es40r - 2sZc2)}

+v3(-6¢1cs + %03 cz)} +T'Qf-uca(cs +2¢2) + vsa(cs +2¢2)]

+r2|:—-12104(04 +2¢c2) + v(-é-S4 —2s)(cs + 202)] + -g%l:-[usz(m; +2¢2)

+vea(Ca +2¢2)] + g[—uz(%m +2¢1)(ca +2¢2) +uv(§s3 +48,)(ca +2¢2)

Q
+V2(—601 + %—03)(04 + 262)] - g—(;-'-(—uCﬁz + VS%) - %{-%6432



82

262
4

V(%S4 - Zsz)sz] _8 (us? +vsyc3) - %[—uz(% +2¢1)s2 +uv(%ss —4s1)s

i 2
+v3(~6¢; + %C3)S2:l +Q[-u%c2(3¢1 +¢3) +uvs2(3cy +C3)] + F[—u?c4(3c1 +c3)

+UV(%S4 —2s2)(3¢c; + C3):, + %[uzh (3¢c1 +¢3) +uvez(3cg +¢3)]

+%[u3(—%c:3 ~2¢1)(Bc1 +c¢3) +u2v(§S3 —4s1)(B3¢cy +¢3)

+uvi(-6c; + §03)(3c1 + C3)] — Q[-uvea(ss +s1) + vsass +51)]

=1 [—%‘—'m(ss +51) +v2(%s4 —252)(s3 +sl)] - %(E[UVSZ(S;; +51) + v2ca(s3 +51)]
1 2. _ 2¢4 3 2
- uv(—3 c3—2c1)(s3 +s1) +uv (333 —4s1)(s3 +81) + v’ (—6¢1 + 303)(83 +s1)

-Q2(us? + vezsy) — QI [u(-;—s‘; +2s2)s2 + :2,'0482:' - %2-(110282 - vs3)

1

2[u2(6s1 + %53)sz +UV(§‘C3 +4c) +85 +v*(2s) — %S;;)Szjl —T'Q(usys4 + vC284)

- 2[u(%s¢; +2s3)s4 + -‘zic‘gs{l - S_‘%E(uc254 —VS284) — -g[uz(ésl + %-53)34

-HIV(:-‘;'C:; +4c1)s4 +v3(2s1 - %ss)sd - 8_032_9(US2c2 +ved)

g%’
4

_g_oal"_[u(%s4 +2s5)c, + XC402} ~

()
5 ) (uc% —V52C2) — -gz-[uz(681 + %—Ss)Cz

+uv(%cs +4c1)cy +v23(2s) — %83)02] — Q[u?s2(s3 +51) +uvea(ss +51)]

—F[uz(%54 +285)(s3 +51) + szc4(33 +s 1)} - 529[11202(33 +81) —uvsa(s3 +51)]

1

> ’:u3(581 + %83)(83 + Sl) + u2v(§c3 + 401)(33 + Sl) +uv2(281 - %53)(83 + Sl)]
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2
+Q[uvsz(c1 —c3) +vica(c1 —c3)] + l"[uv(—%s‘t +2s2)(c1—¢3) + -YZ—C4(C1 - cs)}
=50 2 4Ll 2 2
+?[uvcz(cl —c3)—Vv’sa(cr —c3)] + ik v(6s) + 383)(01 —-C3)
2 4 3 2
uv (§C3 +4ci)(c; - C3)+vVv (2s, - 553)(01 - 03):|}

4n _
0—-—_[ o slsjdt —IG’ lmt dt—;) J ® (cos (-jot —cos G +J)mt)dt

2
(l ¢J)

47 4 . . 4 -
2 S t  jot RsL2 i—jot 1+jot
.Z% Iom cicidt = f—njom cos%—cos%dﬁ %L‘D (cos( ;) +¢cos G J) )dt
=0 A=)

4z 4 . : 41 2 al
O[T godte [ g0t ool = O [® (g EZDOt | (1+J)¢°t
e JO sicjdt = o Io sin ==cos dt= o Io (sin > +sin )dt

2
=0
o% L:%t sidt= Imn- L:%n sinz%-tdt = 4 2 (1 - cosiot)dt = %
0-4% :%t cidt= %L% coszioza—tdt = i;}:'c J"gt(l +cosiot)dt = %
I:]Q? 13:]: = #[ (Qz -2I'Q + %3 + 5%_] 130uzv+ 130 goal"u}

~ 2 2 202
|:Df g'} =L(—QZ—ZI“Q—F——g—£D~—)u—-1-qu2 103 + goluv

S P 2 4 30 T3
2
i 1 —ng’u+(QZ 2m+%+gf) 1—3Qv(u2+v2)
[Df o] =L
~a o~ 2 2,52
°© e —(QZ+2FQ+%+g:) )u«l—gml’v-%gu(uzﬁ-vz)

bulunur. Sonug z= efo (2) +¢2 (go @+ [IQ% z9u(z tD seklindeydi:
~ ~ ~ 0
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[ go gf I?
I:l.l} . _g7u+(r—Q)V o2 1__oazll-i—-av
. 1= ® €
A (D- (1"+Q)u—-g?v —%u— lizv
[ 2 2, g2?\ 10 2.
. —golu+|Q _ng+7+T V-l-?v(u +v?)
o £, £07) 10 019
—(QZ+2FQ+7+T)u+ng‘v—-?u(u2+v2)

sistemi elde edilir .(3.19) ifadesi asagidaki donigiimler yapilarak daha basit forma
getirilebilir:

a=-_88 - g’gl’  e’gl _el_2e20T
2 1- 0)2 0)2 (0] 0)3
eQ , 2 202 2 &g’ _ 10e?
=0t 5 Yo T *= 307
u= (a+b)u+(c+d)v+oau? +v3)v (3.202)
v=(c-du+(@-b)v—a@?+viu (3.20b)

a, b, ¢, d ve a katsayilaninda I', 2, A ve g 'nin esitlerini yazalim:

__A -+ _3A __E
=177 Q=—% A=% 8=%
a=__g_ b= gx _ gz c= K _ K(‘4'_'0)2)
2’ (1-0%)? o*(1-0?’ o(l1-0%) 203(1-0?)
%<2 —n2)2 =<2 52
d= 4—0)2+ A 22+(4 0)3) 3A +§_’ (x:_]LS:_
40  o(l-0?) 160 20(1-0?? 40 30
(3.20) denklemini kutupsal formda yazalim:
u=rcosb v=rsind r=(u2+v2)% 6= arctan%

t cos® —r 0 sind = (a+b)rcosd +(c +d)rsin® + ar’sin®
rsin®+r0cos 0 =(c—d)rcos®+(a~b)rsin® — ar’cos6
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r=ar +brcos20 +crsin26 (3.21a)
6= ~bsin 20 +ccos26 —d — ar? (3.21b)

(3.1) orjinal denkleminin yaklagik ¢oziimii, y 'yi de yerine yazarsak, yaklagik
olarak asagidaki gibi bulunmus olur:

x(0) =% (©) +£y(0) =% (©) + e{u(t)cos ot v(psin %t} (3.22)
(3.22) ifadesi kutupsal koordinatlarda yazilirsa

x(6) =% (t)+er(t)cos(£°2—t +6(1) (3.23)
elde edilir.

3.3.Ikinci Mertebe Altharmonik Rezonans Igin Dallanma Analizi:

(3.21) 'de verilen ortalamasi alinmig denklemlerin triviyal olarak (u,v)=(0,0)
denge noktasi vardir. (3.21) 'in triviyal olmayan ikinci mertebe altharmonik rezonans
ile ilgili denge noktalar1 herzaman ¢ift olarak ortaya ¢ikarlar. Bunu gormek igin
(3.21) ve (3.22) denklemlerini g6zoniine alalim:

@+bu+(Cc+dv+a@?+v)v=0
c-du+@-byv-a@m?+vHu=0

Bu denklemler v 'ye boliiniirse

_ (c+d)+a@?+v?)
- a+b

b-a
(c—d)—a@u?®+v?)

<le

u
v

elde edilir. r2=u?+v? eitligi kullamlarak bu denklemler esitlenirse

b-a __c+d+ar?
c—-d-oar? a+b

= a?rt +2dar? + (@2 +d¥) - (c2 +b%) =0 (3.29)
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r=Jé(—di—ch+b2—a2) (3.25)

bulunur. (3.25) ten de gérmdﬁgﬁ gibi triviyal olmayan ¢oziimlerin varhig1 asagidaki
kosullarn saglanmasina baglhdir.

c?+b%?-a2>0 (3.262)
2 2 _a2
'di“’;b 2 50 (3.26b)

Bu kosullann saglandigini, dolayisiyla boyle r 'ler elde edebilecegimizi dugtinelim:

r=r(a+bcos20+csin20) =0
0=ccos20-bsin20—d—ar? =0

bcos20 +csin20 =—a
ccos20 —bsin20-d+d+ J/c2+b2-2a% =0

nt+ JoZihZ_ a2 —a+ Jo2 + b2 —a2
co0s20 = - (; H; 2 sin20 = at (; +l; 2
c“+b c“+b
sin20 _ __ _3t I
20520 =tan26 =-1 =>012= X 3.27)

Buradan aslinda r i¢in iki belirli ¢6ziim oldugu gériilmektedir.

(r,0) = (13, 07), (1;,0; + 1)

Boylece triviyal ¢oziim ile birlikte bes denge noktast oldugu ortaya ¢ikmugtir, Fakat
bu, (3.25) ifadesinin reel olmas: kabulune dayaniyor. Simdi denge noktalari sayisimin
degistiBi bolgeleri tayin edelim. Bunun igin (3.26) egitsizliklerinin esitlik haline
getirilip, olusacak A = f{w) fonksiyonlarmin gizilmesi yeterlidir. Bu iglem yapilmis ve
Sekil-3.3.1 ile verilen diyagram ortaya ¢ikmigtir. Yukanda sozii edilen egriler
¢? +b? —a? = d? = 0 noktasinda birlesiyorlar. Bu nokta sekilde O ile gosterilmistir. O

noktasina organize nokta denir [3].
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8

L

o5

2

o1 ¢

8 12 2 2 0)

Sekil-3.3.1 : (A, ®) dallanma kiimesi (g = 0.1)

Sekil-3.3.1 'de I bolgesinde (3.25) koklerinin ikisi de komplekstir. Dolayistyla
bu bolgede sadece triviyal ¢6ziim olarak ortaya ¢ikan (0,0) denge noktasi vardir. II
bolgesinde (3.25) koklerinin biri kompleks, diferi reeldir. Buradan, bu bélgede
triviyal ¢oziim ile birlikte G¢ denge noktast vardir. II bolgesinde (3.25) kokleri
reeldir. Dolayisiyla bu bolgede triviyal ¢oziim ile birlikte bes denge noktas: vardir.

Kararhiik sinirlanimi da gosteren ve dallanma kiimesi olarak adlandinlan [3]
Sekil-3.3.1 'de kesikli egriler §=0, kesiksiz egriler ise §=0.1'e karsibk gelen
egrilerdir.

Simdi denge noktalan i¢in kararhlik analizi yapalim. Bunun igin 6nce (3.10)
ve (3.11) denklemleri lineerlestirilecek sonra elde edilen bu matrisin 6zdegerleri,
denge noktalart da kullanilarak, bulunacaktir.

r= ar + brcos 20 +crsin 20
0= -bsin26 +ccos20 ~d — ar?

a+bcos20+crsin28 —2brsin20 +2crcos20
=2ar —2bcos 20 —2¢sin 26

r=ar+brcos20+crsin20=0 =-a=a+br20+csin20 (r=0icin)
B=-bsin20+ccos20 -d—ar?=0 =>bsin20+ccos26=d+ar?
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=A% -2akh+40dr? +4a2r* =0

0—-A 2r(d +ar?)
—20r 2a-A

A1z =at Ja? —4dadr? - 4or? (3.28)

Triviyal olmayan denge noktalan i¢in bulunan r'yi (3.28) 'de kullanalim:

r1=‘/é(—d-./cz+b2—a2) r2=\[é(—d+,/c2+b2—a2

Ay =at ,/ 5a —4b% —4c? -4d/c? +b* —a? (3.29a)

AT, = a+ 5a2 - 4b% — 4c? +4d o2 + b2 — a2 (3.29b)
(u,v)=(0,0) triviyal denge noktast i¢in kararhlik analizi:

u= (@ +bu+(c+dv+a@?+vi)v
v=(~du+@-b)v-oa@?+vu

a+b+2ouv  c+d+3av?+ou?
c—-d-3cu?-av? a-b-2cuv
u=0, v=0 degerlerini kullanp lineerlestirilmis sistemin 6zdegerlerini bulahm:

a+b-A c+d
c—d a-b-A

M =2t BTT A (330

‘ =A2-20a+a?2-b2-c?2+d?=0

Simdi yukandaki kararlilik analizinden de faydalanarak dallanma
diyagramlarini verelim. Bunun i¢in 6nce Sekil-3.3.1 'de ® = 1.9 noktasindan bir dikey
¢izelim. Bu dofrunun once I bolgesinden, sonra III bolgesinden ve nihayet II
bolgesinden gegecegi agiktir. Bu bolgelerdeki denge noktalarimin sayisindan daha
once bahsetmigtik. III bolgesinde r koklerinin ikisi de reel idi. (3.29a) ifadesi
Mathematica paket programinda islenmis ve bu 6zdegerlerin negatif reel kisimh
kompleks sayilar oldufu gortlmiigtir. Dolaystyla ilgili denge noktalart kararlidir.
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(3.29b) ifadesi Mathematica paket programinda islendiginde bu 6zdegerlerin aym
isaretli reel sayilar oldugu goriilmis, buradan ilgili denge noktalanmin kararsiz oldugu
sonucuna varlmigtir. Triviyal denge noktas: icin ise (3.30) ifadesi islenmis ve bu
noktanin II bolgesinde kararsiz diger bolgelerde kararh oldugu bulunmustur. Biitiin
bunlan Sekil-3.3.2 ile verilen dallanma diyagraminda gérmek miimkiindiir. Burada
kesikli ¢izgiler kararsizlik durumunu, kesiksiz ¢izgiler kararihk durumunu ifade
etmektedir.

: _\K

.25 °3 0.38 o4

Sekil-3.3.2 : (r, A) dallanma diyagrami (€ =0.1, §=0.1, @ = 1.9)

o 2
20 20 08 2.8 24 m

Sekil-3.3.3 : (r,®) dallama diyagrami (€ =0.1, §=0.1, A=0.4)

Sekil-3.3.1 'de A=0.4 dogrusunu gizip, ilgili dallanma diyagramm elde
edelim. Bu dogrunun II bolgesinden I bolgesine gegecegi goriilityor. Incelemeler
~kiigiik komguluklarda yapidi® i¢in III bolgesine girme durumu gozoniine
alinmayacaktir. 1 bolgesinde (3.25) 'deki koklerden biri reeldi. Bunun  kararhihk
analizi igin (3.29b) ifadesi Mathematica 'da iglendiginde s6zkonusu denge noktalarinin
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kararhi oldugu gorilmigtiir. Triviyal denge noktasinin IT bolgesinde kararsiz diger
bolgelerde kararh oldugunu soylemistik. Bunlan $ekil-3.3.3 'de gormek miimkindiir.
Burada da kesikli ¢izilen gizgiler kararsiziik, kesiksiz ¢izilenler kararliik durumunu
ifade etmektedir. Her r degerine -kargilik iki © oldugundan Sekil-3.3.2 ve Sekil-3.3.3
r=0 'a gore simetrik alinarak elde edilmis gibi gosterilmistir.

3.4.Uctinci Mertebe Altharmonik Rezonans Durumu Igin Ikinci Mertebe
Ortalama Alma Yé6nteminin Uygulanmasi

Once O(e) mertebesindeki terimler ele alinacaktir. Bunun igin (3.12), (3.13)
denklemlerinden O(g) terimleri alinir, burada k = % degeri kullanuldiktan sonra gerekli
trigonometrik derece diistirme islemleri yapip s;= sinj—‘;1 cj = cosj%t kisaltmalar
kullanilirsa ve elde edilen bu denklemlerden f; ile f ifadeleri ayrilirsa sunlar elde edilir:

g2 30
1 —-E-u —TV
fo=3 (3.31)
~ O 39, _8 .
24 T2V
. P 4 B, ¥ B Mo Ve LV ¥
L 3] 52F3% |, 80| 30273 | 485481508+ 5Cs e
- o 2c2— 38 3] —3s2-3c 3C3+3Cs+5C1 — 385+ 7§
22 TR 2°2 732 203 T 305 72C1 — 385 ~ 781
2 2 2 2
uTSS +u751 _112_ch +-“2103 +-3%Sl —%53
@ w  we ¥ ¥ (.32)
4c3 4cl 253—2SI+451-4C3

(3.31) ve (3.32) denklemlerinin %E tizerinde ortalamasim alirsak birinci mertebe

ortalama alma sonucu olarak
[“ J—l[ il —%'} (3.33)
. - 3Q .
v] 9 Ju By

bulunur. Bu kez (3.12), (3.13) denklemlerindeki O(e?) mertebesindeki terimleri alir
k= % degerini kullanir ve bu terimlerin ortalamasini alirsak

ar?
go(2) =[ _231:; } (3.34)
20
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elde dilir. Simdi l}=§ esitlifinden faydalanarak u 'yu hesaplayalim

0 s1 S3 Ss
)+ =+ }

9 —%c: + %Sz g0 %s; + %Cz W7~
g— 2 u v +5 u v + Zr 81 C1
(0] 252+ 3C2 3 22— 382 u 4+ )+ —-';
~u2(G+ R+ - PG -
+ 2,381 83 c3 . ¢ V2 s3 (335)
v (G +R)ruv@+P+VIG -3

[ £ g] i¢in olduk¢a uzun islemlerden sonra

Df
~ 27 %24-82"’2 Byv+Luv+ Sv(u? +v2)
)5 FFBubvbe |
o —T+T—T)u+;(u —V)—ﬁu(u +V)

elde edilir. Simdi (1.3.7) ikinci mertebe ortalamast alinmnig denklemleri yazabiliriz

2 2
v L+ (E+ gf,—‘; oy 2v+—uv+ v(u +v?)
-*T 31"2 Q2 g (02 I'2 2 2 2 (3‘37)

—Zu- 2R

(3.37) ifadesinde asafidaki kisaltmalar yapilirsa daha kolay iglem yapabiliriz

_27e’17 _3eQ  3eI?

__&g 278202  3e’g?
a—272;rb— 84532+ 80 5 20 20
c= 483 , oc=4m—83 (3.38)
Bu durumda (3.37) denklemi gu hali alir:
(3.39a)
(3.39b)

U= au +bv+2cuv +av(u? + v?)
v=-bu +av+c(u? — v?) — au(u? + v?)

(3.38) katsayilarinda



) - _
r=—4 0=2-0 %, A=%esitlilderiyerlerineyamhrsa

i E po©-0? 38 9-02  3A' __ 27A’
2’ 240° 80 60 20(1-0%)? 50i(l-o0?)?
27Ae 45¢2
¢ 403(1 - 0?)’ 403 (3.40)

(3.39) denklemlerini kutupsal koordinatlara tagirsak:

u=rcosb, v=rsinb, 12 =u?+v? (3.41)
olmak tizere,

r=r(a +crsin 30) (3.422)

8= —(b +0ur?) +crcos 30 (3.42b)
elde edilir.

3.5.Uclincti Mertebe Altharmonik Rezonans I¢in Dallanma Analizi

(3.39) denklemlerinden triviyal ¢6ziim olarak (u,v)=(0,0) denge noktasi goriilityor.
Triviyal olmayan ¢oziimleri aragtirmak icin (3.42) denklemlerinde r=6=0 kullanilir,
trigonemetrik terimler bir tarafa alimir, denklemler, kareleri alindiktan sonra, toplanir
ve boylece elde edilen denklemden r ¢6ziiliirse

r= Ji[(cz—Zab)i J@ 200y ~do@@ +17 | (3.43)

bulunur. Gerekli incelemeden sonra her r 'ye kersihk 6 =96;, 0; + %’-t-, 0;+ -‘gl olmak
tizere ii¢ O geldifi goriliir. Dolayisiyla triviyal olmayan ¢6ziimiin varlig durumunda,

ki bu agagidaki kogullarn gergeklesmesi ile miimkiin, 7 denge noktas1 bulunmug olur.

(c2-20b)? -4a2(a2+b%) >0 (3.442)

%[(& —2ab) + J(c* — 2ab)? - 4a?(a® + b?) ] >0 (3.44b)
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(3.44) esitsizliklerini egitlik haline getirerek dallanma kiimesini elde edebiliriz.
g =0.1, 2=0.01 alinarak elde edilen dallanma kiimesi Sekil-3.5.1 ile verilmistir. Bu
sekle gore I ile gosrerilen bolgede (3.43) koklerinin ikisi de reel, bu boélgenin diginda
karmagik sayiardir. Dolayisiyla I bolgesinin diginda sadece triviyal denge noktast
olmasina kargin bolge i¢inde 7 denge noktasi vardir (her r'ye karg ti¢ 0 geldiginden).

kX ar 23 23 3 m

Sekil-3.5.1 : (A, ®) dallanma kiimesi (e =0.1, g =0.01)

Simdi denge noktalariin kararhihk analizini yapalim: (3.42) denklemleri
lineerlegtirilirse

. 2
{ a+2crsin30 3cr cos36] (3.45)

-2ar+c¢cos30 —3crsin36

bulunur. Burada t=8=0 ile bulunan crsin36=—a, crcos30=b+ar? esitlikleri
kullaniip (analiz denge noktalann civaninda yapildigindan) matrisin 6zdeZerleri

hesaplanirsa

Az =az J4a? +3b2 — 302t (3.46)

elde edilir. Sekil-3.5.1 'de ® =2.9 dogrusu ¢izilirse, bu degerin denge noktalarinda
kullaniimasiyla denge noktalarinin sayisi, dogrunun gectigi bolgelere gore
degisecektir. Bu denge noktalanimin karalilik analizini (3.46) 6zdeZerlerinin aldiklan
degerleri Mathematica ile hesaplatip ¢izdirerek gergeklestirdik. Béylece Sekil-3.5.2
ile verilen (r,A) dallanma diyagrammm elde ettik. Benzer islemleri Sekil-3.5.1'de
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A=12 deeri igin yaptk ve Sekil-3.5.3 ile verilen (r,@) dallanma diyagramina
ulastk. Bu diyagramlardaki kesikli ¢izgiler kararsizlik durumunu kesiksiz gizgiler
kararlilk durumunu ifade etmektedir. Diyagramlar r 'ye karsik gelen tek 0 igin
¢izilmigtir. ’

: + : = A

4

Sekil-5.3.2 : (r, A) dallanma diyagramu (€ =0.1, §=0.01, ® =2.9)

N . ke,
Y] (] s EX) 3 308 EX

o
Sekil-3.5.3 : (r, ®) dallanma diyagrami (€ = 0.1, §=0.01, A=12)

Dallanma kiimesi, €=0.1, §=0.0000002 dgerleri igin, tekrar elde edilirse
Sekil-3.5.4 ortaya gikar. Burada da triviyal olamayan denge noktalan sadece I ile
gosterilen bolgede reeldir. Bu bolgenin diginda sadece triviyal denge noktasi vardir.
Sekil-3.5.4 'te ©=2.998 dogrusu cizilirse denge noktalanmn sayist dogrunun
gececegi bolgelere gore degigecektir. Bu denge noktalanmn kararhlik analizi (3.46)

- 6zdegerleri Mathematica'da aragtinlarak yapilmugtir. . Bu bilgilerden elde edilen (r, A)
dallanma diyagrami Sekil-3.5.5 ile verimustir.
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e o e e —
2508 24997 2598 23568 0)

Sekil-3.5.4 : € =0.1, § = 0.00000002 igin (A, ®) dallanma kiimesi

<4

CE) oA °s 8 K
Sekil-3.5.5 : = 0.1, § = 0.00000002, o = 2.998 igin (r, A) dallanma diyagrami

—_——

%ar e

93 -_——

gﬂ'/
o

- tre
29901 9692 3 I 7% 0

Sekil-3.5.6 : £ = 0.1, § = 0.00000002, A = 0.2 igin (r, ) dallanma diyagramm

Benzer islemler A =0.2 degeri iin yapild: ve buradan elde edilen bilgiler Sekil-3.5.6
ile verilen (r,®) dallanma diyagramim verdi. Bu dallanma diyagramlan her r' ye
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kargiik ©'lardan ikisi i¢in ¢izilmigtir ve diyagramlardaki kesikli ¢izgiler kararsizhk
durumunu kesiksiz gizgiler kararhlik durumunu ifade etmektedir.

3.6.Diger Altharmonikler -

Ikinci mertebe ortalama alma yontemi Helmholtz salmicisimn 4., 5. ve 6.
derece altharmonik rezonans durumlanna da uygulanmigtir. Biitiin bu uygulamalann
sonuglart Ek-2 'de verilen ve Mathematica paket programi i¢in kodlanmis programin
isletilmesiyle de elde edilmigtir. Buna gore dordiincii, beginci, ve altinct derece
altharmoniklerde (3.47a,b) ile verilen yapiya ulagilmigtir.

U= au+bv+av(u? +v?) (3.47a)
v=-bu +av—auu? +v?2) (3.47b)

Buradaki ab ve o sabitleri altharmoniklerin mertebesine gore degismektedir.
Katsayilar, dérdiincii mertebe altharmonik igin

2

ao B ,o06-0Y F 16K 28" _16-0?  _ 80e?
2 320° 20 30’(1-0%)% o(l-0®)* 8o ’ o3
besinci mertebe altharmonik igin
ae B p_@5-0) 582 125A° 5A° _ 62582
2’ 800> 160 210*(1-02)? 20(1-02? 1203
altinci mertebe altharmonik igin
a8 p-06-0)® 278" 27K 3R’  36-0? 62582
2’ 4803 360 20°(1-0?%)? o(l-0?)? 120 ° 1203

seklindedir. (3.47a,b) denklemlerini kutupsal koordinatlara tagirsak su denklemlere
ulaginz:

t=ar (3.482)
0=-b - ar? (3.48b)
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Goriildiigii gibi (3.48a,b) diferansiyel denklemleri kolayca ¢oziilebilen denklemlerdir.
Dérdiincii ve daha yiiksek mertebe altharmonikler igin ikinci mertebe ortalama alma
y6temi dallanma vermemektedir. Dolayistyla bu rezonans durumlan igin iigiincii vaya

daha yiiksek mertebe ortalama alma yotemi uygulanmalidir.



SONUCLAR VE ONERILER

Literattirde genellikle kiibik ve daha yiiksek tek dereceden nonlineer terim
igeren salinic1 denklemleri incelenmigtir. Bunlar arasinda en ¢ok Duffing salinicist ele
almmigtir. Buradan, tek serbestlik dereceli, soniimlii, kuadratik nonlineer terim igeren
ve zorlamali bir salinic1 olan Helmholtz salimicisinin analitik olarak incelenmesi 6nem
kazanmaktadir [3,4,7]. Daha 6nce yapilan ¢aligmalarda ortaya ¢ikan, nonlineer
salimcilarin yaklagim teorisi ve 6zellikle analitik metotlarla yapilan diigiik dereceli
yaklagik periyodik ¢oziimlerin periyodiklikten diizensiz yapiya gectigi bolgelerin
onceden tahmininde yarahdir fikri [4] bu ¢aligmanin 6nemini artirmaktadir.

Yapilan ¢aliymalar Helmholtz salinict denkleminin zorlamasiz halinde kararhlik
degistiren (0,0) denge noktasi civarinda rezonans durumlarn igin statik dallanmas: ile
yaklagik periyodik ¢dztimlerin dinamik dallanmast {izerinde odaklanmugtir,

Statik dallanma galiymalan igin s6zkonusu denklemin yaklagik ¢dziimlerinin
elde edilmesinde ¢oklu olgekler yontemi, normal form analizi ve ikinci mertebe
ortalama alma yontemi olmak iizere ii¢ farkli yontem kullamlmustir. Asal rezonans
durumunda her ii¢ yétemle de elde edilen sonuglarin aym cebrik yaptya sahip oldugu
gortlmistiir. Coklu &lgekler yontemi ile doérdiincii mertebe normal form analizi
sonuglar1 bu rezonans durumu igin, kiibik terimin katsayist hari¢, aymdir. Ikinci
mertebe ortalama alma yontemi ile elde edilen sonuglarin katsayilani bunlarinkinden
farklidir. Bu farklar yontemlere gore denklemin Kkatsayilarmn farkli sekillerde
oOlgeklendirilmesinden kaynaklanmaktadir. Bu rezonans durumu igin dallanma analizi
hem g¢oklu olgekler yontemi sonuglan igin, hemde ikinci mertebe ortalama alma
yontemi sonuglar igin yapilmi§, parametrelerin aldiklan degerlere gére "Pitchfork”,
"Hysterisis" ve tedirgenmis "Pitchfork" dallanmalar1 gozlenmistir.
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Ikinci mertebe iistharmonik rezonans igin goklu dlgekler yontemi ile elde
edilen sonuglarla ikinci mertebe normal form analiz ile elde edilen sonuglarin aym
oldugu, fakat bu denklemlerin dallanma vermedikleri goriilmigtiir. Bu yiizden normal
form analizi dordiinci mertebe).re kadar uygulanmug, fakat bu kez de elde edilen
denklemlerin denge noktalarim veren polinomun 5. dereceden oldugu goriilmiis,
bunun ise analitik olarak koklerinin bulunamamas: dolayisiyla bu rezonans durumu
i¢in dallanma analizi yapilamamigtir. Fakat ¢izilen frekans-cevap egrisinden dallanma
olabilecegi goriimigtiir.

Ikinci mertebe altharmonik rezonans igin yine goklu dlgekler yontemi ile ikinci
mertebe normal form analizi sonuglarn aym ¢ikmakla birlikte dallanma vermemiglerdir.
Fakat dordiincii mertebe normal form analizi ile ikinci mertebe ortalama alma yontemi
sonuglant dallanma vermiglerdir. Bu dallanmalar incelenmis ve cizilen sekillerle
gosterilmigtir.

Dinamik dallanma analizi i¢in ikinci mertebe ortalama alma yontemi
kullamlmistir. Bunun i¢in 6nce Helmholtz salinici denkleminin yaklagik periyodik
¢oztmleri bulunmus ardindan gesitli mertebeden altharmonikler i¢in dallanmalar
incelenmigtir. Ikinci mertebe altharmonik rezonans durumu igin énce triviyal olmayan
denge noktasinin varhig igin gereken kosullardan dallanma kiimesi olarak adlandirilan
sekil ¢izilmis, bu sekilden denge noktalaninin sayist ve kararhlik durumlarinin degistigi
ve boylece dallanmalarin oldugu gorilmily, sonra paremetrelere uygun degerler
verilerek dallanma diyagramlan ¢izilmistir. Uglincti mertebe altharmonik igin de aym
islemler yapilmis ve dallanmalar oldugu go6zlenmistir,.  Daha {ist mertebe
altharmonikleri incelemek igin ikinci mertebe ortalama alma y&teminin yetersiz kaldig
goriilmis, bu yotemin sézkonusu rezonans durumlan igin daha yiiksek mertebeden
uygulanmas: gerektigi sonucuna varilmigtir. Helmholtz salmicismin denge noktasinda
yapilan incelemeler bu salimicinin sadece yerel davranist hakkinda bilgi vermesine
karsin, denklemin yaklagik periyodik ¢dziimiiniin ikinci mertebe ortalama alma
yontemi ile incelenmesi salimicinin global danvranisi hakkinda bilgi verir.
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Bu sonuglardan sonra uygulanan yontemlerin birbirleriyle kargilagtiriimalar
faydah olacaktir: Ortalama alma yéntemi dogrudan periyodik ¢oziimlerin dallanmasi
ile ilgili oldugundan dinamik dallanma problemlerinde yararlidir. Normal form analizi
ve coklu olgekler yontemi ise statik dallanmalar araciligiyla olusan periyodik
¢oziimlerin kararlii® olaylanm incelemek igin faydahdirlar.  Coklu olgekler
yonteminin zorlugu incelenecek denklemdeki katsayilann 6lgeklendirilmesinde kendini
gostermektedir. Yapilan galigmalarda bu yontem igin katsayiar degisik sekillerde
6lgeklendirilmis bunlar i¢inden sadece asal rezonans durumunda sdniim ve zorlamanin
kiigiik alinmastyla ortaya ¢ikan denklemlerin dallanma verdigi gérilmistir. Ikincil
rezonans durumlan igin giighi zorlama ve zayif zorlama olaylar1 ayn ayr incelenmigtir.
Buna ragmen bu y6temin iyi tarafi yapilan 6lgeklendirmeye dayanarak parametrelerin
birbirlerine gore alacagi degerlerin kolay saptanabilmesidir. Normal form analizi ile
ikinci mertebe ortalama alma ydntemlerinin programlanabilmeleri onlara bu agidan bir
ustiinlitk saglar  Nitekim burada yapilan g¢algmalarda elle bulunan sonuglar
Mathematica paket programu i¢in yapilan ve Ekler kisminda verilen pogramlarin
sonuglan ile dogrulanmugtir.

Heride yapilacak galismalarda, niimerik yontemler kullanilarak burada analitik
yontemlerle elde edilen sonuglarn karsilastinilmast faydali olacaktir. Ayrica iigiincii
vaya daha yiiksek mertebe ortalama alma yontemi kullanilarak, ikinci mertebenin

uygulanmastyla dallanma vermeyen altharmonikler incelenebilir.
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Normalize doniigiimiiniin katsayilarnim ve normal form denklemlerindeki
nonlineer terimlerin katsayilarini hesaplayan Mathematica i¢in yazilmig program:

ozdeg={w Lw L-w L-w I}

a[1,11={0,0,0,0}

a[1,2]={0,0,0,0}

a[1,3]={0,0,0,0}

a[1,4]={0,0,0,0}

a[2,1]={0,0,0,0}

a[2,2]={0,al I/(2 w),0,al I/(2 w)}

a[2,3]={0,0,0,0}

a[2,41={0,al I/(2 w),0,al I/(2 w)}

a[3,11={0,0,0,0}

a[3,2]={0,0,0,0}

a[3,31={0,0,0,0}

a[3,4]={0,0,0,0}

af4,11={0,0,0,0}

a[4,2]={0,-al I/(2 w),0,-al I/(2 w)}

a[4,31={0,0,0,0}

a[4,41={0,-al I/(2 w),0,-al I/(2 w)}

t={b[1],b[2],b[3],b[4]}

Do[Do[lf[Part[ozdeg,i]==Part[ozdeg,k]+Part[ozdeg,j],b[j]=1,b[j]=0,b[j]=0]
{J,4} ] deltal [ik]=t,{i,4},{k,4}]

deitaas1=Print[Table[deltal[i,j],{i,1,4},{j,1,4}]]

Do[Do[If[Part[deltal[i,k],j]=0,b[j]=Part[a[i,k],jl/(Part[ozdeg k]+Part[ozdeg,]

]-Part[ozdeg,i]),b[j1=0], {j,4}];alfafi,k]=t,{i,4},{k,4}]
alfaas=Print[ Table[alfa[i], {i, 1,4}, {j,1,4}1]

Do[Do[IffPart[deltal[i,k],j]==1,b[j]=(Part[a[i,k],j]) (Part[deltal[i,k],j])
DGIF01, (5,4} LAlLK]= {14}, {k,4}]
fias=Print[ Table[fi[1,j],{1,1,4},{j,1,4}]]

tt={{b1[1],b1[2],b1{3],b1[4]},{b2[1],b2[2],b2[3],b2[4]},
{b3[1],63[2],b3[3],b3[41}, {b[1],b[2],b[31,b[4]} }

Do[Do[Dol[If[Part[ozdeg,i[==Part[ozdeg,|]+Part[ozdeg,m]+Part[ozdeg,p]

;Part[tt,m,p}=1,Part[tt,m,p]=0,Part[tt,m,p]=0 ],{p,4}]

,{m,4}];delta2[i,l}=tt,{i,4},{L4}]

deltaas2=Print[Table{delta2[i j],{i,1,4},{j,1,4}1]
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Do[Do[Do[If[Part[delta2[i,1],m,p]==0,
Part[tt,m,p]=Simplify[2/(3 (Part[ozdeg,l]+Part[ozdeg,m]
+Part[ozdeg,p]-Part[ozdeg,i]))(

Sum(Partfa[i,.p]) (Part[alfa[j,[|m]), {,1,4}]

+Sum((Partfa[i,il.1) (Part[alfafj,m] ) (,1,4}]

+Sum((Part[a[i,j],m]) (Part[alfaj,I],p]),{j,1,4}]

-Sum|[(Part{alfa[i,j],m]) (Part{fifj,p].1]), {j,1,4}]

-Sum{(Part{alfa[i,j],1]) (Part[fi[j,m],p]),{j,1,4}]

-Sum[(Part[alfa[i,j],p]) (Part[fi[j,1],m]), {j,1,4}])],Part[tt,m,p]=0], {p,4}]

,{m,4}];betali,]]=tt,{1,4},{1,4}]

betaas=Print[Table[beta[i,j1,{1,1,4},{j,1,4}1]

Do[Do[Dol[IfPart[delta2[i,1],m,p]==1,Part[tt, m,p]=Simplify[2/3 (

Sum|(Part{afil,p]) (Partalfaf,J.mD, 1 4}]

+Sum([(Part[afi,j],I]) (Part[alfa[j,m],p]), {j,1,4}]

+Sum{(Part{afim]) (Part{alfa{11pD,,14]]

-Sum[(Part{alfa[i,j],m]) (Part[fij,p]1]), {j,1,4}]

-Sum[(Part[alfa[i,j],p]) (Part[fi[j,1],m]), {j,1,4} D], Part[tt,m,p}=0], {p,4}]
,{m,4}];kapa[i,[}=tt, {i,4},{L4}]
kapaas=Print[Table[kapa[i,],{1,1,4},{},1,4}]]

ttt={ {{b11[1],b11[2],b11[3],b11[4]},{b12[1],b12[2],b12[3],b12[4]},

{b13[1],b13[2],b13[3],b13[4]},{b1[1],b1[2],b1[3],b1[4]}},

{{b21[1]1,b21[2],b21[3],b21[4]},{b22[1],b22[2],b22[3],b22[4]},
{b23[11,b23[21,b23[3],b23[41},{b2[1],b2[2],b2[3],b2[4]} },

{{b31[1],b31[2],b31[3],b31[4]}, {b32[1],b32[2],b32[3],b32[4]},
{b33[1],b33[21,b33[3],b33[4]},{b3[1],b3[2],b3[3],b3[4]} },

{{b41]1],b41[2],b41[3],b41[4]},{b42[1],b42[2],b42[3],b42[4]},
{b43[1],b43[2],b43[3],b43[4]},{b4[1],b4[2],b4[3],b4[4]}}}

Do[Do[Do[Do[If[Part[ozdeg,i]==Part[ozdeg,|]+Part[ 0zdeg,m]+Part[ozdeg,p]
+Part[ozdeg,r],Part(ttt,m,p,r]=1,Part[ttt, m,p,r}=0,Part[ttt, m,p,r}=0],{r,4}],
{p.4}]

,{m,4}];delta3 (1, 1]=ttt, {1,4},{1,4}]
deltaas3=Print{Table[delta3[i,j1,{1,1,4},{j,1,4}1]

Do[Do[Do[Do[If[Part[delta3[i,[],m,p,r]==1,

Part[ttt,m, p,}=(1/2) ((Sum[(Partfa[i,r]) (Partfbetalj,Im,p]), ,1,4}]
+Sum{(Part[a[i,j],1]) (Part[beta[j,m],p,r]),{j,1,4}]
+Sum[(Part[a[i,j],m]) (Part(betal,pL.r1]), j,1.4}]
+Sum|(Part[ali,j],p]) (Part[betafj,r],Lm]),{j,1,4}])

-(Sum{(Part[alfafi,j]m]) (Part[kapa(j,p].5,1]), {j,1,4}]
+Sum((Part[alfaf1,j],p]) (Part[kapa[j,r],Lm]), {j,1,4}]
+Sum|(Part[alfa[i,j],r]) (Part[kapalj,1],m,p]),{j,1,4}]
+Sum(Part{alfa[i,j],1]) (Part{kapalj,m],p,r]),{j,1,4}])

-(Sum[(Part[beta[l,J],m,p]) (Pa.rt[ﬁ[],r],l]), {.]’ 1 a4}]
+Sum{(Part[betafi,j],p,]) (Part[fi[j,[]m]), {j,1,4}]
+Sum((Part[beta[i,j],r,I]) (Part{fifj,m],p]),{j,1,4}]
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+Sum|[(Part{beta[i,j],,m]) (Partffifj,pl,r]),{j,1,4}]
+Sum[(Partfbetalj].Lp]) (Part[fi[jm],r]), j,1,4}]
+Sum|[(Part[beta[i,j],m,r]) (Part[fi[j,1],p]), {i,1,4}1))
+(1/6) (Sum([(Part(a[i,j],h]) ((Part[alfa[j,1],m]) (Part[alfa[h,p],r])
+(Part[alfa[j,m],p]) (Part[alfalh,r].1])
+(Part[alfaj,pl,r]) (Part[alfafh,1],m])
+(Part(alfaj,r],1]) (Part[alfa[h,m],p])+(Part[alfa[j,1],p])
(Part[alfalh,m],r]) +(Part(alfa[j,m],r]) (Part{alfa[h,1],p]), {j,1,4},{h,1,4}])
,Part[ttt,m,p,r]=0],{r,4}], {p,4}]
,{m,4}];omegali,[]=ttt, {i,4},{L4}]
omegaas=Print[ Table[omegali,j],{1,1,4},{j,1,4}1]

Yukanda verilen programdaki ilk 17 satir Helmholtz salinic1 denkleminin, asal
rezonans igin, normalize donisiimiin uygulanabilecegi standart forma getirildikten
sonraki 6zdegerleri ile nonlineer termlerin katsayilandir. Programin bu satirlan ikinci
mertebe altharmonik rezonans igin

ozdeg={-w Lw -2 w12 wI}

a[1,1]={-al I/(2 w),-al I/w,al/(2 w"2),-al/(2 w"2)}
a[1,2]={-al I/'w,-al /(2 w),al/(2 w"2),-al/(2 w*2)}
a[1,3]={al/(2 w"2),al/(2 w"2),al I/(8 w"3),-al I/(4 w"3)}
a[1,4]={-al/(2 w"2),-al/(2 w"2),-al 1/(4 w"3),al I/(8 w"3)}
a[2,1]={al I/(2 w),al I/'w,-al/(2 w"2),al/(2 w2)}
a[2,2]={al I/'w,al I/(2 w),-al/(2 w"2),al/(2 w"2)}
a[2,3]={-al/(2 w"2),-al/(2 w"2),-al I/(8 w"3),al I/(4 w"3)}
a[2,4]={al/(2 w"2),al/(2 w"2),al I/(4 w"3),-al I/(8 w"3)}
a[3,1]={0,0,0,0}

a[3,21={0,0,0,0}

a[3,3]={0,0,0,0}

a[3,4]={0,0,0,0}

a[4,1]={0,0,0,0}

a[4,2]={0,0,0,0}

a[4,3]={0,0,0,0}

a[4,4]={0,0,0,0}

ikinci mertebe tistharmonik rezonans igin

ozdeg={-w LLw L-w I/12,w I/2}

a[1,1]={-al I/(2 w),-al I/(2 w),-al I/(2 w),-al I/(2 w)}
a[1,2]={-al I/(2 w),-al I/(2 w),-al I/(2 w),-al I/(2 w)}
a[1,3]={-al I/(2 w),-al I/(2 w),-al I/(2 w),-al I/(2 w)}
a[1,4]={-al /(2 w),-al I/(2 w),-al I/(2 w),-al I/(2 w)}
a[2,1]={al I/(2 w),al I/(2 w),al I/(2 w),al I/(2 w)}
af2,2]={al I/(2 w),al I(2 w),al I/(2 w),al I/(2 w)}



105

a[2,3]={al I/(2 w),al /(2 W),al /(2 w),al /(2 w)}
a[2,4]={al /(2 w),al /(2 w),al /(2 w),al /(2 w)}
a[3,1]={0,0,0,0) |
a[3,21={0,0,0,0}
a[3,3]1={0,0,0,0}
a[3,41={0,0,0,0}
a[4,11={0,0,0,0}
a[4,2]={0,0,0,0}
a[4,3]1={0,0,0,0}
a[4,4]={0,0,0,0}

seklinde ahnmugtir.



EK-1

Birinci ve ikinci mertebe ortalama alma yonteminin Mathematica igin yaziimug
programi:

chos1=InputString["Yeni Problem ister misiniz? (y/n)"]
exponentialize={ Sin[t]->(EN(I t)-E~(-1 t))/(2 ),
Sin[an_ t]->(E”(an I t)-E(-I an t))/(2 1),
Cos[t]->(ENI ty+EN-11))/2,
Cos[an_ t]->(ENan I t)+E~(-I an 1))/2,
Iffchos1=="n",<<ajumpl.mat,]
Clear(x]
chos2=InputString

[z +Omega™2 z=eps f(z,zdot,t) ? (y/n)"]
Iflchos2=="n",<<ajump2.mat,]
n=2
omegaO=Input[["omegal= "]
Print["omega0= ",omega0]
orl=Input["f(z,zdot,t}= "]
f=orl*eps
Apply[f,{z,zdot,t}]
test=D[ft]
IfTNumberQ[test],If[test = 0, omegal=omega0,],
omega=Input{"zorlama frekansim giriniz "];
k=Input[" Altharmonik rezonansin mertebesini giriniz"];
omegal=omega/k]
zsub=List[z=Cos[omegal t] x1-Sin[omegal t] x2,
zdot=-omegal Sin[omegal t] x1-omegal Cos[omegal t] x2]
vf=Block[ {zsub, t=tau/omegal},
{-1/omegal”2 (eps kapomega/k”2 z +f) Sin[omegal t],
-1/omegal”2 (eps kapomega/k”2 z +f) Cos[omegal t] }]
vi=vi/ tau->t
Iffomegal==omega0, vf=vf/.kapomega->0,
vi2=Expand[vf]
Do{Part[vf2, i]=Map[Factor, Part[vf2, i], {i,1,2}]
x=List{x1,x2]
<<ajumpl.mat

Bu programda gegen ajumpl ve ajump2 asafida verilmistir:
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ajumpl.mat:

m=Input["Hangi mertebe ortalama alma? (1/2)"]

coefvfeps1=Coefficient[vf2,eps]

coefvfeps2=Coeflicient[v{2,eps,2]

om1=Expand[coefvfepsl,Trig->True]

om2=oml/.{Sin[n_ t]->0,Cos[n_ t]->0,Sin{t]->0,Cos[t]->0}

glbar=Simplify[om2]

Print[glbar]

Input[]

Iffm==1,result=eps glbar,

gltilde=coefvfepsl-glbar;

wl=Integrate[gltilde,t];

jacob[i_,j_]:=D[Part[gltilde,i],Part{x,j]];

jacgltilde=Table[jacob[i,j],{i,1,n},{j,1,n}];

om3=Expand[jacgltilde. wl+coefvfeps2, Trig->True];

om4=om3/.{Sin[n_ t]->0,

Cos[n_ t]->0,Sin[t]->0,Cos[t]->0};

g2bar=Simplify[om4];

result=eps glbar+eps2 g2bar]

y=ToExpression[Table[StringJoin[Part[ Table["y",{i,1,n}],i],
Part[Table[ToString]i], {i,1,n}Li]], {i,1,n}1]

om5=Table[Part[x,i]->Part[y,i],{i,1,n}]

result=result/.om5

Print[result]

Abort[]

ajump2.mat:

n=Input["Diferansiyel denklem sayisim giriniz= "]

x=ToExpression[Table[StringJoin[Part[ Table["x", {i,1,n}].i],
Part[Table[ToStringfi],{1,1,n}1,i]1,{i,1,n}]]

vf=Table[Input[StringForm["Enter Rhs("*)=Eps *..... "il]*eps,{i,1,n}]

ToExpression[vf]

Do[Print["d",Part[x,i],"/dt=",Part[vf,i]],{i,1,n}]

v2=Expand[vf/.exponentialize]

Dof[Part[vf2,i]=Map([Factor,Part[v{2,i]],{i,1,2}]

<<ajumpl.mat
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