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ABSTRACT

Static analysis of functionally graded beams is presented by the finite element method. The
beam element here has ten degrees-of-freedom, and considers shear deformations. Beam
material obeys the Hooke’s law, and material properties change according to the power-law
rule through-the-thickness. Equations of equilibrium are obtained by the Lagrange’s equation,
and solved numerically. Beam deflections and stresses along the beam thickness are presented
by graphs and tables. Comparisons show that the results from the present element agrees well
with available ones in literature.

OZET

Bu ¢alismada, fonksiyonel dereceli elastik kiriglerin statik analizi sonlu elemanlar metoduyla
yapilmistir. Kullanilan sonlu eleman, on serbestlik dereceli olup kayma deformasyonlarini
dikkate almaktadir. Kirig malzemesinin Hooke kanununa uygun oldugu, malzeme 6zelliklerinin
ise yiikseklik boyunca kuvvet kuralina gore degistigi kabul edilmektedir. Denge denklemlert,
Lagrange esitligi yardimiyla elde edilmis ve sayisal olarak c¢ozilmistir. Kiriste yer
degistirmeler ve yiikseklik boyunca gerilmelerin degisimine ait sayisal sonuglar grafik ve
tablolarla verilmistir. Elde edilen sonuglar literatiirde mevcut olanlarla karsilastirilmis ve
kullanilan sonlu elemanin basarili oldugu goriilmiistiir.

GIRIS
Fonksiyonel dereceli malzemeler (FDM), iki veya daha fazla bilesen igeren kompozitlerdir.
Genellikle, seramik ve metallerin belirli oranlarda karisimiyla imal edilmektedirler. Bu
malzemeler, biinyelerinde bulunan seramikten dolay1 yiiksek sicakliga ve metalden dolay1 da
yiiksek gerilmelere dayaniklidirlar. Bu 6zelliklerinden dolay: havacilik, denizcilik, makine ve
ingaat mithendisligi alanlarinda farkli uygulamalarda tercih edilmektedirler. Fonksiyonel
dereceli malzemelere olan talebin her gegen giin artmasi, bunlarin mekanik davraniglarin1 daha

iyi anlamayr gerektirmektedir. Literatiirii inceledigimizde bircok c¢alisma karsimiza
cikmaktadir.

Sankar [1], yayil yiik altindaki fonksiyonel dereceli bir kirigin elastisite ¢6ziimiinii yapmustir.
Fakat bu caligmada kirisin kayma deformasyonunu géz 6niinde bulundurmamaistir. Bu agigi
goren bilim adamlar1 fonksiyonel dereceli kirislerin statik ve dinamik analizlerinde atalet ve
kayma deformasyonunu g6z 6niinde bulunduran yeni analitik yaklasimlar 6nermislerdir [2-8].
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Kapuria vd., tabakali fonksiyonel dereceli kirislerin {igiincii derece zikzak teorisine dayali
yontemle statik ve serbest titresimini sayisal olarak incelemis ve ayrica deneysel olarak
dogrulamiglardir [9]. Fonksiyonel dereceli kirislerin farkli teorilere gore statik ve serbest
titresim analizi sonlu elemanlar yontemiyle yapilmistir [10-13]. Vo vd. [14], fonksiyonel
dereceli sandvig kirislerin statik davranisini hem analitik hem de sonlu elemanlar yontemiyle
incelemiglerdir.

Bu calismada, fonksiyonel dereceli elastik kirislerin statik analizi sonlu elemanlar metoduyla
yapilmistir. Kullanilan sonlu eleman, on serbestlik dereceli olup kayma deformasyonlarini
dikkate almaktadir. Kiris malzemesinin Hooke kanununa uydugu, malzeme 6zelliklerinin ise
yiikseklik boyunca kuvvet fonksiyonu seklinde degistigi kabul edilmektedir. Denge
denklemleri, Lagrange esitligi yardimiyla elde edilmis ve sayisal olarak ¢oziilmistiir. Kiriste
yer degistirmeler ve ylikseklik boyunca gerilmelerin degisimine ait sayisal sonuglar grafik ve
tablolarla verilmistir. Elde edilen sonuclar literatiirde mevcut olanlarla karsilastirilmis ve

kullanilan sonlu elemanin basarili oldugu goriilmiistiir.

TEORIK FORMULASYON

Boyutlar1 ve koordinat eksenleri Sekil 1’de goriilen fonksiyonel dereceli elastik kirisin ¢esitli
sinir sartlart i¢in iiniform yiik altinda statik analizi sonlu elemanlar metoduyla yapilmistir.
Kullanilan sonlu eleman, on serbestlik dereceli olup Sekil 2’de goriilmektedir. Kiriste malzeme
ozellikleri yiikseklik boyunca

P(z)=(Ps—Pm>[§+%j +P, @

seklinde kuvvet fonksiyonu olarak degismektedir. Burada Ps ve Pn sirasiyla seramik ve metal
bilesenlerine ait malzeme 6zelliklerini (Elastisite modiilii E, Poisson orant v ve yogunluk p)
gostermektedir. k negatif olmayan bir sayidir.
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Sekil 1. Fonksiyonel dereceli kirigin koordinat takimi ve geometrisi
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Sekil 2. 10 serbestlik dereceli sonlu eleman
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Sekil 2°de goriilen sonlu eleman igin yer degistirme vektorii
u={u, u, Up W, W, W, W, ¢ ¢ ¢3}T (2)

seklindedir. Burada u, w ve ¢ sirasiyla boyuna ve enine yer degistirmeler ile donme bilesenleri
olup cubuk ekseni iizerinde Olclilmektedirler. Birinci mertebe kayma deformasyonu kiris
teorisine gore herhangi bir noktadaki yer degistirmeler

U(X,2)=u(x)—z¢(x), W(x z)=w(x) ©)
seklindedir. Sayisal ¢oziim igin yer degistirmeler
100 =AM, W=Dy 0w, 9= 4004 @

seklinde kabul edilmistir. Burada, ¢,(X), v,(x) ve 6,(x) sekil fonksiyonlarini, u,, W, ve ¢, ise
genellestirilmis yer degistirmeleri gostermektedir. ¢, (x) ve 6,(x) sekil fonksiyonlari igin ikinci
dereceden, v, (x) i¢in ise t¢iincii dereceden polinomlar olarak segilmistir.

dfa) o -
dt\ aq, ) oq,
Lagrange esitligi yardimiyla elde edilmistir. Burada, L =T —(U +V ) Langragian fonksiyonu ve

Denge denklemleri

0i diigiim noktalarindaki genellestirilmis koordinatlardir. ifadedeki T ve U sirasiyla kinetik ve
sekil degistirme enerjilerini, V ise dis yiikiin yaptigi isi gostermektedir. (3), (4) ve (5) ifadeleri
yardimiyla hareket denklemi

ku=f (6)

seklinde elde edilir. Burada, Kk rijitlik matrisi, f ise dis yiik vektoriidiir. Bu esitligin ¢6ziimiinden
yer degistirmeler elde edilir.

SONUCLAR

Sayisal sonuglar i¢in metal (aliiminyum, Al) ve seramikten (aliminyum oksit, Al203) olusan
bir FDM kiris diisiiniilmiistiir. Kiris malzemesi i¢in sirasiyla metal ve seramige ait Elastisite
modiilii, yogunluk ve Poisson oran1 Em = 70GPa, om = 2702kg/m?, v = 0.3, Es = 380GPa, ps =
3960kg/m®, v = 0.3 seklinde almmustir. Kiris icin sinir sartlar1 ankastre-ankastre (A-A),
ankastre-serbest u¢ (A-S) ve basit mesnetli kiris (B-B) seklinde kabul edilmistir. Kesmede
diizeltme faktorii K=5/6 olarak alinmistir. Yer degistirmeler ve gerilmeler

100E, h®

oL’

seklinde boyutsuz olarak sunulmustur. Sayisal sonuglar i¢in kirisin on elemana boliinmesi
yeterli olmaktadir. Sekil 3'te, farkli sinir sartlarindaki FDM kirislerin maksimum boyutsuz yer
degistirmeleri, k'nin degisimine gore onerilen yontemle hesaplanmis ve Vo vd. [14] tarafindan
verilen birinci derece ve {igiincii derece kiris teorisine dayali analitik yontemin sonuglariyla
kiyaslanmistir. Grafik incelendiginde sonuglarin uyumlu oldugu goriilmustiir. Sekil 4'te farkl
siir sartlarindaki FDM Kkirislerin L/h oraninin degisimine gore maksimum yer degistirmeleri
verilmigtir. Burada, L/h oraninin artmasiyla yer degistirmelerin sabit bir degere dogru gittigi
goriilmektedir. Ayrica, beklendigi tizere en biiylik yer degistirmeler konsol kiriste (A-S) elde
edilmektedir. Sekil 5'te kiris uzunlugu boyunca yer degistirmeler iki farkli L/h oranina gore ve
farkli sinir sartlarina gore incelenmistir. Sekilde goriildiigii gibi, tiim sinir sartlarinda Kk arttikga,

Ql

W= W (x,2), 5X:qLLGX(X’Z)’ XZ:qll_axz(x,z) 7
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yani kiris metale yaklastikca, yer degistirmeler artmaktadir. Bununla beraber, L/h orani arttik¢a
yer degistirmeler azalmaktadir.
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Sekil 3. Farkli sinir sartlarina sahip FDM Kkirislerin kK'nin degisimine gore maksimum yer
degistirmeleri
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Sekil 4. Farkli sinir sartlarina sahip FDM Kirislerin L/h oraninin degisimine gore maksimum

yer degistirmeleri
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Sekil 5. Farkli sinir sartlarina sahip FDM kirislerin uzunlugu boyunca (x/L) yer degistirmeleri

Cizelge 1'de, FDM basit kirisin normal ve kayma gerilmeleri k'min degisimine gore
incelenmistir. Burada, sonuglar birinci derece ve tiglincii derece kiris teorisine dayali analitik
coziimlerle kiyaslanmistir. Normal gerilmelerin tiim teoriler i¢in ayni sonucu verdigi
goriilmiistiir. Fakat kayma gerilmelerinde birinci mertebe teorisinden elde edilen sonugclar,
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liclincii mertebe kiris teorisinden elde edilenlerden daha kiiciiktiir. Ayrica, birinci mertebe kirig
teorisine gore, L/h orani arttikga normal gerilmenin arttigi, kayma gerilmesinin ise sabit kaldigi
goriilmistiir. Cizelge 2'de ise diger sinir sartlarina (A-A, A-S) gore normal ve kayma
gerilmelerin degerleri verilmistir. Benzer yorumlar bu sinir sartlari i¢in de gegerlidir.

Sekil 6'da yayili yiik altinda FDM basit kirisin kalinligi boyunca normal gerilme dagilimi
verilmistir. Sekiller incelendiginde k=0, yani kirigin seramik iken, normal gerilme grafigi
beklendigi {izere simetrik ¢ikmaktadir. k'nin degeri arttikg¢a, kirisin iist yiizeyinde basing
gerilmesinin arttig1 gorilmektedir. Sekil 7'de yayili yiik altinda FDM basit kirisin yiiksekligi
boyunca kayma gerilmesi dagilim1 verilmistir. Birinci mertebe kiris teorisinde kirisin alt ve iist
yiizeyinde esit olmak iizere kayma gerilmesi tek deger almaktadir. En biiyiik kayma gerilmesi
k=0 durumunda (kiris tamamen seramik iken) olugmaktadir.

Calisma sonucunda 6zetle, kullanilan birinci mertebe kiris teorisine dayali, bes diiglim noktal
ve on serbestlik dereceli sonlu elemanin literatiirle olduk¢a uyumlu sonuglar verdigi
gorilmiistiir.

Cizelge 1. Fonksiyonel derecelendirilmis basit mesnetli kirigslerin normal ve kayma gerilmeleri

Teori k=0 k=05 k=1 k=2 k=5 k=10 k=100

L/h=5

o (L/2,h/2) SEM 37750 4.9534 58345 6.8127 7.9957 9.5863 17.5253
BMKT [14] 3.7500 - 57959 6.7676 7.9428 9.5228 -
UMKT [14] 3.8020 - 5883 6.8826 8.1106 9.7122 -

o (0,0) SEM 0.6000 0.6272 0.6000 05106 0.3930 0.4296 0.5748
BMKT [14] 0.5976 - 05976 05085 0.3914 0.4279 -
UMKT [14] 0.7332 - 07332 0.6706 05905 0.6467 -

L/h=20

o (Li2,h/2) SEM 15.0099 19.8137 23.3379 27.2508 31.9828 38.3451 70.1010
BMKT [14] 15.0000 - 231834 27.0704 317711 38.0913 -
UMKT [14] 15.0129 - 232053 27.0991 31.813 38.1385 -

o (0,0) SEM 0.6000 0.6272 0.6000 05106 0.3930 0.4296 0.5748
BMKT [14] 0.5976 - 05976 05085 0.3914 0.4279 -
UMKT [14] 0.7451 - 07451 0.6824 0.6023  0.6596 -

Cizelge 2. Fonksiyonel derecelendirilmis kiriglerin farkli sinir sartlarina gére normal ve kayma

gerilmeleri
Teori k=0 k=05 k=1 k=2 k=5 k=10 k=100
L/h=5 ox(0,-h/2)
A-A  SEM 2.4750  0.8084  1.1247 15216  1.8066 1.8858 2.2984
A-S SEM 149750  4.8912  6.8052  9.2065 10.9307  11.4100  13.9066
L/h=5 ox(L/20,0)
A-A  SEM 0.6000 0.6272  0.6000  0.5106  0.3930 0.4296 0.5748
A-S SEM 1.2000  1.2544 12000  1.0212  0.7860 0.8593 1.1496
L/h=20, ox(0,-h/2)
A-A  SEM 9.8999  3.2335 44989  6.0864  7.2262 7.5431 9.0936
AS SEM 59.9000 19.5647 27.2209 36.8262 43.7227 456399  55.6264
L/h=20, ox (L/20,0)
A-A  SEM 0.6000 0.6272  0.6000 05106  0.3930 0.4296 0.5748
A-S SEM 1.2000  1.2544 12000  1.0212  0.7860 0.8593 1.1496
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Sekil 6. Yayili ylik altinda basit mesnetli fonksiyonel dereceli kiriglerin kalinligi boyunca
normal gerilme dagilimi
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Sekil 7. Yayili yiik altinda basit mesnetli fonksiyonel dereceli kiriglerin kalinligi boyunca
kayma gerilmesi dagilimi
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