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NOTASYON

Matris Gésterilimi

Kolon Vektdr Gosterilimi

Matris ve Vektdrtn Transpozu

X ve Y Ekseni Etrafindaki Egilme Momenti
X ve Y Ekseni Etrafindaki Burulma Momenti
Egrilik

X Yénit Poission Katsayisa

Y Yénd Poission Katsayis:

X vo Y Yontt Atalet Momenti

X voe Y Yon@ Burulma Atalet Momenti
Elastisite Modild

Kayma ModiilQ

Uzama ve Dénme Birim Deformasyonlari
Normal ve Kayma Gerilmeleri

X YOont Egilme Rijitligi

Y Yonti Egilme Rijitligi

XY YonG Burulma Rijitligi

YX YOnii Burulma Rijitligi

Plak Fonksiyoneli

Gevsetilmis Plak Fonksiyoneli

Diizgtin Yayili Yik Siddeti
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Plak Ustt ile Alt: Arasindaki Isi Farki
Is1 Genlesme Katsayisa

X Yond Plak Kalinliga

Y Y6ni Plak Kalinli@:

Yay Katsayisa

Interpolasyon (Sekil) Fonksiyonu

Plak Dtitim Noktasi YerdeJistirmesi

Plak DGgtim Noktasi DSnmesi

X ve Y Yontinde Ilkel Egrilik

Eleman Davranis Matrisi Gisterilimi
Eleman Etki Matrisi Gosterilimi

DUgtm Noktalari YOk

Kesme Kuvvetleri

Ucgen Sonlu Elemanin AJirlik Merkezi
Ucgen Elemanin Global Eksen Koordinatlari
Digim Moktasi Paremetreleri

Sinir Sartlarinin Tanimlandi§i Bélge
Unceden Bilinen DiJim Paremetreleri
Operatér Matris

Varlik Bélgesi Tamaminda Tanimli Alan
Sinirda Tanimli Etki Matrisi

Sinir Sartlarinyr igeren Kolon Matris

Sistem Davranis Matrisi
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Bu calismada, Ortotrop plaklardan meydana gelen
cesitli yapi sistemlerinin hesaba i¢in bir metod
gelistirilmistir.

Yaklasik C6zim tekniklerinden son zamanlarda
bilgisayarlarin yvayginlasmas:i ile si1kca kullanilan
metodlarindan biri olan “SONLU ELEMANLAR YONTEMI" ile
ortotrop plaklar 4i¢in g¢ok Kkullanisli olacak bir mixed
sonlu eleman formiilasyonu gikarilmistir.

Bulunan bu eleman yardimiyla ortotrop yapi
sistemlerinin statik yikler altinda hesabi
yapilabilmektedir.

Ayrica bu elemanla; Celik karkas binalarda ve Gemi
Insaatlarinda sikca kullanilan iki ySnde farkli eJilme
rijitligine haiz takviyeli celik sac diésemeler, Kompozit
Désemeler, Nervirli betonarme tasiyicilar ve Asmolen
dbseme sistemleri cbzllebilmektedir. Bulunan sonlu
elemanin Kullanilirli@: diger c¢&ztim teknikleri ile
karsilastirmali olarak verilmistir.

Alty bOltimden olusan bu calismanin birinci bélémi,
calismanin amacina ayrilmstir.

Ikinci béltimde, ortotrop plak teorisi ve plak
denklemleri &zet halinde verilmistir.

Uctinct bdlimde, Ortotrop plak sistemine sonlu
elemanlar metodunun uygulanmasi anlatilmstair.

Dérdtinctt bélimde, Ucgen Ortotrop plak elemaninin
fonksiyoneli elde edilerek varyasyon prensibi uygulanmis
Eleman davranmis denklemleri, Alan koordinatlar:
kullanilarak denklemlerin integrasyonu genel halde
verilmis, Eleman davranis ve Eleman etki denklemleri
matris formunda elde edilmislerdir.

Besinci b8ltGmde, Nimerik uygulamalar tzerinde sonlu
elemanin Kullanilabilirligi dier ¢6zlim teknikleri ile
karsilastiralmstair.

Altinci b8limde, Sayisal uygulamalar icin hazirlanan
ve QBASIC dilinde kodlanmis E.H.M. programinin c¢alisma
diizeni ve kullanma esaslari anlatilmstar. Ayrica sistem
denklem takiminin c¢éziimiinde hafiza kaybini en aza indirmek
icin salanms bir kolaylik bulunarak bir algoritma
verilmistir.
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SUMMARY

A NEV FINITE ELEMENT FORMULATION FOR
ORTHOTROPIC PLATE SYSTEMS

In this study, it has been developed a method of
calculation for structural systems which consist of
Orthotropic Plates,

A finite element formulation, practical for the
calculation of Orthotropic Plates, is found by "FINITE
ELEMENTS METHOD” wusing computers as an approximate
solution technics.

By the aid of this element discovered, Orthotropic
Structural Systems could be designed statical loadings.

Moreover, the practice of this finite element used
for reinforced sheet iron slabs, composite slabs, ribbed
slab systems and hollow core slab systems having different
bending stiffness in both directions used frequently in
steel structures & boat construction, is given in order to
compare with other solution technics.

In the first part of this study which consists of six
parts, the purpose is outlined.

In the second part, Orthotropic Plates theory and
equations of plate are summarized.

In the third part, plate functional {is obtained,
using functional analysis method on Orthotropic Plates
systems.

In the fourth part, a general integration of
equations is given by using finite elements equations of
triangular Orthotropic Plate element and area coordinates,
by the way element stiffness matrice and loading matrices
are obtained.

In the fifth part, the practice of finite elements
with numerical applications is compared with other
scolution technichs.

In the sixth part, it has been explained the working
order and using principles of computer programme coded in
"QUICKBASIC” computer language and prepared for numerical
applications.
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Also an algorithme is given, in order to discover a
facility to extremum the memory loss in the solution of
equation system.

For any triangular plate sample, practical for

Orthotropic Plates; Plate settlements w, and Mx, My’ Mxy’

Myx moments are chosen as independent variables and

converted to a “Variation Principle” wusing “Weigted
Residuals Method” on Linear Self-Adjoint differantial
equation systems and a 1 function is obtained.

NMp, function is discovered then by a partial
integration of M function (3]

The element equation, which causes some problems in
Classical finite element methods, is clearly obtained in
order to choose linear Interpolation functions for the
variables because only the first derivatives of the
variables is applied in this function.

Also by the some reason, making the choice of linear
interpolation functions carries out appropriateness and
exactness conditions which guarantees the convergence when
the elements get smaller (201, (22), [36].

« THEORY OF ORTHOTROPIC PLATES AND EQUATION OF PLATES

The plate will be defined in x, y, =z coordinate
system x and y axises, being in the plane of the plate,

are parallel to ¢the main directions of the plate
unisothropy.

'QII’I.I'.Oll'lO'll.l"..‘..'l'.'..ll'l'..."’( PIGUREBII)
« ASSUMPTIONS
The main assumptions are as follows;

1) The material is linear and homogeneocus and there exist
orthogonal unisothropy.

2) The deformations are smalls. The superposition is
valid.

3) The mid surface remain plane after deformation.

4) Plate ¢thickness {is small with respect to other
dimensions of the plate.
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. DEFORMATION RELATIONS

ceciesoaoan (FIGURE 2.2)

1/px curvature which takes place after the application of

= MxA(EI)x 2.1)

1/py curvature which takes place after the application of
==y - Mx/(EI )x 2.2)
1/py curvature which takes place after the application of

= My/(EI)y 2.3

il./;z:ox curvature which takes place after the application of

=-p . My/(ED)y 2.4)
® © & 0 8 & @ 0 2 0 B 2 % 5 0 8 9P B OO S GG ST OSBRGSO RSO E S S N e e (FIGURE a. 3)
1/p, = Me/(ED)x = . My/(ED)y (2.8)
1/p, = My/(EDy - . Ma/(ED)x (2.6)
» 2 .2
P, = - 8/8x .(Bw/Ox) = - B /Ox 2.7)
2 .2
170, = - 80y .(3wdy) = - /oy 2.8)
1/p, = - 8/0x . (Budy) = - oS axay (2.9)



® 0 & & ¢ & & P R 9 e 0 * & 0 & 0 2 2 2 % 0 5 2 2 N0 e s O.."ll..l(FIGUREEO4)

w, =@ ; u == Z. dwsdx v, =" Z., dwdy (2.10)

. DEFORMATIONS

2 2

£, = ou_ s & =— z. &Pwrdx 2.11)
2 2

s, = ov s o == z. &wrdy 2.12)

Tey™ M, SOy + OV O =2z % w 0% 3y (2.13)

. ELASTICITY RELATIONS & ELEMENT STRESS COMPENENT
o, = (E.z /- p.ud. (1sp +u.1/p ) 2.14)

o =—(E.z /(1- p.u ). (8w /8x°
% x b 4

‘. Pu r8y%) (2.14.a)
op = (Eez /- p.ud. (1/p + p.1sp ) (215

ay =z—(E.2 /(1- yx.py)). (azw /aya + M. aam /axa) (2.15.a)

2
Ty G . ny 2.6.2 . 8w s xoy (2.16)
= - - 2
L G . ryx 2.G.z . dw / Jydx (2.17)
-h/2
o - 2z . dz . dy = Mx . dy (2.18)
+hrs2

2 2
M [CED) /b . (1 px.uyn.(aawax + yy.aaw/ay ) (2.18.a)
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ay . 2 .dz . dx = My . dx (2.19)
+h/2 .

2 2
M, = —[CEI> /b . (1= .p 21. ¢ + u.Pwa® 2.19.a)
M, £ P, (1 M uy 1. (& wdy H 19.a

-hs/2
T . 2 . dx . dz =M . dx (2.20)
xy Xy
+hs2
My ==2 6.CJ3 /b ). ¢ &Pw ~ axady > (2.20.a)
-h 2
ryx . 2 .dy . dz = Myx .dy (2.21)
+h/2
Myx = = 2. 6 .¢J_ /b ). ¢ 8w ~ oxdy ) (2.21.a)

« PLATE MAIN EQUATIONS & BOUNDARY CONDITIONS

.'......'I.....'......'..I."...'...'..’.."..(FIGWE206)
X“x =0 ZMY =0 22-0 (2.22)
Neglect
M Myx 1 agx
Y M o= -=——- dxdy + ~=——= dydx - g dydx - —-=. (==--)dxdxdy
ax dy 2 ax
=0 (2.23)
M Myx
M =0 = ———- 4 e = q 2.24)
X ax ay X
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M =0 = ———m PO = 2.2%)
y ay Py Ty
x aqy
zz 20 5  ———— + -+ CP-k_ . w) (2.26)
ox ay
M M M M
x vx b4 xy
——————— P —mmmm—s § mmmmem ) e 4+ (P -kz.w) (2.27)
r 2
ax oy ax ay axdy

Plate general equation is put in order in the case of
Orthotropic Plates.

O‘w 040) 0‘0
AAw = K, —===—- EK e + (K +# K ), —————v—- = (P-k_.w )
4 4 2.2
ox oy ox oy
(2.28)
Here, the symbol indication is as follows.
Kx = (EI)x Ve bx.( l—px.py ) (2.29)
K = (EI) ~ . -4 . o (2.30)
y E y by (1 M yy ]
ny = 2. G .( be/ bx ) (2.31)
K =2, G .CJ ~ ) 2.32)
¥X e by by
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“x'“y = Poission ratio of the plate about X,Y direction.
g = z External loads in direction of Z - axis.
w =2z Deflections in direction of Z -~ axis.
Kx.Ky= Plate bending stiffness about x,y direction.
K x,ny= Plate torsion stiffness about x,y direction.

y
E,G6 = Moduls of Elasticity8&shear of the plate material

The dynamic and geometric boundary conditions are
considered.

T = TO eeevneevncennn Dynamic Boundary condition.
M = —m * 6 % 8 & 8 % % 8 6 ¢ s & B e e o
— (2.33)
w = w cesssensnssessGaometric - -
w = w ceesrsrsssenssCeometric - b

In the case of mathematical operations, to make
extremum the [Ip function, plate equations and boundary
conditions must be secured.

Replacing the moments expressed in terms of
derivation of w in II function, the well-known plate energy
function is obtained in order to secure limit conditions.

M function can be obtained as below :

n= ”[ 1.2 {u>T. ¢ L J.€¢u ¥ > - {u > .<f >]ds
B B B B B

S

(3.19

X1y



Here are the clear expresions of L U

B* Ypr fp ¢
...'...'...'..’.'.'....,'...."..."..."."(4.3)

5 8 o @0 8 4 38 8 ¥ 00 6 4 e 030 00...0.-00.00-0..00.00(‘011)

ncuw function became as below after the
mathematical operations on equation (4.11)

00'l'..l.0.'..'..0..0'00."0.0'.'0..'0.!#0-(4012)

F} = Valid in the 1limit in which geometric boundary

condition has come out.

F; = Valid 4in the 1limit in which dynamic boundary

condition has come out.

In llp function, there exist S5 unknowns;w, Mx. My.Mxy.M

Indeed, Informing plate settlement function w = wix.y)

the other variasbles could be known easily.

Considering w,M , M , M M as five unknowns
x Yy xy yx

independent from each other, we can assume that they
change linearly in a triangular element shown in figure
(4.1)

.'l..ll0'..'...0'..0"0‘..0'.00.'.'ll'l'lc(4'3)

® 8 0 8 8 2 2 0 0 4 0 O O 8 G N O OO P SN O S S S G0 820 s 2 s e 0 e 0000(4.19)

ll.l‘.l..l.l'l.ul.'v‘..D.l’.l.ﬂlloc.l'laon(‘080)

"Here w , M , M , M .M , ......0 ,M , M M
1 x4 yi xy: yx: 3 xD y’ xyn

M s M show the values of unknowns in i node.
Xy8 vx3

N (x.y) ’ s are obtained by the solution of linear
interpolation function Ni{x.y) = a1+ a,.x + ag.y

Mostly the first derivations of the five unknows
exist in ﬂp(u) ............. treecssesaa(4,18) function.

By this reason, selected linear functions secure

the continuity and exactness conditions. So, when the

element get smaller,It can beapproached to definite
results.
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To find equations, replacing 4.5 and 4.2lexpressions
in Mp(u) ...(4.18) function an equalizing the derivations
of unknowns in N(u) function, which are the nodal values

of w, M, M , M , and M |, So that the expressions
i xi vi Xy yxi

form an minimal.

aflp

ow

i

.Q.t..‘..l"‘.“t.‘.l..ll‘..'(4.83)

Np

© 5 5 8 8 % 8 % B 0TS 80 S0 S E O TS S E SOV

Ryt

aNlp

-o L A A R N L I NN I S SR S N T I S I S B BN )

yxi

'Pive equations as the number of unknowns can be
cbtained in each nodal point.

By the way, a new triangular finite element
formulation is produced for any orthotropic plate.
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. DERIVATION OF FINITE ELEMENT EQUATIONS

Replacing (4.5) and (4.20) expressions, completing all
of the operarions, using area coordinates on the element
and then integrating llp function given in (3.18) with the
element analysis is done, totally fifteen equations could
be written so that five equations in each nodal point.

[ 1] )
® 2 9 0 8 ® 8 8 0 2 0 S 0 5 NP S 2 PSP S S NN e 'a.not.oolo(

.D.t.ll."a..0llll.lt".'l....'.l".'d".l“038)

Integrating (4.24) and (4.38) equations in their own
limits, Element Stiffness and 1loading matrices are
given in part 4.4.
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BOLUM 1.

Giris

1.1.KONU YE CALISMANIN AMAQCI

Her iki yénde farkly egilme rijitligi bulunan
ylizeysel tasiyici sistemlere Képri mithendisliginde, Gemi
ve Ucak insa endiistrisinde ve muhtelif yapi1i sistemlerinde
Striiktirel eleman olarak sikca rastlanmaktadar.

Bu tir ytizeysel tasiyici sistemlerin birbirine dik
iki dofrultudaki eilme rijitliklerinin farkli de@ierlerde
olmasina ramen , Ince Plak Teorisi ile Ortotropi’yi
g6zdéniine alarak analitik metotlarla coédzmek, Klasik
Ortotrop Plak Teorisi literatiriindeki c¢bzimlerin gok bayluk
kismini olustururlar. [11,(2]

Ortotrop plak sistemleri tizerinde yapilan
calismalarda ©&nceleri analitik daha sonra sayisal ve
deneysel yontemler birlikte kullanilmislardar.

~ Analitik cozimlerin glicligli, deneysel calismalarin
belirli sartlarda ve sinirli sayida yapilabilmesi son
yillardaki kisisel komplitfirlerin hizli gelisimine paralel
olarak arastirmacilarin sayisal hesap ydntemlerine ilgi
gbstermelerine neden olmustur.

Bu yo6ntemler icinde d&zellikle "Seonlu Elemanlar
Metodu® Sistem Ozelliklerinin, Sinir sartlarinin, Dis
gtkilerin ve Sistem sinirlarinin dizgiin olmamasi
hallerini kolaylikla gbézénfine alarak analitik ydntemlerle
cOzilmesi ¢ok giic olan karisik problemlerin ¢dzimiine imKan
vermektedir.



[ @]

Sonlu Elemanlar Metodu ile Gerilme vyigilmalarinin
olusabilecegdi bélgelerde eleman boyutlarinin yeterli
si1klikta dizenlenebilmesi ve lokal etkilerin daha hassas

elde edilebilmesi bu metodun tstéinliitklerinden bazilaridir.

Ancak, genel olarak Sonlu Eleman Deplasman
metodlarinda, Alan degiskenleri olarak secilen deplasman
ve dénmeler bulunduktan sonra yer degistirmelerin ikinci

ttirevlieri alinarak momentler elde edilmektedir.

Bu metodda yer de@istirme ve dénmeler biytik bir
dogrulukla bulunabildigi halde Moment ve Kesme
kuvvetlerinin hakiki de§erlerden sapmasi biraz fazla

olmaktadir.

Bu sakincayi ortadan kaldirmak i¢in eleman sayisini
arttirmak gerekmektedir. Bu'da bilgisayar hesap zamaninin

ve hata birikmelerinin goalmasina neden olmaktadir.

Bu sebeple son yirmi yi1l icersinde az sayida elemanla
i¢ Kkuvvet deferlerini elde etmek igin “Mixed Sonlu
Elemanlar ™ téretilmistir.

Mixed Sonlu Elemanlarin elde edilmesinde ;

a.) Reissner Varyasyon PFrensibi,

b.) Itx defa Yalcin Ak bz [31,04] tarafindan
Kullanilan Sistemin denge denklemi ve sinir sartlar:
kullanilarak elde edilen bir potansiyele sahip
fonksiyonelleri kullanmak,

c.) Kemal OUzden, (S] tarafindan Agirlikli Rezidd
Metodunu Kullanmak suretiyle esas bagintilar: lineer ve
Self-Adjoint olan sistemler igin elde edilen bir varyasyon
prensibini kullanmak,

Metodlarindan biri uygulanabilir,



Bu calismada pratikte gerek Betonarme gerek
Ongerilmeli Beton gerek ¢Celik insaatta c¢ok genis bir
uygulama alani bulunan Ortotrop Plaklar icgin ; (51 de
verilen varyasyon prensibi kullanilarak bir *“Mixed Sonlu

Eleman™ tiéretilmis ve uygulanmistir.
1.2. ORTOTROP PLAK SIiSTEMLERININ COZUM METODLARI

Ortotrop plak sistemlerinin g¢&ziim metodlari deneysel
ve teorik y6ntemler olmak tizere iki gurupta

toplanmaktadar.

Ortotrop plaklarain deneysel ydntemlerle cOztmil
¢alismalarina &rnek olmak @izere NARUOKA,M. ; YONEZAWA,H. [G]
gosterilebilir.

Ortotrop plak sistemlerinin ¢dziimiinde yaygin olarak

kullanilan teorik yontemler kisaca dzetlenmektedir.
1.2.1. ANALITIK YONTEMLER

Klasik Ortotrop plak teorisi c¢6zimlerinin biyik
k1§m1n1 olustururlar. Trigenometrik ve hiperbolik seriler
kullanilarak ytikler ve deplasmanlar seriye agilarak plak
differansiyel denklemi saglatilmaya calisilir. [71,(81]

Bu yoOntemlerdeki esas zorluk her tirlad yik ve sinir
sartlarina uyabilecek serileri tayin etmektir. Ayrica bu

seriler yakinsak olmayabilir.

Ortotrop plak sistemlerinin analitik metodlarla
cOBziimt i1k defa BOUSSINESQ,J.{9] tarafindan verilmistir.



Daha sonra HUBER,M.T.[10] de bunu Ortotrop betconarme
plaklara uygulamistar. Képrtt mihendisligi ile ilgili
gcalismalarinda GUYON,Y.([11] ve MASSONET,CH.{12]1, Hag
sistemi teorisine gére HOMBERG,H.[13]1, CORNELIUS,W.[14]
bir dizi makale yayinlamstir. SATTLER,K. [15]
Guyon-Massonet *in ¢alismalaran: Ortotrop tabliyeli
képrtilerin hesabir icin gelistirmis, LEONHARDT,F. ve
ANDRA,W.[16]1 1i1zgara sistemlerinin hesabini enleme ve
boylamalarin birbirine yayla bagli tasvir eden bir modelle
¢cézmitsler, PELIKAN,W. : ESSLINGER,M.,[{17] de Ortotrop
képrtt tabliyelerini Trigonemetrik-Fourier serilerini
kullanarak analiz etmislerdir.

1.2.2. SONLU FARKLAR METODU

Sonlu Farklar Metodunda plak sistemini hayali
cizgilerle bSlerek bu c¢izgilerin kesistigi noktalarin w
sehimlerine bagli olarak w - w w - W - w

x y xx Yy xy
w&;',.. gibi ttérev ifadeleri yazilabilir. Bu tiirevlierin
lineer kombinezonu olan plak denklemi ve sinir sartlar:s
bilinmeyenleri o sehimleri olan lineer cebirsel denklem

takimi verir.

Coézitimden bulunan sehimler yardimiyla Sonlu Farklarla
ifade edilen ttrev ifadeleri olan kesit tesiri ve
reaksiyonlar bulunur. Bir ¢ok probleme uygulanan bu

metodun basit olusu yaninda bazi zorluklari vardir.
Bunlar sirasiyla ;

a.) Dtzgtin sekilli (Kare,Dikdértgen,ParelelKenar v.b)
plaklara uygulanabilir. Bunun disindaki sistemlere
uygulanmasi, &6zellikle sinir sartlarinin sadlatilmasi gok

zordur.



b.) Sinir sartlarinin basit olmadi§a durumlarda, program

yazilimi ¢ok zor ve esnek degildir.

c.) Tekil ve tGniform olmayan yitk durumlari ig¢in sonuglar
yaklasiktair. Cogunlukla sehimler iyi bir yaklas:iklikla
bulunmasina ragmen i¢ Kkuvvetlerin hakiki degerlerden
sapmasi blUyik olmaktad:ir. Bazi iyilestirici yéntemler
gelistirilmistir. [18]

d.) Her digiim noktasi i¢in bir bilinmeyen olmasina ragmen
katsayilar matrisi simetrik degildir. Band genisligi cgok
ylksektir. Bu‘'da sayisal hesaplamalarda zorluk

cirkarmaktadar.

1.2.3. VARIYASYONEL YONTEMLER

Problemin ¢Oztimit fizik anlami enerji elan belirli bir
integralin ekstrem yapilmasina indirgenen ¢Sz liim
metotlarina Enerji Metotlari “VARIYASYONEL YONTEMLER” ada
verilir. (19],(20],(211]

Bir problemin c¢&zimb igin cesitli variyasyon
prensipleri kurulabilir. [22},[23]

Bunlardan bazilari asafida verilmektedir.
a.? Minumum Potansiyel Enerji Prensibi
b.) Minumum Komplementer Enerji Prensibi

¢.) Reissner Varyasyon Prensibi

Yukardaki prensiplere gtre Sinirli bir integralin
ekstrem yapilmasi problemi ortaya cikmaktadir. Burada bir
variyasyon prensibini Euler denklemine indirgemeden direkt
olarak ¢&zen metodlarin baslicalarindan olan RITZ ve
GALERKIN <c¢o6ztim yéntemlerinden kKisaca bahsedilecektir



Plagin tamaminda gegerli segilen Ni(x,y)
fonksiyonlara ile segilen diigiim paremetreleri Ci’nin
lineer kombinezonu olan alan defiskeni olarak tanimlanan

n
Utx,y)= Ulx,y)= z N (x,¥).C, (1.1)

=L

segilebiliyorsa, direkt varyasyon prensiplerinden RITZ ve
GALERKIN ytntemlerinden biri uygulanabilir.

a.) RITZ YONTEMI (201,(22]

Toplam potansiyel enerji ( NI ) ’nin minumum olmasi
prensibine dayanir. (1.1> ifadesini Geometrik sinar
sartlariny saglayacak sekilde segilir,

N

nuw =0 ¢ Z(C..N ) 1.2)
it

i=1

m<w =n<¢«c,c.c,.c,c, , ,C) 1.3
1’2" 78’ 4" B N

Burada ; n = Digtim Noktasi Paremetreleri Sayisi
Ct Digtim noktasi parmétreleri minumum sarti kullanilirsa

on

_____ = Q i =1,2, ., s N (1.4)

8 C

Bilinmeyen sayisi kadar lineer denklem takimi elde
edilir.
Lineer denklem takiminin ¢ozimiinden di§im noktasi

paremetreleri Ci ler hesaplanir.

b.) GALERKIN YONTEMI (201}, (22}

Sinir sartlaraini safliyacak sekilde secgilen (1.1) ile
verilen Alan degiskenine, Virttel is prensibinin
uygulanarak Ci’lerin bulunmasiyla ¢ozim elde edilmektedir.



n
Z €] Ci.) J] (tL].(U)—(F)).Ni(x.y) dx dy = © (1.5)
i=1 Q

& = Virtiel Deplasman

(IL1.{uY—<f)»)= Problemin Differansiyel Denklemi

Ci= Digtim Noktasi Paremetreleri

Ni-- Secilen Keyfi Fonksiyonlar ($ekil Fonksiyonlari)

Digim noktasi paremetresi Ci’ler cOziilerek yaklasik
¢ozim elde edilmektedir.

Bu c¢alismada AJirlikl:y Rezidéi Metodunu kullanarak
elde edilen fonksiyonele direkt varyasyon prensibini
uygulayarak, Ortotrop Ucgen Plak sonlu elemaninin davranis
denklemleri ve digim noktasi etki matrislerinin gikarilis:
B6ltém 3. *de detayli olarak anlatilmaktadir.

1.3. SONLU ELEMANLARLA ILGILI CALISMALARA TOPLU BiR BAKIS

Dizlemsel stirekli sistemleri Kafes kiris anolojisi
ile Sonlu elemanlara ayirarak hesaplama distincesi 1906

yilinda Wieghardt,K. {24] tarafindan ortaya atilmistar.

Daha sonra levha problemlerinde kafes sistem
gubuklarindan plak problemlerinde ise i1zgara sistem
gubuklarindan yararlanilarak hesap etme dislncesi 1941
yilinda Hrennikof,A. (251 tarafindan yayinlanmistar.

1943 yilinda Courant ,R. (261 varyasyon metodunu
kullanarak torsion problemini ficgen alt sonlu elemanlara
bélerek cézmiustir.



Ancak o yillardaki Elektronik hesap makinalarinin
yetersizli§i nedeniyle fazla gelismemistir.

1953 yilinda Levy,S. (27), yliz serbestlik dereceli
bir levha problemini Sonlu elemanlar ydntemi ile digital
komplitiirle c6zmistir.

Daha sonra Turner, Clough, Argyris ve Zienkiewicz ‘in
{esl, (291, [301,[(311] calismalary yéntemin gelismesine

yol agmstar.

Sonlu elemanlar y&nteminin kullanilisi Elektronik
Hesap Makinelerinin kapasitelerinin ve hizlarinin artisina

parelel olarak gsofalmstar.

Baslangicta dizlemi icinde dis etkiler altinda
bulunan levha sistemlerin hesabi ic¢in sirasiyla :Sekiz
serbestlik dereceli dikdértgen elemanla, Alti serbestlik
dereceli {licgen sonlu eleman gelistirilmistir.

Bu problemin ¢&zimii daha sonra Sonlu elemanin
serbestlik derecesinde ve secilmis deplasman
fonksiyonlarinda farkliliklari bulunan ¢ok sayida yayin
birbirini izlemistir.

Plak sistemlerine Sonlu Elemanlar metodunun

uygulanmasy ile ilgili calismalara baktiimizda ;

Diizlemine dik dis etkiler altindaki ince plak sonlu
eleman deplasman metotlarinda, DiGJiim noktalarindaki ug
deplasmanlar: olarak ditzlemi igindeki deplasman
bilesenleri ile her iki koordinat eksenine g&re tlirevi
olan dénme bilesenlerininde goézéntline alinmasa

gerekmektedir,



Geometrik uygunluk sartlarinin saglanabilmesi i¢in
disey deplasmanin yaninda dénme bilesenlerinin
slirekliliinin saglanmasi, Plak sonlu elemanlarda uygun

deplasman fonksiyonlarinin secimini gliglestirmektedir.

Dikdértgen plak sonlu elemanlarla ilgili ilk
calismada (321 her digtm noktasinda plak dizlemine dik
deplasman bileseni ile ddnme bilesenlerinden olusan toplam
oniki serbestlik dereceli elemani geligtirilmistir.

Bu elemanda ayritlar boyunca komsu elemanlar arasinda
ayrita dik dénme bileseninin silirekliliinin sajlanamamasi

bir sakinca olmaktadir.

Bu sakincayi 6nlemek icin [33] ’de her iki dofJrultuda
tam tigtincti derece polinomlarin carpimlarindan olusan bir
deplasman ylizeyinden hareket ederek bir sonlu eleman
gelistirilmistir. Bu durumda dié§iim noktalarinin burulma
efjiriligi’de ilave u¢ deplasman paremetresi olarak segilip
eleman serbestlik derecesinin onalti’ya cikarilmasa

zorunlu olmaktadar.

Klasik ficgensel plak sonlu elemanlar’da ise ayratlar
boyunca uygunluk sartlarinin saflanmasi ancak elemanin

serbestlik derecesini arttirarak mimkiin olmaktadar.

Bu sartlarin tam olarak saglanmasi zorunluludu
bulunmadiindan farkli serbestlik dereceli ve defisik
deplasman fonksiyonlarindan hareket edilerek gelistirilen
ticgen elemanlar c¢esitli yayinlarda Snerilmistir.
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Bunlar arasinda bu seklin tabii koordinati
sayilabilecek alan koordinatlari: cinsinden deplasman
fonksiyonlary segilerek yapilan g¢alismalar iyi sonug

vermektedir.

Klasik t{icgensel plak sonlu elemanlarda ayritlar
boyunca uygunluk sartlarinin tam olarak saglanmasi igin
serbestlik derecesinin enaz onsekiz olmasi her digim

- - e re 24

noktasinda w w w ) w w bilinmeyen
x Yy xx Yy xy

olarak alinmasi [33]' den bilinmektedir.

Bu tiar elemanlar ayraitlar boyunca stirekliligi

saflarlar ve yakinsama hizlari yiiksektir.

Daha sonraki calismalarda Kuyucular,A. (34)] eleman
kenar ortalarindaki normal dogrul tudaki egimide ug
parametresi alarak yirmi bir parametreli elemanla oldukga

iyi sonuglar elde etmistir.

Literattirde Mi xed Sonlu Eleman alarak plak
sistemlerin ¢8ziimli olduk¢a yenidir.

Yeni fonksiyoneller kullanarak digim noktalarindaki
w , Mx, My, Mxy, Myx momentlerini bafimsiz deisken olarak
alan ve ilicgen plak sonlu elemanlara Yalcin AkSz [3] [4] de
uygulayarak yeni bir Mixed Sonlu Eleman formiilasyonu
gelistirmislerdir.

Mixed elemanlarin Kkullanilmasi ile Sonlu Eleman
deplasman metodlarindan farkl: olarak momentler direkt
olarak biyik bir dofrulukla bulunabilmektedir.



BOLUM 2

ORTOTROP PLAK TEORISI VE PLAK DENKLEMLERI

Plak x, y. 2 koordinat dizleminde tasvir edilecektir. Bu
koordinat eksenlerinden x ve y eksenleri plak orta

diizleminde olup, plak anizotropisinin asal do@rultularina
paraleldir.

Sekil 2.1.- Plak Ic¢ Kuvvetleri Gdsterilimi



2.1.

ie

KABULLER

Baslica kabuller sirasiyla;

1) Malzeme Lineer, Homojen ve Ortogonal Anizotropi

mevcuttur.

2) Sekil degistirmeler kiiciikttr. Stper pozisyon
gecerlidir.

3) Orta ylizey deformasyondan sonra dtizlem
kalmaktadar.

4) h plak kalinlig: plain diger boyutlari yaninda
ktctktir.

2.2. SEKIL DEGISTIRME BAGLANTILARI

My

My

Momentinden olusan 1/ e@riligi

Qy\ \3x
Sy

Sekil 2.2.- Plak Egriliklerinin Tarifi

M/ (EI )x 2.1)

X

Momentinden oclusan 1-/p egriligi =-px.Mx/(EI)x 2.2)

x

Momentinden clusan 10 egriligi = My/(EI )y 2.3

Y

Momentinden clusan 1-/p egriligi =—yy.My/(£I)y (2.4)
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Sekil 2.3.- Plak Egiminin Sistem Eksen Takiminda GoGsterimi

1/p, = M/(EDx = . My/(ED)y 2.5)
15, = My/(EDy = p. Mo/ (EDx (2.6)
1/p, = - 8/8x . (Bwrdx) = - 8uZ ax° 2.7
1/p, = - 8/8y .(duwdy) = - o ray© (2.8)
1/p, = = 8/0x .(OwBy) = - 0w /3% By (2.9)
X +dx o
7

lyz

Sekil 2.4.~- Plak Gerilmelerinin Tarifi

Plak orta dizlemi o, X,Y ile cakisik olsun
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Z derinliginde bir noktanin deplasmanlara

.
»

wz =w ;u2=—z.6w/6x : z=— Z. dw oy (2.10)
Yo
N
z

S

Sekil 2.8.- Plak Deplasmanlara

Deformasyonlar ;
2 2
£, = auz s Ox == zZ, O wrdx (2.11)
2 2
ey = avz s Oy == zZ. @ wdy (2.12)
Ty~ U, 7 O + OV s 0x =-2.2. Pwroxoy (2.13)

2.3. ELASTISITE BAGINTILARI VE KESIiT TESIiRLERi

= . 7¢1~ . . . e .
o, (E.z ~(1 H, py)) (1 - P, * py 1 py ) (2.14)
o, ==(E.z <1~ y.u ). (8% roxE + py.aaw /%) (2.14.a)
<:v’r = (E.z /(1- px.yy)). (1 - py + px. 1 - P, ) (2.158)

o =-(E.z ~(1- yx.yy)). (azw /Oyz + K- 62«: /ax2> (2.18.a)

- . = - 2

Tov™ G . :xy 2.6.z2 . 0w / axdy (2.16)
_ - 2

T~ G . ryx = -2.6.z . 3w/ dydx (2.17)



~-h-2
o
®
+h 2
M
x
-h-2
o .
b4
+h 2
M
y
-h/2
T
Xy
+h/2
M = - 2,
Xy
-hr2
T
VX
+h/2
Myx = - 2.

Y My

z . dz . dy =

z . dz ., dx =

18

M . dy

X

2 2 2 2
=—[(EI) <b . (l-p . p 1. (8 wdx" + p . 0%wdy™)

M . dx

Yy

e ] a2

e
=={( b . (1-u . 31. (8w + @ W)
{ EI)y by ( H, yy ay H, g

Xy

. ( &°w -~ oxay )

G.C3 /b ). ¢ 8% - axdy )
P
| x x.am
0 W/' Va " \M 8‘j_x
y) \ N Agj}
qQx x
RIS e
z dx kz

Sekil 2.6.- Plak Elemanin Dengesi

SRE

(2.22) Denklemi

o zz=o

kendiliginden saglanair.

(z2.18)

(2.18.a)

(2.19)

(2.19.ay

(.20

(2.20.a)

2.21)

(2.21.a)

(2.22)
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X ve Y eksenindeki moment ve Z eksenindeki diisey
denge denklemleri yazilirsa

ihmal
OMx Myx 1 oqx
ZM = ———— dxdy + —-—-——- dydx - qxdydx = ===, (-——=)dxdxdy
x ax ay 2 ax
= O (2.23)
OMx IMyx
M 2 0 8 @ ————— + - = q (2.24)
x ax a2y x
My MMxy
M =0 = ————- 4+ e = g (2.258)
y Sy ax y
hx *Iy
zz 2 Q =  em——— +----+(P-kz.w) (2.26)
o Oy
M M M M
x X y Ky
_______ + + * + (P -k _.w) (2.27)
2 2 ‘
2% oy ox oy ox oy
0‘:» O‘w 04&0
AW = K. ————-- +K . ————o + (K + K ) ———————v = (P-K_.w )
x4 Yo o4 o 2,2 :
ox ay ax“ay

(2.28)

Genel halde Ortotrop plak differansiyel denklemi
(2.28) ®* de verilmektedir.
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Burada ;

Kx = (EI)x Ve bx.( 1—px.yy ) (2.29)
= (EI) v~ O 1-u, .

Ky y by ( ux yy ) 2.30)

ny =2 G .( Jbi/ bx ) (2.31)

= a. . s .
ny 2. G . (¢ be by p) (2.32)
p&,yy = Plak x ve y yoniindeki poission oranim
q = 2 ekseni doJrultusundaki dis yilikleri
w = z ekseni doJrultusundaki yerdefistirmeleri

Kx.l(y = Plak x ve y y&nil e§ilme rijitligini

K LK = Plak x ve y yon{ burulma rijitligini

Yx xy

E,G = Plak malzemesinin Elastisite ve Kayma modiiltini
géstermektedir.

2.3. SINIR SARTLARI

Sinir Kosullary ic¢cin Dinamik ve Geometrik sainar
kosullari gézénitine alinmistair.

T = ?o DINAMIK SINIR KOSULU
M=M " - - 2.33)
W= o GEOMETRIK SINIR KOSULU

w = w L] L L] L]



BOLUM 3.
SONLU ELEMANLAR METODUNUN
ORTOTROP PLAK SISTEMLERINE UYGULANMASI

3.1. METODUN ESASI

r=r, +r, +7r

Sekil 3.1.- Siirekli Ortam Parcasi

Stirekli bir sistemi problemin Xarakterine uygun
sadece belirli noktalarda birbirine irtibatla *Sonlu

Elemanlar ‘a ayirarak incelemek, Bilgisayar
teknolojisindeki hizla gelisime parelel olarak
artmaktadar.

Bu yontemde Q varlik bolgesinde tanimly sistem

sinir sartlari ve sekle uygun Sonlu elemanlara ayrilar,

Sistemi olusturan her bir elemanin “Eleman Davranis
Denklemleri” herhangi bir ydntemle (Varyasyon,Virttel 1s
vb.) elde edilir. Daha sonra ;

Sistemin tamamini iceren "Sistem Davranis
Denklemleri®, Eleman davranis denklemlerinden
faydalanilarak ve sinir sartlari ilave edilerek kurulur.
ve sonucta sistemin diégim noktas: parametresi kadar
bilinmeyeni olan cebirsel denklem takiminin c¢o6ziminden

bilinmeyen olarak segilen parametreler hesaplanir.
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Sonlu Elemanlar Deplasman metotlarindan farkli olarak
Mixed Sonlu Elemanlar®da dégim noktasa: paremetreleri

oclarak deplasmanlar ve i¢ kuvvetler birlikte alinmaktadar.

Yukarida aciklandiga gibi “SONLU ELEMANLAR™

metodunda iki asama vardir. Bunlar sirasiyla ;

a.) ELEMAN ANAL1ZI
b.) SISTEM ANALIZI dir.

3.1.1. ELEMAN ANALIZI [35)
Calismada kullandiimz bir varyasyon prensibinden
hareketle Sconlu Eleman analizinin cikarilmasindan &zet

halinde bahsedilecektir. [351]

Difeferansiyel denklem sisteminin bir [ fonksiyoneli
asagidaki gibi elde edilebiliyorsa ;

N du du du
Nu) = ﬂ‘r Uy ====, | ===y | ===, X , ¥ , 2 ) dQ +
Q ax 3y oz
dudu du
+ ffsCu - . -, ., x, ¥y, 2)dl (3.1)
r ax Oy 9oz

Bu fonksiyonel igersinde bilinmeyen olarak U.(x,y)
alan defiskeni olsun. Burada U.(x,y) cOzlim ise
r
~
U= U= 2 N, (x,y) . C
i=1
3.2 esitligini safliyan keyfi olarak secilen U;(x,y)
alan defiiskeni ¢bzim demektir.

i (3.2)
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Burada ;
Ni(x.y) = Keyfi olarak se¢ilen fonksiyon
Ci = Eleman di#gim noktasi paremetreleri
r = Eleman digim noktasi paremetresi sayis:i
Ue = Elemanin gercek alan deiskeni
Ue = Elemanin yaklasik alan deiskeni
o (u) = Hakiki Fonksiyonel

n = Yaklasik Fonksiyonel

o
"

Varlik bélgesinde tanimla

r

Belirtilen sinirda tanimli

n (Ue) = (ﬁe) ise yaklasik coziim elde ediliyor demektir.
3.1 denklemindeki [ fonksiyocnelinde 3.2 denkleminde

secilen yaklasik alan degiskeni konursa [1 fonksiyoneli

bilinmeyen di§iim noktasi paremetreleri cinsinden asagidaki

gibi yazilar.

nw ) =ml ) =N ¢c,.C.., ,C ) (3.3)
e e 1" 2 r

Eger 3.3 ifadesi ¢&éziim ise bunun varyasyonu ‘da
si1fir olmaladar,

& n <ﬁe)= 0 (3.4)
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3.4 ifadesinin sifir clmasy demek 3.5 ifadelerinin
sifir olmasi demektir.

a N
———————— =o
a C1
a n<u )
———————— =°
o C2
andu >
________ =°
o Ca (3.5
g N
e
———————— =°
acC
r

Boylece eleman didm noktasi paremetresi Kkadar
lineer cebirsel denklem takimi elde edilir. 3.5

denkleminin timiine “ELEMAN DAVRANIS DENKLEMLERI" ad:
verilir.

3.1 denkleminde Eleman sinirlarindaki geometrik ve
dinamik sipir sartlari‘*da gézdniine alindidi icin 3.5 ‘’de
elde edilen eleman davranis denklemleri Geometrik ve

Dinamik sinir sartlariniy direkt olarak icermektedir.

B&lim 4. *de Ortotrop Uggen Plak Mixed Sonlu Elemanin
davranis denklemlerinin cikarilisa detayla olarak
verilmektedir.
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3.1.2. SISTEM ANALIZI 135)

Bl Gm 3.1.1 'de varyasyon prensibinden hareket

edilerek eleman analizi ile Cl' Ca, C:3 ""’Cr digtm
noktasy paremetreleri’nin nasi]l elde edilecedi Kisaca

anlatilmstar.

Simdi bitin sistemi g6zéniine alirsak

Sekil 2.2. - Sonlu Eleman Ag:

Bir elemanan alan dejiskeni Uo ise bilitin sistemin
alan dediskeni U asadadaki gibi elde edilir.

n m r
~ ~ [ ] {_ ]
i "2 0, 2 [ 2 i NY ] (3.6)
e=1 esl i=1
Burada

m = Sistemdeki Eleman Sayisi
r = Diglm Noktasi Paremetre Sayisa
n = Sistemdeki Toplam Paremetre Sayisi

Buna g6re tim sistemin alan deJiskeni U sbyle
yazilabilir.

n
U, = 2 u, 3.7
e=1
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3.7 denklemi tim sistemin yaklasik c¢oSziminit ifade
etmektedir. Buna gére 3.7 denklemi 3.3 de yerine
konursa sistemin fonksiyoneli su hale gelir.

ﬂ(Us) = n(Us) = I (Cl.Ca. .Cn) (3.8

Btylece 3.4 ifadesi sistemde uygulanirsa

.
14

a )
________ = 0
8 c,
a ncd D
S

———————— = O
ac,
amf:'s> (3.9)
———————— =1 o
ocC,
a v
———————— - 0
@ C

n

Sistem dUgtim noktas: paremetresi kadar lineer
cebirsel denklem takima elde edilir.

3.9 denklemlerinin timiine “SISTEM DAVRANIS
DENKLEMLERI " adi verilmektedir.
3.9 denklemlerinde Geometrik ve Dinamik sanair
sartlari otomatik olarak gerekmektedir.

Sistem davranis denklemleri 3.9 ‘un c¢oHzimiinden
bilinmeyen olarak digtim noktas: paremetreleri tayin

edilerek, tim sistemde aranan dederler elde edilmektedir.
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3.2. PLAK FONKSIYONELININ BULUNMASI]

Eleman davranis denklemlerinin elde edilmesinde
varyasyon prensibinden hareXet edebi lmek igin Plak
Differansiyel denklem sisteminin 1 fonksiyonelinin elde
edilmesinde kullanilan [8] ve [3),[4]] ’"de verilen enerji
fonksiyonellerinden kisaca bahsedilecektir,

3.2.1. AGIRLIKLI REZIDU METODUNU BIR YARYASYON PRENSIBINE
DONUSTUREREK FONKSIYONELIN ELDE EDILMES] [5)

[S] ’'de verilen Lineer Self-Adjoint Differansiyel
denklem sistemlerinde eleman differansiyel denklemini
sinir sartlarinida igereceX sekilde yazarak Afarlaikla
Rezidii Metodunun uygulanmasi halinde yeni differansiyel
denklem sistemi su halde olmaktadar.

4 Lb J.(ub) - '(fb) = 0 (3.100

[Lb] = Differansiyel denklem sisteminin sinir sartlara

ile birlikte icerdifyi operatdr matris (rxt?» . (rxt)
[L} = Differansiyel denklem sistemi operatér matris (rxr)
[Bl = Sinir sartlari operatdér matrisi {(txt)

(ub}= DUgtim noktasi paremetreleri ile sinir sartlariny

iceren kolon matris (1 x (r+t))

{fb} = Differansiyel denklem sistemi etki matrisi ile

sinir etki matrisi (1 x (r+t))
{f)> = Tim blinyede tanimli etki matrisi (1 x r )

{R)» = Sinirda tanimli etki matrisi (1 x t )



es

{f) = Tum blinyede tanimli etki matrisi (1 x r )

{R>» = Sanirda tanimli etki matrisi (1 x t )

3,10 denklemi matris formunda asagidaki gibi olmaktadar.

. - - yA e 8-
L o] U f
i » - = 0 (3.11)
e )]
s txt o L~ 7 L~ "
(L3 U » o)

3.11 denkleminin agik halde yazilmasa halinde

r
p--QQoo'Lz

"z.z"‘z.z T

L .....,l..z

L .
24’ 2,2 o

Ll = ” , T s e (3.12>

(1) . -
P s v s s s e

L .L .ov.---p‘-‘

L r,4 r,e Tr
(0.0 ,euunnn. .0, 1
1
[(B] = 0 1 o €3.13)
1 0
1 , 0
L .




26

¢t ft
{U)= - {f¥y= 4 - (3.14)
¢r ixr fr ixr
S R
1 1
{S)= v {R>= - (3.18)
St ixt Rt 1xt
- ] B T Ff .
Lz"'loz'z' L) 0 I z’r ¢’ 1
R AR ¢z fz
= » - » s 8 ® 0 » = 0 . -
» " , « o0 a0 o - . - -] =0
Lr" s Ry gt toreee s Lr,r. - f’_
o] o i Sa Ra
1 o e
: o]
4] _1 ! St ) _Rt__

seveseese. €3.16)

Afairlaikla Rezidl Metodunun Lineer Self-Adjoint
Differansiyel denklem sistemlerine uygulanarak ([8) ’de

elde edilen fonksiyonel 3.10 denklemi gézdniline alainarak
yazilairsa

1 =
n I {vb) R [Lb].{ub) (fb} } ds 0 3.12>
s

[T Fonksiyoneli 3.12 de verildigi gibi elde edilir.
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Burada ; Vb Sinirda ve varlik bdélgesinde secilen
keyfi fonksiyonlardar.

T
{ A } =LV Vs VoL VLV, LT Bl

ds = Varlik Boélgesinde df2
Belirtilen Sinirda drIr

Olarak alirsak {vb) keyfi fonksiyonu olarak {ub)
alan dediskenini kabul edersek

sn =jj <6u.>'.< (L J.<ud- (£ 3> ds =0 (3.14)
S

T T
&M = jj <Su_»". (L 3.<{u_} ds -j] <Su > Af > ds 0 (3.15)

S S
T
I = j] Cu > . € IL1.<u ) ) ds (3.16)
S
T
6172 = [f(éu »".¢ (L 1.<u }y ) ds (3.17)
S
1 T
S = ——— 81 - fj <8u > .{f )» ds= O (3.18)
2 B | ]

n= [I [ 172 .CudT. ¢ L 1.<u > > - {u »T.<f )]ds
B B B B B

S

(3.19)



28

Lineer Self-Adjoint Differansiyel denklem sistemleri
igin N fonksiyoneli 3.19 da elde edilmistir.

N * ye bir defa kismi integrasyon tatbik edilerek
bulunacak ﬂp fonksiyoneli 3.19 ifadesinin gevsetilmis
seklidir.

T »* T »*
ﬂp= I [ 12 .{u.).( tL.] .{u.) > {u.).{f.) ]ds 0

s

(3.20)

np Fonksiyoneli Sonlu Eleman Metodunda Bilhassa
Mi xed eleman teskilinde gok btytk kolaylaiklar
safjlamaktadair.

322 BIR POTANSIYELE SAHIP ENERJi FONKSIYONELLERI
YARDIMIYLA FONKSIYONELIN BULUNMASI (31,14]

Burada bir fizik probleminin differansiyel denklem
sistemi asadidaki gibi gdsterilmektedir.

{Q)Y=(Pl.{u) —~-<f » =0 (3.22)
Burada;
{ Q Y= 1x(r+t) Dboyutlarinda differansiyel denklem

sistemini matris

[ P 1= Differansiyel denklem sisteminin ve sinar
sartlarini birlikte iceren operatér matris (r+t)x{r+t)
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{ u » = Eleman f{izerinde ve sinirda gegerli olacak

sekilde segilen paremetrelerdir. 1x(r+t)

3
{ u >, ul} = U *nun icinde bulundugu uzayin
elemanlaradar.

Qoperatériine ait fonksiyoneli bulmak icin operatérin

potansiyel operatér clmasi gerekmektedir.

(P1.< U > = (o

3.23)
Lol *

[P}.<{ U > = {a8Q)

< 3Q)HIT.<uy = ¢ 3 ».<uw $3.24)

3.24 eo35itlifinin saflanmasi halinde <(Q) bir potansiyel
operatérdir.

{Q) Potansiyel operatérse buna ait ener ji
fonksiyoneli 3.25 ile bulunur.

Iw = f <Y, Cur dn (3.25)
Q

Bu ifade ile bulunan enerji fonksiyonelleri Sonlu
Eleman denklemini yazmak icin kullanilms Yalgin Ak&Sz (4]
deGenellestirilmis enerji fonksiyonellerini kullanarak

Ucgen plak sonlu elemany icin Mixed Sonlu Eleman
Formilasyonu'nu vermigstir,



BOLUM 4
UCGEN ORTOTROP PLAK SONLU ELEMANI
4.1. ORTOTROP PLAK FONKSIYONELININ ELDE EDILMESI

Bélim 3.2.1 de Kkisaca bahsedildigi gibi ([5]1 de
verilen varyasyon prensibinden yararlanilarak plak
fonksiyoneli elde edilmis, Elde edilen [M(u) fonksiyoneline

bir defa Kkismi integrasyon tathik edilerek np(u)
fonksiyoneli bulunmustur.

Sekil 2.1 de gbsterilen eksen takimi ve notasyonla
BSltim 2°'de &zet halinde verilen Kirchoff plak teorisi
denklemleri Ortotrop Plak icin asafida &zet halinde
verilmektedir.[11,(2]

x yx Xy
- + -t —————— + —m——— + (g -k .w)=0
ox® oy ox oy® oxdy
Fu Fw
Mer Ko [ oy ]+ at.K . 1+ p> =0
Ox oy
C4.1)
w &Lu
M+x.[ ----- + oy ————e ]+a.t.x.u+p>=o
2 y 2 ®
ay B%
P
Mxy* Kbx' [ -;;;;- ] =0
azw
M xby.[ —————— ] =0
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Sinir sartlari olarak Geometrik ve Dinamik sinir

kosullary birlikte ele alinmistir. Bunlar sirasiyla ;

- 1
I°= To Dinamik Sinir Kosulu H
_ ‘
M°= Mo Dinamik Sinir Kosulu :

> (4.2)
w;= ;; Geometrik Sinir Kosulu :
H
w°= ;; Geometrik Sinir Kosulu ~ i

Buradaki To' Mo’ wb, wb Plak cgevresindeki Kesme
kuvveti, Moment, Dénme ve yer deistirmedir. Sapkala

ifadeler ise sinirdaki deerlerdir.

Béltm 3.2.1 de (3.10) denklemiyle verilen Sinair
sartlarinida 1i¢ine alan Ortotrop plak differansiyel
denklemi matris formunda asafidaki gibi elde edilmektedir.

= 1 r o b
Lig Lip Lz Ly 4yg ©¢ 0 0 O % £y
Lyy L,b © © © 0 0 ©0 o ¢, £,
Lyy © Ly © © 0 0 0 0 ¢ £
L, © © L, O 0o o 0o o ¢, £,

¢ -— = o
Ly, © O 0 L 0 0 o o ¢ r
© o ©o o o0 o o0 o 1 s, R,
o 0o ©o o0 o0 o o 1 o s, R,
© o o o o o 1 .0 o S, R,
Lo o o o o 1 o o ol |s R,
[LB] (UB} (fB)
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4.3 denkleminin elemanlari BSlém 3.2 deki tariflerle

asagida verilmektedir.

o P
Lig = =%z 5 Lyp= T Lz = T
ax oy
Lyg= =~ Y s Lymhyy 3 ly T Lyg
axay Oy ox
(4.4)
Lag= 17K, 3 Lag= 17Ky 5 L= 1K i Lgg = 1K
o () el )
o oy oy ax
Secilen keyfi fonksiyon {u) °* nun ve «S) ’in
anlamlari asafjaida verilmektedir.
¢1= w =wa.Ni(x,y) =W, .N1<x.y) + W, .N2<x.y) + wy .Na(x.y)
¢2= Mx=Mx.Ni(x.y) =Mx .N1(x,y) + Mx .Na(x,y) + Mx .Na(x,y)
i i 2 3
=M =M .N (x,y) =M .N_(x,y) + M . N_(x,y) + M .N_(x,y)
3= My=M, Ny Oy y, 1Y v, 2 Y yg 3 Y
¢4=Mxy=Mxy.Ni(x,y)=Mxy.N1(x,y) + Mxy.Na(x.y) + Mxy'NS(x’y)
i 1 2 3
¢5=Myx=MYx;Ni(x'y)=MyXiN1(x’y) + Myxéﬂa(x.y) + Myxé”3(x’y)

(4.5)
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dﬂ
"
08'
"
r—
°€
€
e

(4.6)

n
W
]
OZ
]
| e |
OZ
OZ
z
OZ
<
X
u

Ayni sekilde <(f) ve {R> matrisi su sekilde
verilmektedir.

f1= - q (Dlzglin Yayilai YUk F.L-a)

fa= -a . t. Kx. C 1+ py ). 1/hx

(4.7)
fa=-a.t. K. Cl+pu ) 1m
f4= fs = 0
Rl= To = [ To ’To ]
x Uy
Ra= Mo = M6 'MB 'MB ’Mb ]
x y Xy yX
(4.8)
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Burada ;
a = Isi1 Genlesme Katsayisa
t = Plak tistii ile alt: arasindaki 1si1i fark:
hx'h = X ve Y yénii plak kalinliga
k_ = Elastik Zemin Yatak Katsayisi (F.L™>)

w = Eleman Dugim Noktasi Diusey Deplasmani

M = Eleman Ditm Noktasi M* Momenti
M = Eleman Digim Noktasi My Momenti

M = Eleman Duim Noktasi M Momenti
Xy xy

M = Eleman Digim Noktasi M Momenti
Yxi yx

N, (x,y)= Secilen Interpolasyon Fonksiyonu

Bélim 3 ‘de 3.19 denklemi ile verilen plak
fonksiyonelinde 4.3 de verilen parametreler kullanilarak
islemler yapilirsa plak fonksiyoneli asagidaki gibi
yazilir,

ey = J] 172 .{u }T.<fL 1.<u }} ds - j] <u »T.<f rds
| ] B B8 B8 ]

s s 4.9
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n
{U}={U}= Z ¢1'Ni(x’y’ (4.9.a)
i=1

ds = Varlik Bélgesinde dQ
Belirtilen Sainarda drI’

nceay = ” 12 { [Lil.¢1+L12.¢2+L13.¢3+L14.¢4+L15.¢s] . @yt
(o)
+ [L.21 Py + Lo ‘¢a] . b+ [le @yt Laa -2y ] . #gt

*[Lu P Tl % ] ¥4 "[Lsz ‘#y* Lgg "’5] '4’5} dQ +

+f 1/2.{ [sé.sil]f [Ss'sa]r* [Sa's:a]r* [sl.s,'] }dr

1 1 2 Fa

SN TRN TN TN S
s {en] For] + o] - Fun] Jor s

Ty Ty Fa Fa

Burada késeld parentezler b&lgede ig ¢carpim
gbsterirler.

F1= Dinamik Sinir Kosulu BSlgesinde Gecerli

Fa= Geometrik Sinir Kosulu B8lgesinde Gecerli
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(4.9.b) ’de verilen fonksiyonelde 4.4,....,4.8 ile
verilen paremetreler kullanilarak Md{ud fonksiyoneli
asagidaki gibi elde edilmektedir.

oM oM M M
x ¥yX y Xy
naa =[1/2 —————— + ————— + ————— + - -k w]'w] +
ax® 8y ox ay® axay
Bzw Oaw
+[1/a N [———;— + . —--;—] ] . M ] +
ox oy
P Fw
+ . /K + § ———— + o T . M +
e (w2 « ([ ue)) %]
oy ax
P
+fie . [M A+ [ —————— ] ) Y ] +
[ Xy bx oxdy Xy
Pou

+[1/a. My, Kpy * [—;;—;;—] ],Myx ] +

[ gqwl +I( (a.t.(l-my)).Mx ] + 1 (a.t.(l-nux)).uy ]l +

14 t4

+ 12 .1 To,wo ]l..1+1/2.[ Mo,w°]1+1/2.[ Wy Ja-'-

+1,2 L w,T 1. - [ w,T 3. -0 w,M 1o -
ool"‘8 oo!‘8 o © 2

- (M, w1 —tro.ESJ (4.10)



37

(4.10) *da bulunan plak fonksiyonelinin son sekiz
terimi elemaninin belirtilen sainirlarinda gegerli olan
Sinir Kosullaryi ile ilgili terimlerdir.

Sapkali ifadeler sinirda verilen keyfi deerlerdir.
To’ Mo’ wa’. W, elemanin sinirlarindaki kesit tesirleri
dénme ve bilinen yerde3istirme bilesenidir,.

Dinamik ve geometrik sinir Kkosullari elemanin ayni
noktasinda gecerli oldugu kabfilt yapilirsa r = I

1 2
yazilabilir., Bu durumda 4.10 denklemi su hale gelir.

OzMx azuyx dgMy azMxy
ma‘)=[1/a. —————— Y0+ —m———— PR S PP — P
ax® ayox ay® axay
-k, », ] ] +
Z
oo o
+ [1/2 . [Mx.Mx (1K ) + ---—;—,Mx + u .----; oM ] ] +
ay
an Oaw
+ 7e . M’M (17K ) 4 ———— ,H + o ’M +
[1 [ vy y > Ty Mg y ]]
oy ax
ogw
"‘[1/E . [Mxy'uxy' (1K, ) + [-;;;;-'Mxy ] ] +

f gwl +I (a.t.(1+py)).Mx ] +1 (a.t.(1+px)).My ] +

-7, w ]r -IM , o 1 (4.11)
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4.11 denkleminde g&értlddgti gibi TMN(u) fonksiyonelinde
en ytiksek 4dikinci mertebeden térevler wvardar. Mcud
fonksiyoneline bir defa kismi integrasyon uygulanarak
ﬁp(u) fonksiyoneli bulunmaktadir. Bu fonksiyonel I(u)
fonksiyonelinin gevsetilmis seklidir.

np(u) fonksiyoneli ig¢inde en ytiksek birinci mertebe
tirevlieri vardar.

tki degiskenli fonksiyonda Kkismi integrasyon “GREEN
BAGINTISI™ ile verilmektedir. [19]

ay ag
J]b.—-—~dxdy=—]];;;—.w dxdy+§ $.y.n_.dr

a Q r
oy ¢

JJ#. ————dxdy=-[[--—-.y dxdy+§ ¢.y. n,.dr
a ¥ a ¥ r

o op oy oy
[f#. ¢-=——¢——-3rdxdy=-[f----. ———- dxdy+$ ¢. —---.n_.dr
a ax & q & & - ax

o oy op oy oy
Jfe. (-——=c———-)1dxdy=- Jf-——. -~ dxdy+§ ¢.~——-.n_.dr
o o oy o o o N

8 oy a¢ oy ay
Jfe. (-=—=(-——-)1dxdy=- Jf-—— - dxdy+§ ¢. ——-.n_.dr
Q 9 oy a % 9 r & 7

2 oy a9 oy
Jf#. (-=——C——=)rdxdy=- [f-—--. ——-- dxdy+$ ¢. ——~-.n_.dI
Q ox a ¥ o r

Burada ; ¢(x.y),w(x,y) iki de§iskenli fonksiyon
olarak tanimlanmaktadair.
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4.10 denklemine kismi integrasyon uygulanarak elde
edilen np(u) fonksiyoneli asaidaki gibi yazilar.

1 1 oMx dw 1 AMyx aw
N_(f)= = === .K_.@.® = ~=—, ===, === = —mm oo meeo -~
P 2 2 9x 8x 2 3y ax
1 aMy dw 1 OMxy aw 1 1
e e e e e ———— + ~——= M. M, -+
2 oy oy 2 % ay 2 * X X,
1 8w Mx 1 ow IMx 1 1
e e e = e m———— ,———— 4+ == M .M == &
2 ox ox 2 Y oy dy 2 K,
1 e My 1 aw My 1 1
e il Wl o + ——.M .M -+
2 oy oy 2 &x &% 2 X ¥ Ky,
1 dw Mxy 1 F. Myx
- - . - . Y + q “ +
2 o8y ox 2 ax 3y
1 1 1 ; Mx L
+a. t. (L4 ), ————. M +a. t.Q+p ), -~ M+ ——= w, ————.n_.dr
Y h ¥ * np Y 2 ox =
x v r
1 oMy x 2’ 1 My 23 My 0
+-—— w. —-——- o .dl +-——f . ————- .n_.dl" +——-@& w. ----.n_.dr
2 - 8% 2 - &% 2 ay
. . s> ; o0 6> ; . 7
4———@fM .———-.n . dlFr+=——Ff M. ————.p .n_.dl'+——@F M . ———.n_.dI"
% x % Yy v v y
2 . % 2 T ay R ay
1 2w ® 0w D o 10D
4———@M . —===, p .n_.dr+——- R — dr+-—— ——=.n_.dr
2 Y ax Har Px 2 Y ax " 4‘”" Py d
r r
1 1 . 1 . 1
+ ——=IT_,w I+ -==[M_,0 ) + -l _,M I + -—-le_,T)
2 o oI 2 o' oI 2 o’ o'z 2 Iz
- [To'wblrz - (Mo,wblrz - [wb’MoJ - lw » T ]F (4.12>
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4.12 denkleminde (1),(2),(3),(4) ile gdsterilen terimler

kesme Kkuvvetinin tim sinirda yapti§i isi géstermektedir.

OMx My x My OMxy
= {({(——— + ———-).nx + (———= # ———— ).ny}.w ]

ax ay ay ax

{ T,w 1

r r

(4.13)
4.12 denkleminde (5),(6),(7),(8),(9),(10) ile gésterilen

terimler momentin tUm sainirda yaptaigy is olarak ifade
edilmektedir.

Ct Mw ], = [ (M , (== .n 4 === 'n )1+
r x ax ay
(5 o
LM , (== .n 4+ ~——— n Y14+
y oy ax x
w aw
[ Mxy ,(-;;—).ny] + [ Myx .(-;;~).nx] ] (4.14)
r
Kisaca;
1 1 1
(1)»,(23,(3),(4)°tin anlam -——IT.Q]r= ----—lt'l’,:»»lll..‘-%-----li‘l',m]l..,z
e a 2
(4.1%5)
1 » 1 » 1 »
2 2 e
(4.16)
r = F1 + Fa (4.17)

I° = Tim sanirda gegerli

gl
n

1 Dinamik sinir kosulunun belirlendigi yerde gecerli

g
i

> Geometrik sinir kosulunun belirlendigi yerde gecerli



41

4.12 denklemindeki To =T 3 Mo =M ; w, = w;
kabtili yapirlarak gerekli Kkisaltmalar yapildiktan sonra

W = w
o

4.10 denklemine kismi integrasyon uygulandiktan sonra elde
edilen np<§> fonksiyoneli asagidaki gibi yazilair.

1 1 Mx dw 1 Myx Bw
0 (G)= = === K . @@ = ——=, ——=—, —mm= = ——— —mm—mm | e -
2 2 ax ox 2 3y ax
1 My ow 1 Mxy ow 1 1
T . ——— + — M. M,—— +
2 oy oy 2 ax oy 2 * * X
1 dw M 1 aw M 1 1
- —-—. _-——' e e --—. ” . + ---l M . M * S ——— +
2 ox o 2 Y oy oy 2 X,
1 dw My 1 . My 1 1
— — r——— e~ - --—0 “x ----- o Tm——— + _-—l Mx - M . ————— *
2 oy oy 2 ax % 2 v X K,
1 dw Mxy 1 ow Myx
- | m——— e e ) mm— + q.w +
2 o9y o 2 % 3y
1 1
+a.t,(1+py).—--.M; +a.t.(1*ux).-——.M9 +
h h
3 y
+ [To’“b]r{’ tMB'wb]Fi + t(wb_wb)’ToJFz + [(wb—wo)’MB]Fz

4.18)
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(4.18) denklemi ile verilen plak fonksiyonelinde

bilinmeyen digtm noktasa paremetreleri olarak
w =W .Ni(x.y)
Mx =M i.Ni(x,y)
M =M .N((x,y) 4.19)
y ~ y Y

X
i
k4
=
=
~
X
<
o

4.19 denkleminde gdrildigtt gibi her bir diftm
noktasinda bes bilinmeyen gflriélmektedir.

Birbirinden baimsiz olarak se¢ilen o,M .M .M M
x 'y’ xy' yx

gibi bes bilinmeyenin tUcgen plak sonlu elemani ig¢inde
dofrusal de§istigini kabul ederek birinci dereceden
polinom N‘(x.y) interpolasyon fonksiyonu olarak
secilmistir.

Interpolasyon fonksiyonunun elde edilisi b&ltm 4.2 de
verilmektedir.
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4.2. INTERPOLASYON FONKSIYONLARININ BULUNMASI

Fonksiyonelde digim noktasy paremetreleri olarak

secilen w , M » M, M » M (4.8) denkleminde
X Yy Xy yX

Ni(x.y) sekil fonksiyonlarina bagla olarak yazilmslardar. '

Eleman icinde segilecek interpolasyon
fonksiyonlarinintamlik ve uygunluk sartlarini salamasa:

gerektigi bilinmektedir. (201,(361,037),1381,[39]

w1
Mx1

My
3 Mxy1
Myx 1

w2
2 My2

kz Mxyz
Myx2

Sekil 4.1.- Ucgen Sonlu Eleman Eksen Takim
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Her d&gim noktasinda bes bilinmeyeninde 4.18 deki

plak fonksiyonelinde encok birinci trevleri
bulunmaktadar.

Bu nedenle secilen birinci dereceden polinom tamlik

ve uygunluk sartlarini saglarlar. [(20),(36]1,(37]1,[38),[39)

Integral icindeki parmetrelerin fonksiyonelde sadece
birinci tirevleri bul undugundan eleman igindeki
W, GO ..., Mk, MSOX ... Myx,.. . OMyxsBy *in
cesitli mertebeden ttirevleri sabit bir defier olarak elde
edilebilmektedir. Buradan gbérlduajga gibi secgilen
interpolasyon fonksiyonu eleman sinirinda strekliligi
sajlamaktadar.

Secilen dogrusal interpolasyon fonksiyonu eleman
kGclildijtinde kesin sonuclara yaklasmaktadar.

Ni(x.y) =ag+ az.x +a3.Y (INTERPOLASYON FONKSIYONU) (4.20)

Bilinmeyenlerin i késesinde aldifjy deferler 4.5
denklemlerin’den faydalanilarak yazilirsa

¢1= w =Q1.N1(x,y)= wy .Nl(x.y) +tw, .Na(x.y) +owy .stgﬁy)

¢o= Mngxiﬂi(x.y)ﬂ "xl‘"1"‘"’ + an. No(x.y) + M"s' Ny(x,y)

¢3= My=My.N1(x,y)= My .Ni(x.y) + My .Na(x,y) + &y .N3(x,y)
i 1 a 3
¢4=Mxy=M*y;N1(x.y)= M*yiﬂl(x.y) + M*yéna(x.y) +MxyéN3(x,y)

¢S=Myx M .Ni(x,y)B M}x‘“

= b 1(x,y) + Myx.Na(x.y) +Myx.N3(x.y)

i 1 e 3 T 4.5)
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Burada ;
¢1(x,y),.¢3(x.y>.,¢s(x.y); Diigtim noktasi paremetresi
olarak se¢ilen lineer fonksiyon
wl...,w e e s Mxl,..,Myxa; S6z konusu ¢@{x,y)’nin

(i)'inci ké6sesindeki (digéim noktasinda) deJeri yani
¢(xi,yi)

Ni(x.y) Cetsasasssennsd cgenin (i) késesinde 1
dederini ve diger iki ké&sede (0) deJerini alan sekil
fonksiyonudur.

© ®
¢‘:l
O ®
4 %1 @
$ =1 ¢, =0
¢,=0 ¢,=0
¢3=0 $y=1

Sekil 4.2.- Sekil Fonksiyconlarinin Gésterilimi

4.20 Dogrusal interpolasyon fonksiyonu denkleminin
¢bzimlinden t¢gen seklin diégtm noktasa koordinatlara
cinsinden sekil fonksiyonu asafida verilmektedir.

Ni(x'y) =1/2A. [ (x 3+ (ya-y3).x+(x -x,).Y]

2¥3 3%z 3 %2
Ni(x.y)= Na(x.yiJ=1/2A.((xayi—x1y3)+ (ys-yl).x+(x1—x3).Y]
Ns(x,y) =1/2A.t(x1ya-xay1)+ (yl-ya).x+(xa—x1).YJ

4.21)
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4.3. ELEMAN DAVRANIS DENXLEMLERININ ELDE EDILMESI

Eleman davranis denklemlerinin bulunusu B3lim 3.1.1
de anlatildiga gibi elde edilen np(u)(4.18)

fonksiyonelinde (4.8) ve (4.21) ifadeleri yerlerine
konulursa

ﬂp ) fonksiyoneli eleman dagim noktasi

paremetreleri cinsinden asagidaki gibi yazilar.

np(u’ﬁn(b)l. - somi‘ .an,MYi. .M‘l’s.ml. -MXY .MYxl. .H\'xs)‘=°

“4.22)

4.22 ifadesi ¢bzim ise bunun varyasyonuda safar
olmaladar.

ﬂb(ﬁ) fonksiyonelinde 4.18 ve 4.21 ifadeleri yerine
konarak elde edilen 4.22 ifadesinde bu ifadeler ekstremum
olacak sekilde bilinmeyenlerin nodal deferleri olan

wl.mi.uyi.myi.uyul * lere gbre tlrevleri alinarak sifira

esitlenirse
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———————— =° 1 813293

4.23)

Bbylece eleman difjtm noktasi paremetresi kadar eleman
davranis denklemleri elde edilmigtir.

4.18 de elde edilen fonksiyonelde 4.8 ve 4.21
ifadeleri yerine Kkonarak 4.23 deki islemler yapilirsa
eleman Uzerinde alan koordinatlarini kullanarak alan
i¢inde ve sinirda integrasyonlari: yapilmis her digtm
noktasinda bes adet olmak (izere toplam onbes denklem
elde edilmistir.
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arl
P
— =) =
aw1
N1 BNa M4
(Hx 1 J] d C)-D-MxQJJ.
0 ax ax 0 an
N1 N1 N1
|
o O o P Y
N1 Na N1
[l"lxy 1 J] {IQ'PnyZJ‘J’
Q L 23 Sy Q ax
N1 SNs N1
[l"lyx 1 IJ d Q+Nyx2J.J
Q y Ts b 0 oy
N1 N2 N1
0.5u . [Mxi_”- dmnxzj]-
Q 4% oy o 9
M1 MNi M1
O.Syx. [MyIIJ deyEJJ‘
a L 43 ax 0 ax

+q. JJ'Ni d0-0.5k_.w
[¢]

0

(4.24)
M2 AN1 aN3s
4me3 J J 4:!(2] +
ax a ax ay
N2 M1 Ns
_dmnyzj I i :.m]+
ay a % ay
N2 N1 INa
dMMxySII dQ]+
dy a oy
N2 N1 dNa
dmﬂyxsj-‘[ {IQ]'F
Ix Q 8y x
N2 N N3
ﬁ:l(}l-r'lx1~”- :m]+
dy a % ay
L i F N1 ONa
dmﬂy_{J {lQ]+
ax ax %

1.JIN1.N1 dﬁ—kz.wq.JJNz.Ni dQ—kz.w?.JJNa.N1 dQ

O Q
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an
p
= 0 = (4.25)
0(02
M1 SN2 ANz N2 Msa O 2
[MxIIJ dmhxzjj dﬂH-Mx__SJJ. d(}]+
o L b Yii O o ax Q au %
N1 N2 SNz N2 SMNa N2
(l"lyl ” ﬂmHyEJ‘J Ay, I J : 4Q]+
a o oy a % dy o ay
M1 ON2 N2 N2 INs aN2
[Mxy1 j J dmnxyzﬂ 4mnxysj j 40]+
Q L 4 Ay a I 3y a M ay
N1 ON2 N2 N2 ANs N2
[Myxl J I derMyx,, J-J' 40""‘1)(st\[ ﬁﬂQ]-l—
Q oy L2 Q oy Ix Q By o
N1 N2 8Nz N2 ONsa M2
0.5u . [nx1” ﬂmnxzﬂ dexSJ.I :m]+
o 9 9y o o o 6 O &
ONg  ONz ON2z ONz N3 oNz
0. pr. [MYIII ﬁ.‘!mHyZJ‘J\ dmﬂy?ff #:!Q]'!'
a Ox Ix Q ax I a ax L2 o
+g. | [Nz d(~0.5k_.w, - | [Nt. N2 ark_.w_ . | [N2.Nz dO-k_.w_ .| |Ma. N2 dQ
z 1 z 2 z X
Q Q 9] 0
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—_— 0 = (4.26)
Jw._,
o
M1 INs3 Nz MNa N3 M3
rr rr rr
[HuIJ ﬂ:iﬁ-*-l"'lx.zj dmeEJ d0]+
0 ax ax a axn n 0 M b
ON1 Ns N2 ONa aNsa SMNs
[Myl I J ﬂmﬂyzjj deySJJ 40]+
Q ay a dy dy a ay ay
ONs INs N2 ANs ON3a 8Ns
[I'lxy1 J]. dQ"’nyzJ.J‘ ﬁmﬂxysjj dQ]-l-
o o oy o ay o O% ay
N1 JdNs N2 dNs ONs ANsa
[ny1 ” dmnyxzﬂ derHMys I I ﬁm]-»
N1 Nsa Nz Ns dNs INs
0.5m . [Mxljj dexZJ-J J‘Jmnxs‘” ;m]+
a % oy a qy 8y a dy dy
SNs SN N2 dNa MNa Nsa
0.5u . [ny1” J_mmyzﬂ dmﬂySJ-I dn]+
Q o o Q M % a on ax

+q.JJNs dQ—O.Skz.wl.JINi.Na dﬁ—kz.wz

Q Q

.JJNz.Na dir-k .w .JIN&.NS dQ
z 3

0 Q



—_— ) = {(4.27)
mx
1
M1 ON1 N1 &Nz an1 oNa
[wl J J de,,JJ dmwsjj dn]+
O % % a % ax a an o
(O'S/Kx) " [MxIJJNi. N1 dR +2Mx2JJN1.N2 dQ +2Mx1.J\J‘N1.N3 dn]+
Q Q Q
N1 N1 N Nz M1 ANa
D.Spy. [wIJJ- —d2 +m2JJ -dQ2 +m3J-J ﬁ-_m]-.-
Q % % Q 24 oy 0 oy ay

+ g.t. (14 ). (1/h ).JIN: die- o .J]N1 dQ2
Y LS cux

O Q
an
p
= Q0 = (4.28)
mx
2
Nt SN2 N2 ONha N2
[wl J J- dmwzjj dmwSJ-I dQ]+
N ax ax% Q o ax a % ax
(0-5/K.0. [sz.”.Nz.Nz da +2Mx1IJN1.N2 do +2Hx3JJ-Na.N2 dn]+
o) Q Q
N1 N2 N2 Mz N3 N2
O.Syy. [wijj dQ +m2JJ -2 +w3JJ dﬂ]+
O dy oy o) oy 4 Q % %

+ o.t. (1+n ). (1/h )..J-JNZ dir w ..”.Nz dQ
Y H oz

0 Q
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[38)

p
=0 = (4.29)
oM
®3
1 SiNa SN2 &ila N3 oiNa
[wl J] dQ+w,_,'”' dQ+w.?J.J. dQ]+
o g o 0 an ax 0 ax e
(@.57K,0- [Mx?JJ.Na.Na a0 +2Mx 1.”.N1.Na do +2Mx2JINz.Na dQ]+
0 Q e
M1 ONs ANz ANs aNs N3
O.ngy. [wlj-j —d2 +wzjj dQ2 +w3JJ dQ]+
o O oy o O 9y o O oy

+ o.t. (1+p ). (1/h ).JJNS dir o .IJNS dQ
y X os_

Q Q
an
—_—= 0 = (4.30)
Yy
M1 N1 N1 N1 Na
[wljj d()-l-wzj] dmwsjj d0]+
Q oy ay O oy 4 Q 9y %
(0-57K,3. [HYIJJNt.Nt do +2MyZIJN1.Nz dn +2MVZJJN1-N9 dQ]*
0 O Q
N1 N4 N1 N2 M1 ONs
o.Syx. [wijj —dQ +wEIJ. =19} +wEIJ dQ]+
Q ax I a ¥ o 0 ax a

+ a.t. (1+;ux). (1/hy).JjN1 a0 g, .JIN: df
Y

0 9]



P
=0 = (4.31)
ot
Yo
N1 N2 N2z Nz N3 Nz
[wlﬂ dmw,_,H dmm3JI dn]+
a % 8y o 9 aqy o % oy
(0.5/Kk,). [HyEJJNz.Nz do +2My1JIN1.Nz dn +2My3HNs.Nz dQ]+
O 0 Q
ON2 SN2 N2 ANz ONsa N2
O.Sux. [wIJJ a2 +w2JJ —d(2 +wsjj dQ]+
Q Ix% ax Q Ix ax Q Ix ax
+ o.t. (1+u ). (1/h ).JIN: dfr- .JIN: daQ
x v ozy
Q Q
an
p
=0 = (4.32)
Yz
N1 INs N2 dNs INs
[w1 I J dQ+w2 J I desj.J dﬂ]-n-
o Oy oy o 9 a8y o O 9y

(0-5/Ky’- [MY’HNS'NB dn +2My1”N1.Na dn +2ny2”Nz.Na dQ]+

Q Q
N1 Ns ANz 8Ns MNsa Na
O.Syy. [wIJJ -d2 +w2Jj -dQ2 +w3jj ;:IQ]+
a ax M Q ax ax 0 L. ax

+ a.t. (1+;ux). (llhy).JJNa d— L .IJNB an
b4

Q 0
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a1l
p
o= (4.33)
M
Xyl
SN2 SN ON1 Nz - FY Ns
ol sl |
(0-5/Kpy - [MxyIIINi.Ni do +2ny2JJN1.N2 do +2nxy.,”N1.Na cm]+
Q Q )
arn
p
-0 = (4.34)
M
xyz
M1 N2 N2 N2 ONs N2
[w1 J.J dmwz.[[ dQ-!-ws-”- dQ]-a-
(0-5/Kpy! - [Mxy2 ”Nz.Nz dn +2MxyIIIN1.Nz da +2nxy3HNs.Nz dn]+
Q 0 Q
an
-0 = (4.35)
M
xy=
ONs ONa Nz ONa dNs ONs
[w1 J I dmwz-”- dmw3JJ dQ]"'

(0.5/Kpy? - [Mws ”Ns.Ns do +2Mxy\1J‘J.N1.N8 dQ +2Mxy., J JNz. Ns cm]-.-

0 0 Q
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arl ‘
P
=0 = (4.36)
M
Yx1
M1 SNi N1 8Nz N oNa
[wljj dQ+wQJJ dQ+w3[I dQ]*
q % o o o oy a 2 oy

(0.57Kky ) - [NnyJINi.Nt do +2nyx2”N1.Nz do +2nystN1.Na dn]+

o) Q Q
Tl
p
=0 = (4.37)
M
o
N1 6Nz SNz oN
[wl I J dmwzj]' d()-l-wsj"[ d(}]-l-

(0.5/Ky, - [nyx,,”Nz.Nz do +2Myx1”m.~z d0 +2Myx JNa.Nz cm]+

o) ¢! 0
an
p
Y*3
N1 INs N2 N
[“’1 J J dm“’z” dQ+w3-”- dQ]+
a o Ay o dy a % oy

(0.57K, 0 - [MnyIINs.Ns da +2nyIIIN1.Ns do +2MyxZIINz.N3 dQ]+

O - Q

4]
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(4.28) ile (4.40) eleman davranis denklemleri eleman
sinirlarinda gecerli integrasyonlar uygulanarak eleman
davranis ve etki matrisleri matris formunda B&ltm 4.4 de
verilmektedir.

4.3.4 UCGEN SONLU ELEMANLAR ICIN ALAN KOORDINATLARINI
KULLANARAK X,Y TERIMLERININ INTEGRASYONU

A

i

Sekil 4.3.- Lokal Koordinat Sistemi

Burada X, » xj. Xy 0 b A yj. ykelenan kose
noktalarinain apsis ve ordinatlar: xg. yq ise tggenin
agirlik merXezinin koordinatlari olarak verilmektedir.

X ve Y terimlerinin integrasyonu eleman kése

koordinatlarina bafjla olarak elde edilebilmektedir. £30)

Burada ;
Xg= = (X X)) Yy= - Y mYy)
X.= — (X _-X.» Y. = - (Y -Y,) (4.39)
2 g Xy 2 g ¥y ¢
Xg= = (X K Yo= - (YY)



Nl(x.y) = 1.2A ( a + a

11 .X +a_,.Y

21 31 Y )

N(x,y) = Jna(x,y> = 1/24A ( 815 85K +a,,.Y ) (4.40)

N (x,y)| = 1/24 C a

13 + 323.X + a33.Y )

A =0.8 a,t 0.8 a 0.8 a4 (4.41)

2,1°(XaY37%3Yp) 85 =(¥pyga) Ay, =(xgexy)
a, . .=(x

V=X ¥a) Ay =(y_-y.) a__ =(x,-x.) (4.42)
12"%3Y1™*1Y3 22"'Y3™ 32" %1%

813" (X Y%y ) 8p3=(y -yy)  agpm(xg—x,)

Q 2 2 e
+ .21"83'(1/‘2)'( x1 + xa + xs )
2 2 2

+ ’31"3)'(1/12)'( y1 + ya* Y3 )

+< ‘21"3) + ’31"21 ). ( TR Y + x5 Yo + X3 Yq > 3 (4.43) -

¢ 1L = II N1 aQ = 1.2 8y, (4.44)
Q

o,

mt
dxdx (4, §) -[[ da = 144 .8y .8, (4.45)
o ox  oax




S8

ONt ONj
dydy(4i, ) -II dQ = 1/44A "31'33,1 (4.46)
a oy oy
ON‘ ONj
dydx(i, §) =[I dQ = 1/4A .aai.aaj $4.47)
a ¥ &
W‘ Oﬂj
dxdy(i,J§) -J] dQ = 1/4A “21“31 (4.48)
n 9% O
wt
o Ox
’Nt
dy ¢(1.4) -I] -——-—-.Nj dQ = 1/4A "31"11 (4.850)
a %
X ve Y terimlerinin integrasyonu nGmerik

programlamaya elverisli olacak sekilde dGzenlenmis ve
elemanin alan icindeki integrayonlari kesin olarak elde
edilmislerdir.
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4.4.2. ELEMAN DAVRANIS VE ETKI MATRISLERININ TAYINI

B6lim 4.4 de verilen sonlu elemanlar denklemlerine
eleman sanirinda gecgerli olmak Uzere B&6lUm 4.4.1 de elde
edilen integrasyonlar uygulanaraX eleman davranis ve etki
matrisleri nimerik programlamaya uygulanabilmesi i¢in
matris formunda dizenlenmesi halinde sonlu elemanlar
denklemleri asafidaki gibi verilmislerdir.

Ke1 ,1) K1 ,2) .....KAd ,T).....KQ ,18)] w0, £, ]
K€2 ,1) K2 ,2) .....K@ ,7).....K@2 ,18)| |w, £,
K€3 ,1) K(3 ,2) .....K(3 ,7).....K(3 ,18)| |w, fq
KC4 .10 KC& ,2) .....K(4 ,7).....K(4 ,18)] |Mx, £
K(S ,1) K(5 ,2) ..... K(8 ,7).....K(5 ,18)] [Mx, | [fg
K(6 ,1) K(6 ,2) .....K(6 ,7).....K(6 ,18)| |Mxy | |fg
KCT 430 K(T ,2) .....K(7 ,7).....KC7 ,18)| |My, 1.,
K(8 ,1) K(B ,2) .....K(8 ,7).....K(8 ,185)| |My, |+|fy |=0
KC9 ,1) K(9 ,2) .....K(9 ,7).....K(9 ,18)| |My | |fg
K€10,1) K(€10,2) .....K(10,7).....K(10,18)| |Mucy, A’m
K€11,1> K(11,2) .....K(11,7).....K(11,18) | [Mo,| [f,,
K€12,1) K(12,2) .....K(12,7).....K12,18)| Moyl [£, 5
K(13,1) K(13,2) ..... K€13,7).....K(13,18)] Myx | [f, o
KC14,1) K(14,2) ..... K(14,7).....K(14,18) |Myx,| |f,,
K(18,1)  K(15,2) ..... K(18,7)..... k€18,18)] [Myx ] |f, |
(4.81)

Her eleman icin 15x18 [ K ) Eleman davranis matrisi

ile, {f)> Eleman etki matrisi terimleri altta
verilmektedir.



K(1
K(1
Ka

K1
1 ¢}
K(1
K1
K(1
K1
K(1
K(1
K(1
K
K1
K(1

F{1)

K(2
K2
K(a

K(2
K(e
K(2
K(a
K2
K2
K(a
K2
K2
K2
K2
K2

F(2)

1)
2 )
v3 )

v 4
+S
+6
' 7
»8
9 )
»10)
1)
12)
»13)
vy14)
+18)

W W W W W

1)
2 )
»3 )

o4
+8
+6
» 7
8
»9
»10)
v11)
12D
+13)
v14)
»185)

W W W W W W
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- 12 'kz . @PpC1,1)

-.k L
Zz

PP2,1)

by kz - #(3'1’

dxdx(1,1) + 12, MUY.dydy(1,1?

dxdx(1,2)
dxdx(1,3)
dydy(1,1)
dydy(1,2)
dydy(1,3)
dxdy(1,1)
dxdy(2,1)
dxdy(3,1)
dydx(1,1)
dydx(2,1)
dydx(3,1)
q . ¢1)

1/2. MUY. dydy (1,2)
1/2. MUY. dydy(1,3)
172. MUX. dxdx(1,1)
1/8. MUX. dxdx(1,2)
172. MUX. dxdx(1,3)

-k, . 1,2

e 1/2' kz . #(2,3)

-k, . #P(3.2)

dxdx(2,1) + 1/72. MUY.dydy(2,1)

dxdx(2,2)
dxdx(2,3)
dydy(2,1)
dydy(2,2)
dydy(2,3)
dxdy(1,2)
dxdy(2,2)
dxdy(3,2)
dydx(1,2)
dydx(2,2)
dydx(3,2)
q . ¢

+

+
+
+
+

12. UY.dydy(2,2)
172. MUY. dydy(2,3)
1/2. MUX.dxdx(2,1)
1/2. MUX. dxdx(2,2)
1r72. MUX. dxdx(2,3)

(4.81.1)
(4.51.2)
(4.51.3)

(4.51.4)
(4.51.5)
(4.51.6)
(4.81.7)
(4.51.8)
(4.51.9)
(4.51.10)
(4.81.11)
(4.51.12)
(4.81.13)
(4.81.14)
(4.51.1%)
(4.51.16)
(4.851.17)

(4.51.18)
(4.51.19)

(4.51.20)
(4.51.21)
(4.851.22)
(4.81.22)
(4.51.24)
(4.81.25)
(4.51.286)
(4.851.27)
(4.51.28)
(4.81.29)
(4.51.30)
(4.51.31)
(4.51.32)



K3 ,1 )
K@ ,2)
K3 ,3)

K(3 ,4
K3 ,8
K3 ,6
K3 ,7
K3 ,8
K3 ,8 )
K3 ,10)
K3 ,11)
K(3 ,12)
K3 ,13)
K2 ,14)
K3 ,18)
F(3)
K4 ,1
K4 ,2
K4 ,3
K4 .4
K4 ,S
K4 ,6
K4 ,7
K(4¢ ,8
K4 ,9
K4 ,10)
K4 ,11)
K4 ,12)
K4 ,13)
K{4 ,14)
K4 ,15)
F(4)

W W W W W

W W W W W W W W W
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- kz . PPC1,3)

- kz . P2,

-.1/2.&2 . PP(3,3)

dxdx(3,1) + 1-2. MUY.dydy(3,1)
dxdx(3,2) + 1/2. MUY.dydy(3,2)
dxdx(3,3) + 1./2. MUY.dydy(3,3)
dydy(3,1) + 1.2, MUX.dxdx(3,1)
dydy(3,2) + 1/2. MUX. dxdx(3,2)
dydy(3,3) + 12 . MUX. dxdx(3,3)
dxdy(1,3) -
dxdy(2,3)

dxdy(3,3)

dydx(1,3)

dydx(2,3)

dydx(3,3)

q . D

dxdx(1,1) + 1/2. MUY.dydy(1,1)

dxdx(1,2) + 1/2. MUY.dydy(2,1)

dxdx(1,3)
( 1/2.Kx).
< 1/Kx b I
< I/Kx ) N
o
o
o
o
o
o
o
o
o

+ 12. MUY.dydy(3,1)
¢P (1,1)
&P (2,1)
PP (2,1)

—oL . (14MUY). (1/h ). ¢(1) — @ . (1)

%1

(4.51.323)
(4.51.3%)
(4.51.38)

(4.51.36)
(4.51.37)
(4.51.38)
(4.51.39)
(4.51.40)
(4.51.41)
(4.51.42)
(4.851.43)
(4.51.44)
(4.51.45%)
(4.51.46)
(4.51.47)
(4.81.48)
(4.81.49)
(4.51.80)
(4.51.81)
(4.51.52)
(4.51.83)

:€(4.55.54)

(4.51.58)
(4.51.58)
(4.851.87)
(4.51.58)
(4.51.59)
(4.51.60)
(4.51.61)
(4.51.62)
(4.51.63)
(4.51.64)



K ,1
K ,2
K& ,3
K(8 ,4
K8 ,8
K5 ,6
K ,7
K5 ,8
K( ,9 )
K(S
K(S
K(S
K(5
K(&
K(8
F(8)

W W W W W W W W

K6 ,1
K6 ,2
K6 ,3
K(6 ,4
K6 ,8
K6 ,6
K6 ,7
K6 ,8
K6 ,9)
K(6 ,10)
K6 ,11)
K ,12)
K(6 ,13)
K6 ,14)
K(6 ,18)
F(6)

w W W W W W W W

*
- *a.t.(l*MUY).(l/hx).¢(3) - W, . @(3)
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dxdx(2,1) + 1-2. MUY.dydy(1,2)
dxdx(2,2) + 1.2. MUY.dydy(2,2)
dxdx(2,3) + 12, MUY.dydy(3,2)
< 1/Kx ) . ¢ (1,2)

< 1/2.Kx Y. (2,2)

< 1/1(x ) . @@ (3. 2)

o

©C © 0 © O O O

o

-a.t.(1+MUY).(1/hx).¢(8) - e . ¢l2)

dxdx(3,1) + 1.2, MUY.dydy(1,3)
dxdx(3,2) + 1/2, MUY.dydy(2,3)
dxdx(3,3) + 1./2. MUY.dydy(3,3)
< 1/Kx ) . P (1,3

( I/Kx ) . PP (2,D)

< 1/2Kx ) . (3,3

o

©C © 0 0 0 O O

o

3

(4.81.68)
(4.51.66)
(4.851.67)
(4.51.68)
(4.51.69)
(4.851.70)
(4.51.71)
4.851.72)
(4.51.73)
(4.51.74)
(4.851.75)
(4.51.76)
(4.81.77)
(4.51.78)
(4.51.79)
(4.51.80)

(4.81.81)
(4.81.82)
(4.51.83)
(4.51.84)
(4.51.85)
(4.51.86)
(4.51.87)
(4.51.88)
(4.51.89)
(4.51.90)
(4.51.91)
(4.51.92)
(4.851.93)
(4.51.94)
(4.51.95)
(4.81.96)



K(7
K<«7
K<(7
K(7
K<(7
K(«7
K(7
K<7
K7
K<(7
K(7
K<7
K(7
K(7
K(7

F<(?)

K(8
K(8
K(8
K(8
K(e
K(8
K(8
K(8
K8
K(8
K(e
K(e
K(e
K(8
K(8

F(8)

»1
2
3
o4
+8
»6
o7
»8
9 )
v10)
»11)
d12)
»13)
14)
+18)

w W W W W W W W

o1
2
3
v &
»8
»6
»7
»8
9
»10)
»11)
12)
+13)
14)
+18)

w W W W W W W W W
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dydy(1,1)> + 12 . MUX.dxdx(1,1)
dydy(1,2) + 1.2. MUX.dxdx(2,1)
dydy(1,3) + 1.2. MUX.dxdx(3,1)

1/2.K ). ¢ (1.1)
1K, ) . e a2
1K ) . ¢ (1,3

y

O 0 0 0 00O A~~~ O OO

-a.t.(1+MUX).(1/hy).¢(1) = w& PC1)
1
dydy(2,1) + 1./2. MUX.dxdx(1,2)

dydy(2,2) + 172. MUX.dxdx(2,2)
dydy(2,3) + 1/2. MUX.dxdx(3,2)

1K) . ¢ (1,2
172K ). ¢¢ (2.2)
17K ) ¢ (3,2

0 0 0 0 0 0 A~ a0 0O

-a. t. (1+MUX). (1/h ). ¢(2) ~ w_  .@(2)
y ya

(4.51.97)

(4.51.98)

(4.51.99)
(4.51.100)
(4.51.101)
(4.81.102)
(4.51.103)
(4.81.104)
(4.51.108)
(4.51.106)
(4.81.107)
(4.51.108)
(4.51.109)
(4.51.110)
(4.51.111)
(4.51.112)

(4.81.113)
(4.81.114)
(4.81.118)
(4.81.116)
(4.81.117)
(4.81.118)
(4.81.119)
(4.51.120)
4.81.121)
(4.51.122)
(4.51.123
(4.51.124)
(4.51.125)
(4.51.126)
4.51.127)
(4.851.128)



K9 ,1 )
K(9
K(9
K(9
K(9
K(9
K(9
K(9
K9
K(9
K9
K(9
K(2
K(9
K(9
F(9)

K(10
K¢10
K(10
K10
K10
K10
K(10

K(10,8
K¢10,9
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= dydy(3,1) + 1./2.MUX.dxdx(1,3)
) = dydy(3,2) + 12. MUX.dxdx(2,3)

2
'3
» &
»S
»6
' 7
»8
+9

)

w W W W W W

+10)
+11)
12 )=
W13) =
v14)
»18)

1
2
3
vé
»B
»6
' 7

WO W W W W W W W

K(10,10)
K(10,11)
K(10,12)
K(10,13)
K(10,14)
K(10,185)

F(10

)

dydy(3,3) + 1/2. MUX.dxdx(3,3)

1K )7 .

1/Ky)

1/2% )‘
y -

PP (1,3
P 2,3
PP (3,3

© O 0 0 00 A~ A~ 0 OO

—a.t.(1+HUX).(1/hy).¢(3) = wy . P33

dydx(1,1)
dydx(2,1)
dydx(3,1)

172.K, D). ¢ (1,1)
1K, ) . ¢ (1,2)

bx
17K Y . PP (1,

bx

©C 0O 0 0 A A~ 000 O OO

(4.51.129)
(4.81.130)
(4.51.131)
(4.81.132)
(4.81.133)
(4.81.134)
(4.81.138)
(4.51.136)
(4.51.137)
(4.81.138)
(4.51.139)
(4.51.140)
(4.51.141)
(4.81.142)
(4.51.143)
(4.51.144)

(4.81.148)
(4.51.146)
(4.81.147)
(4.81.148)
(4.81.149)
(4.51.180)
(4.81.181)
(4.81.182)
(4.81.183)
(4.51.184)
(4.51.158)
(4.51.186)
(4.51.187)
(4.51.158)
(4.51.18589)
(4.51.160)



K(11,1
K(11,2
K(11,3
K(11,4
K(11,8
K(11,6
K(11,7
K(11,8
K(11,9
K(11,10)
K(11,11)
K(11,12)
K(11,13)
K(11,14)
K(11,1%)
F(11)
K(e,1
Kqe,2
Kq2,3
K(12,4
Kqe,8
K2,6
Kqe,7
Kaz,8
K(12,9 )
KG12,10)
K(12,11)
Kaz,12)
Kaz,13)
Kc12,14)
Kae,.18)
Faa)

W W W W W W W W W

W W W W W W W W
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dydx(1,2)
dydx(2,2)
dydx(3,2)

172K, O. ¢ (2,2)

1K, ) . ¢ 2,3

© © 0 © A Aa A" O O © O © O

dydx(1,3)
dydx(2,3)
dydx(3,3)

1K, 0 . ¢ (3,1)

1K, ) . ¢ 3.2
172K, ) . ¢ (3,3)

O O O O A A A" O O O ©0 © ©

(4.51.161)
(4.51.162)
(4.51.163)
(4.51.164)
(4.51.16%)
(4.51.166)

(4.51.167) -

(4.51.168)
(4.51.169)
(4.51.170)
(4.51.171)
(4.51.172)
(4.51.173)
(4.51.174)
(4.51.178)
(4.81.176)
(4.81.177)
(4.51.178)
(4.51.179)
(4.51.180)
(4.51.181)
(4.51.182)
(4.51.183)
(4.51.184)
(4.51.18%)
(4.51.186)
(4.51.187)
(4.51.188)
(4.51.189)
(4.51.190)
(4.51.191)
(4.81.192)



K(13,1
K(13,e
K(13,3
K(13,4
K(13,8
K(13,6
K(13,7
K(13,8
K(13,9
K(13,10)
K(13,11)
Ki3,12)
K(13,13)
K(13,14)
K(13,15)
F(13)

K(14,1
K(14,2
K(14,3
K(14,4
K(14,5
K(14,6
K(14,7
K(14,8
K(14,9 )
K(14,10)
K(14,11)
K(14,12)
K(14,13)
K(14,14)
K(14,15)
F(14)

w W W W W W W W W

w W W W W W W W

dXdy(l pl)
dxdy(2,1)
dxdy(3,1)

1/2Kby)

1/’Kby )

1/2Kby)

O A m~”n A0 OO O O O O O ¢©

dxdy(1,2)
dxdy(2,2)
dxdy(3,2)

1K, )
1/2Kb )

lfkby)

O A A A~ O O O O O O 0 O O
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. PP (1,1)
. PP (1,2
. PP (1,3)

. PP @2,1)
. PP (2,2)
. PP (2,3

(4.51.193)
(4.81.194%)
(4.51.195)
(4.51.196)
(4.81.197)
(4.51.198)
(4.51.199)
(4.81.200)
(4.51.201)
(4.51.202)
(4.51.203)
(4.851.204)
(4.51.208)
(4.51.206)
(4.51.207)
(4.81.208)
(4.51.209)
(4.51.210)
(4.51.211)
(4.81.212)
4.81.213)
(4.81.214)
(4.51.218)
(4.81.216)
(4.51.217)
(4.81.218)
(4.51.219)
(4.51.220)
(4.51.221)
(4.51.222)
(4.81.223)
(4.51.224)



K(185,1
K1s,2
K(18,3
K(15,4
K(185,8
K(15,6
K(18,7
K(18,8
K(15,9

W W W W W W W W

)

K(18,10)
K(18,11)
K(1§,12)
K(15,13)
K({18,14)
K(18,15)

F(18)

dxdy(1,3)
dxdy(2,3)
dxdy(3,3)

I/Kb )
y
1/Kby)

1/2Kby)

O A A A" O O 0 OO0 0O 0 O O
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¢P (3,1)
P (3,2)
PP (3,3)

(4.851.228)
(4.51.226)
(4.851.227)
(4.51.228)
(4.81.229)
(4.51.230)
(4.51.231)
(4.851.232)
(4.51.233)
(4.51.234)
(4.51.235)
(4.51.236)
(4.51.237)
(4.51.238)
(4.51.239)
(4.51.240)
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4.5. SINIR ve MESNET SARTLARI

Geometlrik ve Dinamik sainmir sartlara olmak izere
Bbllim 4 de (4.2) esitligi ile tanimlanmaslardar.

Sonlu elemanlar davanis denklemleri c¢akaralarken
Sistemin global ekseni ile Elemanin lokal eksenleri ayna
eksen takiminda secilmesi nedeniyle samar sartlara
sajlatilirken Sonlu eleman deplasman y8ntemlerindeki gibi
dondlirtilmis eksenlerle calismaya gerek yoktur

o _ SISTEM GLOBAL EKSEN TAKIMI

o

Sekil 4.4.- Sistem ve Lokal Eksen Takim
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4.5.1. SINIR SARTLARININ SAGLATILMASI

Sistemin ic elemanlara ile sinarda tanimla
elemanlarin eleman davranis denklemlerinin bulunusunda

sinar sartlarinian eleman davranis denklemlerine katkilarai
su halde olmaktadar.

(4.18) denkleminin varyasyon hesabinin ana fikri
geredi sifir olabilmesi ic¢in sinir sartlari terimlerinin
dis ylUk bulunmamasi halinde sifir olmasi gerekmektedir.

Sinar sartlari sonlu eleman sisteminde iki kisimda
ele alinabilmektedir. Bunlar sirasaiyla

a.) Sistemin dis sinirlari ile irtibat: olmayan ig
elemanlar

b.) Sistemin sinirlari {le frtibatla dis elemanlar

Sekil 4.5.-~ Sinirla Irtibatliy Dis Elemanlar
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a.> SISTEMIN DpIS SINIRLARI (LE {RTIBATLI OLMAYAN ic
ELEMANLAR

4.2 Denklemi ile verilen sainar sartlari kabiiliéinden
plagin herbangi biri i¢ didgim noktasindaki yerdeistirmesi
ve dénmesi ile sinirdaki yerdeistirme ve dénmedederleri
birbirine esit olmaktadar.

* * 14

w =wb= ;B Geometrik Sinair Kosuld

(4.52)
X nwbs ;; Geometrik Sinir Kosulu

Buda 4.18 de verilen plak fonksiyonelindeki son iki
sifir olmasing

— - [ ]
terimin [(wo—wo),‘rol + t(wo-wo).nol

2 "2
: H
v
0
saflamaktadar.
?ouo ﬁoao kabul@ ile (4.18)deki plak
fonksiyonelinde

+ [T ,wl_ + M.l
o] 3

Ik LIS PR terimleri sifir olmaktadair.

Béylece (4.18) plak fonksiyonelinde sistemin
sinirlari ile 4dirtibati olmayan bir i¢ elemanda Sinir
terimleri ortadan kalkmaktadar.
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b.> SISTEMIN SINIRLARI ILE IRTIBATLI DIS ELEMANLAR

Sinir sartlari kabiilinden 4.18 plak fonksiyonelindeki

sinir terimlerinden son iki tanesi ortadan kxalkmaktadar.

[(wo-wo).Tolrz + [(wb_wo"Mélrz (4.853)
H H
v

o

Ancak plak kesme  Kkuvveti ve momentinin plak

cevresinde yaptiga isin katkilara asagidaki
gibi alinmaktadar.

+ [To’wbjrh+ th’warx (4.84)
TO# o ; Mo =20 ve T= To : M=M° kabull yapalarsa

4.18 plak fonksiyonelinde plak cevresindeki kesme kuvveti
ile momentin yaptifi is asafidaki gibi alinmaktadar.

Mx My x My Mxy

[ T,o Jr = [((-——- + -———).nx + (~=== 4 ====).n ), ]

1 x ay dy % y r,

’ & ow

{ Mw l_ = [ M , (== .n>2) +I M , (=== .n_) 1+

F1 x ax x y ay y

ow ow
f M y{——=).n_ 1 + I M » {=~==).n_J ] (4.558)
Xy ax y yX oy b
Ty

Béylece sinar ile irtibatli elemanlarda fonksiyonelde
plak cevresindeki kesme kuvveti ile momentin isi otomatik
olarak girmektedir.
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4.5.2. MESNET SARTLARININ SAGLATILMASI

Uygulamada gérilen mesnet sartlari bazi diigim noktasi
paremetrelerinin safar olarak alinmasa ile sistem

davranisina sokulmaktadar.

Asagida pratikte sikca rastlanan mesnet sartlari icin

sifir oclarak alinacak paremetreler tablo halinde
verilmektedir.

Tablo 4.1.- Mesnet Sartlari Ozet Tablosu

4
— | — | —
l 1 Il I
y
— —,
| 1 |
N ; N\, 1 N !
SN 4 N N |
~ f N N
/ 7 / 4 / l
K4 e //
pUGLM
NOK. ANKASTRE KENAR SERBEST KENAR BOSTA KENAR
PAREMETRES!
w [+] (4] 1
(o] 1
Mx 1
(o] 0 1
MY
o] 1
Mxy (]

x
"
"

o]

b2 .3

Mesnet sartlarinin otomatik olarak saflatilmasi icin
digim noktasi paremetrelerinden sifir olanlarin bulundugu
satirdaki késegene 1 dier satir ve siitundakilere ve kolon
matrise sifair verilerek gézdntine alinmaktadir.
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4.5.3. TEKIL YUX VE MOMENTLER

Sistem diglim noktalarina diisey deplasman
dogrultusunda kuvvetler ile X ve Y ekseni do§Grultusunda
momentler etkimesi halinde 4.18 plak fonksiyonelindeki

sinir terimlerinden yararlanmilabilir.

Bir Po ve Mox’"oy tekil yik ve momentinin etkidigi

noktada i¢ kuvvetlerin kesme kuvvetleri toplami dis kuvvet

veya dis momente esittir.

1 g

[To’”b]ra = [To’wb] MR EEEE R [To'wbl (4.856)

=2 - P .« W
o o

1 » B

— ’ *
[MB’waF! = [Mﬁ’wbl Fiiennearet [Mé.wbl (4.87)

= —Mo .

vi |V
vil v

Vil 11
1]
b/

%L\Mox
o, ¥

—— <,
- =k

(Sekil 4.3)

Sekil 4.3.- Sinirda Tekil Yiik ve Momentler

Sistem davranis denklemlerinde digim noktalarina
etkiyen tekil Xuvvet ve momentler asafidaki gibi sistem

davranis denklemlerine girmektedir.



T4

t
I (ud=(,..... reeeddP_ L, - M AT N, Ox
p o, 4 O3 i z i
i=1 (4.58)
an t t
P
St )P M z N, /Ox -M_ '2""1/"”
i xi ¢ yi -7
i=1 i=1
aw
i
(4.59)
Bu durumda sistem davranis denklemleri su hale gelir.
g - =
Sygeee-Spareeeeo Sl [e] [0 *_’°01*”ox1£"""’"*“oy1z"""”']
821""'824"""'san ¢é {2
. s 5 . . = 0 (4.60)
. . I I R T
stl"""stﬁ"""stn ¢t {t
Snl....'.s"“...'..snn ¢n rn
L 4 L -
Burada ;

*

t= DiFtim noktasinda birlesen elemanlarin toplam
n= Sistem dijim noktasi sayis:

4.6. SISTEM DAVRANIS DENKLEMLERININ ELDE EDILMESI

Bdlim 4.3 de Eleman davranis ve etki matrisleri yani
eleman 8zellikleri bulunmus olmaktadir.

Ornek olarak alinan bir sistemde eleman davranis

denklemlerinden sistem davranis denklemlerine gecgis o&zet
halinde verilmektedir.
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Eleman Davranis Denklemleri

e’l,zyo.ts-’n

Sekil 4.7.-

(e) (e) (e W {e)
Ky g » K g ooevees Ky 15 | [
Kz,a * Koz Kooas [|S2 |*
L"1s,1’ Kig,e* Kis,15| [C18 | ]

n= eleman sayisi

X
i

€2

c
13

Cit

Sistem Davranis Denklemleri

[=] -

81'1 . Sl.a """Sl,m ¢1 R1
Sz, * S7,2 ¢ Seom|-|%7] * |Re
Sm.l' Sm.a' sm.m ¢m Rm

m= Sistem Difim Noktasi sayisa

f

1s

Lokal Eksen Takim: Paremetreleri
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Eleman denklemlerinin birlestirilerek sistem
denklemlerinin elde edilisi

[S]’“""‘=§=1 [ 1r§1 K:]

(4.61)
m r e
{F} o) [2‘1 ]
mx1
e=1 i=1
m = Sistemdeki eleman sayisi
r = Eleman Duflim Noktasi sayis=3
Sistem davranis matrisinin eleman davranis

matrisinden »Sistem diUGim etki matrisinin dagim etki
matrisinden elde edilisi B&61 tim 3.1.2 de kKisaca
anlatilmstar.

on
{ e } yerine (Kmxm‘cmxl + fmxl’ yazilabilir,
op

3.9 daki denklem yerine sistem davranis denklemi
asafjadaki gibi yazilar,

[ S ]{?} + {é} = 0 (4.62)

Sistem davranis denklemlerinisistematik bir sekilde
elde etmek icin su islemler yapailir.

1.) Eleman diugim deferleri birden baslayarak sira ile
numaralanar.

2.) Sistem digtim deferleri numaralanar.
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3.) Elemanda bir difim deferinin indisine sistemde
tekabil eden tablo teskil edilir.

4.) Buna gdre eleman diUjim noktasi paremetreleri
{[S]1 ve (R} 'ye nakledilir. Terimlerin getirildikleri
yerde daha ©6nce komsu bir elemandan gelmis terimlerin
cebrik toplami olur.

S.) Sisteme ait denklem takim elde edilir.

6.)Sisteme ait denklem takimi gbzlilerek bilinmsyen
sistem dijlim noktas: paremetreleri bulunur.

Simdi metodu 8rnek probleme uygularsak
Sistem diftim noktasi numaralari asafida verilmektedir.

X

Sekil 4.8.-Sistem Eleman ve DiJtim Nokta Numaralamasa

Eleman diim noktasi paremetreleri ve numaralandairma
sistemi asafjida verilmektedir.

C) lvagzﬁﬁpw

AN

€C7¢3C.5 © @ GGl

Sekil 4.9.- Eleman ve Di#Jim Nokta Numaralamasi
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Her bir elemanda ,dGgtim noktasi paremetrelerinin

elemandaki ve sistemdeki numaralari bir tabloda
tzetlenmektedir.

Tablo 4.2.- Sistem Dugum Noktasi Hesap Tablosu

SISTEMDE PAREMETRE
ELEMANDA ELEMAN

PAREMETRE NO 1 2 3 4 5 6

| [ 1 [ 6 "6 16 16 re1

2 2 7 7 17 17 ze

K 3 S{ 3 Sy 8 Sy 8 S, 18 S418 Sgi23

4 4 9 9 19 19 24

| 8 | B |10 10 20 20 | 25

r 6 ' 6 21 14 31 21 36

7 7 22 i2 32 22 37

Ky © S, 8 Sgi23 S,{13 5,33 sS423 Sg{ 38

9 9 24 14 34 24 39

|10 [10 28 [15 as {as Lso

11 (16 16 r21 26 31 31
12 17 17 22 27 3z 3z ,

K513 s, {18 s.{18 Sgi23 Sgi28 5,933 S, 23

14 19 19 24 29 34 34

18 lgo 20 Las 30 [35 lss

- e~ T —
""'K1,s K1.6""'K1,1O K1.11""'x1,1s

. 1’ 1¢,2? (¢,.3?

e 0o & 0 o 55 K . -onnnxs'io— Lxs,ll'."’K5,15

{ Ks.6
¢ & 2 2 ® [} s @ 8 & » i - -I
[ Ks.5 | [¥e,8 Xe,10 | 6,117 -Xe.18

(G210 (Cz,3!

10,6'"*"X10,10f {¥10,11° " *¥10,19

....x K
1 [k

10 1 10,5

Kigao+%11.8] [K11.6°  *K11,10] [K11,12° " K11,1

(C3,21 €3, 37

Kis,a 15.5 _515.6""K15.1qjLF15.11""“15.1J
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1) (1)
S = C R, =f

1)

S1,4% 1.3

5,,8%51,651,7°5 ,8™°
1) @) <3) (1) @) D)
Sz,2" C2,2 * €1, * %1 Ra= £, + 1, + 1,
(3)

S2,3" ©.,2

(1) &)

S2.4" €2,3%% .3

(2) (3)
2,8" €1,2%1 .3

S2,6" Sz,7 = Sz, =©

(3> 3)
S3,3" S22 Ry = £,
Sg. 4= O
(3>
S3,8" ©2,3
53,6 S3,7 = S3,8 =©
(1) @) (5) (4) 1) @) 5 4)
84’4= 63‘3+C3,3+Cl'1+cl,1 R,. = f3 + f3 + f1 +f1
@) ()
Se.5° C3,2% €12
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&)
S48 = ©1.,3
(4) ()
Se.7 = %.2* %3
S,,8= °
(3) @) (5) (&)
Sg,8% ©“2,2%¢2,2%%2,2%¢1 .1
Sg.6= ©
(s5) (6)
Sg,7 = %1.,2* %,3
6)
Ss,8 ® ©,2
%)
Se.6 = €a.3
4)
Se,7 = Ca,2
Se.g= ©
%) s) 6)
Se. 7= 2,2 * C3,3 * Ca,3
(6)
S;.8 = %2.3
(6)
Sa.e = ©z2,2

(3 ) (8) (6)
Rs = fa +fa + fa +f1
{4)
Rg = f3
4) 8) (6)
R7= fa + f3 + fs +P
(6)
R.=f
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(1) (1)
€1,1 > €i.58
Fﬁ.1] = %31 g 3.5
1) 1>
€s,1 ’ ¢s,.s
- “8x5
¢2) (1) (3 ) 1) 3> |
6.6%1,1%%1,1 ’ ©6,10%¢1,8%%1,8
(2) (1) (D) (2) (1) (D
[sa,a] = |%e,6%°3,1*%3,1 *  ©8,10%%3,5%3,s
@) 1) (D) @) (1) @
€10,6%¢5,1%%s,1 ’ °1o.1o*°s.s*°s.5J

85x5
Béylece sistem davranis denkleminin elemanlari elde
edilmis olmaktadar.



a.) Sistem Pavrams Denklemlerinde Mesnet
Sartlarmimin Saflatilmas)

Menet sartlari nedeniyle sifir olacak diigim noktasa
paremetrelerinin oldugu satirdaki kdsegene bir dier satar

ve stitundakilere ve kolon matrise sifir vererek g&zonine
alinabilmektedir.

CVUPEETERRRRL SPPRPRRE e | |1,
52’10 . % & % % & 0' " 8 & % & 0 s sa’n ¢a ra
. 0 - - -
* o - . .
o 1 0 e+ |0
. o L3 - .
- ° - - L ]
sn'l‘ . o % & 8 ¢ °. S " 8 & 8 & 9 0 sn.n ¢n fnJ

kt’tﬂl R kt.l-""'gk =0

¢t= O Sinir sarti otomatik olarak salanmaktadar.
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b.) Sistem Davrams Denklemlerinde Bilinen
Diigiim Noktasy Paremetrelerinin @6zéniline Ahnmasy

Onceden bilinen olarak verilen dugim noktasa
paremetreleri sistem davranmis denklemlerinde asagidaki
gibi g6zdénline alinabilmektedir.

¢t= 3 gibi bir sabit kabul edilirse ft yerine

8 8
- 2.10 .k yazalar, X yerinede 10 .Xk yazarsak
tt tt tt

- _ - _ -
51.1........0.........51’;1 ¢1 fl
32’1..'....'o........'sa’n ¢8 fa
s 10% s s e |l ¢ |+ | p1o®s
t,1 Tttt t.n t y “Te,t
s o o ¥6 0 0 & o 0 0 0 of] @ b ¢
i n,1 n,t n.n_ | n_ | n_
t nolu sataira 10e * @ bllersek
K, .. 10%.x, ..o X, .¢ - p.10%.x
t,1°' "1 T, Tt t.n"'n : Tt
— e 4. .+ +, .+ =0
108 10® 10% 10°
¢‘ =B

Bilinen olarak alinan dfigim noktasi paremetresi

sistem davranis denkleminde otomatik olarak sokulmaktadair.



SLiiM 5

NUMERIK UYGULAMALAR

5.1. UYGULAMA 1.

Belgrad'da yapilms olan Save nehri lizerindeki Celi)
Ortotrop Tabliyeli ké&priniin birim tabliye tUnitesinin test
yiklemesi altindaki ytik deformasyon efrisi detayli oclaral
[40] ve [41) de verilmektedir.

Ayni boyutlardaki tabliye Unitesini calismada elde
ettifimiz Ortotrop ticgen plak sonlu elemanla, Daha sonra
Matris Deplasman Y&ntemi ile kaset kiris olarak ¢S5zl mis
tabliye ortasindaki deplasman deQJerleri [40)'da verilen
defJerlerle karsilastiralmstar.

™M o ™ B |
D___ o R . ____? — +
..._——-L——-—- -——-—L——.——l—-——-— » -,
- . . el — — o ——) u-.-__P_ LS —" v — —— c— g_‘ g / . \
————— l—————l— — ——-——-'—-—-—-—- hd .l: { e .
i i gt sesiplert sstents (N U B
———t———t——— —_————t ——— | @ Nt .
_.___'_____r____ —_——— — o - - DET.
R S Y " "R 1.
754.0625 754 0625 L0625 754.0625 08
17 4% - 3170 :125mm.
R .
/ N\
/] I N i
o+ J-L e ]:I - p
T 3 “\\ﬂ I I I WL n e e e o wrerer 2 7—:\\ :\\D\é\T."\ "-'..\. A IRA)
.\. /.A, 5

e o ——

Sekil S.1.- Képrtt Tabliyesi Birim Unitesi

Tabliye ana Kkirisinin burulma rijitlifinin c¢ok fazla
olmasi nedeniyle 2 uzun dofrultusunda ana kirise ankastre
olarak baglandifi kabul edilmistir.
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MALZEME VE KESIT OZELLIXLERI:

Elastisite Modiilt = E =2.1 x 10° XG.cm®

Poisson Oram: = H, = py = 0.30
Kayma Modild = 6 = 0.808 x 10° KG.cm
3% (&.%25 mm. TABLIYE PLAGH
N / / ,
') ,E . E
DHSEME
Zﬁr—‘——" _x‘%i‘/ P \l W0 I (2540 4.2625)
23 23/;(68 B5mm) I 73/'5 \
Vs (120 e 7500628 Vet 4k 175, 8 23, 34% {69.85x4.9625)
DETAY “2*

4

} i
LT e o
Y R =

DETAY "1*

ﬁﬁnzs

Sekil S.2.~- Képrii Tabliyesi Kesitleri

. Dbseme kirisi dofrultusundaki atalet momenti = Ix
I_ = 3757.1 cm® b = 75.40625 cm.

. Boyuna disler dofrultusundaki atalet momenti = Iy

4

Iy = 23.91 cm by = 14.8418 cm.

Déseme kirisi dofrultusundaki burulma atalet momenti

= be

I. =2.4 cm® b = 75.40625 cm.
bx x

. Boyuna disler do@rultusundaki burulma atalet momenti
= Iby

I = 0.5133 cm* b = 14.5418 cm.
by y
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BOYUNA Di§
FP.ERI

Sekil 85.3. - Tabliye Perspektifi

DSseme Kirisi DofJrultusundaki Eilme Rijitligi
Kx = (El)x 7 b‘ . (1—yx . py)
K = 114980 267 KGcm® / cm.

.Boyuna Disler Dofrultusundaki Egilme Rijitligi
(EI) b . Q-u .

K, = (ED_ MEEEC L TR

K, = 379445.1 KGcm® ~/ cm.

Déseme Kiris Dofrultusundaki Burulma Rijitligi

Kbx = 2.6. be 7/ bx

k., = St413.8 KGem® ~ cm.

.Boyuna Disler Dofrultusundaki Burulma Rijitligji

Kby = 2.6. be 7 bx

K = 57021.4 KGcm® / cm.
by

bx

by
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1> ORTOTROP UGGEN PLAK SONLU ELEMANI {LE ¢OZiiM

a) 8 ELEMANLI COZUM

1454.15

y
9
3 K<< LLLLLEL Ll b L L L LLLL Lidds
£ ®
& ® ®
~ P
2 8 B
5 o
£ @ ® P = 1000 KG
~
R 0) ® :
1 //////////2///7////////Fx T77
1885.1563 1885.1563
3770.3125

Sekil S5.4.- Sekiz Elemanli Sonlu Eleman Afx

Ixi y®nde burulma rijitligi cok yliksek ana kirise
oturan ortotrop tabliye parcasinin ana kirise bajlandifn
noktalarda ankastre olarak kabul edilmis dier noktalarin
serbest clarak deplasman yaptid: kabul edilmigtir.

Sekil 65.4°'de gdrtldigt gibi sistem x ve y ydninde
€ ser parcaya b8Slinmis her dtégtm noktasinda w.Mx. My.
Mxy’va bilinmeyen olarak alinms S9SxB = 45 bilinmeyen
elde edilmistir. Sinir sartlari nedeniyle 1, 4, 7, 3, 6,
9 noktalarindaki deplasman sifar oldufju icin (45-6) = 39
bilinmeyene indirgenerek sistem b&lim 6'daki programla
c6zdlmlis ve kesit tesirleri ile deplasmanlar asajida &zet
halinde verilmistir.
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Tablo 5.1.- Kesit Tesiri ve Deplasmanlar

DUGL™ | DEPLASMAN My My
NK.NO | W. (mm ) (KGerm/m) (¥Gem/m)
5 0.182494 7660 20
4 0 10150 0
2 0.0004353 400 2
1 0 530 0

b> 16 ELEMANLI COZUM

y
.__0__3 Ll 1/6/111191111121/11 o P77
£ ©I\O®|\@ | \®
. 5 |o\|o\|e\|e\]|
i T+ s . %
-8
- w
g @ \O| \®| \® P = 1000 KG.
5 |O\|e\|eN|® |
1 PPP7777 77727777 X #Lr
[3 7 10 h)
%2.578]942.57 = | -
T T b 4
3770.N28
Sekil 8.8, - Onalti Elemanli Sonlu Eleman AJ:

Sekil 85.85'de gbrlildtdt gibi sistem x ySninde 4
parcaya y yénlinde 2 parcaya b&1 Unmis her dGHUum
noktasinda w, Mx. My. M&y. hgm bilinmeyen olarak alinms
18 x 8 = 75 bilinmeyen elde edilmistir.

Sinir sartlari nedeniyle 10 adet deplasman safar
oldufu icin (78-10) = 65 bilinmeyene indirgenerek sistem
¢cbztilmlis kesit tesirleri ile deplasmanlar asafida d&zet
halinde verilmistir.
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Tablo 8.2.~- Kesit Tesiri ve Deplasmanlar

..... n \IANT N

DGty | A Koo m) (KGinfm)

8 0..186146 10217 23,06

7 0 13538 0

5 0.025791 3179 2.502

4 0 4212 0

2 0.0004382 283.68 0

1 0 376 0

c) 64 ELEMANLI COZUM

y .
s, 10, 03,%0 2,395 9.5 Lo
111 5 a
- 4 &4
wni " 56 a
3 1"
2 S © AAEA PP
" 2 B
I 4
1 P77/ 7777777777777 x vJ.-rr
e T % 21 26 31 36 41‘
slel=lsleg=l ==l
h 4 Ld e T v ]' r
3770.3125
Sekil 5.6.- Altmisddrt Elemanli: Sonlu Eleman AJ:

Sekil S5.6°da gdrildijlt gibi sistem x y8nlnde 8 parcaya y

yéninde 4 parcaya bdlinmis her dGflm noktasinda w, M, M,
x y

MLy. M bilinmeyen alarak alinms 45 x S5 = 225 bilinmeyen

yx
elde edilmistir.
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Sinir sartlari nedeniyle 18 adet deplasman sifar
cldufu icin (225-18) = 207 bilinmeyene indirgenerek bolium
6’daki denklem takim c¢oztmiindeki kolayliktan faydalanarak
kesit tesiri ve deplasmanlar bulunmus ve asafidaki tabloda
6zet halinde verilmistir.

Tablo 5.3. - Kesit Tesiri ve Deplasmanlar

DijGlM | DEPLASMAN My My
NK.NO | W, ( rm ) (KGem/M) (KGeim/m)
23 0.188231 12012.13 " 39,93
21 0 14649. 06 0

18 0.09775 6628.56 22.095
16 0 8536.20 0

13 0.027254 3023.55 10.08
11 0 4190.30 0

8 0.011441 1060. 30 3.53

6 0 1073.35 0

3 0.0004298 180.54 0.6018

1 0 343.47 0
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2.) IZGARA KIRIS KABULU EDEREK SAP90 ’LA COZUM

Sistem Kase dbseme olarak idealize edilmis her digim

noktasinda U¢ deplasman bileseni cd6kme ve her iki diizlemde

dénmeler gtzonitine alinarak sistem c¢Oziilmiis sonuclar 6zet

halinde asagida tabloda verilmektedir.

1,11,23,33,48,58,67,77,89,99,111,121

ankastre
edilmisti

Digiim noktalara

diger diglim noktalari serbest mesnetli Kkabul

r.

Yiikler orta noktaya komsu dokuz dfigiim noktasina esit

clarak etkidifi varsayilmstar.

Nok. Nok-->49,50,51,60,61,62,71,72,73 = P9

Dug.
I 22 3 44 55 66 77_ 88 99 110 121
10 — — — — ey — — — —— c— — s c— — —-—ﬁ
9 A—— i—l——l——-—-————- —‘N--—-J'L-—-— ———:l]—-—--——— 'I-Q
— —{ 50} P 4 — |- (R
. .b%_ -*-7-2 Wil =g
—F—4—f—ep—fpo—r-——=4—1- 3
‘ — '————ﬁ—-—‘———-‘——-o—--—- —a———'—-—--——— é \,
O g ) g S St e O Y
B & P T "N
T 12 23 34 "6 56 67 178 89 100 111
754.0625 _!_ 754 0625 ! 754.0625 ! 754.0625 ! 754.0625

17 4736 = 3770. 3125 mm.

Sekil S5.7.- Izgara Kiris Sistemi

Tablo 5.4.- Tabliye Orta Noktasinin Dilsey Deplasmanlari

YUK  TABLIYE ORTA NOKTASI COKME DEGERLERT (mm.)
PCTON) SAP90

2.06 ' 0.33

4.10 0.66

8.40 0.87
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3.2 TABLIYE ORTA NOKTASI DEPLASMAN DEGERLERININ SONLU
ELEMAN, MATRIS DEPLASMAN ,VE TEST YUKLEMESI SONUCLARI ILE
KARSILASTIRILMASY

Asagidaki tabloda verildigi gibi test yliklemesi
sonuglary 1ile Calismada gelistirilen {¢gen plak sonlu
elemanin 64 elemanli cézimd ile i1zgara kiris kabiila ile
SAP90 ile yapilan ¢o6ztimler karsilastairilms Deplasman
deferlerinin gercek durumdaki sonuclara yakin de@erler
verdifi gériilmektedir. Bu da elemanin pratik amaclar icin
kullanilabilecegini gbGstermektedir.

Tablo 85.85.- Yiik Deplasman DeJisimi Tablosu

YUK TABLIYE ORTA NOKTASI CUOKME DEGERLERYI (mm.)
P(TON) TEST YUKLEMESI SONLU ELEMAN SAPS0

2.06 0. 40 0. 38 0.33

4.10 0.90 0.77 0.66

8. 40 1.40 1.02 0.87

P = Tabliye Ortasi Tekil Test Ylki (Ton)
w = Tabliye Orta Noktasi Diisey Deplasman Defjeri (mm.)

P(Ton)
®
5.4
© o
%
// / P
2.06 -
/ @ SONLU ELEMAN CO2UM0(64 ELEMAN)
I
Al B 5 YEST vUKLEMES
d| a3 ——SAPY0 IZGARA KIRIS COZUMU .
Q38040 077 09 102 1.0 Y DEFORMASYON (mm)

Sekil S5.8.- Yikleme Sonucglari Karsilastirma Egrisi
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4) ELEMAN SAYISI ILE KESIT TESIRLERI VE DEPLASMAN
DEGERLERININ KARSILASTIRILMASI

Eleman sayisl ile sistemin orta noktasinin deplasman
deJerleri ile 1 ve 2 noktalarinin kesit tesirleri bir
semaya dékildiginde asafidaki efri elde edilmektedir.

Bulunan ortotrop (licgen plak elemana ile bulunan
deplasman ve momentler eleman sayisi arttairildikca gercek
sonuclara hizla yaklasmakta, bu da eleman icinde dofrusal
interpolasyon fonksiyonlarinin tamlik =~ ve uygunluk
sartlariniy yerine getirdiini gSistermektedir.

mem*
‘N‘@ "..M, ‘
0.1396
0.8
1 )NCKTAS!
0.%2 PLASMANI
8 15 32 Nz-ELEMAN SAYIS!

Sekil 5.9.- Orta Nokta Deplasmani-Eleman Sayisi Efrisi

Ayrica elemany boyutlandirmaya yarayan kesit
tesirleri momentler az sayida elemanla dahi yeterli
yaklasiklikta elde edilebilmektedir.
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5.2. UYGULAMA 1I

Bu uygulamada iki yonde farkly efilme rijitligine
haiz nervirli déseme sistemi érnek clarak ele alinmis once
Marcus’un yaklasik hesap yOntemi ile orta noktadaki her
iki deplasmanin esitliginden yola <¢aikilarak plagan
yaklasik sehimleri ve kesit tesirleri elde edilmistir.(42)

Daha sonra sistem c¢alismada elde ettiimiz {ticgen
ortotrop plak elemanla ilk Snce B elemana bdlinmis sonra
32 elemana béliénerek sistemin kesit tesiri ve
deplasmanlari bulunmustur.

Uctincti adimda ise sistem matris deplasman ySntemi ile

1zgara sistem gibi idealize edilerek cézlilmiis.
Uc metodla bulunan deJerler karsilastirmali olarak

verilmistir.
DSseme cevresi kirislerinin burulmadifr farzedilecek

déseme dort kenarindan ankastre kabul edilmistir.

400
1200

[

&0 30
%on V| wo 0o | wo | KOLONLAR : 40x40
1600 GEVRE KiRISLERT : 40x70
DUSEME KiRISLERL : 30x45
b=%0, b =200
:! L
gl A4 1 ' 1
I:u‘: 0 [ 7 }30 R ‘30 no Lu 70 lm
40| b: {
A-A KESTi B-B KESITI

Sekil 5.10.- Nerviirlit Déseme Sistemi
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. MALZEME VE KESIT OZELLIXLERI

Elastisite ModUld = E = 2.88 x 10° T m®
Poisson Orama = u = yy = 1/6
Kayma ModUlé = 6 = 1.22 x 10%° T/m®

Yénli Atalet Momenti

X = 0.00379 m*/m b = 1 m
X YSnt Burulma Atalet Momenti = 0.003258 m*/m b = 1 m
Y Yoniu Atalet Momenti = 0.00237 m'/m b = 2m
Y Yént Burulma Atalet Momenti = 0.001773 m®/m b = 2m
X Y6nt Egilme Rijitligi = K = (EID/D.Q-p.pu)
K = 11110.1 Tms/ m
4 CEI )b .(1—p . )
Y Yont EGilme Rijit1ligi = K = (EI )b .U-p.u
K, = 6947.5 Tm® m
X Yént Burulma Rijitligi = K. = 2.6.J /b
K, = 7958.8 Tms m
Y YSnt Burulma Rijitligi = K = 2.6.J /b
K =4331.2 Tm'om
by
YUKLER
Diseme kendi agarliga ......0.12 x 1.4 ......= 0.288 T/m>
Kiris agirladi (O.3x0.33x2.4-1 0.3x0.33x2.4.2)=0.356 T m"
Kaplama agirlidi..........0.08 x 2.2..........=0.110 T-m"
ZATI YUK........g =  0.750 T/m"
HAREXKETLI YUK.......P = 0110 T /m°

HESAP YUKU.......q =

1.250 T m°
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1> MARCUS YONTEMI ILE 1421 NERVURLU PLAGIN YAKLASIK

VWA W] Lkk L.

L a —
s f
YA
172m

txzfy

N N VN )
Ly

S,

T IT 7777 7777777777 X

Lxz36 m

Sekil S.11.~ Orta Nokta Deplasmani ))
1) Once fx = ty sehimlerinin esitligi sarti yazilirsa;

f =f ....cic....(1) olur.
x y
e .
oax .gx .Lx oy .qy .Ly
—————— - — v . - — -m
384 . E. I 384 . E. 1
x Yy
ox = aqay esit kabull jle
rs ¢
q, - 12 qy . 16
- B 0 eves e ot oo -
E«0, 00379 E«0. 00237

q =8.08. ¢g

2) Denge sarti yazilairsa ;

q_ + 9, = 9

iki bilinmeyenli iki denklemden islemler yapilirsa;
q, = 0.835 q
elde edilir.
qy = 0,165 q

q . Lx 1

RV =0.838 . 12° . -———--.q =10.02 . g

12 12 (MESNETTE)
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q, - Ly 1
My = —mememeee =0.165 . 16° .-——— . g = 3.52 . g
12 12 (MESNETTE)
2
q, Lx
AMx = e - = 5,01 . g (ACIKLIKTA)
24
2
q, - Ly
+MY = ceeeee = 1.76 . g (ACIKLIKTA)
24

Mo =18 . q. Li° =18. g
2
Myo =18 . q . Ly =32 . q
V= 1- (8/6) . (Lx Ly)Z . (MxMro) = O.8698
V= 1- (5/6) . (LyLx)Z . (MyMyo) = 0.918S

+Mx= 0.8698 . 5.01 . q = 4.356 .q

+My= 0.9185 . 1.76 . q = 1.617 .gq

SONUG KESIT TESIRLERI

+ Mx- 8.445 TM/m
+ My = 2.021 TM/m
- Mxﬂ 12.83 TM/m

- M = 4.4 T™M/m
b4
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KISA DOGRULTUDA BIR DISE GELEN ACIKLIK MOMENTI

+M = M .b = B,448 TM
xy x %

UZUN DOGRULTUDA BIR DISE GELEN ACIKLIK MOMENT1

+Myb-= My. l':y'I= 4.042 T™

KISA DOGRULTUDA BIR DISE GELEN MESNET MOMENTI

-M = M.b= -12.8 TM
Xb x x

UZUN DOGRULTUDA BIR DISE GELEN MESNET MOMENTI
-MY = “v' bY-' -8.8 TM™M

|
SEHIM HESABI
& L Y
1 0.835. q. Lx 1 0.1685.q.Ly
f = = —— - —~— =5, 29mm
x y 384 EI 384 E I

w =529 mm (DSseme Orta nokta Disey Yer Defistirmesi)
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2) ORTOTROP UGCGEN PLAK SONLU ELEMANI iLE ¢OZiM

2.1>8 ELEMANLI COZUM

\
3 9
ALA S AN NSNS NN NN NSNS S NN S AN
N
§ © N
\ -
B\ (¥~}
1 @ @ 3
23 5 X
s @ @ E o
(7.3
y © ® \
AR R R AR ERRE AR AR AR A AR R RY A
; A \\7 x
qz1.257/m?
5.33 l 5.33 A_J 5.33
16.0

Sekil 5.12.~- Sekiz Elemanli Sonlu Eleman A1

Sistem x ve y ybnlinde, 2 ser parcaya b38lGnmls her
diG3dm noktasinda w, M“. My. "uv' “yx bilinmeyen olarak
alindifjs icin 9x5 = 48 bilinmeyenli denklem takima elde
edilmis sinirlardaki © adet deplasman sifair olduliu icin
bilinmeyen sayisi 37 olarak elde edilmis ; nimerik
uygulamalar fc¢in yazilms programla cdzllerek sonuclar

asafada &zet halinde verilmistir.

Tablo 5.6.- Kesit Tesiri ve Deplasmanlar

pUiGiiM | DEPLASMAN Mx My
NOK.NO:|  w (mm) (Tm/m) (Tm/m)
1 0 0 0
2 0 0 4,94
4 0 13.736 0
5 7.3259 5.14 2.793
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2.2> 32 ELEMANLI GOZUM
Y‘ i

x4
ool k@\é s
IN© R o
NORNIEINIZANIE) el
43 2,
N é \ g
'}(" 1® @X|® X| 8 N} 8
3 B 23 ~
\ 4 R =i
NORUDANE) @ —
25 @7 @12@ @ E o
; @‘\\ \\@ A AR LY N @j\ AR m
1 n 16 21 X
4.0 J 4.0 J 40 | 40
16.00
- 2
N q=1.25T/m N
M N .3 S S I 0 O S S

Sekil 5.13.- Otuziki Elemanli Sonlu Eleman Af1'
Sistem x ve y ybntinde 4 er parcaya bSlinmbls her dugtm
noktasinda w, Mx, My. Mxy. Mwbilinmayen olarak alindif:
icin 28 x 8§ = 125 bilinmeyenli denklem takimi elde edilmis

i6 adet deplasman sifar oldugu icin
sayisi 109°a indirilmistir. Nimerik
uygulamalar icin yazilms programla ¢8zllerek sonuclar
asafrda 6zet halinde verilmektedir.

sinirlardaki

bilinmeyen

Tablo 5.7.- Kesit Tesiri ve Deplasmanlar

NOK.NO4 __ W(mm) (Tm/m) (Tm/m)
1 0 0 0

3 0 0 4,216
11 0 14.513 0

13 8.869 4,978 2.495
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c.) MATRIS DEPLASMAN YONTEMI ILE KASET DUOSEMENIN ANALIZi

Y121
PITIPIIZE TV IIG T eI e (L ksl s i’ il e’
TTTTTTTITTTT07T 8
5 § v
Imht |8 t §
0
*Ysholw ‘g
y —J‘__'f., 8
33Fp %3 1 it &
Pi P3 e
2 }ﬁa‘l’s 77 L
P2 P2{ P2 By oy N
5T e IVNED P?;
= [ 3
1 Py il;;&, JLlllLll]= X
1 11T T 1j1i1l1l1l141i14141
16.00 .
T =12 7T =250
p = 5.650 B=370 Py=25
g &
BT ] -
S e
35130l35 y s || e B
100 A-A KESITI 200 B-B KESITT!

Sekil 5.14.- Kaset D&seme Sistemi

'Métl'-isnbefnlasman y&ntemi ile sistem kaset diseme
olarak idealize edilmis her dGfjém noktasinda 3 deplasman
bilesen :¢x. ¢y. W gb6zénline alinarak sistem ¢8ziilmis
sonuclar 6zet olarak asafidaki tabloda verilmistir.

Tablo 5.7.- Kesit Tesiri ve Deplasmanlar

DUGUM | DEPLASMAN Mx My
| NOK, NO3 __W(mm) (Tm/m) (Tm/m) |
M 0 0 14,76
l
K 0 14.35 0
L 9.285 4,70 2.54
Y. a

Tlksekbdrotim KRurulm
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d.> SISTEMIN 3 YONTEMLE GQOZUMUNUN KARSILASTIRILMASI

Bulunan sonuclarin elde edilen deferlerle
karsilastirilmasindan ortaya ¢ikan sconuglar grafik halinde
asafida 6zetlenmektedir.

Tablo 5.8.- Coézim Yéntemlerini Karsilastirma Tablosu

MARCUS MATRIS DEPLASMAN SONLU ELEMAN COZUMU

YONTEML YONTEMI S8ELEMAN  32ELEMAN
DEPLASMAN .

WCMM) s.29 9, 288 7.3259 8. 8690
+My

(TM/M)  5.448 4.740 8. 4400 4,9750
My

(TMM) 2.021 2.540 2.79320 2. 4950

(TMM) 12.530 14.350 13.7360 14.5130

(TM/M)  4.400 4,760 4,.9400 4,.2160

Yukarida gdritllddgt gibi bulunan ortotrop plak seleman
ile yapilan c6zimlerde az sayida eleman alinmasi halinde
dahi difier c¢étzlim teknikleri ile bulunan sopuclara yakin
sonuclar verdigi gérilmektedir.
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ORTA NOKTANIN DEPLASMANLARI

wlomm}
12308 e —— - —— —
1oy F——m e %
TR b —— m |
|
% | | Q@ sowv mesan vowreni
] ] {
] | ]
{ | ]
GG F wms [

Sekil 5.15.- Orta Nokta Deplasmani-Eleman Sayisi Egrisi

ORTA NOKTANIN Mx YE "v MOMENTLERI

Sekil 5.16.- M_ve Mybbmenti-memah Sayisi Egfrisi
KISA KENAR MOMENTLERI

Sekil 5.17.- —Mx Momenti-Eleman Sayisi Efrisi

UZUN KENAR MOMENTLERI

My (Tmim)

&0
&.%0 ¢

<4

[l

@ SONLU ELEMAN

1
1
: YONTEMI

A

i

& ELEMAN 32 ELEMAN NIRIS CoziM
. DEPL ASMAN YONTEMI

Sekil 5.18, - -My Momenti-Eleman Sayisi EJrisi



5.3. UYGULAMA III.

Calismada elde edilen sonlu elemanlar denklemleri ile
ortotrop plaklar ¢dziilebildigi gibi iki y®nde ayni egilme
rijitligine haiz plaklarda coézlilebilmektedir.

Buna oOrnek, olarak kenarlari 2 x 2 m olan pladin
dniform ytk etkisi altinda i1nce kenarlari serbest oturmasi
hali daha sonra dért kenary boyunca ankastre oturmas:
halleri ayri1 ayri incelenmistir. Sonlu eleman 4{i¢in
simetriden yararlanarak plain ddrtte birini {incelemek
yeterli olmaktadair. [43]

Sistem, iki, sekiz ve otuziki elemana ayrilarak
¢bztilmlsy sonuclary ayrr ayri 6zet halinde bir tabloda

verilmisgtir.
Y
; e
8
8 +— X
~N 2 FIRMAN 8 FLRAN 32 HAMAN
[=]
e
1.00 | 1.00
h 4
2.00
C[mﬂrl—l_m
o 2
$ »
A t

Sekil 5.19.- Dért Kenari Ankastre ve Mafsally Uniform
Yiklg Plak

KESIT YVE MALZEME OZELLIKLER]

Elastisite Modild = E =1.1 x 10° X6/cm®
Poission Orana = K = py = 0,30
h = Plak Kalinlif = 0,10 m.

Kayma Modild = 6 = E27 (1+w)



Tablo 5.9.~ Kenarlarindan Serbest Oturan Uniform Ydékla
Plak C&6ztim Y6ntemlerini Karsilastirma Tablosu

KESIN RITZ SONLU ELEMAN COZUMU
DEGERLER{1] COZUMUL4) ZELEMAN S8ELEMAN 32ELEMAN

+M C.1916 0.1859 0.1g18 0.1897 0.1901

DEPLASMAN 0.03378 0. 033904 0.03748 ©0.03613 0.03411
v (MM.)

Y
—~J
]
8 - x H
~ (w) a
2l
[
2.00 q=1T/m

Sekil S5.20.- Dért Kenari Mafsally Uniform Yiklé Plak

Tablo S5.10.- Kenarlarindan Ankastre Oturan Uniform YGkld :'
Plak Cé6ziim Yéntemlerin{ Karsilastirma Tablosu

KESIN RITZ SONLU ELEMAN COZUMU

DEGERLER[1] COZUMUL4) 2ELEMAN BELEMAN 32ELEMAN
+M 0. 0924 0.1101 0. 0872 0. 0829 0.03938
-M 0.2052 0.1863 0.1692 0.1999 0. 2058

DEPLASMAN 0.01500 0.009170 0.01193 0.01398 0.01424
w (MM.)

Yl let b Bl Ll L L L

§

b3

(W)

N NANN\ N N AN VS R{RN

2.00
PR S HEN L N C W T - -

TP272 7722727777777/

_—

Sekil 5.21.- D&rt Kenari Ankastre Uniform Ytklé Plak

r\\\§JI I S 0 0 0 0 O O

q=1T/m?
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S.4. UYGULAMA 1V,

Uygulama III'de ele alinan kenarlari 2 x 2 m olan
Plagin orta noktasindaki tekil P yiikti etkisi altinda &nce
kenarlari serbest oturmasi hali daha sonra dért kenar:

boyunca ankastre oturmasi halleri ayri ayri incelenmistir.

Sonuclar 6zet halinde asafida verilmistir.

N
Y
1
& X
8 <4+— P -X
~ 2 BN 8 RN 32 HAEN
8
.00 | 100
- 2.00

&8 p D
. . i »
¥ L

Sekil 5.22.- D8rt Kenari Ankastre ve Mafsall: Ortasindan
Tekil Y&Gkla Plak

KESIT VE MALZEME OZELLIKLERI

Elastisite Moduld E =2.1 x 10° K6 /cn®
Poission Orana - u o= yy = 0.30
h = Plak Kalainlaga

0.10 m.
Kayma Modild G = E2/7 (1+i)



Tablo 5.11.- Kenarlarindan Sbrpest Oturan Tekil Yiklts
Plak C&zim Yéontemlering Karsilastirma Tablosu

KESIN SONLU ELEMAN COZUMU
DEGERLERI 1] ZELEMAN BELEMAN 3ZELEMAN
+M 0.274 0.1983 0. 2592 0.2711
DEPLASMAN 0.024095 0.01881 0.02313 0. 02541

W (MM.)

M W) P

2,00
o
*

2.00

Sekil 5.23.- D6rt Kenar: Mafsally Tekil Y#kl# Plak

Tablo S.12. - Kenarlarindan Ankastre Oturan Tekil Y@klé
Plak CHztim Yé6ntemlerini Karsilastirma Tablosu

KESIN SONLU ELEMAN COZUMU
DEGERLERI11 2ELEMAN BELEMAN 32ELEMAN
-M 0.1287 0.1097 0.1098 0.1287
DEPLASMAN 0.01164 0.00879 0.01087 0.01193
w (MM.)
Y
lodonkoed ol /lIJllIV “ﬁ
y [
1 7
g / PM(W)  x P
~ y 1
y A
4
PP 277 77 TTTITTY? rr
2.00

Sekil S5.24.~ Dirt Kenari Ankastre Tekil Yukld Plak



BOLUM 6

ELEKTRONIK HESAP MAKINASI PROGRAMI

6.1. Giris

Gelistirilen Ortotrop Plak Elemaninin Sayisal
trnekler ve parametrik arastirmalara uygulanmasi amaciyla
bir elektronik hesap makinasi: program hazirlanarak
QUICK-BASIC dilinde kodlanarak derlenmis, programin disk
tnitesi 4ile karsilikly etkilesimli olarak gcalismas:

sallanarak bliytik boyutlu problemlerin c¢ézlmiinede imkan
saflanmistar.

6.2. PROGRAMIN YAPIST VE CALISMA DUZEN]

Program 8 ana bircok alt programlardan olusmaktadar.
Ana programn akis diyagrami asafidaki sekilde
verilmektedir.

Asaida ana Dbolimleri verilmis olan programin
izlediJi adimlar asafida aciklanacak ve bazilarinin ana
akis diyagramlaray verilecektir.

coziM
Y

SONUG

Sekil 6.1.- Program Ana Akis Diyagram
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ELEMAN

Bu ana alt programda Snce toplam eleman tip sayisa,
sistemdeki eleman sayisi, sistemdeki dijlm sayisi gibi
sistemle ilgili bilgiler girilmektedir. Ayrica sanmir
sartiary tesbit edilerek eieman @Gzerinde cevrim yapilarak
farkl:y tipteki eleman sayisi kadar eleman davranis ve

eleman etki matrisi kurularak diske yazdirilar.

®)

ETS:ELEMAN TiP SAYISI

ELS=ELEMAN SAYISI .
EDN=SISTEMOE DUGUM NOKTAS! ADEDI
¥S =YUKLEME SAYISI

SISTEMDE ELEMAN DUGUM NOXTA NO:
N(1,1)=?
N "02)3?
N(1,3)=?

1, ELEMAN SAYISH

1

R SART i SINIR SARTLARINI
SINIR SARTLARININ TAYiNI ey

ELEMAN RiJITLIK VE YUKLEME
MATRISLERININ KURULMASI

ELEMAN

1’

TP SAVISI

|

SISTEM RiJITLIK MATRISINI
DISKE YERLESTIR.

SISTEM YUKLEME MATRISINI
DIiSKE YERLESTIR.

Sekil 6.2.- FEleman Davranis Denklemi Alt Program
Ana AXis Diyagram
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DENKUR

Bu ana alt programda eleman rijitlik matrislerini
diskten okuyarak sistem rijitlik matrisleri ((s111,
(s121, (s151, (se1l], ..........(S51), (SSS5] ) kurulmus,
sinir sartlari diskten okunarak sistem rijitlik matrisinde
yerine konmus sistem matrisi diske yazdirilmustir.
:{\-[8111 [S12] [S13] (S141 [S15]]
(Se21)] (s221 t 01 t 01 ¢ O
[(S311 { 0 ) [S331 t 01 ([ O
[S411 £ 0 1 €L O 1 [S441 L 01
{(S511 L 01 L O 1 ( O 1 (SSS)]

SNIR SARTLARIM

DISKTEN OKU
ELEMAN RiJTLIK
MAT RiSLERNi
DISKTEN OKU
|
57 on (CEEEIET)
I o))
a T 0
z SR om (G veREsTR))
<
m . .
& S 44 DEN ( biskE YERLESTIR])
&
2 | S55DEN | (Joiske veRESTIR |)
3
3 [Gawm] R e )
a
4 S13 DEN 531 DEN ([ oiske vERLESTR |)
&
‘» $14 DEN S 41 DEN (| oiskE YERLESTIR))
515 DEN ( viske vertesTR |)

o

Sekil 6.3. -~ Sistem Davranis Denklemi Alt Programw.
Ana Akis Diyagram:
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YUKXUR

Bu ana alt programda eleman ylikleme matrisleri
diskten okunarak ({fl), ......(ts}> sistem etki
matrisleri kurulmaktadir. Ayrica eleman dagtim

noktalarindaki tekil ytikler sorularak sistem ylikleme
matrisine katkilari eklenmis, sistem ylikleme matrisi diske
yazdirilmstar.

SINR SARTLARINI
DISKTEN OKU

]

ELEMAN YUKL EME

MATRI SLERINi
DISKTEN OKU

|

| |
DUGUM NOKTALARIN —

1, TEKIL YUK

@ DAKi TEKIL YUKLERIN
% ETKILERINI EKLE
- ne ]
‘B bl | |
w F11 YOKLEME MAT-
9 RISINI DISKE YERLES
TR.
3 F22 YOKLEME MAT-
< P22 DEN DISKE
2 YERLE$TR
3
e} F33. YUKLEME MAT -
2 | P 33DEN RISINI DISKE
YERLESTIR
2
= —
R} F44 YOKLE ME MAT-
b ] P44 DEN RISIN¥ D}-SKE
iy YERLESTIR
"
E55 YOKLEME MAT-
PSSDEN niga D'ISKE
YERLESTIR.

S

Sekil 6.4.- Eleman Etki Matrisi Alt Programs Ana Ak:is
Diyagram
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cOzUM

Sistem rijitlik ve yikleme matrisleri diskten
okunarak Béltétm 6.3'de verilen denklem takiminin c¢éziumi
icin gelistirilen algoritmadan faydanilarak bilinmeyenler

elde edilmektedir.
Ayrintila akys semasi diyagram asajida

verilmektedir.

SISTEM RIJITLIK [ A-BIB2ABA |
MATRISLERINI ]
2 [8=Bd537 B3] |

i j
SISTEM YKLEME Lc:=6gbq Bl |
M.ATRiSlM ;
DISKTEN OKU TN

. [RJ%STI DN AB-C-D |l TK]= (K]

1
| €=613 (29 (P2} |
LF= 5%33]" P3] |

G= S P4

[ B) Iréss}" frg |
[ PTzP1 eN EF-GH ]
[To7= mlivz' |
[Te3: 5z§]-'zpz}-[szzl‘§£52ﬂ la1id |
[Ta31= r_sala]‘i P3} B331'i(531) {911} |
(%3 BoaFPe] G4a B4l {a113]
[os3- &,!ﬂ"{Pﬂsssl“iESG fou |

Sekil 6.5.~ Sistem Denklem Takimi Cézimi Alt Program
Ana AKki1is Diyagram
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6.3. SISTEM DENKLEM TAKIMININ QUZiiMU IQIN KOLAYLIK

Sistem denklem takimunin bliylkligG nedeniyle Kisisel

sistem denklem

icgin
takiminin belli bélgelerindeki saifir matrisleri gdzdnine

yapabilmek

hesap

Kompiittirlerde

alinmus ve denklem takima gruplara ayrilarak c¢6ztlmistar.

Bbylece hafizanin etkin bicimde kullanilmasi saflanmistar.

SISTEM DENKLEM TAKIMI

o« o 3 ol L
"

< < Y a7 <«
000 x x 090 & =«
OO0 % x n 00 % = x
Q 5y = = O o (o) o C »x u = O
" % x 0O 2 x » O O
"« g 000 == © 00
000 g » 0O 00 u x
O Ox un =« 0 0O x x x
Ox » = © o o O x % x © o
%X x x OO % 2 x 0O0
2 * 00O ® x000
000 » 0O 00 x =
OO x » g 00O g
O x % u O o O x n x O o o
2 ® x 0O x o 5 OO
x O 00 = x O 0O
0 00 x zj|lO O O x
OO x * nllOO x % x
O u x 0t]|O % n 5o [=] o o
x X X OO ® x » OO
2 x O 0 O|lx » ©O 00
000 x xjloo ox x||lo0© x xl]|]lo o©c »x %jlo oo n »
OO x % X110 O x x 2x|io O x % 2]|O 0% x yllo O x & =«
O x x v« 0]|0 2 x x O]|0O x x « O||O x *x x ollo x x » ©
X x ®x 0 O x x % 0O X %2 x 0 O X 2 % O Ojllx ®* x O O
®x x O OO X 2 o o ©O x x O O O x X O OO0 ® x O O O

Sekil 6.6. - Sistem Denklem Takim
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s11 sz s13 s14 sis| (e R, |
S21 se2 ©0 O O ¢, R,
ss1 o s o of. [¢ =|r, (6. 2)
S41 O 0O St © ¢, R,
51 o o o sss| s |®,

[S“J.{db‘} + [S‘zl.(¢z} + [S“J.(¢’) + [S“J.‘(¢‘) +

(S, 1.4, = <R (6.3)
[S,,3.4¢)> + (S, ).{g) = (R (6.4)
[S,,1.48) + [S, 148> = <RD (6.8)
[S,, 1.4 + IS, J.4g) = 4RO (6.6)
(S, 1.4 + [S ).4g) = <R (6.7)
(9 = ts”J". (R - [S”J" £ R Y R (6.8)
@) = ts“J“‘. <R - ts“)" . 1S3 . 49 (6.9)
(p) = ts”:n“. R - ts”J" . 1S3 . 49D (6.10)
@) = tsul". (R - ts"J" . 1S,,1 . ¢ (6.11)

(6.8), (6.9,

(6.10), (€6.11) denklemleri (6.3) de yerine

xonulursa elde edilen 6.3 denklemi su hale gelir ;

ts1%. <> = 3 3% 6.12)
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burada tS]’ ve (R). asagida tariflenmistir.
- -4 -1
(S} = tSuJ I:Sg). tSzzJ . [saaj tsg]. tsnl .

-1 -1
tSuJ [S“J .[S“J [Sm].[S”] .[Sﬂ] (6.13)

*» -g -4
{R) = {Ra) [Saz]'[szz, -‘. (Rz) [S“].IS”] .
-1
(R’) [S“J.(S“] .(R‘) [S“].[S“] .(Rsﬂ (6.14)

(6.13) ve (6.14) deki islemler yapilarak (6.12)
denkleminden ¢‘ vektdri céziltlirse ;

<, =s1*?* . R»" (6.15)

6.15 Denkleminin céziimiinden ¢1 bulunur.

6.15 denklemi 6.8 ;: 6.9 :; 6.10 : 6.11 denklemlerinde
yerine konularak ¢a ’ ¢3 » ¢‘ ’ ¢5 ‘bulunur.

6.4. PROGRAMIN KULLANILMASI

Bu programin uygulanmasinda g&zdnne alinmasi gereken

bazi 6zellikler asafida aciklanmisgtair.

6.4.1. UYGULAMA SINIRLARI

1 Kisisel bilgisayarlarin cekirdek hafizalarini fazla
mesgul etmemek ve disk ile karsilikliy etkilesimden
yararlanabilmek icin programlar kiglik parcalar halinde
disk 4isletim sistemi {le calxstxrxlml;ta ve buldufu
degerleri diskte bir kittkte toplamakta,her program kendi
kullanacafy deJerleri birbiri pesisira caJirmaktadir.
Btylece cekirdek hafiza’da yer kayba optimuma
indirilmektedir. [44)
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Ayrica denklem takim cOzlmlnde yapilan kolaylik
neticesinde bin diUglm noktasini asmayacak sekilde sistem
sonlu elemanlara ayrilabilir.

2)Her ylkleme durumu icin programi bir defa calistirmak
yeterli olmaktadar.

6.4.2. GIrls siLGiLERL

Giris bilgileri olarak 11k dnce sistemin
tanimlanmasina ayrilmstar,

Once sistemdeki eleman tip sayisi, eleman adedi,
diglim noktasi sayisi, yikleme sayisi istenmektedir.

Daha sonra sainir sartlary: ile bilgileri girmek
gerekmektedir. Bunlar sirasiyla, sifir deplasman sayisa,
safiroclan M, M, M , M momenti deferleridir.

x y ny wn

Arkasindan sistemdeki her bir elemanin didlim noktasa
numaralary girilmektedir.

Daha sonra eleman tip sayisi Kkadar tekrarlanan her
tip eleman da istenen giris bilgileri asagida
verilmektedir.

i l '
H 1 :
° x w xg a

Sekil 6.7.- Lokai Eksen Takimy
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Eleman lokal eksen koordinatlara XKoo Yoo Xgo Yuo X0 ¥
X ve y ybnll poission orani degerleri M, My

Plak elemanin x ve y ySnl kalanlaiklar; hx. hy

Zemin yatak katsayisa; kz

Duzglin yayil ytk: q

EQilme Rijitligi x, y ybnl ; Ky 4 Kx
Burulma rijitlifi x, y ydnll ; Kby : K
Isi genlesme katsayisy ; Alfa :a

Plak listly ile alty arasaindaki aisa farki ; t -

bx

Bu bilgiler her eleman tip sayisi icin yenilenmektedir.

6.4.3. CIKIS BILGILERI

Cikis bilgileri olarak sistemle ilgili bilgiler ve

her digtm noktasinda bilinmeyen oclarak bulunan w, M&. My.

xy

’ Nk* deferleri basilmaktadar.



SONUCLAR

Pratikte gerek Betonarme gerek Ongerilmeli Beton
gerek Celik insaatta cok genis bir uygulama alani: bulunan
Ortotrop Plaklar icin Ucgen Mixed Sonlu Eleman
Formiilasyonu tiiretilmis ve bu elemanin Eleman davranis
denklemleri DUltm noktasi etki matrisleri cikarilms ve
bu elemanla yapilan uygulamalari Kkapsiyan bu calismada
elde edilen sonuclar asafida &zet halinde verilmistir.

1.) Sonlu Eleman Deplasman Metotlarindan farkli olarak
baimsiz defisken olarak secilen Plak c¢dékmesi w ve
Mx' M&. “ky’ Myx momentleri direkt olarak 4iyi bir
yaklaziklikla elde edilmigtir.

2.) Sonlu Eleman Deplasman Metodlarinda, Deplasman ve
Dinmeler bulunduktan sonra yer defistirmelerin ikinci
tiirevieri alinarak momentler elde edilmektedir. Bu -
sakincayi ortadan kaldirmak i¢in eleman sayisini arttirmak
gerekmektedir. Oysaki tlUretilen Mixed Sonlu Elemanda az
sayida elemanla dahi moment deferleri pratikte
kullanilabjlecek yaklasiklikla elde edilebilmektedir.

3.) Elde edilen Plak Fonksiyoneline kismi integrasyon
uygulayarak fonksiyoneli gevsetmek cok kullanisla
olmaktadir. Bu sayede fonksiyonel icinde en fazla birinci
mertebe ttrevler bulunmasa nedeniyle interpolasyon
fonksiyonu olarak birinci derece polinomlary kullanmak
yeterli olmaktadar.

4.) Bu nedenle secilen lineer interpolasyon fonksiyonlara
eleman kicildiftinde yakinsamayi garanti eden uygunluk ve
tamlik sartlarini yerine getirmektedir.
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8.) Calismada Ucgen sonlu elemanlar icin alan

koordinatlarina kullanarak xl . ¢ terimlerinin

i
integrasyonu ic¢in bir algoritma verilmektedir.

6.) Mixed Sonlu Eleman cbziimlerinde Sistem
davranis matrisinde safir olan terimleri géz6nlne alarak
bilgisayar c¢ekirdek hafaizasiniy optimum Xullanacak bir
algoritma kullanma gereklilidi ortaya cikmaktadar .

Bunun di¢in gelistirilen algoritma B8lim 6.3 de
ayrintila olarak verilmistir.

7. Mixed Sonlu elemanlarin tiretilmesinde sorun olan
plak fonksiyonelinin bulunmasinda [8] de verilen AJarlaikla
Rezidl Metodunu bir varyasyon prensibine ddniUstirerek
Kullanmanan cok kolay oldugu bu metodla lineer
self-adjoint differansiyel denklem sistemlerinin sonlu
elemanlarla c¢ézliminde biiylk kolaylaklar safdlayacafiy acikca
gérilmektedir.

8.) Calisma dizeni ve kullanma esaslary B&ltém 6. da
verilen E.H.M programi yardimiyla gelistirilmis olan Mixed
sonlu elemanlar kullanarak Ortotrop Sistemlerin sayisal
hesaplarinin yapilmasi olanai saflanmistar.
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