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ABSTRACT

The dependence of the viscosity of fluids on pressure has been well established by
experiments. Especially, taking into consideration the dependency of pressure on viscosity in
problems where there is a large variation of pressure in the flow domain become inevitable.
Because of this reason, the fluids with pressure dependent viscosity, has become more popular
in fluid flow problems in a wide variety of applications. Thus, it has been studied more
recently. In this work we have examined the fluid flow through the cylindrical rigid tube
which are expressed by various types of dependencies of pressure on viscosity. Some
analytical solutions of the velocity field and the pressure, thereby the particular viscosity
regimes for flows are obtained. The difference between the results of the problem and the
classical incompressible Navier-Stokes flow has been discussed, and obtained results are
compared to the results done in other works in the literature.

OZET

Viskozitenin basinca bagli oldugu akiskanlar, deneysel ¢alismalarda ¢okga belirlenmistir.
Ozellikle akis alanlarinda biiyiik basing degisimleri s6z konusu oldugu hallerde viskozitenin
basinca bagli oldugu modelleri ele almak reel problemler agisindan kaginilmaz hale gelmistir.
Bu nedenle, viskozitenin basinca bagli oldugu akigskanlar ¢ok ¢esitli uygulama alanlarinda,
daha popiiler akim problemleri haline gelmistir. Dolayisi ile son yillarin akiskanlar mekanigi
problemlerinde siklikla ¢alisiimistir. Bu ¢alismada, silindirik rijid tiip boyunca, viskozitenin
basinca degisik baglhlig: ile ifade edilen akim problemleri ele alinmistir. Akimlar i¢in, hiz
alani, basing ve dolayist ile 6zel viskozite rejimlerinin bazi analitik ¢oziimleri degisik
yontemlerle elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin akigskanin sabit viskoziteye sahip oldugu
klasik sikismaz Navier-Stokes akislarindan farkliliklart tartigilmis, literatiirde yapilan
calismalarda elde edilen sonuglarla karsilastirilmistir.

GIRIS
Bu calismada viskozitenin basinca bagl oldugu akiskan modelinin genel alan denklemleri
elde edilmis ve rijid silindirik tiip i¢cerisinde akim problemi ele alinmistir.
Klasik akigkanlar mekaniginde gerilme ifadesi
t=—pl+2ud 1)
ile verilmektedir. Burada t gerilme tansoriinii, p basing fonksiyonunu, d sekil degistirme hizi

tansoriinii gostermektedir. (1) denkleminde goriildigi tizere gerilme ile hiz gradyanlar
orantilidir. Direncin (gerilmeler), hiz gradyanina oran1 u ile gosterilmekte ve viskozite olarak

isimlendirilmektedir. Bu direng, komsu akigkan tabakalarinin harekete karsi gostermis oldugu
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direngtir. Normal gerilmeler biiylidik¢e direng de biiyliyecektir. Buradan hareketle
viskozitenin normal gerilmeye dik olacagini ilk olarak Stokes [1] ortaya atmustir.

Katilarin ve akiskanlarin yiiksek basing altinda davraniglarini sistematik bigimde inceleyen
arastirmalar 1930’dan sonra yapilmistir [2]. Bridman [3] caligmasinda 43 farkli akigskan
tizerinde deneyler yaparak,

0

bi¢iminde bir baglilik elde etmistir. Burada A, r ve S sabitler, o yogunluk ve € sicakligi
gostermektedir. Barus [4] ise

1=~Ap? eXp((mpzr)gj (2)

1(p)=uyexp(Sp) (3)

iliskisini 6nermistir. Sonraki siirecte, bu iliski deneysel olarak bir ¢cok ¢alismada gozlenmistir.
Burada #, (Pa)™ boyutunda bir sabittir. Viskozitenin basinca baghilig1 iistel alinarak,

akigkanin biiyiik basinglara maruz kaldigi hidrolik tasiyicilarin yataklarinda akim Bair [5],
Szeri [6] ve Schaeffer [7] tarafindan incelenmistir. Sikismaz ve Newtonyen akigskanlar igin
viskozitenin basinca bagli olma durumunun matematiksel analizi Renardy [8] ve Gazzola [9]
tarafindan yapilmistir. Bu c¢alismalarda sikigmaz ve Newtonian akiskan varsayimi ile
olusturulan modelin ¢dziimlerinin varlig ve tekligi tartisilmistir.

Bair ve arkadaslar1 [4] sikismaz ve Newtonian akiskanin tek yonlii akiminda viskozitenin
iistel olmasi durumunda ¢6zliimiin olmadigini gostermisler ve ancak viskozitenin basinca
lineer bagli oldugu durumda ¢6ziim elde edebilmislerdir. Hron [10], Vasudevaiah [11] paralel
plaklar arasinda ve silindirik tiip i¢inde viskozitenin basinca bagli oldugu cesitli durumlar igin
akimi incelemisler ve istel baglilik durumunda paralel levhalarda ¢oziimiin olmadigini
gostermislerdir. Ayrica hiz profillerinin Navier-Stokes modelinden (viskozite sabit) oldukg¢a
farkli oldugunu, parabolik yapidan bir yatik “V” harfine doniistiiglinii gostermislerdir.
Silindirik tiip i¢inde akim i¢in lineer ve tstel viskozite basing bagliligi durumunda ¢oziimleri
elde etmislerdir. Malek v.d. [12] tarafindan {i¢ boyutlu periyodik akimlarda viskozite-basing
iliskisi gz ontlinde tutularak periyodik ¢oztiimler elde edilmistir.

Son yillarda Rajagopal ve arkadaslar1 [13-19] viskozite basing bagliligin1 g6z 6niine alarak
birgok problemi ayrintili olarak incelemislerdir. Renardy [20], viskozitenin basinca
bagliliginin lineer olmasi durumunda herhangi kesitli bir tiipte paralel akimin olusabilecegini
gOstermis ve ayrica basinca bagliligin {istel olmast durumunda dairesel kesitli tiipte hizin
yarigapa bagliliginin kuadratik yapida olmasi gerektigi sonucunu elde etmistir.

Bu calismada viskozitenin basinca bagliliginin
p=ap, u=u(l+ep), u=uexp(sp), (4)

seklinde ti¢ farkli fonksiyon yapisinda oldugu varsayilmigtir. Alan denklemleri viskozitenin
ozel bagliliklart ve koordinat takimindan bagimsiz olarak elde edildikten sonra, dairesel
kesitli rijid silindir i¢inde akim problemi ele alinmistir. Elde edilen sonuglarin akiskanin sabit
viskoziteye sahip oldugu klasik sikismaz Navier-Stokes akislarindan farkliliklari tartigilmistir.

ALAN DENKLEMLERI
Vizkositenin basinca bagli oldugu akigkanlar i¢in gerilme tansorii (1) denkleminde oldugu

gibi verilir. Burada hiz gradyam tansorii d=Vv+Vv' olarak tanimlanmistir ve viskozite
= u(p) dir. Lineer momentumun korunumu

dv
V-t+pf=pa, (5)
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denkleminde, (1) ile verilen gerilme tansorii ifadesi kullanilirsa, akiskanin alan denklemleri

—-Vp+ Z—ﬂVp(Vv +VV) + pu(AV+V(V - V) + pof = %Jf (Vv)'v (6)
P

seklinde elde edilir. (6) denklemlerini boyutsuz formda yazabilmek igin

.V . . W . . X
\ = p :Lza t = ﬂ :ﬁa X = (7)
U U L Ho L
biiyiikliikleri tanimlanirsa, alan denklemleri boyutsuz halde,
-V'p’ +i a’u* V' (VV+VV+ AV | = ﬁ*+ (V'VTV', (8)
Re| op ot
seklinde elde edilir. Burada L, U, g, ve Re sirasiyla karakteristik boy, hiz, viskozite ve

PUL
Hy
kuvvetlerinin olmadig1 varsayillmistir.

Reynolds sayisini (Re = ] temsil etmektedir, ayrica akiskanin sikismaz oldugu ve kiitle

SILINDIRIiK TUP iCERISINDE AKIM

Burada silindirik rijid tiip boyunca akim problemi, viskozitenin basinca bagliliginin (4)
denklemi ile verildigi durumlar i¢in incelenmistir. Her {i¢ durum igin de hiz alaninin sadece
radyal koordinata bagl eksenel bileseninin oldugu ve basing fonksiyonunun ise hem radyal
hem de eksenel koordinatlara bagli oldugu,

v=(0,0,w(r)), p=p(r.z) 9)

varsayimi yapilmistir. Buradan itibaren boyutsuzlastirilmis biiytikliikkleri ifade eden "™*"
notasyonu yazim kolaylig1 a¢isindan kullanilmayacaktir.

i. wu=ap durumu:
Bu durumda, (8) denklemlerinden

_@_Fi[a_pd_wj—o

or Rel\oz dr
, (10)
op o« opdw d'w 1dw
——+—| =——+p ~+=—||=0
0z Rel or dr dr r dr
op

elde edilir. Sinir kosullar1 ise w(0) =w(1) =0 ile verilir. Burada bu iki denklem arasinda r
[

yok edilir ve 4 = Ri tanimi yapilirsa;
€

1
W +=w'

op r
—+ A ———|p=0 11
o | Ewy 1| -

sonucuna ulasilir. Bu denklem,
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P» w” +1w’

oz __|___r |__p3
ip 7 (W,)2_1 B(r) (12)

seklinde yazilabilir. (12) denkleminin ¢oziimiinden;

p(r,z) =g(r) e %, p(0,0)=g(0) (13)
elde edilir. Ayrica yine (12) denkleminde w'=u atamasi yapilirsa, ikinci esitlikten;

u'(r)+%u(r) =—(1-2%u(r)) B(r) (14)

bulunur. Bu denklem f(r) = B = sabit i¢in

i (3,(iBAr)-CY,(-iBAar))
A (3, (iBAT)+CY, (i B Ar))

¢cozlimiine ulagilir. Burada r - 0 icin, Y, > Foo oldugundan C, =0 alinmalidir, dolayisiyla

u(r) = (15)

1, (IgAr
u(ny - A2l (16)
Ad5(i B AT)
olarak bulunur. Sonug olarak, w(r) hiz bileseni igin,
w(r) = 1 =In _CZ (17)
B A Jo(iBAr)
elde edilir. w(l) =0 smir kosulundan,
C,=3,(i2) (18)
ve dolayisiyla
J,(igA
w(r) = 12In °(_ﬂ ) (19)
Bt 3 (ipar)
dir. Diger yandan, (13) ile verilen basing fonksiyonu bu durumda,
p(r,z)=g(r)e*** ve a—pzd—ge’MZ (20)
or dr
ifadeleri (10) denklemlerinin ilkinde yerine yazilir ve (16) sonucu da kullanilirsa;
iJ(igAr
99, 4p 0B AT) 40y g @)
dr Jo(i B Ar)
bulunur ki, bu denklemin ¢6ziimii g(0) = p, sinir kosulu ile birlikte
g(r) = po‘]o(i IB A I’) (22)

olur ve sonug olarak basing
p(r,z) = pyJdy (i2Br)e™* (23)
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seklinde elde edilir.

ii.  p=pu,(1+ep) durumu:

Bu durum i¢in, (8) denklemlerinden
_a_p + &gﬁ_pd_w =0

or Re oz dr
(24)
_a_p+i & @d_w_}_ (1+gp)li rd_W =0
oz Rel “arar b rdr dr
denklemlerine ulasilir. Burada iki denklem arasindan 8_p yok edilirse,
» (w" + 1 W'j
0z r (25)

l+ep 1-522%(w)
bulunur. Bu denklemin birinci durumda elde edilen (12) denklemine benzerligine ve yine sag
tarafin r nin bir fonksiyonu f(r) seklinde yazilabilecegine dikkat edilirse, ¢oziim (17)
denklemine benzer sekilde £(r) = B = sabit igin,

1

W(r):—mln(C4Jo(igﬂr)) (26)
bulunur. Sinir sartlarindan w(1) =0 nedeniyle,
1
C,=——— (27)
(e p)
olarak belirlenir. Bu halde
3 (i
W(r) = —=—In o(i2/) 28)
e J(iepr)
dir. Basing ise (25) denkleminden,
1In|1+gp|:—ﬁz+ln g(r) (29)
&
yardimiyla
1/ epe
p==(g(ne"" 1) (30)

bulunur. Sinir kosulu p(0,0) = p, kosulu altinda p, = i(g(O) —1) nedeniyle,
&

g(0)=£p, +1 (31)

belirlenir. (30) ve (28) denklemlerinden elde edilen basing ve hiz bilesenleri (24)
denklemlerinin ilkinde yerine yazilirsa,

gm_ 4, Liepn) (32)

gr) " Jy(iepr)

denklemine ulasilir ki, ¢6ziim (31) sinir sartiyla birlikte

XX. Ulusal Mekanik Kongresi 519



Sikdokur, Ozer, Kiris ve Ercengiz

g(r)=@A+ep)d, (iepr) (33)
ile verilir. Sonug olarak basing
1 - —ep2
p:;((1+g pO)JO(lg,Br)ﬂe A —1) (34)

bulunur.
i, u=u, e durumu:

Benzer sekilde (8) denklemlerinden,
_@+&gegp@d_wzo
or Re oz dr
_@_{_ﬂgegp@d_w_,_&egpli rd_W)zo
0z Re or dr Re rdr\ dr

(35)

denklemlerine ulagilir. Burada w(r) = %y(l— r2) oldugu kabul edilir ve p(r,z) = 1 Iny(r,z)
£

doniistimii uygulanirsa,
w,=—Ayeryy,

36
lll//z+/17rl//r+2/17v/=0 36)
gy
bulunur, burada birinci denklem ikinci denklemde kullanilarak,
v, (1-22y° 1 &y )+2y Aey’® =0 (37)
sonucuna ulagilir. & =y A¢ kisaltmasi ile ¢6ziim
202 +h(r)=+/(2a 2+ h(r))* - 4a r?
w(r,z)= \/( 2,2 ) (38)
2a°r
seklinde bulunur. Bu sonug, (36) denklemlerinin ilkinde yani
y,+aryy,=0 (39)
denkleminde kullanildiginda,
2a2+h(r)+4(2a z+h(r))’ —4a?r?
y(r,2) = | L4 =0 (40)
2a2r2\/2a z+(2a z+h(r))
bulunur. Bu durum ancak h'(r) =0 igin saglanir ki, (38) den,
207+C,—+/(2a 2+C,)’ —4a’r?
gy 227 C2az i) a)

20°r?
elde edilir. p(0,0)=0 kosulu w(0,0)=1 kosuluna karst gelir. Diger sinir kosulundan
w(r=1)=0 ve p(r=1,z=0)=0 dan ise, ¢(1,0)=1 elde edilmelidir. Dolayisiyla her iki

smir kosulundan, C, = &” bulunur ve sonug olarak (41) denklemi

a+22—\/(a+22)2 —4r?

2 r? (42)

w(r,z)=
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halini alir ve yapilan kisaltmalar ve atamalar yerine konularak,

2
Hy Hy 2
e+27- e+2z| —4r
yRe \/(y Re j

p(r,z):lln
g &grz

2
” Re

elde edilir.

SONUCLAR

(43)

[k iki durum igin basing ve hizin parametrelerin belli degerleri icin tiip yarigapr r ile

degisimleri asagidaki grafiklerde gosterilmistir.

Sekill-2(a,b) de birinci durumda basing ve hizin B nin artan degerleri ile artig1 goriilmektedir.
Hiz degerleri beklendigi gibi her iki durumda da B nin biiyiik degerlerinde daha biiyiik
olmakta olup hiz proflleri yatik V harfine doniismektedir. Sekil 3(a,b) de farkli A degerleri
icin basing ve hizin r ile degisimi gosterilmistir. Basing A nin artan degerleri ile artarken hiz A

nin azalan degerleri ile artmaktadir.

Sekil 4-5(a,b) ikinci durum i¢in basing ve hizin farkli B degerleri icin r ile degisimleri
gosterilmistir. Degisimler ilk duruma benzer olmakla birlikte, birinci durumun tersine hizin f3
ile degisimi daha biiylik olmaktadir. Sekil 3(a,b) den basincin € nun artan degerleri ile arttig1

hizin ise azalan degerleri ile arttig1 goriilmektedir.

oo o p@r)

Figl u=ap, A=02 z=0
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f=8
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