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KABUK SISTEMLERIN COZUMU ICIN HIBRID BIR SONLU
ELEMAN

OZET

Kabuklar, gerek matematiksel formiilasyonu gerekse geometrisi nedeniyle karmasik
yap! elemanlan arasinda bulunmaktadir. Bu zorluklardan dolay: kapali formda
¢oziim ancak geometri, ylikleme ve mesnetlenme agisindan belirli kosullar1 saglayan
kabuk elemanlar i¢in elde edilebilmektedir.

Sonlu eleman y6ntemi, geometri, yiikleme ve mesnetlenme kosullar agisindan ¢ok
farkli durumlar igeren sistemlerin ¢dziimiine olanak saglamasi nedeniyle sayisal
y6ntemlerin i¢inde en yaygin olarak kullanilan olmugtur.

Sonlu eleman yéntemi bir yapiy1 kiiciik elemanlardan olusacak bi¢imde modelleme
esasina dayanmaktadir. Bu noktada nem kazanan bu kii¢iik elemanlarin her birinin
davramst olmaktadir. Yer degistirme esasli sonlu eleman yonteminde eleman rijitlik
matrisinin elde edilmesinde eleman sinirlarinda yer degistirmelerin uyumlu olmasi
yaklasimu ile elde edilmektedir. Gerilme seg¢imli hibrid sonlu eleman y&nteminde ise
eleman rijitlik matrisi, eleman iginde denge denklemlerini saglayan i¢ kuvvet alani
segimi ve eleman simirlarinda yer degistirmelerin uyumlu olmast yaklagimu ile elde
edilmektedir. Matematiksel olarak yontem diizenlenmis tamamlayici enerji ilkesini
kullanan bir yontem olarak diigtiniilebilmektedir.

Bu noktadan hareketle gesitli fonksiyoneller yazilabilmektedir. Bu ¢alismada
Hellinger-Reissner ilkesi kullanilarak elde edilen fonksiyonel kullamimustir.

it - J({c}T[Dl{u}—g{cf [Slio v <1>

Denge kosullarmin diferansiyel denklemlerini saglayan i¢ kuvvet alami agagida
verilen bgimde yazilabilmektedir.

{o}=[P1{B} @

Burada, {o}"={N, Ny Nxy Qx Qy Mx My Mxy}T kabuk sistemler i¢in i¢ kuvvetlerinden
ve {B} i¢ kuvvet alan bilinmeyen parametreleri B; lerden olugmaktadur.

Yer degistirme alamu {u} d{igim noktas: yer deistirmeleri {q} ve big¢im
fonksiyonlari [N] ye bagli olarak

{u}=[N}{q} 3)
seklinde elde edilmektedir.
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Yukanida verilen (2) esitligi ve simrlarin dogrultu kosiniilerinden olusan [r]
kullanilarak segilen i¢ kuvvet alaninin simirdaki bilesenleri

{os}=[][P){B} C)
seklinde yazilabilmektedir.

Elde edilen (3) ve (4) esitlikleri (1) bagintisina yerlestirilirse fonksiyonel

T = 0" " [N{ajes— iy P SIipjev ©
seklini almaktadur.

Burada

LR GHO U O UHOHNES - ®

tanimlamalari yapilir ve Ilgy fonksiyonelinin i¢ kuvvet parametreleri B3; lere gore
stasyoner olmasi olmasi ilkesince

{-ag—p“iﬂ—} ={0} i=1,2,...
esitligi kullanilirsa
[l{g}=[Gl{a} ve {B}=[H][G}{a) Q)

esitlikleri elde edilmektedir.

Elde edilen (7) esitligindeki {B}, (5) esitlifinde yerlestirilirse fonksiyonel
J IR Py IRY
Mgs = {a]" (6] [H] [G][a] = Z{a] [K][a]

seklini almaktadir.

Burada
T o1l
[K]=[6] [H] [q]
rijitlik matrisini g6stermektedir.

Sistemin ¢dziimii ile {q} dgiim noktasi yerdegistirmeleri belirlenmektedir. Bu
asamadan sonra belirli olan {q} kullamilarak (7) ve (2) esitlikleri kullanilarak eleman
ic kuvvetleri asapida verilen bigimde belirlenebilmektedir.



{o} =[PI[H]"'[G]{q)

Gerilme segimli hibrid sonlu eleman yontemi kullamilarak gelistirilen elemanlar yer
degistirme esash sonlu eleman yodntemi ile gelistirilen elemanlar ile benzer yer
degistirme biiyiikliiklerini bilinmeyen olarak aldiklarindan bir sistem iginde &zel
islemler gerektirmeden birlikte kullanilabilmektedir.

Kabuk davramsini, plak ve levha elemanlarin birlestirilmesi ile olusturulan
diizlemsel elemanlar kullanarak temsil etmek olduk¢a yaygin olarak kullanilan bir
y6ntemdir.

Bu yontemin yaygin olarak kullanilma nedeni formiilasyonun basit olmasi,
geometrinin kolaylikla tanimlanabilmesi ve diger tiir elemanlar ile kolayca
birlestirilebilmesdir. Yéntemin bu avantajlarina karsin kabuk ve egrisel elemanlarin
yiik tasimasinda dnemli olan egilme ve diizlem igi etkilerin birbiri ile etkilesim
i¢inde olmasi olay1 gozéniine alinmamis olmaktadir. Ayrica kabuk geometrisi daha
cok sayida eleman kullamlarak uygun olarak tamimlanabilmektedir..

Bu ¢aligmada gerilme se¢imli hibrid sonlu eleman yontemi kullanilarak, plak ve
levha eleman davramslan birlegtirilmesi ile olugan diizlemsel bir kabuk sonlu eleman
gelistirilmistir. Eleman davramigim iyilestirmek icin eleman diizlemine dik
dogrultudaki eksen etrafindaki dénme bilesende bilinmeyenler arasina katimuigtir.
Eleman 8 noktali bir elemandir ve her bir diigiim noktasinda ti¢ii 6teleme, {igii donme
bileseni olmak iizere 6 yer degistirme bileseni bulunmaktadir.

Gelistirilen eleman kullamlarak gesitli 6rnekler ¢oziilmiis ve elde edilen sonuglar
¢esitli calismalann sonuglar ve analitik ¢dziim sonuglar ile karsilagtinlmugtir. Elde
edilen sonuglarin literatiirdeki diger ¢aligma sonuglart ile uyumlu oldugu, sonlu
eleman agimin diizgiin olmamas: durumuna kargin hassasiyetin diger elemanlar ile
benzer diizeyde oldugu, kayma kilitlenmesinin ortaya ¢ikmadigi ve yakinsamanin
saglanabildigi gbriilmiistiir.
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A HYBRID FINITE ELEMENT FOR ANALYSIS OF SHELLS
SUMMARY

Shell structures are classified as complex structures due to their complexity in
mathematical formulation and geometrical shape. Because of these sophistications,
the closed-form solution of shell structures can be available under limited conditions.

Parallel to the development of computer systems numerical analysis has become a
powerful tool in engineering mechanics.

Since finite element method is applicable to various structural systems having
arbitrary shape, loading and support conditions, it has become the most widely used
one within the numerical methods.

Finite element method models a structure as an assemblage of small elements. An
important ingredient in a finite element analysis is the behavior of the individual
element. In displacement based finite element, formulation of the element stiffness
matrix depends on interelement compatible displacement field interpolation. Finite
element method based on the assumed-stress hybrid method is a way of formulating
a stiffness matrix by use of independent assumptions of an equilibrium stress field
within the element and interelement compatible displacement modes on the element
boundary. Mathematically the method can be stated as a modified complementary
energy principle.

Starting with this point one can write various functionals. In this thesis the functional
based on Reissner-Hellinger principle is used.

s = ({7 Pl 5te) I8l v ®

A stress field that satisfies the differential equations of equilibrium can be written as
follows:

{o}=[P}{B} @)

where, for shells {o}"={N, Ny Ny Qx Qy My My My} and {B} contains parameters
B that are yet to be determined.

The compatible displacement field {u} can be defined in terms of nodal
displacements {q} and shape functions [N].

{u}=[N}{q} )

By using Eq. 2 and the direction cosine matrix of the boundary [#], the components
of stress field along the boundary can be written as
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{os}= [n][P]{B} 4)
Substitution of Eq. 3 and Eq. 4 into Eq. 1 yields

e = [0} (P [ INaas = [l (I SIPT ) O
where
1) - [T Sl(PRY - and [0 [T [ N) a8 ©

Requiring that IIgy has to be stationary with respect to variations of stress
parameters i,

ORy { _ g
{ ; }—{0} i=1,2,...

which yields to

[(H]{}=[Gl{a} or  {B}=[H] [Gl{g} @

Substitution of {B} from Eq. 7 into Eq. 5 yields

s = (o] (6] [ 0]fa] = ol K]l
where
[x]=[o]" 5] [0]

is recognized as a stiffness matrix.

The solution of the system yields the unknown nodal displacements {q}. After {q} is
determined, element stresses or internal forces can be recovered by use of Eq. 7 and
Eq. 2. Thus

{o} =[PJ[H] "' [Gl{a}

Assumed stress hybrid elements can be joined to displacement based elements
because both use displacement quantities as nodal degrees of freedom.

It has been common to use flat elements to model the shell behavior by superposition
of membrane element having stretching behavior and plate bending element having
bending behavior.

The major attractive features of this modeling are, the formulation is simple and
description of geometry is easy, easily combined with other types of elements.
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Disadvantages of such modelings can be pointed out as, it can not take into account
the coupling of stretching and bending within a element. In fact such coupling is a
major contributor towards load carrying mechanism in shells and other curved
members. Geometric approximation by using flat elements requires an increase in the
number of elements and it has an influence upon the solution for imperfection
sensitive structures.

In this thesis an assumed stress hybrid flat shell element is developed by combining
plate bending and membrane element. To improve the performance of element the in
plane nodal rotations are included as degrees of freedom. Element has 8 nodes and
48 degrees of freedom. At each node of the element 3 displacement and 3 rotations
are taken as unknowns.

To check the the accuracy of the finite element, various examples are solved
numerically and it is shown that the results obtained are in a good agreement with the
results given in the literature. Furthermore, it is found that the element is insensitive
to mesh distortion, it does not exhibit shear locking and has desirable convergence.
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1. GIRIS

1.1 Giris ve Caliymanin Kapsam

Kabuklar, gerek matematiksel formiilasyonu gerekse geometrisi nedeniyle karmagik
yapi elemanlann arasindadir. Bu zorluklardan dolay1 kapali formda ¢&ziim ancak
geometri, yilkleme ve mesnetlenme agisindan belirli kogullar1 saglayan kabuk

elemanlar i¢in elde edilebilmektedir.

Bilgisayar sistemlerinin gelismesiyle birlikte mithendislikte kullamlan sayisal analiz
yontemleri kullammu da gelisim gostermis ve miihendislik problemlerinin
¢dziimiinde yaygin olarak kullanilmaya baglanmigtir. Bu yontemler iginde bulunan
sonlu eleman yontemi, geometri, yiikkleme ve mesnetlenme kogullar agisindan ¢ok
farkli durumlan igeren sistemlerin ¢6ziimiine olanak saglamasi nedeniyle sayisal

yontemlerin iginde en yaygin olarak kullanilan: olmugtur.

Bu ¢alismada da, sonlu elemanlar yénteminin bir tiirli olan gerilme segimli hibrid
sonlu eleman yontemi kullanilarak, genel sekilli kabuk sistemlerin ¢dziimiinde
kullanilabilecek bir eleman gelistirilmistir. Geligtirilen eleman kullamlarak statik
yiikler altindaki gesitli lineer elastik sistemlere ait sayisal drnekler ¢6ziilmiis, elde
edilen sonuglar analitik ¢oziimler ve diger ¢alismalarin sonuglari ile kargilagtirilarak

gelistirilen elemanin yaklagimi incelenmigtir.

Konuyla ilgili literatlir aragtirmasi yapildigt zaman karmagik geometriye ve simr
kosullarina sahip kabuk problemlerin ¢oziimii i¢in sonlu elemanlar metodunun
kullanimu ve uygulamalar iizerine yapilmig ok sayida calisma oldugu gézlenmistir.
Ik calismalar 1950°li ve 1960°h yillara kadar gitmektedir [1,2]. Bu caligmalar
incelendiginde sonlu eleman y®nteminin kabuk sistemlere uygulamg: baslangigta
iicgen ve dikddrtgen elemanlar kullamlarak olmustur [3]. Daha sonraki ¢aligmalarda,
kabuk elemanlarin geometrilerinin tanimlanmas: amaciyla, ticgen [4-8], dikddrtgen
ve dortgen sekilli elemanlar [9-12], eksenel simetrik diizgiin veya egrisel elemanlar
[13-18], ii¢ boyutlu elemanlardan indirgenerek elde edilen elemanlar [19-21] olmak
{izere dort smfta toplanabilecek ¢ok sayida eleman gelistirilmistir. Bu ¢aligmada



genel sekilli kabuk sistemlerin ¢6ziimii amaglandiindan dortgen sekilli bir kabuk

eleman gelistirilmigtir.

Bu elemanlarin gelistirilmesi igin kullanilan yontemler de yer degistirme esash ve
karma sonlu elemanlar olarak iki ana baglik altinda toplanabilmektedir.

Literatiirde bulunan elemanlarin biiyilk ¢ogunlugu yer degistirme esash elemanlardan
olusmaktadir.

Yer degistirme esasli sonlu elemanlar yontemi kullamilarak , Saygun [22] de yiizeysel
tastyici sistemlerin hesabi igin gesitli sayida egrisel sonlu elemanlar, Altan [23] de
kalin silindirik kabuklarin ¢6ziimii igin ti¢ boyutlu bir sonlu eleman, Kara [24] de
genel bicimli ve genel statik yiikler etkisindeki kalin kabuklarda biitiin etkiler dikkate
alarak yerel egrisel ortogonal koordinatlarda, i¢ boyutlu elastisite teorisinden

yararlanarak bir sonlu eleman geligtirmistir.

Yer degistirme esasli sonlu eleman yénteminde bilinmeyenler diigiim noktas: yer
degistirme bilesenleri olarak segilirken, karma sonlu elemanlarda yer degistirme
bilesenlerine ek olarak i¢ kuvvetler de bilinmeyen olarak segilmektedir. Bu
calismada karma sonlu elemanlarin bir tiirli olan gerilme segimli hibrid sonlu eleman

yontemi kullaniimaktadir.

Sonlu eleman yonteminin bir tirii olan gerilme segimli hibrid sonlu eleman
yonteminin kullamldig ilk g¢aligmalar Pian [25] tarafindan yapilmustir. Daha
sonralart bu ydntem diger galismacilar tarafindan da kullanilmig ve gesitli problem
- tiirlerinin ¢6ziimii igin igin farkli elemanlar gelistirilmigtir [26-32]. Cook [27],
diizlemine dik dogrultuda dénmeleride igeren levha eleman gelistirmede, Rengarajan
ve digerleri [28] kabuk sistemlerin burkulma ve serbest titresim problemlerinin
¢oziimiinde kullanilmak fizere diizlemine dik dogrultuda dénmeleride igeren kabuk
elemam gelistirmede, Cheung ve Chen [30] ince ve orta kalinlikta plak ve kabuk
sistemlerin ¢oziimiinde kullamlmak {izere geligtirilen elemanda, Kang ve Pian [32]
da genel sekilli kabuk sistemlerin ¢dziimiinde kullanilmak tizere 20 serbestlik
dereceli genel sekilli kabuk elemam gelistirmede gerilme segimli hibrid sonlu eleman

yontemini kullananlar arasinda sayilabilir.

Karma sonlu eleman yonteminin bir diger tirti de karigik sonlu eleman olarak
adlandinimaktadir. Gerilme segimli hibrid sonlu eleman y&éntemi ile karigik sonlu
eleman yontemlerinin her ikiside, bilinmeyenler olarak yer degistirme bilesenleri ile
birlikte i¢ kuvvetleri de kullanmaktadir. Ancak gerilme segimli hibrid sonlu eleman
yonteminde i¢ kuvvetler diiglim noktasindaki degerlerinden bagimsiz olarak



secildiginden eleman diizeyinde i¢ kuvvetler yer degistirmelere bagh olarak
tanimlanarak yalnizca yer degistirme bilesenlerinin bilinmeyen olarak kullanildig
duruma getirilmektedir. Karisik sonlu elemanlarda ise bu tiir bir diizenleme iglemi
yapilmamakta, ¢6ziim boyunca bilinmeyenler iginde i¢ kuvvetler de bulunmaktadir.
Kansik sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen elemanlar kullanilarak yapilan
¢oziimlemede sistem {izerinde yer degistirme bilesenlerinin yaninda i¢ kuvvetlerin
stirekliligide saglanabilirken, gerilme se¢imli hibrid sonlu elemanlar yontemi ile elde
edilen eleman kullamlarak yapilan ¢éziimlemede yer degistirme esasli sonlu
elemanlara benzer bicimde sistem {izerinde yer degistirme blegenlerinin siirekliligi

saglanirken, i¢ kuvvetlerin siirekliligi saglanmamaktadir.

Omurtag ve Akoz [14-16] da, Gateaux diferansiyeli kullamlarak gesitli problemler
icin fonksiyoneller iiretilmis ve bu ydntemle ¢esitli karigik sonlu elemanlar

gelistirilmigtir.

Bu ¢alismada gelistirilen eleman ile ince ve orta kalinhikli kabuk sistemlerin ¢6ziimi
amaglandigindan, kalinlik dogrultusunda kayma gerilmelerinden olugan kayma sekil
degistirmeleri de hesaplara katilmistir. Mindlin-Reissner teorisi olarak adlandirilan
bu teori kullamlarak gelistirilen eleman formiilasyonunda C° siirekliligi yeterli
oldugundan interpolasyon fonksiyonlar: kolaylikla elde edilebilmektedir. Bu tiir
- elemanlarda yer degistirme ve donmeler bagimsiz parametreler olarak alinmaktadir.
Bu bagimsiz segim islemi, kayma kilitlenmesi adi verilen problemin ortaya
cikmasma neden olabilmektedir. Zienkiewicz ve dig. [6] tarafindan kayma
kilitlenmesini ortadan kaldwracak azaltilmis integrasyon (reduced integration)
yontemi ve daha sonralari segimli integrasyon (selective integration) ybntemi

gelistirilmistir.

Kumbasar ve Aksu [13] de, kalinhk dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinin
ve kabuk kalinliginn etkisini hesaba katarak genel bigimli kabuklar igin elde edilen
forksiyonel yardimi ile yer degistirme esash bir sonlu eleman gelistirilmistir. S6z
konusu ¢alismada azaltilmig integrasyon yontemi kullanilmustir.

Kayma kilitlenmesi problemi genellikle yer degistirme esash sonlu elemanlar
yonteminde karsilagiimakta ve problemin agiimast i¢in azaltilmig integrasyon veya
secimli integrasyon gibi 6zel yontemler kullaniimas: gerekmektedir . Gerilme segimli
hibrid sonlu elemanlarda ise kullanilan fonkiyonelin karisik formiilasyon ile elde
edilmesinden dolayr 6zel bir yontem kullanilmadan kayma kilitlenmesi problemi

asilabilmektedir.



Gelistirilen elemanda, genel bigimli kabuklarin davramgi basik kabuk bagintilan
kullarlarak plak ve levha eleman davramglannin  birlegtirilmesi ile
olusturulmaktadir. Elemamin her diigiim noktasinda alti adet yer degistirme
parametresi bulunmaktadir. Eleman diizlemine dik dogrultudaki eksen etrafindaki
dénme bileseni de bilinmeyenler arasina katilarak, gelistirilen elemanin davraniginin
iyilestirilmesi ve ¢ubuk elemanlar gibi genel durumda diigiim noktalarinda alti
bilinmeyen iceren diger eleman tiirleri ile birlikte dogrudan kullanilabilmesi
amaglanmustir. [27] de Cook, [33] de Allman, [31] de Sze ve dig. Benzer bi¢imde
eleman diizlemine dik dogrultudaki dénme bilesenini bilinmeyen olarak kullanan

elemanlar gelistirmiglerdir.

Hibrid eleman yontemi ile bir elemanm rijitlik matrisinin elde edilmesi,
yerdegistirme esash sonlu eleman yontemi ile elde edilmesine oranla daha fazla
islem gerektirmektedir. Buna karsin daha az eleman sayist ile yakinsama
saglanabildiginden ve kayma kilitlenmesi gibi yer degistirme esash elemanlarda
goriilen problemlerin ortaya gikmamasindan dolayr hibrid sonlu eleman ydntemi

kullanimi gelisim g6stermektedir.



2. VARSAYIMLAR VE GENEL BAGINTILAR

Bu bolimde bundan sonraki boliimlerde kullamlacak olan ve kalinlik
dogrultusundaki kayma gerilmelerinin etkisini de gézoniine alindig kabuk bagntilan

verilecektir.

2.1 Varsayumlar

Kesit tesirleri elde edilirken asagida verilen varsayimlarin gegerli oldugu kabul

edilecektir.

1. Ortalama yiizeye dik dogrultudaki o, normal gerilmeleri diger gerilmelere
gore ihmal edilebilecek diizeydedir.

2. Yerdegistirmeler kabuk kalinligina gore kiigiik olmakta bu nedenle denge
denklemleri sekil degistirmemis sistem {izerinde yazilmaktadir.

3. Gerilme-sekil degistirme bagintilart dogrusal elastiktir.

4. Sekil degistirmemis sistemde ortalama ylizeye dik bir dogru pargasi, sekil
degistirmeden sonra da dogru kalir. Ancak bu dogru kalinlik
dogrultusundaki kayma gerilmelerinin hesaba katilmasi nedeniyle
sekildegistirmis ortalama yiizeye diklik 6zelligini korumaz.

2.2 Sekil Degistirme — Yer Degistirme Bagmtilar:

Ug boyutlu elastisitede kiiciik yer degistirmeler icin elde edilmis olan gekil
degistirme bagintilar1 eksenler dogrultusundaki u, v ve w yerdegistirmeleri cinsinden

Lm o _w
X ax Yy 6y

fu oy _ou | ow v ow )
'ny ——é;-l-gx— xz = +—— 'sz——?a;‘i'—- ( . )

seklindedir. Burada



€x , € , Yxy : kabuk orta yilizeyinden z uzakliktaki birim uzamalan ve birim kayma

sekil degistirmelerini
Yxz » Vyz : kalinlik dogrultusundaki kayma sekildegistirmelerini

gostermektedir.

2.3 Gerilme-Sekil Degistirme Bagintilari ile Kesit Tesirleri

Sekil (2.1)’de x, (x+dx) ve y, (y+dy) kesitlerince simrlanan kalinlig1 h olan bir kabuk

hacim eleman: goriilmektedir.

Sekil 2.1 Kabuk Elemanda Gerilmeler

Ox , Oy : Eleman yiizlerine etki eden normal gerilmeler
Txy » Tyx - Ortalama yiizeye paralel olan kayma gerilmeleri
Txz » Tyz : Ortalama yiizeyin normali dogrultusunca etki eden kayma gerilmeleri

Birim sekil degistirmeler (2.1) bagntilart ile elde edildikten sonra Hooke kanunu ve
0,~0 varsayimu kullanilarak diizlem gerilme hali i¢in E elastisite modiilii, v poisson

orani olmak iizere gerilmeler

Oy = 2(8x+V8y)

1-v

oy = 1_Ev2 (g +vex)



E
Ty =0 Yy = ) Txy (2.3)

Txz =Gsz == ¥xz

2(1+v)
E
tyz = G"sz :5_(1—:’-)-7),2

seklinde ifade edilirler. Genel durumda birim boya etkiyen toplam momentler ve
toplam kuvvetler ile tammlanan i¢ kuvvetler ise gerilme bilesenlerinin x=sabit ve
y=sabit kesitinde kalinlik boyunca integralleri olarak tanimlanmaktadur.

Nx - 4 o.x
Ny | w2 | ™oy
1Qx = Iérxzrdz (2.4)
M, | ~M2|zo,
(Myy | (%Txy |
FNy ) ( °'y )
NY" L w2 | Tyx
j Qy t= | Tyt dz (2.5)
M, | 2|z
(Myx | [ ZTyx |

Bu bagntilarla elde edilen kesit tesirlerinin pozitif yonleri Sekil (2.2) ve (2.3)°de
gOsterilmektedir.



Sekil 2.2 Kabuk Elemanda Kuvvet Bilesenleri

Sekil 2.3 Kabuk Elemanda Moment Bilegenleri

Geligtirilen sonlu elemanda i¢ kuvvetler, hibrid sonlu eleman yoénteminde i¢ kuvvet
alaninin  secilmesinden dolayr (2.4) ve (2.5) bagmtilart kullanilmadan elde

edilmektedir.

2.4 Basik Kabuk Denge Denklemleri

Calismada genel bigimli kabuklarin hesab: amaglanmakta ve bu hesaplama igin basik
kabuk bagintilan kullanilmaktadir. Basik kabuk bagmntilari, kabuk genel
bagintilarinda egrilik yarigapi ile béliinen terimlerin ihmal edilmesi ile levha ve plak

davranigi ile ilgili bagintilara doniigmektedir [34].



Bu bagintilar kullamlarak gelistirilen sonlu eleman diizlemsel olmakta ve egilme ve

mambran davraniglan birbirlerinden bagimsiz hale gelmektedir.

Kenar uzunluklari dx ve dy olan eleman pargasi tizerinde etkiyen yiik bilesenleri ile
birlikte Sekil (2.4) de plak i¢ kuvvetleri ve Sekil (2.5) de mambran i¢ kuvvetleri
gosterilmektedir.

Sekil 2.4 Egilme etkileri

aNx
Nx+ % dx

Sekil 2.5 Mambran Ig Kuvvetleri



Genel bagintilarda egriligin kiigiik oldugu varsaymmu ile elde edilen basik kabuk
denge denklemleri agagida verilmektedir. Bunlardan (2.6) denklemleri levha
davraniginy, (2.7) denklemleri plak davramgini gostermektedir.

N, My _ ¢ A, (2.6)
x oy oy ox

oM
6Mx+ xy_Qx_:O
x oy
M, 2y Q, =0 Q.7
o x '
.a&.g.&:_f
ox 0Oy *

Burada £, fj, f; ilgili dogrultuda dx ve dy kenar uzunluklar ile tammlanan bolge
tizerine etkiyen yiik bilegenlerini g6stermektedir.

Basik kabuk denge denklemleri, gelistirilen sonlu eleman igin segilen i¢ kuvvet

alanimn belirlenmesinde kullaniimaktadir.
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3. GERILME SECIMLI HiBRiD SONLU ELEMAN YONTEMI
3.1 Sonlu Eleman Ydéntemin Esasi

Miihendislik yapilarindan ylizeysel tastyict sistemlerin sonlu eleman yéntemi ile
¢oziimiinde gozoniine alinan sistem sonlu sayida diigiim noktalarinda birbirine
baglanan yap: elemanlariin bir birlegimi olarak gézoniine alinmaktadir. Elemanlar
icin kuvvet yerdegistirme bafntilari biliniyorsa, bir araya gelerek olugturduklar
sistemin ¢Oziimlemesini yapmak ve davramsim incelemek gesitli ydntemleri
kullanarak yapilabilir. Bu noktadan hareketle, sonlu eleman yénteminde siirekli bir
ortama sahip sistemin diferansiyel denkleminin integrasyonu ayrik bir sisteme iliskin
cebrik bir denklem takiminin ¢6ziimiine indirgenmektedir.

Bu ¢alismada sonlu eleman y&nteminin bir tiirii olan gerilme se¢imli hibrid sonlu
eleman yontemi kullanilacagindan 6nce bu yéntem hakkinda bilgi verilecektir.

3.2 Gerilme Se¢imli Hibrid Sonlu Eleman Yontemi

Gerilme secimli hibrid sonlu eleman yonteminde eleman bagintilarini elde etmek i¢in
denge denklemlerini saglayan i¢ kuvvet alami ile geometrik uygunluk kosullarim
saglayan yerdegistirme alanlari birlikte kullamlmaktadir [25]. Bu bagintilarin elde
edilmesinde kullanilan fonksiyonellerden olan Reissner-Hellinger ilkesi esas alinarak

elde edilen
s = ({0l -5 " et - f" wav- (o)} @

fonksiyonelinin minimum olmas: gerekmektedir. Fonksiyonelin

boliimii i¢ kuvvetlerin isini,

tu}" {F}av +{a}" (R}

AY
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boliimii {R} diigliim noktas: bilinmeyenleri {q} dogrultusunda etkiyen dis yiik
vektorii olmak iizere dig kuvvetlerin igini gostermektedir.

Sekil degistirmeler ile yer degistirmeler arasinda, [D] diferansiyel islemci olmak

{e} =[D]{u} 3.2)

iliskisi, sekil degistirmeler ile i¢ kuvvetler arasinda, [S] elastisite matrisinin tersi
olmak lizere

{e} =[S]{} 3.3)

bigiminde iligki bulunmaktadir. Eleman iginde denge denklemlerini saglayacak
bi¢imde, alan degiskenlerine bagli olarak segilen i¢ kuvvet matrisi {c}

{o}=[P]{B} 34

seklinde yazilabilir. Burada {B} bilinmeyen parametrelerden olusan kolon matris,
[P] ise eleman koordinatlarma bagli ve eleman iginde i¢ kuvvetlerin degisimini
gosteren dikdortgen bir matrisdir. Smirlar boyunca geometrik uygunluk kogullarini
saglamak amaciyla diigiim noktalarinda komsu elemanlara iliskin ug
- yerdegistirmelerinin birbirine esit olmasint saglayacak bigimde segilen yerdegistirme

fonksiyonu

{u}=[N]{q} (3.5)

olarak almabilir. [N] smurlar boyunca bigim fonksiyonlarindan olusan matrisi, {q}
digiim noktalarindaki yerdegistirme bilesenlerinden olusan kolon matrisi

gostermektedir.

Eleman i¢inde denge denklemlerini saglayacak bigimde segilen {c} i¢ kuvvet
alanmin sirlar tizerindeki bilesenleri, [»] siurlarin dogrultu kosinislerinden olusan

matris olmak iizere
{os}=[n]{c} 3.6)
seklinde hesaplanabilir. (3.4) bagintis1 kullanilarak

{os}= [n][P]{B}

elde edilir. Yiik terimlerinin etkisi daha sonra g6zoniine alinmak iizere, (3.4) ve (3.5)
bagintilar kullanilarak ITry fonksiyoneli yeniden diizenlenirse

12



g = (B} []" [2]" [NJ{ales - (B} []" [SI[P{B)av (37

S \Y

bigimini alir. Bu fonksiyonel rijitlik matrisinin elde edilmesinde kullamlacaktir, Elde
edilen (3.7) bagintisinda

[6]= Sf[P]T [n]' [Ns [H]= [[2]" [s][Plav (3-8)

\Y%

tammlamalari yapilir ve 8I1 = 0kosulu saglanmas: gerektiginden S—H= 0 esitligi
i

uygulanirsa

[H][B] =[G]{a}
bagintisi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi [H]™ ile carpilarak elde edilen
[8]=[H]"[G]{a) (3.9)

esitligi kullanilarak fonksiyonel diizenlenirse

It ={a)" [6]' [1]"[0] {a}

bigimini alir. [K] rijitlik matrisi olmak {izere
[k}=[c]"[H]"[c] (3.10)

tammu ile (3.1) bagintisindaki fonksiyonel

1
My = LT K] 610
bigiminde elde edilir.

Eleman i¢in i¢ kuvvet alaninin se¢imi diigtim noktas: degerlerinden bagimsiz olarak

yapildiindan 5632 =0 kosulu uygulanabilmektedir. Bu kosul ile elde edilen (3.9)

1
bagntisi ile segilen i¢ kuvvet alam parametreleri diigiim noktasindaki yer degistirme
bilesenleri tiiriinden yazilabilmektedir. B&ylece gerilme segimli hibrid sonlu eleman
yonteminde de yer degistirme esasli sonlu elemanlarda oldugu gibi bilinmeyenlerin

yer degistirme bilegenlerinden olugmasi saglanmaktadir.

13



Co6ziim yapilip diigiim noktasi yer degistirmeleri elde edildiginde, sirasiyla (3.9) ve
(3.4) bagintilan kullamlarak i¢ kuvvetler elde edilebilmektedir.

Eleman rijitlik matrisi [K], [G] ve [H] matrisleri kullanilarak elde edilmektedir. [H]
matrisi biitiiniiyle segilen i¢ kuvvet alanina, [G] matrisi hem segilen i¢ kuvvet alamina
hem de segilen yer degistirme bigimine baglidir. Bu nedenle gerilme se¢imli hibrid
sonlu eleman ydnteminde segilen bu biiyiikliiklerin uyumlu olmasi durumunda uygun
eleman rijitlik matrisi elde edilebilmektedir [35].

3.3 Esdeger Diigiim Noktasi Kuvvetleri

Eleman iizerindeki yayil yiiklere statik olarak esdeger diigiim noktas: kuvvetleri

7]
7}
(B =1

Ve

-

.

ile tamimlanmaktadir. Her {F'} alt vektérii ug serbestliklerine esit sayida ve onlarin
dogrultusunda bilesen icermektedir. Elemanin birim hacminde dis yiikiin potansiyel
enerjisi degisimi

T [
o({u}' {F}) a(q)

a{Qi} a{‘ls}

INT' {5}

olarak bulunur.Boylece yayili yiiklerden olusan diglim noktast kuvvetlerini
tammlayan {F}"

{F}" =—[IN]' {F}av (3.12)
v

olarak elde edilir.

3.4 Sistem Matrislerinin Elde Edilmesi

Bu asamada amag, sistem denklemlerini kurmak ve bu denklemlerin ¢6ziimiint

yapmaktir, Tiim diigiim noktalar1 igin denge denklemleri yazilir ve matris bigiminde

ifade edilirse
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2R} = S [Kal {au}+ DIET (3.13)

i me] m=}

seklini alir.

n

[K]=2[Ka]

m=1

{RT} = Z{Ri}
[E]=Y[E]

olmak lizere (3.13) bagintist
[K]{a} = {R+}-{E;} (3.14)

seklinde diizenlenebilir. Bagint1 (3.14)’de [K] sistem rijitlik matrisi, {q} sistem
diigiim noktasi yerdegistirmelerini g&steren parametrelerin olusturdugu vektordiir.
Elde edilen bagnt: bir lineer denklem takimi olusturmaktadir. Olusturulan denklem
takiminda sisteme iliskin simr kosullari konulup denklem g¢oziilerek problemin
bilinmeyenleri olan {q} vektorii elde edilir. Buradan da (3.9) ve (3.4) bagmntilar ile
i¢c kuvvetler bulunur.

3.5 Sayisal Integrasyon

Eleman rijitlik ve yiikleme matrislerini olugturmak i¢in kullamlan (3.8), (3.9) ve
(3.12) bagmntilarindan goriilecegi lizere matrislerin hesabi igin integrasyonu gerekli
kilmaktadir. Kullanilan integrasyonun genel yapisi

I= [[f(x,y)dA (3.15)

seklindedir. Integrasyon bagmtilan (£,) dogal koordinatlarina bagl olarak yazilirsa,
integral daha kolay degerlendirilebilir hale gelmektedir. Bunu yapmak i¢in
integrasyonu yapilacak fonksiyonda lineer bir degisken doniiglimii yapilarak
siurlarn 1 ile +1 degerlerine getirilmesi uygun olmaktadir. Buna ek olarak kiiglik
bir dA alan: igin d¢ ve dn cinsinden yazilan bir ifade kullamlmalidir. Bu amagla,
sonsuz kiigiik bir dA alam, £ ve 1 dogal koordinatlarinda gekil 3.1°de gosterilmigtir.
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YA ox n on

Sekil 3.1 Dogal Koordinatlarda Alan

Burada r vektorii, x ve y kartezyen koordinatlarinda yer vektoriini gostermektedir ve
asagidaki bicimde yazilabilir.

—

F=x1+Y] (3.16)

(¢,m) koordinatlarinda x(£,m) ve y(€,n) fonksiyonlarini gbzoniine alarak £’ye gore
r’nin degisimi (3.17) bagintisindan

LR S & T @A)

& & o
1’ye gbre r’nin degisimi (3.18) bagintisindan

or Oxz Oy= (3.18)

—=——1+—]

om om o

elde edilebilir. Bagmt1 (3.17)’yi d¢ ile baginti (3.18)i ise dn ile carparak dA
paralelkenar alanim ortaya gikartan iki komsu kenar1 bulunabilir. dA alani agagidaki
vektor carpimiyla elde edilir.

oF . oOf -
dA ={ —dEx—dn |-k 3.19
(ag éxan n) (3.19)

(3.17) ve (3.18) bagntilarini (3.19)’da yerlerine yazilirsa
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dA = [3-@— -3@-] d&dn (3.20)

elde edilir. (3.20) denkleminde parantez igindeki ifade 2x2’lik matris bi¢iminde

yazilabilir.

x %
I L P
dA__ai _aldgdn—lﬂdtgdn (3.21)
on on

Burada |J ] Jacobien matrisinin determinantidir. Béylece (3.15) bagintis1 asagidaki

yeni bi¢imini alir.
+1 +1

I= [ [ [f|dédn (3.22)
A

Sozkonusu integral bagmntilarimin sayisal olarak degerlendirilmesi gerekir. Bu
calismada Gauss sayisal integrasyon ydntemi kullamlmugtir. Gauss integrasyonunun
(3.22)’de verilen integrale iki kez uygulanmasiyla sayisal integral alma islemi

tamamlanmis olur.

I=iiVVin¢(§im,~)lJ(§imj)| (3.23)

=1 i=l

Burada )J|, koordinat doniisimiinden ortaya ¢ikan [J] Jacobien matrisinin
determinantin, W; ve W; sayisal integrasyonda i ve j noktalarndaki agirhik

fonksiyonu degerlerini gostermektedir.
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4. KABUK SISTEMLERIN ¢0zZUMU iCIN GERILME SECIMLI HIBRID
BIR SONLU ELEMAN

4.1 Gelistirilen Sonlu Eleman

Kabuk sistemlerin ¢6ziimii igin b6liim 3’de verilen yontem kullamlarak Sekil 4.1 de
gosterilen, 8 noktal1 dortgen bir sonlu eleman gelistirilmistir. Bu eleman basik kabuk
bagintilari kullamilarak plak ve levha davramslarinin birlestirilmesi sonucu elde
edilmektedir.

Sekil 4.1 Kabuk Sonlu Eleman, Diigiim Noktalar: ve (§,1) dogal koordinatlar

4.1.1 Eleman Ug Serbestlikleri

Gelistirilen elemanda, her bir diigiim noktasinda, genel eksenleri tammlayan X, Y, Z
dogrultularinda bulunan u, v ve w yer degistirme bilesenleri ile bu eksenler etrafinda
donme bilesenleri ug serbestlikleri olarak alinmistir. Elemamin ug serbestlikleri e

elemani i¢in matris formunda

@ ={la} {@} - - ) @D

seklinde yazilabilir. Burada i diigiim noktasinin serbestliklerinden olusan {qi}

vektorii
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=<

(4.2)

(-

.-

X1

yi

‘c © o©

zi )

bicimindedir. Her bir diigiim noktasinda 6 adet serbestlik derecesi, dolayis: ile
eleman i¢in toplam 48 adet serbestlik derecesi bulunmaktadir.

4.2 [H] Matrisinin Elde Edilmesi

Secilen i¢c kuvvet alamnn, kendisine kars: gelen sekil degistirmeler {izerinde yapti1

isin hesaplanmasinda kullanilan [H] matrisi

(8] = J[P " [s][phv @3)

A

seklinde hesaplanmaktadir.

4.2.1 Eleman Yerel Eksenlerinde Koordinatlarin Elde Edilmesi

[H] matrisinin elde edilmesinde kullanilan [P] matrisi alan degiskenlerine bagh bir
dikdortgen matristir. [P] matrisinin elde edilmesinde elemanin kendi diizlemindeki
(x.y) koordinatlarimn belirlenmesi gerekmektedir. Eleman diizleminde bulunan (x,y)
koordinatlarmin genel eksenleri tammlayan (X,Y,Z) koordinatlarina bagli olarak

belirlenmesinde asagidaki adimlar izlenmektedir:

e Eleman 7 ve 5 diigtim noktast dogrultusu 1 yerel eksen dogrultusu olmak
tizere, (X,Y,Z) eksen takimina bagh olarak bu dogrultudaki birim vektor
belirlenmektedir, (Sekil4.2).

Vi = (X5 —Xo)i +(Ys - Y7)i + (Zs ~Z7)k

. L T
61=GIXI+elyj+eIZk=W_l
1
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Sekil 4.2 Eleman Yerel Eksenleri

* 8 ve 6 diiglim noktas1 dogrultusunda olan ve eleman diizleminde bulunan bir
V, vektdrli tammlanmaktadir. Bu vektdriin V; vektoriine dik olmas: kosulu

bulunmamaktadir. e, birim vektori ile bu vektdriin vektdrel olarak

carpilmas: ile eleman diizlemine dik bir vektér belirlenebilmektedir.
Tammlanan vekt6riin birim vektdrii 3 yerel ekseni dogrultusundaki birim
vektdri belirtmektedir.

Vi = (X —Xg)1 + (Yo ~ Yg)] +(Zg — Zg)k
V; =axV; & =2
vi|

¢ 3 yerel eksenindeki birim vektor ile 1 yerel ekseni dogrultusundaki birim
vektér carpilarak 2 yerel ekseni dogrultusundaki birim vektor
belirlenmektedir.

e; = €axl+ eyyjtex k=e3xe

e Elemanin orta noktasinin (X,Y,Z) eksen takimindaki koordinatlar1 kose
noktalarimin koordinatlarina bagh olarak belirlenmektedir.

Xo =(X1 +X2 +X3 +X4)/4
YO =(Y1 +Y2 +Y3 +Y4)/4

Zo =(Z] +Z2 +Z3 +Z4)/4
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¢ Eleman diigiim noktalarinin kendi diizlemindeki koordinatlar1 (i=1,8) a ,

e, birim vektorleri kullanilarak
x; = (X —Xo)ew +(Y; - Yo)ey +(Zi —Zo)er,
¥i =(X; —Xp)eax +(Yi = Yo)eay +(Zi —Zg)ea,
seklinde hesaplanmaktadir.

4.2.2 i¢ Kuvvet Alaninn Segilmesi

Gerilme se¢imli hibrid sonlu eleman yonteminde i¢ kuvvet alam eleman yerel
koordinatlarina bagh olarak segilmektedir. Bu se¢im iglemi sirasinda 6ncelikle ig
kuvvetlerin degisimlerini tammlayan polinomlar segilmekte, daha sonra (2.6) ve
(2.7) de verilen denge denklemlerini saglayacak bigimde polinomlarin katsayilarinin
sayist indirgenmektedir. Basik kabuk denge denklemlerini saglayacak bigimde
secilen i¢ kuvvetler (4.4) ve (4.5) bagintilarinda verilmektedir.

N, =Py +Byx +Byy +Byx? +Bsxy + Bgy? +B7x° +BgxZy +Boxy® +Broy® + By x*

+B1aCy +Baxy? +Bixy’

Ny =Bys +Bigx +Br7y + Bigx +Broxy +Bay’ +Box” +Byrxy +3Byxy” +Bgy’ /3
B’y + 681137y +Bpaxy’ +Byzy* /6 (4.4)
Nyy =B —~Bi7x — By ~Brox? /2~ 2B4xy — Bsy? /2~ Byyx’ 13-3B7x%y —Bgxy®
Boy® 13- Bpx* 14-4B; Xy ~3B1px"y? 12-2By3xy’ /3

Qx =Bas +Bag +BayX —Baox +Bagy + 2Bagy + 3B30x” /2~ Bax” / 2+ B31xy — 3Ba3xy + Bazy’”
Qy = P36 +Bas +PBagx +2B47x —Poyy +Bygy + Bax” +3Bgox> —3B30xy

+Bagxy +B31y” 12+ 3Bazy” (4.5)

My = Bag +Basx +Bagy +Bayx® +Bagxy +Bagy” +B3ox” +By1x’y +Bapxy® +By3y’

My =P34 +B3sx +P3gy + Byx® +PBagxy + Paoy” +Bagx’ + Barx’y +Baoxy” +Pazy’
Myy =Baq +Bgsx +PBagy + Barx? ~Barxy —Baoxy +Bagy” +Bagx® —3B3ox’y/2
~Baax’y/2-B3xy* 12-3B3xy? 12+ Bsoy’

Bagnt: (4.4) de verilen Ny, Ny, Nyy i¢ kuvvetleri (2.6) denge denklemlerini, (4.5) de
verilen Qx, Qy, My, My,Myy i¢ kuvvetleri (2.7) denge denklemlerini saglamaktadir.

Gerilme segimli hibrid elemanlar yonteminde {B} katsayilarimin sayisi arttikca
olusturulan eleman davrams: rijitlesmekte, kenarlarda segilen yerdegistirme bigimi
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karmagiklastikga yumusamaktadir. Bu nedenle gerilme segimli hibrid eleman
yonteminde segilen i¢ kuvvet alani ile yerdegistirmelerin uyumu eleman davraniginin
belirlenmesinde dnemli olmaktadir . Gelistirilen elemanda yer degistirmeler igin 48

bilinmeyen, i¢ kuvvetler i¢in 50 bilinmeyen bulunmaktadir.

4.2.3 [S] Matrisinin Olusturulmasi

Sekildegistirmeler ile ickuvvetlerin iligkisini gosteren [S] matrisi mambran, egilme

ve kayma etkilerini yansitan terimlerden olusmaktadir.

a) Mambran etkiyi gdsteren gekil degistirme-gerilme matrisi

(1 v 0 ]
Eh Eh
-v 1
[Smambran | = = Eh 0
0 0 2(1+v)
Eh

seklindedir.

b) Egilme etkisini gdsteren sekil degistirme-gerilme matrisi |

[ 12 12 |
= == 0
Eh3 Eh
12 12
[Segilme:l = _VE' 51_3' 0
0 24 (1 + v)
i Eh®

seklindedir.

b) Kayma etkisini gosteren sekil degistirme-gerilme matrisi

52(1+v) 0
|6 ERn
[Stayma ] = . 52(1+v)
6 Eh

seklindedir.
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Homojen, elastik, izotrop malzeme i¢in mambran, egilme ve kayma etkilerini igeren
terimlerden olusan alt matrisler birlestirilirse

1 Y
— ¥ 9 0 0 0
Eh Eh 0 0
-~ L 0 0 0 0 0
Eh Eh
o o 2+Vv) 0 0 0 0
Eh
0 0 o 22+v) 0 0 0
5] 6 Eh
0 0 0 0 3201+v) 0 0
6 Eh
0 0 0 0 —%— ‘123" 0
Eh} Eh
0 0 0 0 0 "123" —133— 0
Eh} Eh
24(1
0o 0 0 0 0 0 —Q;—Vl
! En3 |

matrisi elde edilir.

[P] ve [S] matrisleri belirlendikten sonra [H] matrisi (4.6) bagntisi ile elde edilir.

(5] = [[e]" [s]{Plia = II Sl[Pltleeen =YY wiw I [SIP]f - 46
A -1-1 j=li=l

Burada béliim 3.5°de verildigi gibi |J], koordinat doniisiimiinden ortaya gikan [J]
Jacobien matrisinin determinantini, W; ve W, sayisal integrasyonda i ve ]
noktalarindaki agirlik fonksiyonu degerlerini gdstermektedir.

Eleman {izerinde herhangi bir noktanin bulundugu koordinatlar, &, n ile gosterilen
dogal koordinatlar cinsinden tanimli bigim fonksiyonlar1 ve yerel koordinatlardaki
diigtim noktas: koordinatlarina bagh olarak asagidaki (4.7) bagintilarindaki gibi ifade
edilebilir.

ZN (E.m)x; y=> N;(&n)yi (=1,4) 4.7)
i=1 i=l

Eleman diizlemindeki bir noktanin koordinatlarinin, kdse nokta koordinatlarna baglh
olarak belirlenmesinde kullanilan bigim fonksiyonlari (4.8)’de verilmektedir.
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Ny =(1+&)(1+1)/4 N, =(1-¢)(1+mn)/4

N3 =(1-8)(1-n)/4 Ny =(1+&)(1-n)/4 (4.8)

Omek olarak Sekil 4.3 de N, bi¢im fonksiyonunun degisimi eleman iizerinde

gosterilmektedir.

2 Y

I

|
|
€)
@

4 &

Sekil 4.3 N; Bigim Fonksiyonu

[J] Jacobien matrisi

x ) |yNi N
g% B ET 2w
ox oy ZaNixi Z:aNi

o] |2 2

(4.9)

on o

seklindedir.

[J] Jacobien matrisin elde edilmesinde kullanilan bigim fonksiyonlarinin tlrevleri ise
(4.10)’da verilen sekildedir.

ONp _ ?_N_l=1 /4

3 (1+n)/4 1+&)

Ny _ Ny _

% - (1+m)/4 (1-8)/4

N, oN;

O3 _1-m)/4 Z3__1-8/4 4.10
% (1-m) 5 1-8 (4.10)
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=(1- /4 — == /4
3 =(1-n) 5 (1+8)

[H] matrisinin hesabinda kullamlan sayisal integrasyonda her bir dogrultuda dorder
tane olmak tizere, toplam 16 integrasyon noktast gézoniine alinmustir, (Sekil 4.4).

®

Sekil 4.4 Sayisal Integrasyon Noktalart

4.3 [G] Matrisinin Elde Edilmesi

Segilen gerilme alaninin, segilen sekildegistirmeler tizerinde yaptig: isi g6steren [G]
matrisi, i¢ kuvvetlerin sinirdaki bilesenleri

{os)T =Ny Np Q My Mq)" @“.11)
{os} =[Ts {o} =[5 ][P){B} (4.12)
ve yerdegistirmelerin suurdaki bilesenleri

{us} =T, J{u} =[T, ][N}{q} (4.13)

olmak iizere

— 12" [T [N] as= o [ [T [T )] es= ST ITINIpl W gy

S i=1

seklinde kenarlar {izerinde integral ile elde edilmektedir.
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4.3.1 [T] Doniisitm Matrisinin Elde Edilmesi

[G) matrisinin hesaplanmasinda, kenar iizerinde integrasyon islemi yapilacagindan,
kenar iizerindeki i¢c kuvvetlerin alan izerindeki i¢ kuvvetlere bagl olarak

tanimlanmasi gerekmektedir.

y
A
A

Xy

Myx

Sekil 4.5 Moment Bilesenleri

Denge denklemleri kullamilarak eleman sinirindaki moment etkileri eleman igindeki
moment etkilerine bagh olarak elde edilebilir, (Sekil 4.5) . Bagmtilardaki (x,y,z)
eleman diizlemindeki koordinatlar1 gdstermektedir. )

]BC‘/ ]AC! =sina |AB\/ |ACl =cosa
M, -JAC| = M, -|AB|-cosa + M, - |BC|-sin .+ M, -[BC|-cos+ M, -|AB|-sina
M, =M, cos’ o+ M, sin’ &+ M, 2cosasina (4.15)

M; -|AC|=-M, -

. . . 2
M; =-M, -cosa.-sina — M -sin’ @ +M, -sina-cos+ M, -cos” a

AB|-sina~M,, -|BC|-sina + M, [BC]- cos+ M, -|AB|- cos

M, =-M, sinacosa +M, sinacoso + M, (cos® o —sin’ o) (4.16)
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Sekil 4.6 Kesme Kuvveti Bilesenleri

Kesme kuvvetleri i¢in de benzer iglemler yapilabilir, (Sekil 4.6).

Q,-

AC|=Q, -|AB|+Q, -[BC]

Q, =Q, cosa+Q, sina (4.17)

Sekil 4.7 Normal Kuvvet Bilesenleri
Ny -]AC| =N, -|AB|-cosa + N, [BC]-sino + N, -|AB|-sin+ N, -|BC|-cosat
Ny =N, cos’ a+N, sin’ a + N, 2sinacosa (4.18)
N; -|AC|= -N, -|AB|-sina. — N, -|BC|-sino + N, -[BC|- cos+ N, -|AB|- cos

N; =-N, sinacosa+N, sinacosa + N, (cos’ a —sin’ @) (4.19)
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Bagintilar matris formunda diizenlenirse

=cosa s=sina
4 N 3
T r 1 | N
Ny ¢ s 2s 0 0 0 00 Y
N; -sc sc ¢t-s> 0 O 0 00 Mxy
Myp=l 0 0 0 ¢ s 2 0 0|3 M* . (4.20)
M, 0 0 0 —sc sc ¢t=s> 0 0 M Y
Qs [0 0 0 0 0 0 ¢ s ‘y
L . Qx
Q)
elde edilir.
{cs} =[Tc]'{c} (4.21)

Kenar iizerindeki i¢ kuvvetlerin alan iizerindeki i¢ kuvvetlere bagli olarak
tanimlanmas: gerektigi gibi kenar {izerindeki yer degistirmelerin alan tizerindeki yer
degistirmelere bagl olarak tammlanmasi da gerekmektedir.

y y

VA
By
- X
Sekil 4.8 Yerdegistirme ve Dénme Bilesenleri
Uy =ucoso +vsina v, =—usina + veosa
8y =0, cosa+0, sina 8; =0, sina+0, cosa (4.22)

Elde edilen (4.22) esitlikleri matris bigiminde diizenlenirse

28



uy c s 0 0 Ofju
v -s ¢ 0 0 Ofv
{w b= 01 0 Oxwy (4.23)
eN 0 0 0 C S ex
kOT J L 0 0 0 -s C_ Ley )
{us}=[Tu]-{u} (4.24)
seklini alir.

Boylece (4.12) bagitisinda bulunan [T] matrisi, (4.20) ve (4.23) bagntilarinda elde

edilen matrisler kullanilarak

J

(4.25)

O O O v O O O O
nw O 0 O O O O O
0O v O O O O o O

O O O O O 0 v O

S O O O O v O O

seklinde elde edilir.

4.3.2 Smurlar Uzerinde Integrasyonda Kullanilan [N] Bigim Fonksiyonlar:

[G] matrisinin olusturulmasinda integrasyon islemi sinirlar izerinde yapilmaktadir ve
bagmti (4.12)’deki kullantlan [N] bigim fonksiyonlar1 (4.26) bagintilan ile

verilmektedir.

N, =(§-1)&/2 N, =(1-¢) N,, =(E+1)&/2
Ny =(1-8)eL  Np=-(1-82)8L Ny =(1-8")EL (4.26)

Burada L, kenar uzunlugunu gostermektedir. Ny, Ng,, Ny, diizlem normali

dogrultusundaki donme bilegenlerinden olusturdugu u ve v Gteleme bilesenlerinin
belirlenmesi i¢in kullanilan ek bigim fonksiyonlaridir ve bu bigim fonksiyonlarinda L
kenar boyu kullanilarak boyut uyumlulugu saglanmasi amaglanmistir.

Bigim fonksiyonlari kullamlarak kenar boyunca yerdegistirme bilesenlerinin kenar
{izerinde bulunan diigiim noktas1 degerlerine bagli olarak elde edilebilmektedir.
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u= ZJ:NAiui +iN9i9zi cosa
i=l

i=l
k) 3

v=Y Nyv,+> Ngb, sina
i=1 i=1

(4.27)

Ornek olmak tizere N,, bi¢im fonksiyonu Sekil 4.9 da, u ve v yerdegistirmelerinin

belirlenmesinde diizlem normali dogrultusundaki donme bilesenlerinin etkisini
gézoniine almak amaciyla kullamlan ek bigim fonksiyonu N, Sekil 4.10 da

verilmektedir.

Sekil 4.9 N,, Bigim Fonksiyonu

@)

o
®

Sekil 4.10 Diizlem Normali Dogrultusundaki Dénmelerden olusan u ve v Yer

Degistirme Bilegenleri



4.4 Kayma Kilitlenmesi

Sekildegistirme enerjisine kayma sekildegistirmelerinin katkisi kalinlik ile ters
orantihdir. Ozel 6nlemler alinmazsa kalinlik azaldik¢a kayma gekil degistirmelerinin
enerjisi, egilme terimlerinin enerjisi yaninda ¢ok biiylik degerler alabilmekte ve
boyle durumlarda yanlis sonuglar elde edilebilmektedir. Bu durum “kayma
kilitlenmesi” olarak adlandiriimaktadr.

Gelistirilen sonlu elemanda birim uzamalar ve ag¢t degisimleri ile birlikte kalinlik
dogrultusundaki kayma sekildegistirmeleri de tamimlanmustir. Egilme ve kayma
sekildegistirmelerinin beraber gozoniine alindifi sonlu elemanlarda saglikli
¢Oziimlerin elde edilebilmesi i¢in kabuk ince iken, kayma sekil degistirmelerine
iligkin terimlerden gelen etkilerin egilme ile ilgili terimlerden gelen etkilerin yaninda
¢ok kiigiik olmasi, kalinlik artttkga kayma terimlerinin etkisininde artmasi
gerekmektedir.

Kayma kilitlenmesi cogunlukla yerdegistirme esasli sonlu eleman yontemiyle
gelistirilen elemanlarda ortaya ¢ikmakta ve kayma sekildegistirmeleri enerjisinin
hesabinda sayisal integrasyon adimi azaltilarak sorun ¢6ziilmeye ¢alisilmaktadir. Bu
calismada gelistirilen gerilme se¢imli hibrid sonlu elemanda bu tiir 6zel bir islem
gergeklestirilmemis olmasina karsin kayma kilitlenmesi ortaya ¢ikmamaktadir.
Bunun en biiyiik nedeni hibrid sonlu elemanlarda kullamilan fonksiyonelin yer
degistirme esasli sonlu elemanlarda kullanilan fonksiyonele gére farkl bityiikliikleri
kullanmasi ve sonugta elde edilen enerji ifadelerinin farkli olmasidir.

4.5 [K] Eleman Rijitlik Matrisinin Olusturulmasi

Elde edilen [H] ve [G] matrisleri yardimiyla (4.28) bagintis1 kullanilarak eleman
rijitlik matrisi olugturulur.

[K]=[c]'[1]"[c] (4.28)

[K] eleman rijitlik matrisinde j nolu kolon, j nolu serbestlik degeri bir, diger
serbestlik degerleri sifir iken diigiim noktas: serbestlikleri dogrultusunda etkiyen ug
kuvvetlerinden olusan vektorii gostermektedir. Serbestlik derecesi kadar denklem
bulundugundan dolay1 [K] matrisi kare bir matrisdir. Gelistirilen elemanda [K]
matrisi 48x48 boyutundadir.
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4.6 Yiikleme Vektorleri

Eleman {izerinde herhangi bir sekilde yayihi {F} ytikiinlin eleman i¢indeki dagilimi

{F}=[Ny){F}° (4.29)

ile verilebilir. Burada [N,] yiik i¢in segilmis sekil fonksiyonlarim, {F}° yiiklerin
diigiim noktalarindaki degerlerini, {F}’de yer degistirme bilesenlerine esit sayida ve
onlarin dogrultusunda yiik fonksiyonlarindan olusan vektorii gostermektedir.

Eleman iizerinde herhangi bir sekilde yayili {F} vektdrinin u, v ve w
dogrultularindaki bilesenleri f,, f,, fi yliklerinin eleman {zerindeki dagilimlan
dogrusal olarak varsayilirsa, kose diigiim noktalarindaki f}, fy, f,, degerlerine bagh

olarak bagint1 (4.30)’da verildigi gibi elde edilebilirler.

4 . 4 . 4 .
fy = £y Ny f, =D fy Ny fw =2 fw - Np; (4.30)
i=1 i=l i=1
Bu durumda [Np] bi¢im fonksiyonlar1 (4.7)’de verilen [N] bigim fonksiyonlar: ile
6zdes olmaktadir.

Sabit kalmlikli elemanda yayili yiiklerden olusan diigtim noktasi kuvvetleri (3.12)
bagintisindan

FJ> =— [IN]" {F}aa (4.31)

bi¢iminde elde edilir. Burada bagint1 (4.28), (4.29) esitliginde yerine koyulursa

4 4
== [[N]" N, 1(F 1 da =-3"3 wiw;[N]" [N, I[|{F}° (4.32)
A

i=1i=1

elde edilir. Buradaki sayisal integrasyon islemi [H] matrisinin elde edilisinde
verildigi sekilde yapilmaktadir. Sekil 4.11°de dikdortgen bir bolge lizerine etkiyen
diizgiin yayili yiik ve bu duruma karsi gelen esdeger diigiim noktasi yiikleri
gosterilmektedir.
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Sekil 4.11 Dikdértgen Bir Bolge Uzerinde Diizgiin Yayili Yiik ve Karst Gelen
Esdeger Diigiim Noktas: Yiikleri
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4.7 Yerel Eksenlerden Genel Eksenlere Doniisiim

Yerel eksenlerde elde edilen [K] eleman rijitlik matrisi ve {F}° eleman yik

matrislerinin genel eksenlere doniigtiiriilmesi gerekmektedir.

Y
y
________________ =
e N = 7
s/ - / V4
Ve /"’" / \y/ |
- L~ ! - [
- \
I“/ V'/ Vi :
| e — - \
P/ N v x
& P A \
v ¢ 7
; \\ 1 \\ / u |
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Sekil 4.12 (XYZ) ve (xyz) Eksenlerinde V Konum Vektorii

Sekil 4.12°de V konum vektdriiniin X, Y, Z eksenlerindeki skaler bilesenleri u, v, w,
X, v, z eksenlerindeki bilesenleri w’, v’, w’ olarak gosterilmektedir. V vektdriiniin
(u',v',w') bilesenleri, (u, v, w) bilesenleri ve (X, Y, Z) ile (x, y, z) eksenleri

arasindaki kosinils agilari cinsinden elde edilebilir.

L : X ve x arasindaki a¢inin kosiniisii
m; : Y ve x arasindaki aginin kosiniisii
n : Z ve x arasindaki aginin kosiniisti
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olmak lizere u' (u, v, w) degerlerine bagh olarak

u'=Liu+mv+nw

seklinde elde edilmektedir. v' ve w' bilesenleri de benzer bigimde olusturulur ve

matris bi¢iminde diizenlenirse (4.33) bagntist ortaya ¢tkmaktadir.

u' u
vir=[Al{v
! w

L
2 M
3 M

(4.33)

Déniigiim matrisi olarak adlandirilan [A] matrisini olugturan terimler Tablo 4.1°de

verilmektedir.

Tablo 4.1 Eksenler ve Dogrultu Kosiniisleri

u u
V= [A]T v
w w'

X Y Z
x| ¢ m om
y| ¢, m m
z | ¢, m3 m

(4.34)

esitligini ortaya ¢ikarmaktadir. Genel durumda olusturulan V vektorli, yerdegistirme
bilesenlerinden olugan bir {q} vektdriinil ya da yikk bilesenlerinden olusan bir {R}
vektoriinii temsil edebilmektedir. Tiim serbestlik derecelerini igerecek bigimde
olusturulan [t] donisim matrisi, (4.33)’de verilen [A] dogrultu kosiniis

matrislerinden yararlanilarak (4.35) bagintisinda verildigi sekilde elde edilmektedir.

0 .

(=]
o

[[A] 0 o0
0 0
0
0
0

48x48
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Bu durumda

(@ =[tHahye v {ahe=[]1{d) (4.36)
R}=[t{R}y, v {Rhy,= (1] {R} (4.37)
bagintilarinda bulunan doniigiimler gegerlidir.

(XYZ) ve (xyz) gibi iki farkli koordinat sisteminde (3.14) bagmtist eleman igin

diizenlenirse

Kl G =Rbye v [Kl{a}={R} @3

elde edilir. [K] eleman rijitlik matrisinin bilindigi ve [K], ., matrisinin arandif

durumda

{a} =[tH{a}xz R}y, =[t] {R} (4.39)
[Klerz {aheve = (Rh =[] [RI=[1] [K]{a} =[1]' [K][t] {0}y, (4.40)
esitlikleri kullantlarak

Kl =[] [K][1] (4.41)

bagntis elde edilir. Eleman rijitlik matrisi doniistimii (4.41) bagmtisi ile, eleman yiik
vektorii {F}; *nin doniigtimii (4.37) bagintisindan

e T e
{F} [t] {F}p (4.42)

XYz ~

seklinde gergeklestirilmektedir.
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5. SAYISAL ORNEKLER

Bu boliimde, gelistirilen sonlu eleman (HBQS8) kullanilarak cesitli &rnekler
¢6zilmiigtiir. Elde edilen sonuglar gesitli ¢aligmalarin sonuglart ve analitik ¢8ziim

sonuglan ile kargilagtinlarak gelistirilen elemanin yaklagiklik derecesi belirlenmeye

calisiimigtir.

5.1 Ornek 1 Konsol Kirig

Uzunlugu 6m, yiiksekligi 0.2m ve genigligi 0.1m olan konsol kirisin ucuna farkl:
yiikleme durumlan olarak eksenel, diizlem iginde ve diizleme dik dogrultuda birim
tekil yiik etkimekte ve tekil yiik ile aym dogrultudaki yerdegistirme degerleri
hesaplanmaktadir. Malzeme 6zellikleri olarak E=107 kN/m?, v=0.3 kullanuImustur.

1 | ] L | J

6.0
a) dikdortgen sekilli elemanlar

-

-

2 45N\ 45
< 7 <7 < ]

b) yamuk sekilli elemanlar

/] /45o
, Z y4 Z 4 4 )

c) paralel kenar sekilli elemanlar

Sekil 5.1 Konsol Kiris

Omek 1’in ¢dziimiinden elde edilen sonuglar, analitik sonu¢ ve [12] de verilen
calismalardaki ¢6zlimler ile kargilastumali olarak Tablo 5.1 ve Tablo 5.2°de
verilmektedir. Tablo 5.2°de verilen degerler ¢ubuk teorisinden elde edilen analitik

sonuca oranlanarak olusturulmus degerlerdir.
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Tablo 5.1 Elde Edilen Ug Yerdegistirmelerin Analitik Coziim ile Kargilagtirilmast

Tekil Yitk Dogrultusu  HBQS8 (Dikdortgen)  Analitik Sonug

Eksenel 0.301x10™ 0.3x10™
Diizlemi Iginde 0.10796 0.108
Diizlemine Dik 0.43014 0.432

Tablo 5.2 Ornek1 Sonuglarimin Diger Coziimler ile Karsilagtinimasi

Tekil Yiik Dogrultusu | QUAD4/ ES1/ |[ES5/ (AQR8 {HBQS8
NASTRAN EX47 | E410
Dikdortgen
Eksenel 0.995 0.995 |0.995 |0.998 1.000
Diizlemi icinde 0.993 0904 {0.915 |0.993 0.999
Diizlemine Dik 0.986 0.980 |0.986 |0.981 0.995
Yamuk
Eksenel 0.996 0.761 |0.991 |0.998 1.010
Diizlemi Iginde 0.988 0.305 |0.813 [0.986 1.040
Diizlemine Dik 0.968 0.763 |- 0.965 |0.989
Paralel Kenar
Eksenel 0.996 0.996 |[0.989 | 0.998 1.011
Diizlemi I¢inde 0.986 0.324 |0.794 |0.977 1.041
Diizlemine Dik 0.977 0939 |[0.991 {0.980 |0.992

Karsilastirma sonucu, analitik ¢6ziim ve diger calismalardaki ¢oziimler ile uyumlu
sonuglar elde edilmigtir. Ozellikle eleman seklinin dikdértgen oldugu durumda
analitik ¢dziime yakinsamanin oldukga iyi saglandig1 gozlenmektedir. Sonlu eleman
agimin  diizensizlestigi durumlarda da mithendislik agisindan kabul edilebilir

sonuglara ulagilmaktadir.

5.2 Ornek 2 Ucu Kaldirnlms Konsol Kiris

Malzeme, geometrik dzellikleri ve yiiklemesi Sekil 5.2.a ve Sekil 5.2.b’de verilen,
degisken kesitli ucu kaldirilmg konsol kirisin ¢6ziimii yapilmug ve diger calismalarda

verilen sonuglarla karsilagtintmstir.
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a)Boyutlar 2x2 sonlu eleman ag1 b)Yiikleme ve 4x4 sonlu eleman ag1

Sekil 5.2 Degisken Kesitli Ucu Kaldinlmis Konsol Kiris

Tablo 5.4°de verilen degerler [36]’dan C noktasi i¢in 23.90mm olarak alinan analitik
¢6zlim sonucuna oranlanarak verilmektedir.

Tablo 5.3 Farkh Eleman Sayilan ile Elde Edilen Diigey Ug Yer Degistirmeleri

Eleman Sayisi HBQS8
2x2 23.933
4x4 23.925

Tablo 5.4 Ornek2 Sonuglarinin Diger Coziimler ile Oransal Karsilagtirmasi

Eleman Sayisi 2x2 4x4 8x8
Allman [33] 0.848 0.953 0.986
Simo [37] 0.884 0963 0.991
AQDA4 [12] 0926 0.979 -
AQRS [29] 0.930 0.979 -
QUAD4 MSC/NASTRAN [12] 0.914 0.973 -
ES4/EX43 [12] 0.882  0.962 -
NMD4-1III [38] 0.883 0961 0.990
NMS-4Mb [39] 0.851 0.957 0.990
Ibrahimbegovic et. al. [40] 0.865 0.962 0.990
M1 lura and Atluri [41] 0.917 0.977 0.995
HBQ8 (this study) 1.001 1.001 1.000

Elde edilen sonuglardan goriilecegi iizere, 2x2 eleman ag1 gibi az sayilabilecek bir
sonlu eleman agiyla bile analitik ¢6ziime oldukg¢a yaklasabilen bir sonug elde
edilebilmistir. Sekil 5.3’de farkli eleman sayisi igin elde edilen sonuglar diger
¢alismalardaki sonuglarla analitik ¢6ziime oranlanarak karsilastirmal: olarak grafiksel

bigimde verilmektedir.
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Eleman Sayisi

Sekil 5.3 C Noktas1 Diisey Yerdegistirmesinin Analitik Cozlime Oram

Karsilastirma sonucu, analitik ¢oziim ve diger ¢aligmalardaki ¢oziimler ile uyumlu
sonuglar elde edildigi gériilmektedir.

5.3 Ornek 3 Egrisel Konsol Kiris

Bir ok ¢aligmada ¢dziimil yapilan ve boyutlart Sekil 5.4°de verilen egrisel konsol
kiris bos uca etkiyen iki farkli yiikleme durumu igin ¢dziilmistiir. Birinci ylikleme
diizlem iginde ve yargap dogrultusunda birim yiikleme, digeri dizlemine dik
dogrultuda birim yiiklemedir.

Yiikleme dogrultusundaki yerdegistirme degerleri elde edilmis, analitik ¢6ziim ve
[12]’deki sonuglar ile kargilagtirmali olarak Tablo 5.5 ve Tablo 5.6’da verilmistir.
Coziimlemede kullamilan sayisal degerler asagida verilmektedir.

fie = 4.12m, 1gs =4.32m , Geniglik (b) =0.1m, E=10 kN/m?, v=0.25
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4.32

Sekil 5.4 Egrisel Konsol Kirig

Tablo 5.5 Elde Edilen Sonuglarmm Analitik Yerdegistirme Coziimii ile
Kargilastirilmasi

Yiikleme Yonii HBQ8  Analitik Cozlim
Diizlem Iginde (Yarigap Dogrultusunda) ~ 0.08914 0.08734
Diizlemine Dik 0.49613 0.5022

Tablo 5.6 Omek3 Yér Degistirme Sonuglarun Diger Coziimler ile Oransal
Karsilastirmasi

Yikleme Yonii QUADA4 ES1/ ES5/ ES4/ AQR8 HBQS
MSC/NASTRAN EX47 E410 EX43

Diizlemi Iginde 0.833 0.929 0938 0.888 0997 1.021

Diizlemine Dik 0.951 0.935 0.887 0.925 0956  0.988

Kargilastirma sonucu, analitik ¢oziim ve difer caligmalardaki ¢oztimler ile uyumlu
sonuglar elde edildigi goriilmektedir.

5.4 Ornek 4 Tekil Yiik Etkisindeki Basit Mesnetli Kare Plak
Orta noktasina tekil yiik etkiyen basit mesnetli kare plak iki farkli h/L orani ve farkli

sayida sonlu eleman a@1 icin ¢oziilmigtir. Simetriden yararlanilarak sistemin 1/4’
modellenmistir. Sekil 5.5°de hesap modeli gosterilmektedir.
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Sekil 5.5 Basit Mesnetli Kare Plak

Elde edilen sonuglar [36]’da verilen analitik ¢6ziime oranlanarak grafiksel bi¢imde
Sekil 5.6°da verilmektedir. Aym grafikte farkli plak h/L oranlar igin sonuglar
bulunmaktadir. Grafikten goriildiigii tizere h/L’nin kii¢lik degerleri i¢in kayma
kilitlenmesi ortaya ¢ikmamakta ve ince plak teorisi ile uyumlu sonuglar elde
edilebilmektedir.

1.08
—O—h/L=0.025
1.08 4o\ | = +h/L=0.0025 ...
£ 104
3
1
0

Sekil 5.6 Tekil Yiik Etkisindeki Basit Mesnetli Kare Plakda Farkli Eleman Sayilar
(n) I¢in Orta Nokta Diisey Yerdegistirmesi wW/Wanaitik Orani
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W/Wanaiitik

5.5 Ornek 5 Diizgiin Yayih Yiik Etkisindeki Ankastre Mesnetli Kare Plak

Diizgiin yayil yiik etkisindeki dort kenarindan ankastre mesnetli kare plak, farkl
sayida sonlu eleman agi i¢in ¢oziilmiistiir. Sekil 5.7°de simetriden yararlanilarak
1/4’i modellenen sistem gosterilmektedir. Sekil 5.8 ve 5.9°da orta noktadaki ¢6kme
degeri farkli sonlu eleman sayilari igin [42] ile karsilagtirmali olarak [36]’da verilen
analitik ¢ozlime oranlanarak verilmektedir.

X
Y
E=1000kN/m2 “~ L WAL OPIAL LIS IA A4 //
h=0.1m 2
L=4m 2
v=0.3 / 7
2
X
7 2
/
/ 2
7 2
L ]
? 24 TII77S 777/
L N
Sekil 5.7 Dort Kenarindan Ankastre Mesnetli Kare Plak
1.2 -
~<~-HBQ8
o~ [42]

o9 +0—— i i i i i
0 40 80 120 160 200 240 280 320

Dugim noktasi Sayist
Sekil 5.8 Orta Nokta w Yer Degistirme Degerlerinin Analitik Coziime Oramt
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Gelistirilen eleman sekiz noktal: bir sonlu eleman, [42]’de kullanilan eleman doért

noktali bir sonlu eleman oldugundan karsilagtirma diigtim noktasi sayisi esas alinarak
yapilmustir.

1.3 -

1.25 )

1] ~-HBQS8

] -4

1.15 § [42]
gm
s

—
240

Dugum Noktasi Sayisi

Sekil 5.9 Orta Nokta My Degerlerinin Analitik Coziime Orani

A-B dogrusu boyunca 8x8 eleman ag kullanarak elde edilen My momenti degisimi
analitik ¢6ziim ile karsilagtirmalr olarak Sekil 5.10°da verilmektedir.

+

=~ Analitik Cézim

-0~HBQ8

Sekil 5.10 A-B Dogrultusunda M, Degisimi
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Karsilagtirmalardan goriildiigii gibi gelistirilen elemanla elde edilen ¢6ziimler hem

analitik ¢6ziim hem de [42] de kullanilan eleman ¢6ziimleri ile uyumludur.

Plak kalinligi arttikga kalinlik dogrultusundaki kayma sekildegistirmelerinin, plak
sekildegistirmeleri tizerindeki etkisinin arttigi bilinmektedir. Bu etkiyi incelemek
amaciyla s6z konusu sistem farkli kalinhik/agiklik oranlan igin ¢6ziilmiis ve elde
edilen sonuglar Tablo 5.7 ve Tablo 5.8 de verilmistir.

Tablo 5.7 Diizgiin yayili yiik etkisinde dért kenarindan ankastre mesnetli kare plakta

w,,,a,‘Ehz‘/pL4 degerleri
h/L 0.2 0.1 0.01
Kabir 0.02361 0.01629 0.01363
Batoz & Lardeur 0.02306 0.01616 0.01381
Bhashyam&Gallagher 0.02243 0.01605 0.01365
Kant 0.02359 0.01660 0.01398
Srinivas&Rao 0.02330 0.01633 -

HBQS8 0.02386 0.01657 0.01399

Tablo 5.8 Diizgiin yayil yiik etkisinde, d6rt kenarindan ankastre mesnetli kare plakta
maksimum moment M,/pa’ degerleri

/L 0.2 0.1 0.01
Kabir 0.0233 0.0230 0.0227
Batoz & Lardeur 0.0231 0.0230 0.0230
Bhashyam&Gallagher 0.0243 0.0240 0.0237
Srinivas&Rao 0.0261 0.0244 -
HBQ8 0.02438 0.02399 0.02367

Kargilastirma sonucu diger ¢alismalardaki ¢dziimler ile uyumlu sonuglar elde edildigi
goriilmektedir.

5.6 Ornek 6 Diizgiin Yayih Yiik Etkisindeki Basit Mesnetli Kare Plak

Omek 4°deki sistem farkli sayida sonlu eleman ag i¢in diizgiin yayili yiik etkisinde
¢ozililmiistiir. Orta noktada elde edilen en biiyiik ¢6kme ve moment degerleri, [36]’da
diizgiin yayih yiikle yiiklii basit mesnetli kare plak igin verilen degerlere oranlanarak
Sekil 5.11 ve 5.12°de verilmistir.
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Sekil 5.11 Farkhh Eleman Sayilari Igin Orta Nokta Cokme Degerlerinin Analitik
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Sekil 5.12 Farkl1 Eleman Sayilar1 Igin Orta Nokta My Degerlerinin Analitik C6ztime

Oranlar

Karsilagtirmalardan goriildiigii gibi 2x2 eleman ag igin orta nokta ¢dkme degerinin

analitik ¢oziime gore bagil hatas1 %2.2 dolaylarinda olurken, 8x8 eleman a1 i¢in bu
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deger % 0.2 olmaktadir. Benzer karsilastirma My (x=0, y=0) moment degerleri i¢inde
yapilirsa 2x2 eleman ile %5.7, 8x8 eleman ag1 igin %0.3 bagil hata bulunmaktadir.

5.7 Ornek 7 Tekil Yiik Etkisindeki Ankastre Mesnetli Dairesel Plak

Sonlu eleman agmin diizensiz olmasmin sonuglar iizerindeki etkisini
gozlemleyebilmek icin orta noktasina tekil yiik etkimekte olan, ankastre mesnetli

dairesel plak ¢oziilmiigtiir.
h=0.1m, R=§m ,
S B=1.092x10° kNim* £
| v=0.3 !
P=40kN
a) 12 Eleman b) 48 Eleman

Sekil5.13 Merkezinde Tekil Yiik Etkisinde Ankastre Mesnetli Dairesel Plak

Elde edilen sonuglar karsilagtmldiginda [42] sonuglart ile uyumlu oldugu ve sonlu
eleman agmin diizensiz oldugu duruma Ornek olarak ¢dzilen problemde

yakinsamanin saglanabildigi gézlemlenmistir.
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Sekil 5.14 Dairesel Plakta Orta Nokta Yer Degistirme Degerinin Diigiim Noktas:
Sayisina Bagli Degisimi

Ayni problem farkli kalinlik/agiklik oranlari ve eleman sayist ile ¢oziilmis ve [36]
verilen analitik ¢6ziim ile Tablo 5.9 da karsilastirilmustir.

Tablo 5.9 Ankastre Mesnetli Dairesel Plakta Farkli Kalinhk/Agiklik Oranlari Igin

Orta Nokta Cokme Degerleri
R/h HBQS8 HBQ8 Teorik Cozlim
(N=12) (N=48) [36]
50  0.02213 0.02189 0.021725
5000 22018.8 21768.2 21724.7

Goriildiigi gibi gelistirilen eleman HBQS8 ile elde edilen sonuglar farkh
kalinlik/agiklik oranlarinda teorik ¢6ziim ile uyun igerisindedir ve eleman sayisi

arttikca yakinsama saglanmaktadir..

5.8 Ornek 8 Ankastre Mesnetli Hiperbolik Paraboloid Kabuk

Bu calismada gelistirilen eleman ile Sekil 5.15°de verilen dort kenarindan ankastre
mesnetli eskenar hiperbolik paraboloid kabufun kendi agirig: altinda hesab
yapilmistir. Sayisal ¢dziimde kullanuilan boyutlar ve malzeme 6zellikleri a=15.7m,
£=3.3m, h=0.635m, E=35000 kN/m? v=0.30, kendi agirhigi g=0.07 kN/m?
seklindedir.
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Sekil 5.15 Eskenar Hiperbolik Paraboloid Kabuk

Kabugun A-B dogrusu boyunca w yer degistirmesinin degisimi Sekil 5.16’da,
[48]°deki sonuglar ile karsilastirmali olarak verilmistir. [48] ¢alismasindaki sonug, 8
noktali izoparametrik bir egrisel eleman kullamlarak, 36 elemandan olusan sistem
¢dziimiinden elde edilmistir. Analitik ¢6ziim Hadid ve Tottenham’in verdigi analitik
¢Oziim olarak yine [48] ¢aligmasindan alinmigtir.

0 2 4 6 8 10 12 14 16

0.000 llil{llll{llll}llll:llll'}llll:llll:ll
? : | | B

-0.005 Wa anaitik=--0.02215 m . . A

]
| wa =-0.02111m
-0.010 4
E :
z -0.015 4
] [ —Analiik |
| i
|

-0-[48]

-0.025 -

Sekil 5.16 Hiperbolik Paraboloid Kabugun A-B Dogrultusu Boyunca w Yer
Degistirme Egrisi
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Gelistirilen eleman kullamlarak ¢oziim 8x8 eleman ag i¢in yapilmis ve A noktas

diisey yerdegistirmesi icin analitik ¢ziim ile fark %4.7 dolaylarinda bulunmustur.

Benzer sistem [16] ¢alismasinda, diizgiin yayih yiik degeri g=0.6895 kKN/m® ve
geometrik ve malzeme ozellikleri a=b=16.41m, ¢=3.3 m, h=0.635m, E=344750
kN/m? , v=0.39 olarak karisik sonlu elemanlar yontemi ile gelistirilen HYP9 eleman

kullanilarak ¢oziilmiistiir.

A-C boyunca diisey yerdegistirme degisimi Sekil 5.17 de, My degisim Sekil 5.18 de

verilmektedir.
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Sekil 5.17 Hiperbolik Paraboloid Kabugun A-C Dogrultusu Boyunca w Yer
Degistirme Egrisi
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Sekil 5.18 Hiperbolik Paraboloid Kabugun A-C Dogrultusu Boyunca My Degisimi

Karsilagtirma sonucu diger ¢aligmalardaki ¢oziimler ile uyumlu sonuglar elde edildigi

goriilmektedir.

5.9 Ornek 9 Basit Mesnetli Eliptik Paraboloid Kabuk

Gelistirilen sonlu eleman kullanilarak Sekil 5.19°da gosterilen, boyutlart R=96m,
h=0.1m, L=32m, malzeme 6zellikleri E=10" kN/m?, v=0.30 olan, merkezinde
P=100kN tekil yiik etkisinde eliptik paraboloid kabugun ¢dziimii yapilmustir.

R=96m h=0.1m
=32m

E=10" kN/m?® v=0.30

P=100kN

Sekil 5.19 Eliptik Paraboloid Kabuk
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Biitiin kenarlar basit mesnetli olan eliptik paraboloid kabugun simetriden dolay: 1/4
pargast alnarak hesap modeli olusturuimustur. Hesap modelinin 8x8 elemandan
olustugu durumda elde edilen gesitli bityiikliikler [49]’da verilen seriler yardimi ile

bulunan analitik ¢6ziim ile kargilagtirmali olarak asagida verilmektedir.

100

w (x10™ m)

~<~-HBQ8
=~ Analitik G6ziim

-600

Sekil 5.20 Eliptik Paraboloid Kabuk igin AB Boyunca w Yer Degistirmesi Dagilimi

16 18

f

| ~o- Analitik Gozom
200 1.4 .
200 1 5 1BQs

250 |

Sekil5.21 Eliptik Paraboloid Kabuk igin AB Boyunca Ny Dagilimu
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Sekil5.22 Eliptik Paraboloid Kabuk i¢in AB Boyunca Ny Dagilimi
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Sekil5.23 Eliptik Paraboloid Kabuk igin AB Boyunca My Dagilimi
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Sekil5.24 Eliptik Paraboloid Kabuk i¢in AB Boyunca My Dagilimi

Karsilagtirma sonucu analitik ¢6ziim ile uyumlu degerler elde edilmis ve bagil farklar
A noktas1 i¢in hesaplandiginda My bagil farki %1.2, M bagl farki %1.1, Ny bagil
fark1 %2.7 ve Ny bagil farki %3.9 olarak bulunmustur.

5. 10 Ornek 10 Silindirik Kabuk

Boyutlar1 ve malzeme o6zellikleri Sekil 5.25°de verilen karsilikli tekil yitk etkisindeki
iki ucu bogta silindirik kabuk farkli eleman sayilarn igin modellenip, ¢ziimii
yapilmustir. Simetriden yararlanarak sistemin 1/8’i modellenmistir.

P=0.025kN P
R=4.953m,

L~=10.35m, b=0.01546m
E=10.5x10° kN/m? v=0.3125

P
Sekil 5.25 Silindirik Kabuk
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Kalinlig1 0.01546m olan ince silindir kabuk i¢in yarigap dogrultusundaki kesin deger
[50] de w=-0.02439m olarak verilmektedir. Farkli sonlu eleman aglan igin elde
edilen sonuglar diger ¢aligmalar ile kargilagtirmali olarak Tablo 5.10 ve Sekil 5.26 da

verilmektedir.

Sonuglarin kargilagtirildigin RTS15 ve RTS18 [50] elemanlan iyilestirilmis liggen
kabuk eleman, DKT15, ince plak ve CST mambran elemanlarin birlestirilmesi ile

elde edilen kabuk elemanlardir.

Tablo 5.10 Serbest uglu silindirde farkli sonlu eleman aglan igin yiikiin etkidigi
noktadaki ¢okme degerleri

Eleman  2x2 4x4 6x6 8x8 10x10 12x12

DKTI15 -0.021479 -0.023657 -0.024167 -0.024373 -0.024456 -0.024539
RTS15 -0.019325 -0.023072 -0.023892 -0.024206 -0.024336 -0.024452
RTS18 -0.019066 -0.022908 -0.023792 -0.024141 -0.024278 -0.024432
HBQ8 -0.021703 -0.023913 -0.024207 -0.024312 -0.024407 -0.024405

0 2 4 6 8 10 12
75— —
~-DKT15
-&-RT15
; —--RT18

w (x103 m

225 +

250 L
Kenarda Eleman Sayisi (n)

Sekil 5.26 Serbest uclu silindirde farkl: sonlu eleman aglari i¢in yiikiin etkidigi
noktadaki ¢6kme degerleri karsilagtirmasi
HBQ8 elemant, karsilastirmada esas alinan degere daha yakin sonuglar tiretmektedir.

Gelistirilen eleman ile [32] verilen elemanlarin karsilagtirmas: ise Sekil 5.27 de

verilmektedir.
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Sekil 5.27 Serbest uglu silindirde farkli sonlu eleman aglan igin yiikiin etkidigi
noktadaki ¢6kme degerleri karsilagtirmasi

HYBRID elemam 4 noktali 20 serbestlik dereceli hibrid sonlu eleman, 4-SRI
elemani 4 noktali 20 serbestlik dereceli yer degistirme esash azaltilmig integrasyon
adim1 y6nteminin kullamldig: bir sonlu eleman, 16FULL ise 16 noktalt 80 serbestlik
dereceli yer degistirme esash bir sonlu elemandir. HYBRID elemam HBQ8
elemanma gore daha hizli bir yakinsama gostermektedir. Bunun nedeni HYBRID
elemaninda kabuk geometrisinin tamimlanmasinda egriliklerin kullanilmasidir.
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6. SONUCLAR

Caligmada genel bigimli kabuk sistemlerin ¢6ziimii i¢in gerilme segimli bir hibrid
dortgen sonlu eleman gelistirilmigtir. Kabuk eleman davranisi, plak ve levha eleman
davraniglarinin  birlestirilmesi ile elde edilmigtir. Geligtirilen sonlu eleman
kullanilarak c¢esitli sayisal omekler ¢oziilmiis ve asafida verilen sonuglar elde
edilmistir

e (ozilen orneklerden elde edilen sonuglar, literatiirdeki diger ¢aligmalar ve
analitik ¢dziimler ile uyum igindedir ve miihendislik uygulamalan igin yeterli
yaklasima sahiptir.

e Eleman kalinlik/agiklik orammmin ¢ok kiigiik olmasi durumunda bile sonuglar
analitik ¢6ziim ile elde edilen sonuglara yaklasabilmekte, kayma kilitlenmesi
ortaya gtkmamaktadir.

¢ Sistemin ¢dziimil igin olusturulan sonlu eleman afmn diizgiin olmamas,
sonuglart diger ¢alismalarda elde edilen sonlu elemanlar diizeyinde etkilemekte
ve uygun sonuglar elde edilebilmektedir.. ‘

o Gerilme segimli hibrid sonlu eleman y¢nteminde eleman rijitlik matrisinin
olusturulmas: sirasinda, yerdegistirme esashi sonlu elemanlara gore daha fazla
islem gerekiyorsa da benzer elemanlarin kullamlmas: durumunda eleman rijitlik
matrisinin bir kez elde edilmesi yeterli olmakta ve yine benzer elemanlann
kullamldig1 yerdegistirme esasli sonlu elemanlar ile aym ¢oziim siiresine
ulasilabilmektedir. Ayrica kayma kilitlenmesinin ortaya ¢ikmamasi ve daha iyi
sayisal yaklagiklifin saglanmasi hibrid elemanmn  bu sakincasimi Kkarsilar
niteliktedir.

e Hibrid Sonlu Eleman Yontemi kullamlarak elde edilen eleman, bilinmeyenler
olarak yerdegistirme esasli olanlarla ayni oldugundan bu tiir elemanlarla beraber

kullanilabilir.
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EK-A BILGISAYAR PROGRAMI

Bu calismada, gelistirilen gerilme segimli hibrid sonlu elemanin sayisal drneklere
uygulanabilmesi i¢in C++ programlama dilinde kodlanmig bir program
hazirlanmustir. Bu program yardim ile genel olarak sonlu elemanlarla ideallestirilmis
herhangi bir yiizeysel tagtyic1 sistemin béliim 2 ve boliim 3°de agiklanan varsayimlar

ve bagmtilar kullamlarak statik hesab: yapilabilmektedir.

Programin Yapisi ve Caliyma Diizeni

Gelistirilen program kullamlarak yapilan ¢dziimlemede izlenen islem siras1 Sekil A.1
ve Sekil A.2'de akig diyagramu olarak verilmektedir. Sekil A.l’deki akis
diyagrammda girdi bilgilerinin okunmast ve eleman rijitlik  matrislerinin
olusturulmas: ve daha sonra sistemin ¢dziimil igin olusturulan denklem takiminin
elde edilmesi gosterilmektedir. Sekil A.2 sistemin ¢oziimi ve eleman i¢

kuvvetlerinin elde edilmesi asamalarini gosteren akis diyagramudir.
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Sekil A.1 Sistem Coziimii Igin Denklem Takiminin Kurulmasi Akig Diyagrami
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T

' Stir Kosullarinin Uygulanmasi

: {q}, Bilinmeyenlerin Céziimil
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Sekil A.2 Sistem Coziimii , Yer Degistirme ve I¢ Kuvvetlerin Bulunmasi1 Akis
Diyagrami
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