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ABSTRACT

In this study, vibration characteristics of rectangular cross-sectioned pretwisted beams of
which width and depth variations along the beam are expressed as power of axial coordinate
of the beam are investigated. In special cases, the selected taper functions for beam may
represent linear variation or constant thickness. Numerical solution of the equations of motion
with variable coefficient based on Finite Difference Method is carried out by using a symbolic
program developed in Mathematica. The accuracy and numerical precision of the developed
program are evaluated by using the results available for special cases in the literature. Good
agreement is obtained in the comparisions of the present results with other results given in
tabular form. Then, the effects of selected taper parameters regarding width and depth and
pretwist angle of the beam on natural frequencies are found. The results are presented in
graphical form.

OZET

Bu ¢alismada; geniglik ve yiiksekliklerinin gubuk boyunca degisimleri, uzunluk koordinatinin
kuvvetleri cinsinden ifade edilen dikdortgen kesitli, onburulmali gubuklarin titregim
karakteristikleri arastirlmigtir. Cubuk igin segilen kalinlik degisim fonksiyonlari zel
durumlarda dogrusal degisim ve sabit kalinlik ifade edebilmektedirler. Degisken katsayili
hareket denklemlerinin SFM (Sonlu Farklar Metodu) ile sayisal ¢dziimleri, Mathematica’da
geligtirilen sembolik program ile yapilmigtir. Gelistirilen programin dogrulugu ve sayisal
¢0ziim hassasiyeti, 6zel durumlar igin literatiirde mevcut sonuglar kullanilarak belirlenmisdir.
Tablolar halinde verilen sonuglarin kargilagtirmalarinda iyi bir uyum elde edilmistir. Daha
sonra, gubuk kesit degisimi ile ilgili segilen genislik ve yiikseklik parametreleri ile dnburulma
agisinin dogal frekanslara etkileri bulunmus ve sonuglar grafikler halinde verilmistir.
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1.GIRiS

Onburulmali gubuklar, gesitli sebeplerden dolayi, mekanik sistemlerde veya yapilarda
bulunabilirler. Ornegin; tiirbin kanatlari, pervaneler ve matkap uglarinda iglevsel geometrik
zorunluluk sz konusu iken, elastikiyet ozelliklerinin degistirilmesinin istenildigi
onburulmali gubuk uygulamalarma da bazi yapilarda rastlamlmaktadir. Onburulmali
cubuklarin enine kesitleri de dogal olarak, mekanik ve islevsel geometrik sartlara gore
belirlenmektedir. Enine kesitin sekli ve yiik durumuna gore ortaya ¢ikan problemin ele
alinmasinda gesitli miihendislik kabulleri de kaginilmaz olmaktadir.

Dikddrtgen kesitli ve dnburulmali ¢gubuklarda, ¢arpim alan atalet momentinden dolay1, yanal
yerdegistirmeler ile ilgili iki adet diferansiyel denklem baglagikdir. Ayrica, dnburulma ve
degisken kesit nedeniyle, gubuk kesitinin alan atalet momentleri uzunluk boyunca degiskendir.
Dolayisiyle, s6z konusu baglagik iki adet diferansiyel denklem degisken katsayili olup, siirekli
ortamda 6zdeger problemini ifade etmektedirler. Belirtilen 6zdeger probleminin tam ¢oziimii,
katsayilar fonksiyonlarina bagli olmak kayd: ile ¢ok 6zel haller diginda genellikle yoktur.
Dolayisiyle, sayisal yontemler ile 6zdegerlerin aragtirtlmasi yapilir.

Carnegie [1] donen tiirbin kanatlarmin yanal titresimlerinin hareket denklemlerini Hartog [2]
tarafindan verilen Genigletilmis Holzer Yéntemi ile tiiretmisdir. Dokumaci ve arkadaglan [3]
sabit dikdortgen kesitli ve dnburulmah ¢ubuklarin baglagik egilme titresimlerini farkl kesit
oranlari ve burulma agilari igin Matris Yerdegistirme Metodu ile arastirmislardir. Dawson ve
Carnegie [4] farkli kesit oranlarindaki dikdortgen kesitli dnburulmal gubuklarin titregim
bigimleri olarak bilinen 6zfonksiyonlarin1 Runge-Kutta yontemi ile elde etmigler ve sayisal
sonuglarini ¢aligma kapsaminda yaptiklari deney sonuglar ile dogrulamiglardir. Carnegie ve
Thomas [5] sabit kesitli, sadece genisligi dogrusal olarak degisen ve hem genisligi hem de
yiiksekligi dogrusal olarak degisen dikdortgen kesitli ve onburulmali gubuklarin baglagik
egilme titresimlerini SFM ile incelemisler ve sayisal sonuglarini diiz ¢ubugun temel
frekansina oranlayip, tablo ve grafikler halinde vermiglerdir. Rao ve Carnegie [6],
Carnegie[1]’nin elde ettigi denklemleri sayisal bir 6rnekde uygulayarak, dénen Snburulmali
dikdortgen kesitli gubuklarin dogal frekanslarmi ve titregim bigimlerini elde etmiglerdir.
Yardimoglu [7] genislik ve yiikseklikleri uzunlugun dogrusal olmayan fonksiyonlar: seklinde
degisen, dikdortgen kesitli, Snburulmali kalin gubuklarin dinamik stabilitelerini; geligtirdigi
yeni bir sonlu eleman kullanimu ile incelemistir. Gelistirilen bu sonlu elemanin yerdegistirme
fonksiyonlari, sabit kesitli burulmus g¢ubugun statik denge denklemleri kullanilarak
tiiretilmigdir. Banerjee [8] Onburulmali gubuklarin titregimlerini incelemede Dinamik
Direngenlik Metodu’nu kullanmigdir. Yardimoglu ve Yildirim [9], Yardimoglu [7])’nun
galigmasinda gelistirdigi sonlu elaman yerdegistirme fonksiyonlarini, daha genel hal olan
degisken katsayili statik denge denklemlerinin ¢dziimiine gore genellestirerek, dnburulmal
kalin gubuklarin titregsimlerini incelemisglerdir.

Bu galismada; degigken dikdortgen kesitli, 6nburulmali gubuklarin titresim karakteristikleri,
kesit degisim parametrelerine gore arastirilmistir. Cubuk enine kesitinin geniglik ve
yiiksekliginin, uzunluk boyunca degisim fonksiyonlari, uzunluk koordinatinin kuvvetleri
cinsinden ifade edilmiglerdir. Bu fonksiyonlar; genel durumda sirastyla genislik ve yiikseklik
i¢in, uzunlugun g. ve r. kuvvetlerinden fonksiyonlari olup, kuvvet parametrelerinin segimine
bagl: olarak, 6zel durumlarda dogrusal degisime veya sabit degere sahip olabilmektedirler. Bu
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arastirmada, SFM kullanilarak Mathematica [12]’da gelistirilen sembolik program ile
ozdegerlere ulasiimigdir. {lk adim olarak; gelistirilen programin dogrulugu ve hassasiyeti,
cubuk kesiti ile ilgili 6zel durumlar igin literatiirde mevcut 6zdegerler ile kargilagtirmalar
yapilarak denenmis ve uyum goézlenmisdir. Daha sonra, kesit degisimi ile ilgili segilen
genislik ve yiikseklik parametreleri ile dnburulma agisinin 6zdegerlere etkileri belirlenmisdir.

2. HAREKET DENKLEMLERI{

Sekil 1 de eksen takimlari gosterilen dikdortgen kesitli-kesiti degisken burulmus g¢ubuk
g6z6niine alinsin. Bu ¢ubugun geniglik ve yiikseklik degigimleri igin agagidaki fonksiyonlar
secilmigtir:

b(z)=b,+m,z? (1

Wz)y=h,+mz (2)

Bu ¢aligmada kullanilan gosterimler, bildiri sonunda listelenmigtir. Kesit degisimi icin segilen
E(1, 2) de g ve r parametreleri 1 alindiginda, dogrusal kesit degigimli gubuk modellenmis olur.
Ayrica, my ve my, katsayilart 0 alindiginda ise, sabit kesitli gubuk durumuna indirgenebilecegi
agtktir. Sekil 1 de gosterilen gubukdaki burulma agisinin degisimi asagida ifade edildigi gibi
dogrusal degisimli olarak g6zdniine alinmistir:

a(z)=az/L 3

b,
Sekil 1: Degisken kesitli burulmus gubuk igin eksen takimi

Dikdortgen kesitli dnburulmal ¢ubuklarin hareket denklemleri Dawson ve Carnegie [4]
tarafindan asagidaki gibi verilmigtir:
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d_z[yn(z)(d "V] N E[,y(z)(d—zfﬂ = p A(z) 0%y 4)

dz’ dz’ dz

%[Elg,(z)[g) + EIJLV(Z)(ZTZI;):l = p A(2)0’u (5)
burada

()= 1,y (2)sin’ a(z)+ I, (z)cos’ a(z) (6)
1,,(2)=1,,(2)cos’ a(z) + I ,, (z)sin’ a(z) (7
1,(2)=0.5(1,, — I o )sin 2a(z) (8)

Bu denklemlerde, E(1, 2)’ nin gdzoniine alinmasi ile, ¢aligmadaki hareket denklemlerine
ulagilmigdir.  Sayisal uygulama béliimii igin segilen sabit-serbest sinir kosulundaki
dnburulmalt gubugun sinir kosullar s6yledir:

u(0) = v(0) = '(0) =v'(0) = 0 )
u'(L)=v"(L)=u"(L)=v"(L)=0 (10)

E(9, 10) daki tisler z’ye gore tiirevi gostermektedirler.

3. HAREKET DENKLEMLERININ COZUMU

Boyutsuz frekans parametresi A nin eldesi igin E(4, 5) deki her terim AL(Az) E Txo) ile
garpilip, belirtilen denklemlerden goriilebilecek L, L, ve L; diferansiyel operat6rlerinin
kullamimu ile agagidaki gibi yazilabilir:

L,[v]+L_,[u]—/1v:0 an
Lz[v]+Lj[u]—/1u=0 (12)

E(11; 12) deki ifadeler, SFM [11]’nun Merkezi Fark ifadeleri ile siirekli ortamdan ayrik
ortama doniistiiriilerek, agsagidaki matris 5zdeger problemi elde edilir:

[p]{d}-2{a}=0 (13)
E(13), Mathematica [12]’da gelistirilen sembolik esash program ile ¢oziilerek, aranilan

ozdegerlere ulagslmigdir. Karsilastirmalarda, Richardson disdeger (extrapolasyon) hesabi [11]
ile ¢dziim hatasy, ilgili kaynaklarda oldugu gibi 2. mertebeden 6. mertebeye diigiiriilmiigtiir.

1104



4. BILGISAYAR PROGRAMININ DOGRULANMASI

Gelistirilen bilgisayar programinin 6zel durumlar igin dogrulugunu ve ¢dziim hassasiyetini
kontrol etmek amaciyla, Carnegie ve Thomas [5]’in ¢alismasinda verilen degerlere ulasiimig
ve sonuglar Tablo 1 ve 2 de verilmistir. Tablolardan goriildiigii gibi, gelistirilen bilgisayar
programinin sonuglari digerleri ile uyum igindedir.

Tablo 1: Sabit kesitli nburulmali gubukda /4, karsilagtirmalari ( b./h, = 2, a = 60°)

Bu ¢alisma sonuglari Carnegie ve Thomas [5]’1n sonuglari
B n=10 n=15 n=20 digdeger n=10 n=15 n=20 digdeger
1. 1.0217 1.0203 1.0199  1.0194 1.0215 1.0199 1.0192 1.0182

2. 34690 35938  3.6385 3.6969 3.4682  3.5931 3.6375 3.6951
3. 40.6383 422400 42.8206 43.5822 40.6292 422308 42.8097 43.5680

Tablo 2: Sabit kesitli 5Snburulmali gubukda /4, karsilagtirmalar: (6,/h, =2 )

B Burulma Bu ¢alismada [5] de digdegerle  Matris yerdegistirme
agist a digdegerle bulunan bulunan metodu ile bulunan [3]

| 30° 1.0051 1.0059 1.0048
60° 1.0194 1.0182 1.0188
90° 1.0428 1.0425 1.0426

2 30° 3.9177 3.9166 3.9164
60° 3.6969 3.6951 3.6952
90° 3.4026 3.4020 3.4029

3 30° 40.3733 40.3667 40.3783
60° 43,5822 43.5680 43.5969
90° 48.6833 48.6700 48.6562

4 30° 148.8765 148.8397 149.0010
60° 1314311 131.4005 131.7559
90° 113.4977 113.4711 113.9748

5. SAYISAL UYGULAMALAR VE TARTISMA

Geniglik ve yiiksekligi dogrusal ve egrisel olarak degisen, 60° dnburulmali gubuklardaki
parametreler sSyle segilmistir; g ve r: {0.5, 1, 1.5}, m, L9/b, ve m, L'/ h,: {-0.1,-0.2, -0.3}.
Bu degerlerin olusturdugu gubuklarin boyutsuz dogal frekans oranlar A /4, , n=100 aralik
kullanilarak bulunmus ve sonuglar Sekil 2-9 deki grafiklerde verilmisdir.
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Sekil2: r=0.5vemy L'/ h,=-0.2 igin
diger kesit degigim parametrelerinin temel 4 /4, a etkileri
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Sekil 3:r=1vem, L'/ h,=-0.2 igin
diger kesit degisim parametrelerinin temel A /A, a etkileri
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i O my LY/ b,
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Sekild:r=15vemy L'/ h,=-0.2 igin
diger kesit degisim parametrelerinin temel A /4, a etkileri
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-0.1 -0.15 -02 -025 -03

Sekil 5: r=0.5 ve my LY/ b, = -0.2 igin
diger kesit degisim parametrelerinin temel A /4, a etkileri

01 -015 -02 -025 -03

Sekil 6: =1 ve my L?/ b, = -0.2 igin
diger kesit degisim parametrelerinin temel 1 /4, a etkileri

Sekil 7: r=1.5vemy LY/ b, =-0.2 igin
diger kesit degisim parametrelerinin temel A /A, a etkileri
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0.5 0.75 1 1.25 1.5

Sekil 8: my L/ hy=-0.2 ve my LY/ b, = -0.2 igin
diger kesit degisim parametrelerinin temel A /4, a etkileri
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Sekil 9: my L'/ h, = 0.2 ve my L / b, = -0.2 igin
diger kesit degigim parametrelerinin temel 1 /4, a etkileri

Sekil 2-4 deki grafiklerden de goriilecegi gibi, » = {0.5, 1, 1.5} ve my, L"/ h, = -0.2 igin, g
veya my, L7/ b, degerleri arttika boyutsuz temel dogal frekans parametresi oranlart 4 /A, da
artmaktadir.

Sekil 5 de ise r = 0.5 ve m; LY/ b, =-0.2 igin 1 /4, , orany, g arttikga artmakta fakat, my, L/ h,
arttikga azalmaktadir. Sekil 6-7 de, Sekil 2-4 deki grafiklere benzer degisimler gozlenmekte
olup, r = {1, 1.5} ve my L/ b, = -0.2 igin, g veyamy, L' / h, degerleri arttik¢a boyutsuz temel
dogal frekans parametresi oranlar A /4, da artmaktadir.

Diger tarafdan, g ve r parametrelerinin 4 /4, a etkilerini ayni grafik iizerinde gérmek igin,
Sekil 8 ve 9 olusturulmugtur. Sekil 8 den g=1 ve g=1.5 igin 4 /4, degerinde ciddi bir degisim
olmadig goriilmektedir. Sekil 9 da ¢=0.5 igin gosterilen A /4, egrisi, ¥ ye gore dnce artmakta
daha sonra ise azalmaktadir.

Verilen tiim grafiklerdeki g=1 ve g=1.5 igin elde edilen sonuglar, g=0.5 ve g=1 arasindaki
farka gore birbirlerine daha yakindir.
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6. SONUCLAR

Degisken kesitli 6nburulmali gubuklarda, kesisimi ¢ubuk ekseni olan iki dik diizlemdeki
efilme titresimleri birbirleri ile baglagik olup, hareket denklemleri degisken katsayili iki
diferansiyel denklemdir. Bu denklemlerin sayisal ¢dziimiinde SFM kullanilabilir. Bu
caligmada segilen kesit degisim fonksiyonuna gore SFM kullanilarak gelistirilen Mathematica
programininin dogrulugunu denemek igin kullanmlan kargilagtirmalarda aralik sayilan ilgili
kaynaklardaki gibi secilmistir. Caligmadaki degisken kesitli gubuk drneklerinde ise, sonuglart
grafiklerde gostermek iizere aralik sayisi belirlemede “aralikdan bagimsizlik testi” ile n=100
degeri bulunmugtur. Cubuk kesitinin degigimini etkileyen genislik ve yiikseklik katsayilar ile
parametrelerinin boyutsuz temel dogal frekans oranlarina etkileri elde edilmistir. Elde edilen
sonuglarda: boyutsuz temel dogal frekans oranlari; kesit parametreleri g ve r artikga artmakta,
kesit katsayilarinin artiminda ise, gubuk elastikiyet ve kiitlesel 6zelliklerine bagl olarak farkl
davraniglar gstermektedir.

EK: GOSTERIMLER

a ¢ubuk kokii ile ucu arasindaki burulma agisi
A(z) ¢ubuk enine kesit alani

A, A(0)

b(z) gubuk genislik fonksiyonu

b, b(0)

[D] katsayilar matrisi

{d} yerdegistirme vektorii

E elastisite modiilii

h(z) gubuk yiikseklik fonksiyonu

h, h(0)

1(2) xx eksenine goére alan atalet momenti
lixo 1(0)

Iyx(z) XX eksenine gore alan atalet momenti
L(z) yy eksenine gore alan atalet momenti
Iyn(z) YY eksenine gore alan atalet momenti
Lo(2) carpum alan atalet momenti

L gubuk boyu

L, Ly L dogrusal operatorler

mp, genislik katsayisi

my, yiikseklik katsayisi

n sonlu farklar i¢in gubukdaki aralik sayisi
q genislik parametresi

r yiikseklik parametresi

B titresim bigimi

u(z) x yoniindeki yerdegistirme

v(z) y yo6niindeki yerdegistirme

X-y-z sabit eksen takim

X-Y-Z gubuk kesitinin asal eksen takimi
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a(z) burulma agisi fonksiyonu

A dogal frekans parametresi, A = p A,0’L' (E1_,)

Ao burulmamig esdeger gubuk i¢in temel dogal frekans parametresi
p yogunluk

@ dogal radyan frekans
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