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RICCATI DIFERANSIYEL DENKLEMININ COZUMU ICIN YENI ANALITIK
BiR YONTEM VE DINAMIK SISTEMLERE UYGULANMASI
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Uludag Universitesi, Miihendislik Fakiiltesi, Bursa

ABSTRACT

In this paper, the general Riccati equation is analytically solved by a new transformation.
By the method developed, looking at the transformed equation, whether or not an explicit
solution can be obtained is readily determined. Since the present method doesn’t require a proper
solution for the general solution, it is especially suitable for equations whose proper solutions
cannot be seen at a first glance. Since the transformed second order linear equation obtained by
the present transformation has the simplest form it can have, it is immediately seen whether or
not the original equation can be solved analytically. The present method is also applied to the
analytical solution of second order homogeneous differential equations with variable coefficients.
The method is exemplified by several examples.

OZET

Bu ¢alismada yeni bir doniisiim yontemi kullanilarak genel Riccati diferansiyel denklemi
analitik olarak ¢oziilmektedir. Gelistirilen yontem sayesinde doniismiis denklemin yapisina
bakilarak esas denklemin analitik olarak ¢oziiliip c¢oziilemeyecegi hemen belirlenebilmektedir.
Yeni yontem genel denklemin 6zel bir ¢6ziimiinii gerektirmediginden, 6zel ¢oziimii ilk bakista
goriilemeyen denklemler ic¢in oOzellikle uygundur. Doniismiis formdaki ikinci mertebe adi
diferansiyel denklem olabilecek en basit forma sahip oldugu i¢in esas denklemin analitik olarak
coziliip ¢oziilemeyecegi hemen goriilebilmektedir. Yeni yontem kullanilarak bazi ikinci mertebe
degisken katsayili homojen diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri de verilmektedir.
Yontem orneklerle agiklanmaktadir.

GIRIS
Genellestirilmis Riccati diferansiyel denklemi

% +P(x)y+Q(x)y*—R(x) =0 (1)

seklinde tanimlidir. Burada P(x), Q(x) ve R(x) ler x’in keyfi fonksiyonlaridir. Bu denkleme
analitik mekanikte, kozmolojide, miihendislik alaninda ve diger uygulama alanlarinda ¢ok sik
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rastlanilmaktadir. Bu nedenle, P(x), Q(x) ve R(x) lerin yapisina bagl olarak ¢ok sayida ¢oziim
yontemi gelistirilmeye ¢alisihnmistir [1,2,3,4,5,6,7,8,9.10,11,12].

Eger R(x) = 0 ise, o taktirde y = 1/z doniisiimii (1) denklemini ¢6ziilebilir birinci
mertebe bir diferansiyel denkleme indirmektedir. Bu haldeki denklem Bernoulli denklemi olarak
bilinmektedir. R(x) # 0 oldugu hal icin literatirde bir kag¢ yontem bulunmaktadir
[1,2,3,5,6,7,8,9,10,11,12].

Gayri-homojen halde klasik Riccati denklemi ¥ =y, +1/y  doniisiimii yapilarak
¢oziilmektedir. Burada y, denklemi saglayan 6zel bir ¢oziimdiir. Ancak, her zaman denklemin
ozel bir ¢oziimiinii bulmak miimkiin degildir. Bu sebeple, bu ydntem ancak kurgusal
problemlerin ¢6ziimii icin anlamli olabilir. Fiziksel olaylarin matematiksel modellenmesi sonucu
elde edilen denklemin 6zel ¢oziimiinii gormek hemen hemen imkansizdir.

Coziime yonelik diger girisimler arasinda Rao ve  Allen-Stein dontstimlerinden
bahsedebiliriz[1,9]. Bu iki yontemdeki temel fikir ana denklemi ayristirilabilir ve dolayisiyla
integre edilebilir forma getirmektedir [1,7,9]. Bununla birlikte integre edilebilirlik sarti
denklemin katsayilar1 arasinda 6zel bir bagintinin olmasini sart kostugu i¢in bu yontemler genel
ve uygulanabilir olmaktan uzaktirlar.

Harko, Lobo ve Mak; Riccati denklemin ¢6ziimii arastirdilar ve kisit igeren bir yontem ortaya
koydular. Bu yontem de pratik olarak uygulanabilir degildir[2]. Yontem denklemin katsayilari
arasinda Ozel sartlari zorunlu kildigi i¢in genel bir ¢6ziim yontemi s6z konusu degildir. Sugali
yeni bir doniisiim vasitasiyla Riccati denklemini ikinci mertebeden yeni bir diferansiyel denkleme
dontistiirdii. Doniigsmiis denklem ¢ok daha karmasik ve ¢ogu hallerde ¢oziilemez oldugundan, bu
yontem de genel ve uygulanabilir degildir[12]. Rao ve Ukidave; Riccati denklemini sinirli sartlar
altinda ayristirilabilir forma indirgedi [10]. Bu ¢aligmanin miihendislik uygulamalar1 agisindan
bir 6nemi bulunmamaktadir. Siller denklemin ayristirilabilirlik sartlarini inceledi[11].

Riccati denkleminin integre edilebilirlik durumu Mak and Harko tarafindan tekrar ele alinmis
ve analitik ¢Oziim i¢in yeni bir yontem verilmistir[5]. Mortici sabitlerin degisimi yontemini
Oonermis ve denklemi ayristirilabilir hale getirmeye ¢alismistir. Bu yontem de ¢oziim iizerine
bir¢ok sinirlama yiiklemektedir. O nedenle, genel bir yontem degildir[6].

Biitiin bu yontemler incelendiginde analitik ¢ozliimiin agik, kapali ya da kuvvet serileri
formunda elde edilip edilemeyecegi ortaya koyacak genel bir yontemin olmadigin1 gérmekteyiz.
Yeni yontem P(x), Q(x) ve R(x) ler iizerinde hi¢ bir kisit olmadan denklemin ¢oziimiini
verirken bu sorularin cevaplarini da bulmaktadir.

1.1. Ozel Tip Riccati Denklemi
(1) denklemini ¢ozmek igin

y = f(x)efg(x)y(x)dx )
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seklinde yeni bir donlisiim Onerelim. Burada f(x) , g(x) fonksiyonlar1 uygun bir sekilde
belirlenecek olan fonksiyonlardir. (2) denkleminin her iki tarafini iki kez iist tiste tliretelim:

¥ = (f'+ fgy)el 9@rEax (3)
ve
y'=(fgy' +2f'gy+fg'y + fg?y? + el 9ydx (4)
(4) denklemi
zfl gll 5 fll 1 B
"t |+ |y + gy == — e [ 9WytIdx (5)
Y lf gy 9y fg fgy

olarak diizenlenebilir. (5) denkleminin sag tarafinin Riccati denklemi tipinde olduguna dikkat
edelim. (1) ve (5) denklemlerini mukayese ederek

[2;, +%, = P(x) (6a)
g(x) =Q(x) (6b)
]]:—; = —R(x) (6c)
elde ederiz. Eger
LY 2 I
y+lf +gly+gy " ¥g 0 ")

formunda bir denklemi ¢6zmek istiyorsak, o taktirde, (5) denklemi geregi, ilk etapta
y'=0 > y=ax+b (8)

kabul edebiliriz. f ve g fonksiyonlar1 (6) denklemleri saglanacak sekilde belirleneceklerdir.
Simdi (2) denkleminden ters doniisiime gegerek

y = %j—x(ln ?) ©)

elde ederiz. Basit tipteki Riccati denklemi halinde ¢6ziimiin ¢ok basit sekilde elde edilebildigine
dikkat edelim. Diger bir ifadeyle ikinci mertebeden karmasik ,degisken katsayili bir diferansiyel
denklemin ¢6ziimii yapilmadan dogrudan (8) ve (9) denklemlerinden elde edilmektedir.
Asagidaki dort ornek yontemi agiklamaktadir.
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Ornek 1: Oncelikle en basit formdaki sabit katsay1li
y' +2y+y?+1=0 (10)

Riccati diferansiyel denklemini ¢ozmeye ¢alisalim. Bu denklem dogrudan integre edilerek te
coziilebilir. (10) denklemi (7) denklemi ile mukayese edilerek

[2]{’ +%’ =2 (11a)
g=1 (11b)
7
78 1 (11c)

elde edilir. (11a) denkleminde g = 1 yerlestirip denklem ¢oziilerek
f =ce* (12)

bulunur. (11c) denklemi kendiliginden saglanmaktadir. Simdi (9) denklemini kullanarak

_1al<1 )7>_1d(1 ax+b) 13
y_gdx nf "~ 1ldx " ce* (13)
ya da
- 1, c=» (14)
y_x+c_ » ¢=bja

elde ederiz. (14) denkleminin (10) denklemini sagladigi goriilebilir.

Ornek 2 : Simdi degisken katsayili

25 5
y’+5xy+y2+7x2+5=0 (15)

denklemini ¢ozmek isteyelim. (15) denklemi (7) denklemi ile mukayese edilerek

lzf, + %’l = 5x (16a)

g=1 (16b)
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f' 25 , 5
- z 1
7 i +2 (16c¢)

olmasi gerektigi goriiliir. f fonksiyonu (16a) ve(16b) denklemleri kullanilarak bulunabilir.

f = ced” (17)
(9) denklemini kullanarak
1d(l 37) 1d l ax+b (18)
=——\ln=]=-—— n
Y gdx\" f) 1ldx ce%xz
ya da
-1 > c=b 19
Y=Gto 20 ¢=ba (19)

buluruz. (19) denklemi (15) denklemini analitik ¢6ziimiidiir.

Ornek 3: Asagidaki biraz daha karmasik formdaki denklemi ¢ozmek isteyelim.
2xy b xtyt o — 42t 1=0 (20)
y'+2xy +x%y _x2+x4+ =

(20) denkleminin (7) denklemi ile mukayesesi

.
g = x2 (21b)
%*%z*%“ (210)
verir. f fonksiyonu kolaylikla
F=let (22)

formunda elde edilebilir. (9) denklemini kullanarak

_1d yy _1d ax +b
y—gaon?)—ﬁﬁ In 22 (23)

cx"le2

ya da
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Y ¥+ x x8 7 /a

(24)

elde ederiz. Yukaridaki drneklerin her birinde R(x) = f'/fg sartimn dogrudan saglandig

ornekler segildi. Aksi taktirde, bilinmeyen f(x) fonksiyonunun

o) = |2L 4 9
P(x)_[erg

Qx) =g
sy = L
R(x)_fg

(25a)

(25b)

(25¢)

denklemleri ayni1 anda saglanacak sekilde belirlenmesi gerekecekti. Oysa, (25a) ve (25c)
denklemleri ayn1 anda saglanacak sekilde f(x) fonksiyonu her zaman bulabilmek miimkiin

degildir. Bu durumu agiklamak iizere asagidaki 6rnegi ele alalim.
Ornek 4:

y' +ax?y + Bxy?+ R(x) =0

denklemini ¢6zmeye ¢alisalim. (25a) ve (25b) denklemlerini kullanarak

= ax?

s

yazabiliriz. f fonksiyonu
" a? 3 a

— — 3 _ ~—3 .
fg_ " Tt T

(26)

(27a)

(27b)

(28)

(29)

elde ederiz. Bilahare, yeni yontem (29) ile verilen sart saglandigi siirece ¢oziim verebilmektedir.

Bu halde (24) denklemi
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y' + ax®y + Bxy? +a—2x3 +ix‘3 +—=0
4p 4p 2p

formunu alir. Analitik ¢6zliimiin
1d(ly) 1d<l ax+b)
Y= dx\"F) T xdxe\ T 1 ax®
gdx\ f Bx dx oy e
ya da

1 ax 1

Tt 28 T2 T

y

seklinde olacag1 kolaylikla gosterilebilir.

1.2. Genel Tip Riccati Denklemi

(30)

(31)

(32)

(2) dontisimii (1) denklemindeki Q(x) teriminin serbest se¢imini Onlemektedir. O nedenle,
yontem ancak 6zel tipteki Riccati denklemlerinin ¢6ziimil i¢in uygun olabilir. Simdi keyfi P(x),
Q(x) ve R(x) leri igeren genel tipteki bir Riccati denklemini ¢dzmek i¢in bu kisiti kaldirmak

istiyoruz. Yine
)_/ = f(x)ejg(xb’(x)dx

doniigiimiinii ele alalim. (33) denklemini iki kez tiireterek

' =(f'+fgy)el 90 @%

ve

7' = (fgy' +2f'gy + fg'y + fg*y* + f)el 90y

buluruz. (35) denklemi

Zfl gll y fll 1 B
=4y 4+ +—=— ”e—fg(x)y(x)dx
Y [ f g 9 g " fg”

olarak ta yazilabilir. B61.1.1. deki kisitlamay1 kaldirmak i¢in

(33)

(34)

(35)

(36)
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l +gy2+j]:—;=5(x) (37)

2f" g’
(RETY R
Y f g

formundaki bir denklemin ¢6ziimiinii aradigimizi diisiinelim. Burada S(x) belirlenmesi gerekli
bir sabittir. Bilahare, (36) denklemi

y" = fgS(x)el 90Iyxax (38)
Verir. Ancak, (33) denklemi geregi
y'=9S®®) (39)
yazabiliriz. y degiskenini u(x) ile degistirerek
u'—gSu=0 (40)

elde ederiz (40) denklemi genel ¢oziimii kuvvet serileri seklinde elde edilebilen ikinci mertebe
lineer bir adi diferansiyel denklemdir. Ancak, eger gS terimi bir sabit ise ya da (40) denkleminin
analitik ¢ozlimiinii bulabilecegimiz bir ifade ise, ancak 0 zaman u ya da y nin agik formu daima
bulunabilir.

Simdi dikkatlerimizi (40) denklemine ¢evirmeliyiz. Bu sonuca goére (33) ile verilen
doniisiimiin esas avantajlarindan birinin denklemi dogrudan dogruya lineer ve en basit formdaki
(40) denklemin doniistiirmesi oldugunu gormekteyiz. Gergekten de (40) denklemi olabilecek en

basit formdur. Bu form bize (37) denkleminin ¢oziilebilir olup olmadigint hemen sdylemektedir.
(40) denklemi klasik yontemlerle ¢oziildiikten sonra ters doniisiim, ¢ozimi

()

=@ ax\" 7o (41)

y

olarak verir. (41) denklemi integre edilecek herhangi bir terim igermedigi i¢in y(x) ¢Ozimiini
acik formda bulmada herhangi bir sorun bulunmamaktadir.

Ornek 5: [k 6rnek olarak
y +2xy—y —(1+x%)=0 (42)
denklemini ele alalim. (42) ve (37) denklemlerini mukayese ederek

g=-1 (43a)

[i' + g—’l = 2x (43b)
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I —-(14+x%), Sx)=0 (43c)
fg

buluruz. (43a) ve (43b) denklemlerinin ortak ¢dziimii f = ce*’/2 (c=sabit) verir ve f"’/fg nin
dogrudan R(x) terimine esit oldugunu gorebiliriz. Su halde, S(x) sifir olarak alinabilir. Bu ise
y'" = 0 olmasi demektir. y nin ¢éziimii y = ax + b ile verilir. Bu sonucu ters doniisiimde
yerine koyarak birkag islem neticesinde

e (¢ = sabit) (44)

y=x-

elde ederiz. (44) sonucunun (42) denklemini sagladigi goriilebilir.
Ornek 6:
y' +8xy+4y?+4x2—-3=0 (45)
denkleminin ¢6ziimiinii arayalim.(37) ve (45) denklemlerinden

g=4 (46a)
li + %’l = 8x (46b)

elde ederiz. (46a) ve (46b) denklemlerin ortak ¢éziimii f = ce®®” verir. (c=sabit). Diger sart

f—=4x2+1, Sx) =4 47)

fa

verir. Doniigsmiis denklem bu halde
u’'—16u=0 (48)

formunu alir. (48) denklemin karakteristik denklemi
m2—16=0 (49)
seklinde olup, kokleri m; = 4 ve m, = —4 dir. Bilahare (48) denkleminin ¢oziimii

u=ce**+ce (50)

formunu alir. (41) denklemi kullanilarak y(x) ¢6ziimii
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1 dy/ u)y\ 1d cre* + c e
y=——— (%) = (In 2 (51)
gx)dx\  f(x) 4 dx ce?x
4x —4x
Cle - Cze
y= cre** + coe=t x (52)
seklinde elde edilir.

eSx —C ~

Y=sxy g X (€=ca/c1) (53)

oldugu gerceklenebilir. U‘nun ¢dziimii olarak c;e** aldigimizda Yp = 1 —x Ozel ¢oziimiini
elde ederiz. Ilaveten, sadece c,e™** aldigimizda (44) denkleminin &zel ¢oziimiinii Yp=—1-—x
olarak elde ederiz. Gergekten de bu ¢oziimlerin (45) denkleminin 6zel ¢oziimleri olduklarini
gosterebiliriz. Su halde, sunulan yontem Riccati denkleminin 6zel ¢oziimlerini de vermektedir.
Istenildiginde genel ¢oziimiin elde edilmesinde bu noktadan meshur y = S(x) + 1/x déniisiimii
de kullamlabilir. Burada S(x) 6zel ¢dziimdiir.

Ornek 7: Asagidaki diferansiyel denklemi ¢ozmeye ¢alisalim.
1 1
y’+<4—;)y+;y2—x2+4x=0 (54)

Bu denklemin 6zel ¢oziimiiniin hemen goriilemedigine dikkat edelim. O sebeple, bilinen klasik
yontem kullanilamaz. Asagidaki denklemlerin gegerli olacag: asikardir.

g = % (553.)
ZTf’ + % =4- % (55b)

fll
— =A4x (56)
fg
olduguna dikkat ederek S(x) ifadesini
;—g—S(x)=—x2+4x = 4x —S(x) = —x* +4x = S(x) = x? (57)

olarak elde ederiz. Buna gore (40) denklemi
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u' —xu=0
formunu alir. (58) denklemi Airy denklemidir ve ¢oziimii
y = u = c;AiryAi(x) + c,AiryBi(x)
ile verilir. Burada AiryAi(x) ve AiryBi(x) fonksiyonlari

x3n

Airydi(x) = 1 E . AiryBi
iryAi(x) =1+ 12.356...(3n— 3).(3n— 1).3n iryBi(x)
n=

x3n+1

=xt Z 34.67..3n—2).3n.3n + 1)
n=

olarak verilirler. Bu fonksiyonlarin tiirevleri

x3n—1

(AiryAi(x))’ = ; 2356..Gn=3).Gn_1 AryBi&)

x3n

=1 E
+ : 3.45.6.7..(3n—2).3n
n=

seklindedirler. Buna gore ters doniisiim formiiliinii kullanarak

_ (iryAi) + caiypica)
N AiryAi(x) + cAiryBi(x) 2)

elde ederiz. Burada c bir sabittir.

Ornek 8 : Mortici [6] tarafindan verilen

B , Y
I — — ——:0
Y -Ty-ayt -3

denklemini ele alalim. (37) ve (63) denklemlerini mukayese ederek
g=-a

f" 9l__8
f+gl_

X

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64a)

(64b)
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buluruz. (64a) ve (64b) denklemlerin ¢oziimii f = cx /2 verir (c=sabit). (37) ifadesinden

r _ 2 2 1
fo_-B+20) 1 (64c)
fg 4a x?
olduguna dikkat ederek S(x) ifadesini
f! y . —(B*+2p) 1 14
R =L TR =L 65
7 S(x) 7= 1a 2 SW 3 (65)
(B*+2p). 1
— (v all 66
S(x) = (v yp— (66)
olarak buluruz. (40) denklemini kullanarak asagidaki doniismiis denklemi elde ederiz.
(B*+2p). 1
n_ o _ = 67
W= (O~ ) g u =0 (67)
. Ava—(BF+2p8) 1
u” + ( 2 )F u=20 (68)
Bu noktadan sonra agagidaki halleri diislinelim:
Hal 1: 4ya = (% + 2p) kabul edecek olursak, bu haldeki déniismiis denklem
u’" =0 (69)
seklini alir. u formu u = ax + b seklinde elde edilir. Buna gore (41) denklemi
—1d(l u)_ 1d(l ax+b) (70)
Y= 9ax\"F) T T adx \ " cxhr2
ya da
— E ey 71
y_a(x+c') 2ax  © 7 /a (71)
Verir.

Hal 2: Genel bir hal olarak 4ya # (8% + 2B) kabul edecek olursak, o zaman

_ 2
k= w =sabit koyabiliriz. Bu haldeki doniismiis denklem
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k
u" + ZUu= 0 (72)
seklinde elde edilir. Bu denklem
A B
uw'+—-u'+—=u=0 (73)
x X

genel formuna sahip Euler-Cauchy denkleminin 6zel halidir. Bu denklem
Y'+(A-1)Y'+BY =0, (A=0,B=k) (74)
seklinde sabit katsayili lineer bir denkleme donistiiriilebilir. (74) iin karakteristik denklemi
m?—-m+k=0 (75)

seklindedir. Kokler m; ve m, olsun. m,; ve m, kokleri reel, kompleks ya da katli olabilir.
(Coziim formu koklerin tiplerine baghidir.

Hal a:Eger (1 —4k) > 0ise, otaktirde m; # m, ve my,m, € R. dir. my, =
1+V1-4k
2

olup, u(x) nun bu haldeki ¢oziimii

U =cx™ 4 cx™ (76)
dir. Buna gore y(x) nin ¢oziimii
_1d (l u) _1d (l cix™ +czxm2) 7
y_gdx nf T T adx\"T xR
ya da
1 fcymyx™ + comyx™2
y:__<1 1 _ 2 n21 E) (78)
ax C1X™1 + cpx™2 2
veyahut ta
1 /myx™ 4+ cmyx™z B _
Y= _E< XM+ cx™2 * E) ¢=ca/er (79)

olarak elde edilir.
Hal b: Eger (1 —4k) =0 ise, my =m, = m, m € R dir. Kath kok m = % dir.

u(x) nun ¢ézimi
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u=cx™+cxM™Inx

dir. Bu halde ¢6ziim

1d u 1d c1x™ 4+ cyx™Inx
y=——(ln—)=———(ln )
g a

dx\ f dx cx—B/2
ya da
1/comx™ 1+ c,x™ (1 +mlnx) B
yZ_E( c1x™ 4+ c,x™Inx +ﬂ)
veyahut ta

2
=——1
y Zax( +E+lnx

+[3> m=1/2 and ¢ = c¢;/c;

seklinde elde edilir. Sonucu

p+1 1
2ax  x(ac+ alnx)

y:

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

olarak ta yazabiliriz. (84) denklemi ile verilen sonucun Mortici [6] tarafindan verilen ¢oziimiin

aynisi olduguna dikkat edilmelidir.

Hal ¢ : my,m, € R, m; = a + bi ve m, =a — bi olsun. Burada i =+v—1 dur.

halde u(x) ¢6ziimii
u = e “*(cq cos bx + c, sin bx)

dir. Su halde, ters doniisiim formiilii kullanilarak y(x)

1d ( u) 1d (l e~ *(cicosbx + ¢, sinbx))
= n

y

T gdx\"F a dx cx~hB/2
ya da
1 (bc‘—a)cosbx—(ac‘+b)sinbx+ﬁ =)
o« cos bx + ¢ sin bx 2x) T A
seklinde edilir.
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Ornek 9: ‘Fiizenin Hareketi ’

Kiitlesi degisen ve hava direncine maruz bir flizenin hareketini incelemek isteyelim.
Yiiksek hizda seyreden bir fiize ilizerine hizin karesi ile orantili bir diren¢ kuvveti gelir : F; =
cqv?. Burada ¢, direng katsayisidir. Fiize motorunun itme kuvveti F, olsun. Yatay seyir
halindeki fiize i¢in hareket denklemini yazarak

d(mv) d(mv)
YF == = F - Fa == (88)
buluruz. (88) denklemini agip diizenleyerek
w_moyay2 F_ g (89)

dt m m m

elde ederiz. Bu bir Riccati denklemidir. Bu denklem (11) denklemleri ile mukayese edilerek

2" g'| _
T + E = —E (908.)
g=-2 (90b)
f—” -St)=- i (90c)
f9 m

elde edilir. (90a) denklemi (90b) de yerine konularak f = ¢ =sabit elde edilir. Bu sonug ile
(90c) denklemine miiracaat ederek S(t) = F;/m buluruz. S(t) ve g fonksiyonlarin1 (40)
denkleminde yerine yazarak

w (G Gu=o e

Filizenin baslangi¢ kiitlesinin M oldugunu ve yakit1 a (kg/s) oraninda tiikettigini kabul edelim.
Buna gore herhangi bir andaki kiitle m(t) = M — at olacaktir. Buradan m = —a,m = 0 elde
ederiz. Fiizenin F; itme kuvvetinin sabit oldugunu kabul ederek (91) denkleminden

e (L Yu=0 (92)

dt? (M—-at)?

elde ederiz. Bu denklemin ¢6ziimii
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a+ [a2+4F¢cy a- ,a2+4Ftcd

u=c(M—at) 2 +c;(M —at) 2 (92)

seklinde elde edilir. Burada c;, ¢, bulunmasi gerekli sabitlerdir. Simdi ¢6ziim icin (41) ifadesine
basvurularak

a+ |a?+4F¢cy a- |a?+4F¢cy

m d c1(M—-at) 2a +cy(M—at) 2a

- cqdt I (93)
sonucu elde olunur. k; = can L “a:M, k, =22 Tk “a:;“:tcd , € = C/c; kisaltmalarini yaparak
_a (—kl—c‘kz(M—at)kz-"l) 94
V= T irem—ane (94)
buluruz.
€= ky— k= TR () o (—(M““) ) (95)
kisaltmalar1 (94) denklemini
a €
Vo (1—B®6 B kz) (36)

basit formuna indirger. Konum fonksiyonu (96) denkleminin integrasyonudur. Sonuglar
Tomahawk fiizesinin verilerini kullanarak degerlendirelim. Fiizenin ilk agirligi 1440 kg olup,
yakit 0.056 kg/s oraninda tiiketilmektedir. c¢=0.04 dir. Kalkistan sonra sabitlenen fiize itme
kuvveti 2400 N dur. 75 dak. havada duran flizenin maksimum hizim1 ve ugus menzilini bulmak
isteyelim. Verilen degerler halinde €= —349.9285, f = —1.0057, @(t) = 0.825 ( t=75 dak.
anindaki deger) bulunur. Bu degerleri (96) denkleminde kullanarak v=882.94 km/h elde ederiz.
Bu deger fiize icin 6ngoriilen 890 km/h degerine ¢ok yakindir. (96) denklemi sayisal olarak
integre edilerek menzil R=1085 km olarak bulunur. Yine bu deger de filize i¢in 6ngoriilen 1104
km degerine ¢ok yakindir.

1.3. Ikinci Mertebe Degisken Katsayili Homojen Denklemlere Uygulama

Ikinci mertebe diferansiyel denklemlerin Riccati denklemine doniistiiriilebildigi
bilinmektedir. Riccati denkleminin genel ¢oziimii bilinmedigi i¢in bu yontem c¢ok basarili
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degildir. Ancak, Pala ve Ertas [8] tarafindan Onerilen yontem kullanilarak ikinci mertebe
degisken katsayil1 homojen denklemlerin 6nemli bir kismi ¢oziilebilir.

y = el 74 d5niisiimii altinda

y"'+PX)y" +Q(x)y =0 (97)
homojen denklemi
v+ P(x)v+v?=—-0Q(x) (98)
Riccati denklemine doniistiiriilebilir. (2) donilisiimii yardimiyla
y'+ Py +Qy* =R(x) (99)
formundaki Riccati denkleminin
y'+ [%+g;]y +gy* +% flgif” e~ Joyax (100)

ifadesine dondstiiriilebildigini  biliyoruz. Burada f, g ve ¥ ler belirlenmeleri gerekli
fonksiyonlardir. (99) ve (100) denklemlerini mukayese ederek

[% + %] = P(x), (101a)
g(x) = Q(x), (101b)
fll
7h = R(x) (101c)
buluruz.
y+[f ]y+gy +—=0 (102)

formundaki bir denklemin ¢6ziimiinii aradigimiz i¢in ilk etapta

y'=0-y=ax+b (103)

kabul edebiliriz. f ve g fonksiyonlar1 (101) denklemleri saglanacak sekilde bulunacaklardir. (41)
ters doniisiimii ile denklemin ¢6zlimii elde edilir.

Ornek 10:
y'" + 5xy’ +( x% + )y=0 (104)
denklemini ¢ozmek isteyelim. y = el vax ggniisiimii (104) denklemini
v' + 5xv +v? + (25 Z4 ) =0 (105)
formuna indirger. (105) denklemini (6) denklemleri ile karsilastirarak
[ZTf’ +%’] = 5x, (106)
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gx) =1, (107)

% = (a2 49 (108)

5
buluruz. (106a) ve (106b) denklemlerinin ortak ¢oziimii f = ces*” verir. Ters dontisiim formiilii
X+c 2

v=(=-2x), ¢ = sabit (109)
(737

verir. Son olarak y = e/74* déniisiimiinii hatirlayarak

5
x2

y=cy(x+c)e+ , c, ¢, =sabitler (110)
elde ederiz.
Ornek 11:
y" +8xy’ + (16x% + 4)y =0 (111)
denklemini ¢ozmek isteyelim. y = el vax doniisiimii (111) denklemini
v' +8xv+v?+ (16x2+4) =0 (112)
sekline indirger. (112) ve (100) denklemleri karsilastirilarak
[FF+ 2] =8x, (113a)
gx) =1, (113b)
% = (16x2 + 4) (113c)

bulunur. (113) denklemlerinin ilki f=ce2’“Z verir. (113c) denklemi kendiliginden
saglanmaktadir. Su halde, ters doniisiime gecerek

1 .
v= (- 4x), ¢ = sabit (114)
elde ederiz. Son olarak y = eJ V4% doniisimiinii hatirlayarak
y = cy(x + c)e™ 2, ¢, c, =sabitler (115)
elde ederiz.
SONUCLAR VE TARTISMA

Bu c¢aligmada yeni bir doniisim yardimiyla Riccati denkleminin analitik ¢6ziimiinii
inceledik. Iki ayr1 yontem sunuldu. ilk yontemde &zel tipteki denklemler halinde ¢éziim dogrudan
elde edilirken ikinci yontem de en genel forma sahip Riccati denklemi ayni doniisiim yardimiyla
ikinci mertebeden en basit forma sahip lineer bir denkleme doniistiiriilmiis ve bu denklemin
¢ozlimleri de arastirilmigtir. Elde edilen denklemde gS nin formuna bakarak ¢6ziimiin acik ya da
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kapali formda elde edilip edilemeyecegi goriilebilmektedir. Yeni yontem denklemlerin 6zel
¢Oziimlerini elde etmenin yollarini sundugu i¢in bilinen klasik yontemin genel bir yonteme
doniismesine de imkan tamimaktadir. Son olarak yontem ikinci mertebe degisken katsayili
homojen denklemlerin ¢éziimlerine uygulanmustir.
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