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DEGISKEN KESITLI EGRi EKSENLi CUBUKLARIN DUZLEM DISI
TITRESIMLERININ MATRIKANT YONTEMIYLE iINCELENMESI

OZET

Cubuklar veya diger adiyla kirisler uzun yillar boyunca arastirmacilarin ilgisini
ceken, en basit ve en ¢ok kullanilan yapi elemanlarindandir. Bir¢ok modern
mithendislik yapisinda kullanilmasi nedeniyle hala giincelligini koruyan ¢ubuklar
lizerine yapilan ¢ok sayida aragtirma mevcuttur.

Bu ¢alismada egri eksenli degisken kesitli diizlemsel ¢ubuklarin diizlem dis1 titresim
davranislar1 ele alinmaktadir. Cubuklarin statik davraniglarimi  ifade eden
denklemlerden hareketle dinamik davranislarini ifade eden denklemlere ulagilmistir.

Calismanin amaci; egri eksenli siirekli degisken kesitli diizlemsel ¢ubuklarin diizlem
dis1 titresim problemlerini, baslangic degerleri yontemi (matrikant) ile kayma
deformasyonu ve hem egilme hem de burulma donme eylemsizligi etkilerini de
dikkate alarak, analitik olarak ¢6zmektir.

Birinci boliimde, ¢ubuk teorisi lizerine kisa bir giris yapilmis ve ¢aligmanin amaci ve
kapsami belirtilmistir.

Ikinci boliimde, egri eksenli cubuklar ile ilgili literatiirdeki calismalar incelenmis ve
bu calismalarda kullanilan yontemler kisaca anlatilmistir. Genelde sonlu elemanlar
ve ¢esitli enerji metotlar1 kullanilarak yapilan ¢ézlimlerin bircogunda eksenel uzama,
kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerinin thmal edilmekte oldugu
gozlenmistir.

Ucgiincii boliimde egri eksenli gubuklarin genel denklemleri( yer degistirme, denge ve
blinye) ile bu denklemlere bagli olarak diizlem i¢i ve diizlem dis1 titresim
denklemlerine yer verilmistir.

Dordiincii bolimde degisken kesitli egrisel ¢ubuklarin diizlem dis1 titresimlerinin
analitik ¢6ziimii matrikant yontemi kullanilarak elde edilmistir. Matrikant yontemi
hakkinda bilgi verilip, basit bir sayisal 6rnekle agiklanmaya calisilmig ve yontemin
titresim problemlerine uygulanisi detayh bir sekilde ele alinmstir.

Besinci boliimde, literatiirdeki ¢alismalar incelenip, matrikant yontemi kullanilarak
bulunan sonuglarla karsilastirilmistir. Diferansiyel denklemleri ¢6zerken Matlab
paket programindan faydalanilmis ve ¢ézliimii yaparken kullandigimiz program ile
ilgili cesitli optimizasyonlar yapilarak en hizli ve en yakin ¢6ziim i¢in hangi
parametrelerin kullanilmas1 gerektigi hesaplanmistir.

Altinc1 boliimde, bazi sayisal ornekler sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziilmistiir.
Ansys ve Abaqus analiz programlari kullanilarak elde edilen sonuglar literatiirdeki ve
matrikant yontemindeki sonuglarla karsilagtirilmastir.

Yedinci boliimde ise caligmanin sonuglart tartisilmis ve bu konudaki ¢aligmalarin
nasil gelistirilebilecegi konusunda bazi 6neriler siralanmastir.
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ANALYZING OF OUT-OF-PLANE VIBRATIONS OF CURVED BEAMS
WITH VARYING CROSS-SECTIONS BY MATRICANT METHOD

SUMMARY

Beam elements have received considerable amounts of attention in recent years,
which are the simplest and the most commonly used structural elements. Many
researchers have been still working on beams cause of occur frequently in many
modern engineering applications like electrical machinery, spring design, aerospace
structures, bridges and earthquake resistant structures. From these examples, the
analysis of a curved beam has great importance and has received considerable
attention since the end of the nineteenth century.

In general, the in-plane and out-of-plane vibrations of a plane curved beam are
coupled. However, based on the Bernoulli-Euler hypothesis, if the cross-section of
the curved beam is uniform and doubly symmetric, i.e., when the shear center and
the centroid coincide, then the in-plane and out-of-plane vibrations are uncoupled.
But a coupling of the out-of-plane bending and the torsional responses still exists.
Previous studies were based upon the classical Bernoulli-Euler beam theory in which
neither the axial extension nor transverse shear deformation nor rotatory inertia
effects are taken into account. Timoshenko beam theory considers the effects of
shear deformation and rotatory inertia and provides a better approximation to the
actual beam behavior.

The equations of free vibration of a curved beam become very complex when the
axial extension, shear deformation and rotatory inertia effects are taken into account.
Most of the studies in the literature give approximate solutions using Ritz and
Galerkin methods by neglecting the above mentioned effects. With the advancements
of computer technology and commercial softwares, the use of finite element methods
becomes more advantageous for complicated geometries, in the absence of any exact
solution. Band on a literature review, it can be seen that there seems to be a lack of
experimental data for the vibration problems of curved beams. In addition, a few of
them dealt with the curved beams of different geometries than circle.

It is often difficult and sometimes impossible to find general closed form solution for
the vibration problem of a curved beam, since the governing differential equations
possess variable coefficients. These equations are similar six differential equations of
the first order. If the axial extension, shear deformation, rotatory inertia effects are
taken into account or different geometries than circle equations will be very
complicated. Because of this situation, the previous studies are not based upon the
classical theory in which rotatory inertias nor shear deformation are taken into
account. Although exact methods are employed for only the simple cases, Ritz,
Galerkin and finite element methods are used extensively when the complicated
cases are considered. Timoshenko beam theory considers the effects of shear
deformation and rotatory inertias due to both flexural and torsional vibrations and
provides a better approximation to the actual arch behavior.
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The purpose of the present study is to give the approximate solution to the governing
equations of out-of-plane dynamic problems of a curved beam with varying cross-
sections and to exhibit the advantages of the solution. These governing equations
solved by using the optimizated matricant method and compared between the other
studies results.

In the vibration problems of this study, the effects of axial extension, shear
deformation and rotatory inertia due to torsional vibrations are taken into account.
However, the warping deformation of the cross-section is neglected. The matricant
method is used in order to solve the governing differential equations. The solution
does not depend on the boundary conditions. The variations of the frequency
coefficients with respect to the opening angle are presented for a certain slenderness
ratio and several boundary conditions. The examples given in the literature are
solved and the results are compared.

For out-of plane vibration of curved beams, a phenomenon of transition of modes
from extensional into inextensional, several authors have observed which occurs with
increase in beam curvature. The transition phenomenon is characterized by the sharp
increase in frequencies of modes that occurs at certain combinations of curvature and
length of the curved beam. This increase in mode frequency is accompanied by a
significant change in the mode shapes. There is still no comprehensive analysis of
the transition phenomenon and there are no proper explanations and methods for
prediction the frequencies of a curved beam. This is possibly because numerical
simulations, commonly employed for the analyses, provide little analytical insight
into the vibrational problem. In this study, the analysis of the transition phenomenon
in vibrational behavior of a shallow circular curved beam with uniform cross-section
is also presented by using the approximated solution of the governing equations.

In the first chapter, general concepts of the theory of beams and the aim of the
present study are given.

In the second chapter, the studies in the literature on dynamic problems of curved
beams with varying cross-section are reviewed. Reviewing the literature has shown
that although a few papers deal with the out of plane dynamic behavior of arches
with varying cross-section, many excellent papers are present with in-plane dynamic
behavior of arches with non-uniform cross-section and variable curvatures. With the
advancement of computer technology, arch problems are solved widely by using
finite element method and many finite elements were developed for this purpose. If
the behavior of the arch is non-planar, then a usual finite element model of this arch
becomes very complicated with many degrees of freedom. In these cases, it is
evident that a model, which, with a relatively few degrees of freedom, offers a good
description of the behavior of the arch, is needed.

In the third chapter, the governing differential equations of curved beam are given
for the static and dynamic problems. The beam is represented by a space curve
whose every point is coupled with a rigid orthonormal vector diad. The vectors are
chosen to be perpendicular to the tangent vector of the space curve in the initial state
and they represent the cross-section of the beam. In the deformed configuration,
these directors still remain unit and perpendicular each other because of the
assumption of a rigid cross-section.

The matricant (initial value) method explained and applied for the vibration problems
of curved beams in the fourth chapter. In this method, the curvature and the cross-
section of the arch are considered as variable. The axial extension, shear deformation
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and rotatory inertia effects are also considered in the governing differential equations
of free vibrations.

In the fifth chapter, the problems in the literature which interest of dynamic behavior
of curved beams with continuous varying cross-section and variable curvature are
solved by using the matricant method and the comparisons between the results are
given in the tables and figures. Clamped-clamped, clamped-free and free-free
boundary conditions are studied for different opening angles. The effects of step
ratio, location of the step, boundary condition and opening angle on frequency
coefficients are studied. Mostly use clamped-clamped boundary conditions, because
the axial extension, shear deformation and rotatory inertia effects are more
changeable than other beam types. The mode transition phenomenon is also
investigated and the mode shapes are given in figures. The transformation
phenomenon is characterized by the sharp increase in frequencies of modes that
occurs at certain combinations of curvature and length of the beam. This increase in
mode frequencies is accompanied by a significant change in the mode shapes. There
is still no comprehensive analysis of the transformation phenomenon and there are no
proper explanations and methods for prediction the frequencies of an arch. This is
possibly due to the fact that numerical simulations, commonly employed for the
analyses, provide little analytical insight into the vibrational problem.

Also the Matlab code, which we use to solve matricant equations, is optimized. All
results and parameters are observed. Best parameters for this program are chosen by
solution time and accuracy. This process is never done in previous literature and it is
a really good example for further studies.

In the sixth chapter, general information about the finite element analysis and
ABAQUS, which is a commercially available finite element program, are given. The
experimental studies and numerical solutions of curved beams are given. The
experimental results are compared with the theoretical solution for two different
curved beams at different boundary conditions. Thanks to ABAQUS the natural
frequencies and mode shapes of beams are also compare with the experimental
results. The results show that experimental, analytical and finite element solutions
are in good agreement with each other. Also the results show that the geometry of the
archs are really important to get a healthy solutions. There were some differencies
between circular and elliptic archs.

The study results are discussioned and some suggestions are made to improve
method in advance in the last chapter. According to that with the improvements of
Matlab program code it is more easy to work on the other geometries like parabola or
helical.
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1. GIRIS

Miihendislik alanindaki yapisal elemanlarin  6nemli bir grubunu c¢ubuklar
olusturmaktadir. Gegmisten giinlimiize ¢ubuk teorileri {lizerine bir¢ok ¢alismalar
yapilmistir. Gliniimiizde akademisyenler ve miihendisler ¢ubuk teorisi {izerinde

calismaya devam etmekte ve en dogru ¢oziim yontemini bulmaya calismaktadirlar.

Elastisite teorisi dig kuvvetlerin etkisinde bulunan bir cismi gerilme, sekil degistirme
ve yer degistirme agisindan sistematik bir sekilde inceler. Ancak karmasik sinir
problemlerinde bu teorinin kullanilmasi imkansiza yakindir. Bu yiizden problemi
basitlestirmek icin ¢ubuk geometrisi ve dis kuvvetlerle ilgili bazi varsayim ve
kabuller yapilmaktadir. Boylece sadece 6zel hallerde uygulanabilecek ¢oziimler elde

edilmektedir.

Egri eksenli ¢ubuklar iizerine yapilan calismalarin ¢ogunda eksen uzamasi, kayma
deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini hesaba katmayan Euler-Bernoulli
cubuk teorisi temel alinmistir. Boylece ¢oziim daha basitlestirilmesine kargin ¢dziim

gercek ¢ubuk davranisindan uzaklagsmaktadir.

Literatiirdeki ¢alismalarda ise Ritz, Galerkin, DQM ve sonlu elemanlar yontemleri
kullanilarak ¢6ziime ulasiimaktadir. Ozellikle son yillarda teknolojinin gelismesiyle

sonlu elemanlar yontemine agirlik verildigi gozlenmektedir.

Egri eksenli ¢ubuklarin diizlem dis1 titresim problemleri iizerine bir¢ok g¢alisma
olmasina ragmen, bunlarin ¢gogunda sabit kesit ve egrilik yaricapina sahip ¢ubuklarla

ilgilenilmistir.

1.1. Tezin Amaci

Bu calismada, egri eksenli cubuklarin diizlem dis1 dinamik davraniglart ele
alinmaktadir. Ik olarak egri eksenli cubuklarin statik ve dinamik denklemleri
verilmistir. Tez daha ¢ok degisken kesitli ¢gubuklarin davranislar ile ilgilendigi i¢in

kesin ¢oziimler yerine yaklasik olarak ¢oziimii baslangic degerleri ya da diger adiyla



matrikant yontemiyle elde edilmistir. Matrikant hesaplamalarinda; eksenel uzama,

kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri de dahil edilmektedir.

Matrikant yontemiyle ¢6ziimde Matlab miihendislik programi kullanilip tezin diger
amaclarindan biri olan en optimize ¢6ziimii bulmak igin ¢esitli parametrelerin

¢Oziime ve ¢ozlim siiresine olan etkileri gozlemlenmistir.

Sonuglar onceki calismalarda kullanilan yontemlerle elde edilen diger verilerle
karsilastirilarak aralarindaki uyum gozlenmistir. Literatlirdeki Ornekler daha ¢ok
diizlem igi titresimler {izerine oldugu i¢in diizlem dis1 titresimler ile ilgili sonuglar
daha cok sonlu eleman programlariyla elde edilmektedir. Toplam kiris agisinin,
mesnet tiplerinin, kesit alaninin degisim oraninin, narinlik oraninin ve matrikant
hesabinda belirlenen boliinme sayisinin boyutsuz frekans degerlerine etkisi, tablo ve

grafikler seklinde sunulmustur.



2. EGRi EKSENLI CUBUKLAR UZERINE YAPILAN CALISMALAR

Egri eksenli ¢ubuklarin titresimi, literatiirdeki bir¢ok calismada inceleme konusu
olmustur. Caligmalar genel olarak sabit kesite ve sabit egrilik yaricapina sahip
cubuklar1 kapsamaktadir. Ayrica bu g¢alismalarin biiyliik ¢ogunlugunda diizlem igi
titresim davraniglart ele alimmistir. Caligmalarda, eksenel uzama, kayma
deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini ihmal eden Euler-Bernoulli ¢ubuk
teorisi esas allinarak Ritz, Galerkin ve sonlu elemanlar yontemi gibi yaklasik

yontemlerin kullanildig: goériilmektedir.

2.1. Literatiir Arastirmasi

Egri eksenli ¢cubuklarin titresimleri ile ilgili yapilan en eski ¢aligmalarda biri Love
[1] tarafindan ortaya konmustur. Bu ¢alismada daire kesitli tam bir ¢ember halkasi
¢ubugun diizlem i¢i ve diizlem dis1 titresimleri eksenel uzama, kayma deformasyonu
ve donme eylemsizligi etkilerini ihmal eden Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisi ile

incelenmektedir.

Timoshenko ve Goodier [2] elastisite teorisinin temelleri ve teorinin uygulanmasi ile

ilgili calismalarin baglangicini olusturmaktadir.

Ayrica Inan [3] ¢ubuk teorisi alaninda en temel eserlerden biridir. Burada ¢ubuk baz1
kisitlamalar1 saglayan bir parametreye bagli yonlendirilmis ortam olarak ele alinmig

ve sinir deger problemi bu ortamda kurulmaktadir.

Dairesel kesitli, gember eksenli gubugun titresimlerini inceleyen Den Hartog [4],
calismasinda ¢ubuk ekseninin uzamadig1 ve uzadig1 varsayimlari ile enerji ifadeleri

olusturarak Rayleigh-Ritz yontemiyle sonuca ulagmistir.

Laura ve De Irassar [5] caligmalarinda kesiti kademeleri olarak degisen ¢ember
eksenli g¢ubuklarin titresimlerini yaklasik ¢oziim yontemleri ile ele almaktadir.
Kademenin ortada oldugu varsayilan c¢ubuklarin simetrik mod sekilleri

incelenmektedir.



Laura ve digerleri [6], kesiti kademeli degisen ¢ember eksenli gubugun konsantre
kiitle tasimas1 durumu Rayleigh-Ritz yontemi ile incelenmekte ve sonuglari sonlu

eleman yontemleriyle karsilastirmaktadir.

Gutierrez ve digerleri [7], kesiti kademeli ve siirekli degisen farkli eksen egriliklerine
sahip c¢ubuklarin titresimleri, polinom fonksiyonlar secerek Ritz ydntemiyle
incelemektedir. Parabool, zincir egrisi, spiral, sikloid ve ¢ember eksenlere sahip
cubuklarin dogal frekanslar1 farkli smir sartlar1 igin sonlu elemanlar yontemi ile
karsilastirilarak tablolar halinde sunulmustur. Calismada eksen uzamasi, kayma

deformasyonu ve donme eylemsizligi etkileri ihmal edilmistir.

Howson ve Jemah [8], egri eksenli ¢ubuklarin kendi diizlemine dik dogrultudaki
frekanslarini, sonlu elemanlar yontemini kullanarak elde etmislerdir. Caligmada,
egriligi ve kesiti sabit olan narin elastik bir kirisin diizlem dis1 hareket denklemleri

ortaya konmus ve sayisal 6rneklere yer verilmistir.

Kawakami ve Sakiyama [9] egri eksenli ¢ubuklarin diizlem i¢i ve diizlem dist

titresimlerini Green fonksiyonlari ve sayisal integrasyon yaparak hesaplamistir.

Tarnopolskaya ve digerlerine ait olan ¢alismada [10,11] egrilik yaricap1 ve degisken
kesit alanina sahip g¢ubuklarin diizlem igi titresimleri asimptotik yaklagimla ele
alinmaktadir. Diigiik frekanslardaki mod gegisi incelenmis ve egrilik yarigapinin mod

sekli lizerindeki etkileri ele alinmustir.

Irie ve Yamada [12] ekseni ¢ember olmayan degisken kesitli ¢ubuklarin soniimlii,
zorlanmis titresimlerini incelemislerdir. Serbest ucundan siniizodial degisen moment
ve kuvvetlerle zorlanan, ankastre-serbest mesnetli bir ¢ubugun dogal frekanslar
incelenmistir. Eksen uzamasi, kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi
etkilerinin de dikkate alindigi denge denklemleri yazilarak, Runge-Kutta-Gill

yontemiyle sayisal olarak elde edilen transfer matrisi yontemi ile ¢éziim aranmustir.

Oh ve digerleri [13], parabol, elips ve siniis egriliklerine sahip degisken kesitli
cubuklarin diizlem i¢i dogal frekanslarini eksenel uzama, kayma etkisi ve donme
eylemsizligi etkilerini dikkate alarak hesaplamistir. Farkli narinlik oranlar1 ve kayma
katsayilar1 i¢in yapilan c¢aligmalardaki sonuglar sonlu eleman yontemlerindeki

sonuglarla karsilagtirilmistir.



Egri eksenli, sabit kesitli diizlemsel ¢ubuklarin diizlem i¢i serbest titresimlerinin
kesin ¢ozliimii Tiifek¢i ve Arpact [14] trafindan verilmektedir. Bu calismada da
eksenel uzama, kayma etkisi ve donme eylemsizligi dikkate alinmakta ve elde edilen

frekanslar ve sekiller gosterilmektedir.

Tiifekei [15,16] da sirastyla tek kademeli ve iki kademeli degisken kesitli cubuklarin
diizlem i¢i titresimlerini kesin ¢oziimleriyle vermistir. Caligmada bes sinir kosulu
icin farkli kiris agilari, narinlik oranlari ve kademe oranlarina sahip cubuklar

incelenmistir.

Karami ve Melikzadeh [17], degisken kesitli ¢ubuklarin diizlem igi titresimlerini
diferansiyel kuadratiir (DQM) yoOntemini kullanarak incelemis ve sonuglart diger

calismalarla karsilastirmistir.

Liu ve Wu [18], egrisel eksenli ¢cubuklarin diizlem ici titresimlerini genellestirilmis
diferansiyel kuadratiir yontemiyle (GDQM) inceleyip eksenel uzama, kayma

deformasyonu ve donme eylemsizligi etkilerini ihmal etmistir.

Tiifek¢i [19] da s1g ¢ubuklart incelemis ve hesaplar sonucunda genelde dikkate
alinmayan eksenel uzama, kayma etkisi ve donme eylemsizligi etkilerinin sig

cubuklarda diger ¢ubuklara gore daha belirgin oldugunu gézlemlemistir.

Gantmacher [20,21] kitaplarinda, baslangi¢c degerler teoremi de dedigimiz matrikant
yontemini anlatir ve bu yontemin diferansiyel denklemlere uygulanigini detayli

olarak gdstermistir.

Yigit [22] de egrisel ¢ubuklarin statik ve dinamik problemlerini baslangic degerleri
metoduyla incelemistir. Degisen kesitli ¢ubuklarin diizlem i¢i titresimlerini
hesaplaylp Tiifek¢i ve Yigit [23] de bu sonucglari literatiirdeki caligmalarla

karsilastirmistir.

Rosen ve Gur [24] ise; egrisel ¢ubuklarin lineer olmayan davraniglarini transfer
matrisi yontemi ile ele almistir. Cubugun elemanlara ayirarak ¢6ziimii yapildiginda

bliylik deformasyonlarin hesaplanabilecegini gostermistir.

Bu yontemler disinda Lin ve Lee [25] ye ait ¢alismada denklemler Frobenius

yontemi ile elde edilmis ve Green fonksiyonlar1 kullanilarak ¢oziilmiistiir.

Ayrica Kang ve digerlerine [26] ait olan c¢alismada egri eksenli g¢ubuklarin

titresimleri bir bagka yontem olan dalga yayilimi (wave propagation) yaklasimi ile



incelenmis, elastik mesnetler, tekil yiikler, egrilik yaricap1 degisimi gibi siireklilik

iceren durumlar g6z oniine alinmigtir.

Huang ve digerleri [27,28] ise siirekli degisken kesitli cubugun dogal frekanslarini
bulmak i¢in Dinamik Katilikk Matrisi (Dynamic Stiffness Matrix) metodunu
kullanmistir. Bu calismada kayma deformasyonu ve donme eylemsizligi dikkate
alimmigken Suzuki ve digerlerinde [29] modal siiperpozisyon teknigi kullanilip s6zii
gecen etkiler ihmal edilmistir. Bu calismada sayisal ornekler daha c¢ok bu

kaynaklardan referans alinarak yapilacaktir.

Lee ve Chao tarafindan [30,31] de yapilan ¢aligmalarda sabit egrilik yaricapina ait
degisken kesitli diizlemsel ¢ubuklarin diizlem dis1 serbest titresimlerini veren denge
denklemleri yer almistir. Analizi basitlestirmek i¢in kayma deformasyonu ve donme
eylemsizligi etkilerini iceren iki fiziksel parametre gelistirilmis, ¢calismanin sonunda
verilen orneklerde kiris agikligl ve kiris uzunlugunun ilk iki dogal frekans tizerindeki

etkileri incelenmistir.

Rubin ve Tiifekc¢i [32] tarafindan yapilan ¢alismada egri eksenli dikdortgen kesitli
cubuklarin titresimi Cosserat Teorisi ile incelenmektedir. Caligmada c¢ubuk
teorisinin, Cosserat teorisinin, sonlu eleman analizlerinin ve deneyden elde edilen

sonugclarin karsilagtirilmasina yer verilmistir.

Teorik ¢aligmalara paralel olarak deneysel analiz de son yillarda gittikce daha fazla
arastirilan bir konu olmustur. Ozellikle bilgisayar dl¢iim cihazlarinin gelismesiyle
artik islemler daha hizli ve daha dogru bir sekilde yapilabilmektedir. Ewinse ait [33]
calismada deneysel modal analizin temel esaslari, uygulama alanlari, Ol¢lim

teknikleri ve matematik modellerin olusturulmasi detayli bir sekilde anlatilmaktadir.



3. EGRIi EKSENLi CUBUKLARIN GENEL DENKLEMLERI

Cubuk teorisinin gelisimindeki en 6nemli basamaklardan birisi olan Euler-Bernoulli
denklemlerinde ¢ubuk ekseninin uzamadigi ve Kesitte kayma meydana gelmedigi
kabul edilir. Bu bolimde, Euler-Bernoulli teorisinin aksine ¢ubuk statiginin ve
cubuk titresimlerinin genel denklemlerinin, eksenel uzama, kayma deformasyonu ve

donme eylemsizligi etkileri goz Oniine alinarak, elde edilmesi 6zetlenecektir.

3.1. Cubuk Statiginin Genel Denklemleri

Cubugun eksen egrisi lizerindeki her noktaya, ry = ry(s) konum fonksiyonu ile
belirlenen, birbirine dik e9(s) ve e (s) birim vektdrleri bagli, bir parametreli ortam
olarak varsayilmaktadir. Burada S parametresi, baslangic durumundaki yayin
uzunlugudur. Bu iki vektdre dik olan e?2(s) birim vektorii ise egrinin tegeti ile

cakigsmaktadir ve

e’(s) =€) xe;

dry ()

el(s) =
¢ (8) &

(3.1)

seklinde ifade edilmektedir. e3(s), ej(s) kesit vektorleri, sirasiyla cubuk eksen
egrisinin normal ve binormal dogrultularidir. Bu dogrultular kesit asal eksenleriyle
cakigsmayabilir. Bu durumda, aralarindaki iliskiyi belirleyecek bir fonksiyona gerek
duyulacaktir. Burada, bu dogrultularin ¢akistigi durum goz 6niine alinacaktir.

Cubugun yiiksiiz ve gerilmesiz oldugu baslangic durumu icin ro(s), e%(s) ve ep(s)
vektorleri bilinmektedir. Cubuk sekil degistirdikten sonra, geometriyi r(s), e,(S) ve
e,(s) vektorleri belirlemektedir. Sekil degistirmeden sonraki kesit vektorleri e, (S)
ve e,(s), yine birim vektorler olup birbirlerine diktirler. Ancak, baslangictaki teget

birim vektorii e,, ve e, vektorlerine dik kalmasina ragmen, artik ne sekil degistirmis

eksen egrisine teget, ne de birim vektér olma sart1 vardir (Sekil 3.1). Yani, dik kesit



Otelenir ve doner; ancak, herhangi bir deformasyona ugramaz. Serbestce donebilme

yetenegi nedeniyle,

dr(s)
ds

— ae;(s) (3.2)

olacak, dik kesit sekil degisiminden sonra ¢ubuk eksenine dik kalmayacaktir. Bu
durum, kayma deformasyonu etkisiyle ortaya c¢ikan haldir. Ayrica, artik S
parametresi yay uzunluguna esit olmadigindan r'(s) vektorii sekil degistirmis egriye

teget olmakla birlikte birim vektor olmayabilir.

€ (s) ¥(5)

e (s)
r(s)
Po(s) % u{s)

e, (s)

Sekil 3.1 : Cubugun sekil degistirmeden onceki ve sonraki durumlari.

Sekil 3.1°de, c¢ubugun sekil degistirmeden oOnceki ve sonraki durumlar

gosterilmektedir. Buradaki (°) iist indisi, sekil degistirmemis durumu ifade eder.

Cubugun yer degistirme durumu iki vektorle tanimlanabilir:

Birincisi, eksen iizerindeki yer degistirme vektorii;
u(s) = r(s)- ro(s) (3.3)

Ikincisi, rijit cisim gibi hareket ettigi varsayilan dik kesitin dénme vektoriidiir.

Aslinda, rijit cismin sonlu donmeleri, vektorle ifade edilemez. Fakat burada, yer ve

sekil degistirmeler kiiclik sayilarak, donme bir vektorle belirlenecektir.

Ortogonal olan €3, e), e vektor iicliisii, yine kendisi gibi ortogonal olan e, , e, , €,

vektor t¢liisiine,



e; (5) = Q;:e}(s) (3.4)
seklinde, Q ortogonal doniisiim matrisi ile doniismektedir. Bu matrisin,

Qji = 6;; + Wy (3.5)
olarak parcalanmasi durumunda, (3.4) esitligi,

e; ()= e{(s) +Wj;e}'(s) (3.6)

bi¢iminde yazilabilir. Burada, 8;j, birim matristir. DOniisiim matrisinin
ortogonalligini kullanarak; yer ve sekil degistirmelerin kii¢liik oldugu varsayimiyla;

Wij bir antisimetrik matris olacaktir. Antisimetrik bir matris igin
Wi.el =Qxe} 3.7
ij-€ =X e ( . )

Ozelligini saglayan Q vektorii bulunabilir. Cubuk kesitin donme vektorii olan €2(S)

ile (3.6) esitligi,
e; (s)= ef(s) +Q(s)xe(s) (3.8)

sekline dondisiir. Q(s) donme vektord, agirlik merkezinden gecen eksenlerdeki

donmeleri belirten vektordir.

Cubugun sekil degistirme durumu da iki vektorle tanimlanabilir:

Birinci vektdr, cubuga ait eksenel sekil degistirme vektorii olan y vektoriidiir. Bu
vektor, eksen egrisinin boy degisimini ve eksen egrisi ile dik kesit arasindaki
kaymalar1 ifade etmektedir, y eksenel sekil degistirme vektori, sekil degistirmeden
sonraki yer vektoriiniin tiirevi ile dik kesit normali arasindaki farktir ve

dr

Y= ¢

(3.9)

seklinde tarif edilmektedir.

Ikinci sekil degistirme vektorii, bazi ¢alismalarda birim dénme vektorii olarak

tanimlanir ve



w = &
(3.10)
seklinde ifade edilir. Bu durumda, ilgili sekil degistirme denklemi
M=Dw (3.11)

seklinde yazilabilir. Burada M kesite etkiyen momentlerin bileske vektorii, D ise

Bazi miihendislik caligsmalari, ikinci sekil degistirme vektorii olarak, ® acisal
degisim vektoriinli kullanmaktadir. Bilesenleri, ¢cubuk ekseninin egriliklerini ve

burulmasini veren bu vektor;
(3.12)

olarak tarif edilmektedir.

Yer ve sekil degistirme biiytikliikleri tanimlandiktan sonra, gubuk teorisinin M, R, u,
Q, v, ® olarak bilinen alti bilinmeyeni, iki yer degistirme ve sekil degistirme

bagintisi, iki denge ve iki biinye denklemi yardimiyla ¢oziilebilir.
3.1.1. Yer degistirme ve sekil degistirme bagintilar

Yer degistirme vektoriinli tanimlayan (3.3) ifadesi tiiretilerek,

du dr dr
ds ds ds
(3.13)
elde edilir. (3.1), (3.8) ve (3.9) ifadelerinden faydalanilarak,
du 0
(3.14)

seklinde ilk yer degistirme sekil degistirme bagintist elde edilmis olur.
(3.8) ifadesi tiiretilerek elde edilen,
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de; def dn de}
e T T el + 0 X

ds ds ds ds
(3.15)
esitliginde, (3.12)’de verilen agisal degisim vektorii yerlestirilerek,
0, 2 0
Wy X € = Wy X €; +£xei + QX% (wy Xe;)
(3.16)
ifadesi bulunur. (3.8) esitligi ve vektorel ¢arpim 6zellikleri kullanilarak,
dQ 0 0
(w—wo—d—s+wxﬂ)><ei = (w—wg) X (e X Q)
(3.17)

elde edilir. Sekil degistirmelerin kiiclik oldugu varsayimi ile esitligin sag tarafi sifir
olarak tanimlanabilir. Boylece, esitligin sol tarafindaki parantezin ic¢inin de sifir

olmasi gerekecektir. Buradan,

dQ

— =0—Wwy+ wX
ds 0

(3.18)
esitligi elde edilecektir.

3.1.2. Denge denklemleri

p(s) ve m(s) vektorleri, birim uzunluktaki ¢ubuga etkiyen dis kuvvetler ve
momentler olarak tanimlanmaktadir. F ve M vektorleri, sirasiyla kesite etkiyen i¢
kuvvet ve moment vektorlerini gdstermek iizere, Sekil 3.2°deki elemana ait denge

denklemleri,

Sekil 3.2 : Cubuk elemanina etkiyen dis yiikler ve kesit tesirleri.
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-F+F+AF+p.As =0
-M+M+AM+m.As+ Ar X (F+AF) =0 (3.19)

olarak yazilabilir. Gereken sadelestirmeler yapilip, (As—0) i¢in limit alindiginda,

ar +p=0
as P
av |
s +e; XF+m=0
(3.20)
seklinde denge denklemleri elde edilir. [2]
3.1.3. Biinye denklemleri
Se¢ilen herhangi bir koordinat diizleminde,
M =D dQ
- ds
F=Cy (3.21)

iligkisi vardir. Burada C ve D ile gosterilen katsayilar, yalniz ¢gubuk malzemesine ve
kesit geometrisine bagli degerler olup, ¢ubuga ait kayma ve egilme rijitlik
matrislerini gosterir. Boylece, elastik ¢ubuk teorisinin genel denklemlerine ait 6 adet
denklem elde edilmis olmaktadir. Bunlar, yer degistirme ve donme olarak
adlandirilan u ve (1, sekil degistirme elemanlar1 olan y ve w, kesite etkiyen i¢ kuvvet

ve moment vektorleri olan F ve M’ dir ve

du+ 9% Q =0
dS et y_
aq
g—w+wo+ﬂxw0=0
dF+ =0
ds p=

M
E+et XF+m=0

M=D(w— wy — QX wp)

F=Cy (3.22)
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seklinde yakabilir [2]. denklemlerde C ve D matrisleri simetriktir. Eger, kesit
simetrik ise ve e9,e) eksenleri kesitin simetri eksenleriyle ¢akisirsa, matrisler,

diyagonal matrisler olarak elde edilir [1]

1
Gw 0 07 |64 0 0
C=10 Gy 0 ] =l 0o Lga o
0 0 Cu l kp J
0 0 EA
D, O 071 [El, O 0
p=|0o b, ol|=|0 EIL o (3.23)
0o 0 D Lo o g

Burada E ve G, malzemenin elastiklik ve kayma modiillerini, I,,, I;, kesit eylemsizlik
momentlerini, J , kesitin burulma eylemsizlik momentini, A , kesit alanini
gosterir. k,, ve k; ise, kayma gerilmelerinin kesite iiniform olarak yayilmadiklarini
karakterize eden sabitlerdir. Bu sabitler, Cizelge (3.1)’de c¢esitli kesitler icin

verilmektedir.

Cizelge 3.1 : k, ve kj, sabitleri.

Kesit K,

._l ' 6/5 | /5

I A 10/9 ‘ 10/9

€n 2.10 2.20

(3.21) esitliklerinden,

y=C'F (3.24)
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Elde edilen denklemler (3.22)’de verilen genel denklemlerin ilk ikisinin yerine

konuldugu zaman (3.22) esitlikleri asagidaki gibi olur:

du 0 1
E+etxﬂ—c F=0
dq DIM=0
ds B
dF_
ds p
aM
fedxF=-m (3.25)
ds

Yukaridaki u, Q, F, M, p ve m vektorleri, sekil degistirmelerin kiigiik oldugu
varsaymmiyla sekil degistirmemis ¢ubuk eksenine yerlestirilmis e, eg, e eksen

takiminda,
u= ued +vel + we?
Q= 0,el+ Qe) + Qe
F= E,ed+F,e) + F.e?
M= M,e% + M,e) + M,e?
P = pnen + pyep + pre}

m= m,ed + myed + m,e? (3.26)

seklinde ifade edilebilir.

Ekseni herhangi bir uzaysal egri olan cubuk i¢in, kesit asal eksenleri ile cubuk eksen
egrisinin normal ve binormal eksenlerinin c¢akismasi durumunda, agisal degisim

vektorii
W, = Keed + Kkped + ryed (3.27)

Seklinde ifade edilir. Burada K, (e2-e?) diizlemindeki egrilik bileseni, K}, (€9-e?)

diizlemindeki egrilik bileseni, 7 ise egrinin burulma acisidir. [1]

(3.26) denklemlerindeki biiyiikliiklerin tiirevi,

14



28 _ X € (3.28)

denkleminden hesaplanabilir.

Asal eksenleri, eksen egrisinin normal ve binormal eksenleri ile ¢akisan egri eksenli

¢ubuklar,
Ko = 0
, 1
To=0 (3.29)

seklinde hesaplanir. Bu durumda (3.25) denklemleri,

du+w Q Fn—O an+Ft+ _0
ds R, 7 ¢, ds R, Pn
Wi By Uy oy =0
ds e, T ds " P T
aw _uw _ F_ 4 b B o
ds R, C, ds R, '°
o, Q. M, dM, M,
_— =0 —— =
ds R, D, s TR Pt ma=0
dQ, M, dM,,
- = 0 —_ =
dS Db dS + Fn + my 0
de Qo Me_ AMe _ Mu y o, = 0
ds R, D, ds R, t (3.30)

elde edilir. Burada ¢ubuk kesit alan1 normal ve birnormal eksenlere gore simetrik
varsayildigindan diizlem i¢indeki ve diizlem disindaki egilmelerle ilgili biiytikliikler
ayni denklemlerde birlikte bulunmamaktadir. Dolayisiyla diizlemsel egri eksenli
cubugun kendi diizlemindeki sekil degistirmelerini ifade eden (3.30) denklemlerinde,

yay uzunlugu yerine ds = R,d® konulursa,
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dw _ Ry(9)

% =u + Ct(Q)) Ft
du R, (D)
aq
b _ Ry(@) M,
dg@ D, (@)
aM
15 =~ Ro(@® E = Ry(®) my
% — I'm ™ O(Q))pt
dE,
a0 =—F— Ro(®)pn (3.31)

seklinde diizlem i¢ine ait denklemler elde edilir. Ayni sekilde diizlem dis1 sekil

degistirmelere ait denklemler ise,

dv _ Ry(9)
dg  C,(®)

Fb - RO((D)-Qn

d-Qn _ RO(Q)
ag 2 + D, (®)

0 Ry(®)
a0 "t D)

M,

M,

dM,,
o

= _Mt + Ro(q)) Fb - RO(Q) my

dM,
a0 " Mn- R (@) m,
dF,
P Ro(®)py (3.32)
seklindedir. Bu denklemlerdeki sembollerin agiklamalarina g¢izelge (3.2)’de yer

verilmistir.
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Cizelge 3.2 : Denklemlerdeki sembollerin agiklamalari.

u—-w-v —  Normal — tegetsel — binormal yer degistirme

0} —  Agqisal koordinat

Q,— Q — Q —  Normal — tegetsel — binormal eksendeki donme agisi

Ry (D) —  Eksen egrilik yaricap1

E,— F,— F, —  Normal — tegetsel — binormal tekil i¢ kuvvetleri

M, — M, — M, — Normal —tegetsel — binormal tekil i¢ momentleri

Pn— Pt — Db —  Normal — tegetsel — binormal yayili dis yiikleri

m, — m; — m, — Normal — tegetsel — binormal yayili dig momentleri

3.2. Cubuk Titresimlerinin Genel Denklemleri

Cubuk teorisinin genel denklemleri, (3.30) esitlikleri ile verilmektedir.
Denklemlerde, eksen egrisinin uzamasi ve kayma deformasyonu etkileri gz oniine
alinmaktadir. D’ Alembert prensibi yardimi ile, ¢ubuk teorisinin bu genel denklemleri
kullanilarak g¢ubuk titresimlerini de incelemek miimkiindiir. Bu prensibe gore,
maddesel bir sistemin hareketinden dolayi, bir t aninda meydana gelen eylemsizlik
kuvvetleri aktif dis kuvvetler olarak, sisteme etki eden gercek kuvvetlerle birlikte géz
Oniine alinirsa, sistem biitiin bu kuvvetlerin etkisi altinda, t anindaki konumunda

dengede bulunur. Boylece p ve m dis ytikleri;

_ 0d%u _p, 0%y,
P =i ™ = =75
0% _ K, 20%Q,
P =i my = =7l 5p
0w u . 0%Q

Dy = —U _atz my = _le atzt (333)

seklinde kuvvetli giftleri olarak ifade edilebilir. Burada u birim alanin kiitlesi, A kesit

alanmin, I, , I, ve I, ise sirasi ile normal, binormal ve polar eylemsizlik momentini
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gostermektedir. Yer degistirme konum ve zamanin fonksiyonlari oldugu igin

denklemlerdeki tiim biiyiikliiklerde konum ve zamanin fonksiyonlar1 olmalidir. Bu

bilyiikliikler,
u(s,t) = u(s)e«t Q(s, t) = Q(s)e'®t
F(s,t) = F(s)e!®t M(s,t) = M(s)e'®t (3.34)

seklindedir. Buradaki w acisal frekansi, t ise zamani1 gostermektedir. Bu esitlikler

(3.33) denklemlerinde yerine konulursa,

iwt K

pn = pw?u(s)e m, = Zlna)zﬂn(s)ei“’t
Py = pw?v(s)e't my, = %Ibwzﬂb(s)ei“’t
. U .
pe = pw?w(s)e't m; = lewzﬂt(s)e“"t (3.35)

denklemleri elde edilir. Bu elde edilen ifadeler de (3.30) genel denklemleri yerine
konulur ve zaman fonksiyonlari sadelestirilirse geriye diizlemsel egri eksenli
cubugun statik titresimlerinin sadece konuma ve frekansa bagli olan genel denklem

takimlar1 kalacaktir.

Kesit asal dogrultulariin, ¢ubuk eksen egrisinin normal ve binormal dogrultulariyla
cakismasi durumunda ise (3.29) denklemleri gecerli olacak ve asagidaki denklemler

elde edilecektir,

du w E, dF, F,

— 4+ =——Q,———=0 —24 2 2y =

s TR b C. dS+R+uwu 0
dv Fb de
—+Q,——=0 — 2y =

ds "7, s +uwv =20
d_W_E_E—O dFt Fn 2 =0
s R G s R THOWS
dQ, Q, M, dM, M, u

- ———=0 —— F,+-Lw?Q,=0

ds R D, ds TR, g
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d.Qb Mb de 124

—_———— — — 2 =
ds Db 0 ds + F‘n + 2 Ib(l) 'Qb 0
o, Q, M, dM, M, u
ds R D, ds R, Atk (3.36)

Burada, diizlem i¢indeki ve disindaki titresimlerle ilgili degerlerin ayri denklemlerde
yer aldiklar1 gozlemlenebilir. Dolayisiylar diizlemsel egri eksenli ¢ubugun serbest
titresimlerini ifade eden genel denklemlerde yay uzunlugu yerine ds = R,d® esitligi
konularak diizenlenir ve C,D rijitlik matrislerine ait degerler yerlerine konulursa

cubugun kendi diizlemindeki serbest titresimlerini ifade eden denklemler,

dw_ 4 R F
g~ 4T Ea
du _ 4 RE, + RO
o~ Y7 Gajk, T
o, R
dp ~ EI, °
dM, I,
a6 - RE, — R,uzwzﬂb
dF,
d_Q)t = FE, — Ruw?w
dE
d_QT)l = —F, — Ruw?u (3.37)

seklinde yazilabilir.

Ayni sekilde ¢ubugun kendi diizlemine dik dogrultudaki serbest titresimlerini ifade

eden denklemler ise asagidaki gibidir,

dv_ RFb RO
Ao GA/k, "
a, _ Q+R M
dg "t EL, ™"
a0 o0 Ry
ag "Gt
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dM,,
do

I 2
—w
= —M, + RF, — Ru— 0*Q,,

I
am, =M, — Ruzpa)zﬂt
do
aF, = — Ruw?v
do

20
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4. EGRIi EKSENLiI CUBUKLARIN TiTRESiM PROBLEMLERININ
MATRIKANT YONTEMIYLE COZUMU

4.1. Matrikant Yontemi

Diferansiyel denklemlerin kesin ¢6ziimii bir¢ok yontem ve bilgisayar programi
yardimiyla hesaplanmaktadir. Ancak baz1 diferansiyel denklemlerin kesin
¢dziimiiniin hesaplanmasi oldukca zordur. Iste matrikant veya diger adiyla yaklasik
tasima matrisi metodu bu gibi diferansiyel denklemlerin yaklasik c¢oziimlerin

hesaplanmasinda kolaylik saglayan bir yontemdir.

d
(4.1)’deki gibi bir diferansiyel denklemi ele alalim. Bu denklemde d—i ve y siitun

matris, A[t] kare matris olmak tizere

dy
¢ - Altly
dy4
dt (An Am) (y;)
o= o x| (4.1)
@ Ay - A, Ya
dt

Denklemde y ifadesi yerine My (k=0,1,2,...00) tasima matrisini koyarsak denklem
(4.2)’deki gibi olur;

aX
—E = AlMy 3 (k= 0,1,2,...0) “2

Burada | birim matris olarak alinirsa, (4.3)’deki gibi matrikantin genel ifadesi elde
edilir.
t

M, =1+ J Alt]M,_, dt (4.3)
0

Bu ifadenin birkag terimi asagidaki gibi hesaplanirsa,

21



M0=I

t
M1=I+fA(T)dT
t

0

<fTA(a) da) dr (4.4)

0

t t
M, =I+f A(T)dl’-l—f A(7)

to to
seklinde terimler elde edilir. Burada M matrisi, (t,£y) araliginda [A] matrisinin
matrikantini, tg, t=0 baslangi¢ referans noktasini, I birim matrisi, T, & sembolleri ise

rastgele degiskenleri ifade eder.

Ayrica, My (k=0,1,2,...00) terimli tasima matrisinin (k+1) eleman1 (k) terime gelen ek
ifadelerle olugsmaktadir. Dikkat edilmesi gereken nokta ise iki veya ikiden fazla

integral hesabinin oldugu ifadelerin degisken doniisiimii yapilarak hesaplandigidir.

Tasima matrisinde ka¢ terim alinip hesap yapilacagina yakinsama yoluyla karar
verildikten sonra tagima matrisi y(0) ile c¢arpilarak ¢ozliim elde edilir. Tasima

matrisiyle ¢ozlim yapabilmek i¢in denklemin baslangigtaki degerleri bilinmelidir.
y(&) = M(k) y(0) (4.5)

4.1.1. Matrikant yonteminde alternatif céziimler

Diferansiyel denklemlerin yaklasik c¢oziimlerinde matrikant yontemini kullanmak
bliylik avantajlar ve ¢6ziim kolaylig1 saglar. Fakat en yakin ¢6zlimii bulabilmek i¢in
matrikant serisini olabildigince ilerletmek gerekir. Bu durumda belli bir terim
sayisindan sonra matrikant: hesaplamak giiclesir. iste daha yakinsak ¢dziimler elde
edebilmek i¢in matrikant 6nce belli bir terime kadar alinir ve sonrasinda ¢6zlimiin
istendigi aralik daha kiigiik parcalara boliinerek hesaplama gergeklestirilir. Bu sayede

hem hesap kolayligi hem de yakinsak ¢6ziim elde edilir.

Coziimiin sinirlarinin  araliklara boliinmesi hesaplanirken integral sinirlart (t,¢g)

yerine (t,u) olarak alinir. Boylece matrikant terimleri asagidaki gibi

M0=I

t
M; = M, +f A(r)dr

u
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M, = My + LtA(T) dr + futA(T) (LTA(G) da) dt (4.6)

Yazilabilir. Burada matrikant denklemi iki terimde birakilmistir. Eleman sayisi
istenildigi kadar ilerletilebilir. Islemler bu noktaya getirildikten sonra yaklasik tasima
matrisinin kag¢ araliga boliinerek hesaplanacagina karar verilir. Sekil 4.1°de (0-t)

araliginin n pargaya boliinmiis hali gériilmektedir.

[ * @ ° o o

(n-n)t/n t/n 2t/n n-2)tn  (o-Dtn  (n-2)t/n

Sekil 4.1 : Hesap sinirlarinin araliklara boliinmesi.

Bu durumun denklemle gdsterimi ise asagidaki gibidir.

M, (t, (n— 1)t> M, ((n - 1)t’ (n— 2)t> M, (ﬁ,ﬁ) M, <£’ (n— n)t) “7)

n n n nn n n

Burada dikkat edilmesi gereken nokta, aralik n parcaya bdliindiigliinden yaklasik

tagima matrisinin N tane terimin ¢arpimina esit oldugudur.

Bu yontemle (t,t5) integral simirlart igerisindeki matrikant hesaplandiktan sonra

y= M, y(0) hesaplanmak suretiyle denklemin yaklasik ¢6ziimii elde edilmis olur.

4.1.2. Matrikant yontemiyle 6rnek denklem ¢6ziimii

dy,

dt
ol=C 96 yo=() 49

dt

Yukaridaki (4.8) denkleminin kesin ¢6ziimii rahatlikla bulunabilir. Ancak biz kesin

coziimden ¢ok matrikant yontemiyle yaklasik ¢6ziimii hesaplayacagiz.
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Kesin ¢oziimler (4.9) denklemlerindeki gibi olur;

dy
_dtl =2y, +y, y; =el(t+1)
! dy, e
y© = (;) —=-n Y, = —et (4.9)

Yaklasik ¢6zlim i¢in matrikantini hesaplarsak;

%=(p 1)

t
X =X, +j A(t)drt
0

t
= (b O[3 Y= (P2
X, =X+ ftA(T) <fTA(a) da) dt
0 0

N G I NG [ (GAH)

tZ
— 4+ 2t+1  t* 4+t
v.=| 2
2 = tz
42 _ -
t?2—t 2+1 (4.10)

Matrikant olarak X, secilmistir. X; de kullanilabilir fakat X, daha dogru sonug
verecektir. Daha yakinsak sonuglar i¢in matrikant devam ettirilebilir fakat bu

durumda hesaplama giderek zorlagacaktir.

Denklemin ¢6zlimii igin ise;

3t2
—+2t+1 t*+t
y = Xk-Y(O) (i;) = 2 £2 * (é)

—tZ—t —=+1
2

24



tZ

yi=—+2t+1 y, = —t?—t (4.11)

seklindedir. Bulunan ¢oztimler yapisal olarak kesin ¢oziime benzemedigi halde deger
verilerek hesaplandiginda yaklasik ¢6ziim ile kesin ¢oziimler birbirlerine oldukca

yakin sonuglar verirler;

Y1yar(0,1) = 1,215 Vikesin(0,1) = 1,21568

Y1yar(0,2) = 1,46 Vikesin(0,2) = 1,465

Y2yar(0,1) = —0,11 Vakesin(0,1) = —0.1105

Y2yak(0,2) = —0,24 V2kesin(0,2) = —0,244 (4.12)

Yaklasik ¢ozlimlerde ufak degerler verildiginde sonuglar kesin ¢éziime c¢ok yakin
cikar. Ancak yukarida da goriildiigli gibi degerler biiyiidiik¢e yaklasik ¢oziim kesin
¢Oziimden 1raksamaya baglar. Bu durumu Onlemek i¢in matrikantt belli bir terime
kadar aldiktan sonra istenilen deger araligini, daha 6nce belirtildigi gibi pargalara
bolmek gereklidir. Bunun iginde matrikant sinirlart (0,t) yerine (u,t) olarak alinir.
Matrikant bu sekilde hesaplandiktan sonra araligin kag¢ parcaya boliinecegine karar

verilir ve hesaplamalar bu yonde devam ettirilirse (4.13) denklemleri elde edilir.

%= 1)
X, =X, + th(T) dt
u
X1=((1) (1))+J:(_21 é)dr=(2t_—t2r;r1 t_1u)

X, =X, + JtA(T) <jTA(a) da) dr

u

X, = (Zt_—tz-lzf;— 1t ; u) 4 Jut (_21 é) <(2_TT—+2;4 T 6 u)) dt
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3u? 3t? 5 5

1-2u+—+2t—3ut+— —ut+u*+t—2ut+t
F _ 2 2

[t,u] = 2 .2

—_y2_ _ 2 - _
\ u—u‘—t+2ut—t 1 2+u1: 2 (4.13)

Yukaridaki matriste u degerine sifir verildiginde daha 6nce hesaplamis oldugumuz
matrikanta ulasmis oluruz. Ancak aralig1 kag¢ parcaya bolmeye karar verdikten sonra
u degerini araliklar boyunca sifira gotiirmek bize en yaklasik sonucu verecektir. Bu
islemi de her bir arali§in sinir degerleri u ve t yerine konulduktan sonra bunlar1 ayni

sirayla carparak gerceklestiririz.

y(2) degerini hesaplamak i¢in matrikanti sirasiyla 3,6 ve 10 parcaya bdlerek
hesaplayalim (4.14)

Uge bolersek;

F[2,0]= F[Z,g] F[%ﬂ FE,O}

[18.6324  11.893
|1 -11.893 -5.15364

Altiya bolersek;

R IR EER

[20.9598 13.7818
113.7818 —6.60378

Ona bolersek;

oA A

[ 216744 143698
|-14.3698 -7.0651
(4.14)
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y(2) = F[2,0].y(0) denkleminin en dogru sonucunu en fazla araliga boliinmiis olan

deger verir. Burada on araliktan olusan degeri ele alirsak denklem (4.15) gibi olur;

(3’1): [ 21.6744  14.3698] (1)

Y2/~ 1-143698 —7.06511 " \0 (4.15)
Denklemin kesin sonucu ise (4.11)’deki denklemlere gore asagidaki gibidir
Yikesin(2) = 22.167
Vokesin(2) = —14.778 (4.16)

Araliklara boliinmeden elde edilen sonuglarla on araliga boliinen sonuglar arasindaki

fark asagidaki (4.17) denklemlerinde agikca goriilebilir;
Yiyac(2) = 11 V1on(2) = 22.167
Yayak(2) = —6 Voon(2) = —14.778 (4.17)

Yukarida da agikca goriildiigii gibi yaklasik tasima matrisine degerler dogrudan
konuldugu zaman, o6zellikle deger biiylidiikkce kesin ile yaklasik ¢oziim arasindaki
fark artmaktadir. Ancak aralik ne kadar ¢ok parcaya boliiniirse yaklasik deger de
kesin degere o kadar yakin ¢ikmaktadir.

4.2. Egri Eksenli Cubuklarin Titresimlerinin Matrikant Yontemi ile Coziimii

Diizlemsel egri eksenli cubuklarin, diizlem i¢i ve diizlem dis1 serbest titresimlerini ait
verilen (3.37) ve (3.38) denklemleri, birinci mertebeden degisken katsayili, lineer
diferansiyel denklem takimidir ve;

dy(¢)

L= A$) ¥(9) (4.18)

¢

seklinde ifade edilebilirler. Homojen bir denklem olan (4.18) denkleminin A(¢)
katsayilar matrisi incelendiginde degisken katsayilar nedeniyle bir asal matris elde
edebilmenin miimkiin olmadig1 goriilmektedir. Yani bu denklem i¢in dogrudan
dogruya bir kesin ¢oziim elde etmek miimkiin degildir. Sonu¢ ancak yaklagik

¢Oziimlerle olur.
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Burada 6x6 elemanli A(¢) katsayilar matrisi diizlem igi serbest titresimler i¢in;

]
u
Qb
y(#) = M,
Ft
L Fn _
0 1 0 0 R/EA 0 |
-1 0 R 0 0 Rk, /GA
0 0 0 R/El, 0 0
Ap) = ) (4.19)
0 0 —-Ru(l,/ A)w 0 0 -R
- Ruw® 0 0 0 0 1
| 0 —Ruo’ 0 0 -1 0
diizlem dis1 serbest titresimler icin ise;
L
Qn
Qt
y(9) = M,
Mt
L Fb |
0 -R 0 0 0 Rk, /GA]
0 0 -1 R/EI, 0 0
Alg) = 8 R 2 o RIS ° (4.20)
—Ru(l, /Ao 0 0 -1 R
0 0 —Ru(l, 1 A)o® 1 0 0
|- Ruaw® 0 0 0 0 0 |
seklinde yazilabilir.

Daha once de belirtildigi gibi yukaridaki diferansiyel denklem takimlari, siirekli
degisken kesitli ¢ubuklar1 ifade ettigi zaman katsayilar matrisinin elemanlar1 sabit
sayilar degildir. Boyle bir gubukta A, Iy, I,, I,, ve J ifadeleri ¢ agisma bagli olarak

degiskenlik gosterirler.
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Boylece (3.37) ve (3.38) denklemleri
A=A(p)
n=p(e)
I, =I,(¢)
I, = I(¢)
I, = I,(¢)

J=J(9)

seklinde tanimlanan katsayilar ile birlikte diizlem ig¢i i¢in;

d_— ¢ + R
i~ P A -

du RE,
— + RQ,

ap - “ 7" Ga)/ky
i EL@)
M, I,(¢)

e RE, — Ru(¢) A(D)

dF. _ ., ,
%_ n - M(¢)ww

CUZ.Qb

dr, F_ R 5
diizlem dis1 i¢in ise;
dv _ RFb RO
d¢  GA(P)/ky "
i, _ Q + R _u
d¢ CEL@) T

R N S S
dp " GI(¢) °
dMn n
ap = Mt RF - Ru(¢) A(((f)) w?Qy,
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M, _ .~ L,(¢)
o M, — Ru(¢) o) w? Qe
dF,
r7 Ru(¢p)w?v (4.22)

seklinde tanimlanir. Cubugun egrilik ekseninin gemberden farkli olmas1 durumunda

(parabol, spiral, eliptik vb.) ise
R = R(¢) (4.23)

durumu eklenecektir.

Yukaridaki ifadelere gore; (4.18)’deki denklem takiminin yaklasik c¢oziimi,
matrikant yontemi kullanilarak, (4.5) esitligindeki gibi ifade edilirse;

y(®) = My (, po) y(do) (4.24)

denklemi ile bulunabilir. Burada My, (¢, ¢po) matrikant, (4.3) ve (4.4) esitlikleri

¢

M@ o) = I+ fqb A[TIM,_, dz

¢ ¢ T
M (¢, do) =I+f A(7) dt+f A7) <f A(o) da) dt+... (4.25)

0 0 0

seklinde ifade edilebilir. Denklemin K terim sayis1 belirlenerek (¢, ) simirlari n

parcaya boliinerek, ¢ozlim iyilestirilir.

-1 -1 —2 2
M, (¢¥> M, <(" )¢,(n )¢>--~Mk (—qb f) M, (%,0) (4.26)

n n n'n

Yukaridaki denklemde ¢ toplam kiris agisi, gubugun ¢pg= 0 baslangi¢ noktasindan
¢ubugun uglar arasindaki kiris agilarinin toplamidir. Yani ¢o= 0 ile A ucu
arasindaki a¢t ¢4, B ucu arasindaki ag1 ise ¢pp olarak gosterilir ve ¢p=¢p,+¢dp
dir.y(¢o) olarak gosterilen baslangi¢ degerleri vektoriiniin 6 bilinmeyeni, ¢ubugun
her iki ucundaki sinir sartlar1 yardimiyla olusturulacak denklemler yazilarak

¢oziilecektir. Cubugun her iki ucu A ve B i¢in sinir sartlari;

30



Diizlem igi titresim problemlerinde;
Sabit mesnet : w(¢p) =0, u(¢p) =0, Mp(¢p) =0
Ankastre mesnet : w(¢p) =0, u(gp) =0, Qp(¢p) =0

Serbest mesnet : M,(¢p) =0, F,(¢p) =0, F,(¢p) =0 (4.27)

Diizlem dis1 titresim problemlerinde ise;
Sabit mesnet : v(¢p) = 0, Q,,(¢p) =0, M,,(¢p) =0
Ankastre mesnet : v(¢p) = 0, Q,(¢p) =0, Q,(¢p) =0

Serbest mesnet : M,,(¢p) =0, M, (¢p) =0, Fp(¢p) =0 (4.28)

seklinde yazilabilir. Sinir sartlarindan elde edilen bu 6 denklem, homojen

diferansiyel denklem takimini olusturur.

Yazilan bu denklemlerin tamamiin sifira esitlendigi goriilmektedir. Bu nedenle
y(¢o) vektoriiniin sifirdan farkli bir ¢6ziimii olmasi ig¢in bu denklemlerin katsayilar
matrisinin determinant1 sifira esit olmalidir. Determinant @ dogal frekans degerine
bagl bir ifadedir. Burada (4.25) ve (4.26) denklemlerinden k ve n degerleri
belirlendikten sonra diizlem i¢i ve diizlem dis1 titresimlere gére cubugun her iki

noktasinin da sinir sartlar1 belirlenir ve

det[N (¢, po)] = 0 (4.29)

denklemini sifira esitleyen kokler bulunur. Buradaki N ifadesi M matrisinin sinir
kosullarini yazarak olusturdugumuz yeni matristir. Kokler Regula-Falsi, Newton-
Raphson veya benzeri sayisal yontemleri kullanilarak hesaplanabilir. Bu koklerden A
katsayilar matrisinin diizlem i¢i veya diizlem dis1 w dogal frekanslari elde edilir.

Ornegin ankastre-serbest sinir sartlarmdaki N matrisi asagidaki sekildedir;

_M11(¢A) M12(¢A) M13(¢A) M14(¢A) M15(¢A) M16(¢A)_

M21(¢A) M22(¢A) M23(¢A) M24(¢A) M25(¢A) M26(¢A)

N = M31(¢A) M32(¢A) M33(¢A) M34(¢A) M35(¢A) M36(¢A)

M41(¢B) M42(¢B) M43(¢B) M44(¢B) M45(¢B) M4e(¢B)

M51(¢B) M52(¢B) M53(¢B) M54(¢B) M55(¢B) M56(¢B)
_M61(¢B) M62(¢B) M63(¢B) M64(¢B) M65(¢B) M66(¢B )_ (4.30)
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5. EGRi EKSENLI CUBUKLARIN TiTRESiM PROBLEMLERININ
MATRIKANT YONTEMIYLE iNCELENMESI

Degisken kesitli egri eksenli ¢ubuklarin diizlem ig¢i titresimleri ilgili ¢ok sayida
calisma ve ornek bulunmasina ragmen bu durum diizlem dis1 titresimlerde tam tersi

haldedir ve karsilagtirilabilir 6rnek sayist oldukga kisitlidir.

Bu boliimde kisitli olsalar da literatiirdeki diizlem dis1 problemleri bir onceki
boliimde bahsettigimiz matrikant yontemi ile ¢ozlilmiis ve elde edilen ¢oziimler ile

onceki hesaplamalar karsilastirilmistir.

5.1. Diizlem Dis1 Titresim Problemlerinin Tanimi ve Analizi

Diizlem dis1 ¢ubuk teorisindeki v, Q;, Q,, M,, M, ve F, seklindeki alt1 bilinmeyen,
¢ubugun diizlem dis1 titresimlerini ifade eden (3.38) denklemlerinde belirtilmistir. Bu
esitlikler birinci dereceden degisken katsayili lineer diferansiyel denklemler olup

(4.20) denklemlerinde matris seklinde gosterilmistir.

Bu diferansiyel denklem takiminin kesin ¢6ziimii elde edilemedigi i¢in yaklasik
¢Ozlim matrikant yontemi kullanilarak mesnetleme sartlari belli olan degisken kesitli

egrisel cubuklarin dogal frekanslar1 elde edilmeye ¢alisilmustir.

Hesaplamalarda (4.25) deki matrikant ifadesi {i¢ terimli olarak alinmis ve (4.26) da
belirtildigi gibi yay agikligt n parcaya boliinerek daha yakinsak bir ¢6ziim elde
edilmeye c¢alisilmistir. Hesaplamalarda kullanilan referans c¢ubuk ise sekilde

gosterilmistir.
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Sekil 5.1 : Lineer degisken simetrik ¢ubuk.

Bu ¢ubugun orta noktasi ¢¢=0 referans alinarak, h yiiksekliginin degisimi ise;

h(¢) =ho(1£2n(¢/P.)) P 2<¢p<0 (5.1)

seklindedir. Burada;

hy — cubugun referan noktasindaki kesitinin yiiksekligini
¢, — toplam kiris agisini

¢ — acisal koordinati

1 — cubugun kesit alaninin degisim oranin

gostermektedir. Cubugun hgve R eksen egriligi yarigapi, narinlik orani ile

belirlenmistir. 4 ile gosterilen narinlik orani

R_ R 52

i .
A
olarak tanimlanir. Jirasyon capi i ile gosterilirken kesitin alan1 ise b kesit derinligi

olup egri boyunca sabit olmak tizere A=bh(¢) seklinde alinir.

Cubuk kesitinin normal eksene gore eylemsizlik momenti olan I,, ise;

h($)(b)? 53)

In((l)) = 12

seklindedir.
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Katsayilar matrisindeki (4.20) diger ifadelerin esitlikleri ise asagidaki gibidir;

Polar eylemsizlik momenti I;

h(¢)(b)? N b(h(¢))? (5.4)

L) =—77 12

Burulma eylemsizlik momenti J ise kesitte ¢arpilma olmamasi durumunda yaklasik

olarak

W oes (i W>H (5.5)
J==3 W\ T 1zwe = |

seklinde alinir. W ve H sirasiyla gubugun kesiti ve yliksekligini gostermektedir.

Ozellikle dairesel ¢ubuklarda ise J ifadesi,

S~
Il
~
=

(5.6)

seklinde polar eylemsizlik momentine esit olarak alinmaktadir. Ayrica matristeki ky,

sabiti incelenen ¢gubugun kesitine bagli olarak cizelge(3.1)’deki gibi alinir.

Cubuklarin sinir sartlar1 ise diizlem disi olduklarindan dolayir ankastre-ankastre,
ankastre-serbest ve serbest-serbest olmak iizere ti¢ farkli sinir sarti géz Oniinde
bulundurularak incelenebilir. Cubuklarin iki u¢ noktalar1 i¢in bu sinir kosullarindan
gelen esitlikler (4.28)’de acgikga gosterilmistir. Bu siir sartlariyla dogal frekans
degerleri hesaplanirken c¢ubugun kayma deformasyonu, egilme ve burulma

eylemsizligi etkilerini ihmal ya da dahil eden durumlar1 da incelenmistir.

(Durum-1) Tiim etkiler dahil: Euler-Bernoulli teorisinde ihmal edilen biitiin etkiler
yani kayma deformasyonu, egilme ve burulma donme eylemsizlikleri dahil edilerek

cubugun dogal frekansi hesaplanir.

(Durum-2) Tiim etkiler ihmal: Euler-Bernoulli gubuk teorisinde oldugu gibi ¢ubuga
etkiyen kayma deformasyonu ve burulma-egilme déonme eylemsizligi etkileri ihmal

edilerek hesaplama yapilir.

(Durum-3) Kayma deformasyonu dahil: Bu kabiilde sadece kayma deformasyonu

etkisi gdz oniline alinmistir.
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(Durum-4) Egilme eylemsizligi dahil: Sadece egilme sonucu olusan donme

eylemsizligi etkisi dikkate alinmistir.

(Durum-5) Burulma eylemsizligi dahil: Sadece burulma nedeniyle ortaya ¢ikan

donme eylemsizlik etkisi goz Oniine alinarak frekans degerleri hesaplanir.

5.2. Sayisal Ornekler ve Céziimlerin Karsilastirilmasi

Literatiirde diizlem dis1 titresim problemleriyle ilgili daha ¢ok sabit kesitli ¢ubuklar
tizerine calisilmistir. Siirekli degisken kesitli ¢ubuklarin diizlem dis1 titresimlerini

inceleyen c¢alisma sayisi1 oldukca azdir.

Bu nedenle diizlem dis1 titresim hesaplar1 Huang [28] ve Suzuki [29]nin iizerinde
calistigr eliptik eksenli dairesel kesitli ¢ubugu referans alarak yapilmistir. Ayrica
deneysel olarak kullanilan ve analiz programlariyla hesaplanan degerler de matrikant

metodundaki sonuglarla karsilagtiriimistir.

Huang dogal frekanslar1 dinamik katilik matris metoduyla hesaplarken, Suzuki
modal siiperpozisyon teknigiyle ele almistir. Aralarindaki en 6nemli fark Huang tiim
etkileri hesaba katarken, Suzuki tiim etkileri ihmal etmistir. Matrikant metodunda ise
tim etkiler hesaba katildigi i¢in sonuclarin Huang’in degerlerine yakin c¢iktig

gozlemlenebilir.

Coziim yaparken kullanilacak olan eliptik ¢ubuk asagidaki gibidir.

h=189.7

Sekil 5.2: Eliptik eksenli simetrik ¢ubuk.
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Bu ¢aligmada incelenen ¢ubuk dairesel kesitlidir ve kesit capi,

d(¢) =do(1+0.2¢?) P 2< P <0 (5.7)

seklinde tanimlanmustir. Burada d, ¢ubuk kesitinin ¢apidir. Dairesel kesitli ¢gubugun

alani,

A(p) =re(d()/2)’ (5.8)

olarak hesaplanir. Cubugun normal eksene gore eylemsizlik momenti,

4
1(g) = ) 59
cubugun polar eylemsizlik momenti,
4
1,($) = "(dg& (5.10)

Seklinde alimmistir. Ayrica c¢ubuk kesitinde ¢arpilma olmadigi kabul edilerek

burulma eylemsizligi (5.11) denklemindeki gibi de alinabilir.

J=1, (5.11)
Eksen egrisinin yaricapi;
2|2
R= |, 2P (5.12)
a“sin“¢g+b°cos” ¢

olarak hesaplanir. Buradaki a ve b degerleri Sekil (5.2)’den de goriilebilecegi sekilde

sirastyla 232,3 mm ve 189,7 mm dir.

Cubugun orta noktasi referans alinmis ve toplam kiris acis1 ¢p,=180° kabul edilmistir.
Cubugun kesit alaninin degisim orani 1 ise 0.2 olarak belirlenmistir. Sonugta eliptik
eksenli ¢ubugun ankastre-ankastre sinir sartlarindaki 180° kiris agisindaki boyutsuz

frekans katsayilar1 ve dogal frekanslar1 Cizelge (5.1)’deki gibi elde edilmisir.
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Cizelge 5.1 : Eliptik eksenli simetrik ¢cubuk i¢in elde edilen diizlem dis1 boyutsuz
frekans degerlerinin (c=(w? Ry (u/(EI, ))'/*) karsilastirimast.

¢.=180°
Mod sayisi [28] [29] [36] Bugalisma
1,710 1,711 1,745 1,737
2,663 2,665 2,685 2,708
3,728 3,732 3,744 3,767
4,815 4,824 4,784 4,850
5,906 5,921 5,873 5,929
6,994 7,018 6,919 7,007

A-A
OOl WDN P

Bu durumun sadece 180° degil de biitiin agilar i¢in ilk bes modunun hesaplanmis hali
Sekil (5.3)’de gosterilmistir.

60 -

30 -

20 -

Boyutsuz frekans

10

0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

Kiris acisi

Sekil 5.3 : Ankastre-Ankastre mesnetli eliptik gubugun ilk bes boyutsuz frekansi.

Grafikten de goriilecegi gibi bazi a¢1 degerlerinde, iki ayri moda ait frekanslar
birbirlerine ¢ok yakin degerler almaktadirlar. Birbirine yakin frekanslarin, hemen
oncesindeki acinm ilk mod ve hemen sonrasindaki mod sekli neredeyse aynidir. Iste
farkli modlarda yakin frekanlarin elde edildigi bu duruma ‘‘mod geg¢isi’” adi
verilmektedir[11]. Yiiksekligin, kiris agikligina oranla az oldugu si1g cubuklarda bu

durum daha da belirgindir.
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(Sekil 5.3)’deki hesaplamalar tiim etkiler dahil edilerek yapilmistir. (Sekil 5.4)’de ise
eliptik eksenli gubugun bes farkli etki durumu;

Durum 1: Tiim etkiler

Durum 2: Tiim etkiler ihmal

Durum 3: Kayma deformasyonu etkisi
Durum 4: Egilme eylemsizligi etkisi
Durum 5: Burulma eylemsizligi etkisi

icin hesaplanan frekans degerleri verilmektedir.

120 -
10 =—g==Durum 1
0 1 == Durum 2
Durum 3
80 -
" =@=—Durum 4
g =3je=Durum 5
éq‘) 60 -
<
5
> 40 -
)
=]
>
2 20 -
0

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

Kiris Agisi

Sekil 5.4 : Ankastre-Ankastre mesnetli eliptik eksenli gubugun bes farkli durum igin
hesaplanan boyutsuz dogal frekanslari.

Grafikten de goriildiigii iizere durum 1 ve durum 2 degerlerinin 6zellikle kiigiik kirig
acilarinda birbirlerinden oldukga farkli oldugu, kiris acisinin artmasiyla birbirlerine
yaklastiklar1 goriilmektedir. Matrikant yonteminin en énemli avantajlarindan biri de
biitlin durumlar i¢in ayr1 ayr1 hesap yapabilme kolayligidir. (Sekil 5.4) deki gibi
kayma deformasyonu veya egilme ve burulma donme eylemsizliklerinin sonuca olan

etkisi agik¢a gozlemlenebilir.
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5.3. Coziimii Etkiyen Parametreler ve Programin Optimizasyonu

Yapilan biitiin hesaplamalar matrikant yonteminin Matlab paket programi yardimiyla
yapilan ¢6ziimii sonucu elde edilmistir. Kodlarda bulunan bazi degiskenler ¢oziimiin
yakinsakligini ve ¢dziim siiresini dogrudan etkiler. Iste sonuglar1 etkileyen en dnemli

parametreler asagidaki gibidir;

1) Matrikant terim sayisi: Matrikant alinirken kag terim ilerlenecegi ¢oziimii
dogrudan etkileyen en 6nemli parametrelerden biridir. Terim sayis1 az alinirsa
¢Oziimden ¢ok 1raksak sonuclar alinabilir. Terim sayisinin fazla alinmasi ise
zaman bakimindan sikint1 yaratacaktir. Cizelge (5.2) de matrikant terimleri ile

¢Oziimiin yakinsaklig1 ve ¢oziim siiresi arasindaki iliski incelenmistir.

Cizelge 5.2 : Matrikant terimi ile ¢6ziimiin dogrulugu ve siiresi arasindaki iligki.

Kirig agis1  Mat-2  Mat-3  Mat-4 Mat-5

30 22405 22525 22537 22539

Dogal 60 12063 12209 12218 12219
frekans 90 3921 3958 3962 3963
degerleri 120 2183 2203 2205 2205
(Hz) 150 1382 1395 1396 1396
180 948 968 968 968

Cizelge lizerinden de goriildiigii gibi 6zellikle kiiglik a¢1 degerlerinde matrikant terim
sayist daha c¢ok Onem kazanmaktadir. Ayrica 3. terimden sonra dogal frekans
sayisinin onemli oranda degismedigi goriilmektedir. Cozlim siiresinin de terim sayisi
arttikca parabolik oranda artis gdstermesi sonucu matrikantin 3 terimli olmasina

karar verilmistir.

2) Arahiga boliinme sayisi: Matrikant hesaplanirken yay acikligini, belli araliklara
boliip sonucun kesin sonuca yakin olmasi saglanmaktadir. Ne kadar ¢ok araliga
boliiniirse sonu¢ o kadar yakinsamaktadir. Fakat bu durum yine belli bir degerden
sonra onemli oranda degismemekte sadece ¢6ziim siiresini arttirmaktadir. Bu durum

sekil (5.5) ve (5.6)’te gosterilmistir.
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210,0 -
184,1
190,0 -
170,0 -
150,0 -
130,0 -

110,0 -

Frekans (Hz)

89,6 83,1 82,6 82,5

90,0 -
—— —é 4

70,0 -

50,0
2 10 50 250 1250

Aralik sayisi

Sekil 5.5 : Eliptik cubugun dogal frekansinin arali§a boliinme sayisina gore degisimi.

3000,0 ~ 2684,0
2500,0 -
2000,0 -

1500,0 -

Zaman (s)

1000,0 -
497,

500,0 -
13,3 27,8 99,9

0,0 >
2 10 50 250 1250

Aralik sayisi

Sekil 5.6 : Eliptik gubugun araliga boliinme sayisinin ¢oziim siiresine gore degigimi.

Sekil (5.5)’de goriildiigi lizere egri belli bir noktadan sonra aralik sayis1 artmasina
ragmen Onemli bir oranda degismemektedir. Sekil (5.6)’da ise aralik sayisi arttikca
¢Oziim sliresi katlanarak artmaktadir. Bu noktada ¢oziimiin yakinsakligi ve siiresi

acisindan en uygun deger 50 olarak alinabilir.

Dordiincii boliimde belirtildigi gibi katsayilar matrisinin sinir sartlarinin yazilmasiyla
elde edilen yeni denklem takiminin determinant sifira esitlenerek kokler bulunur. Bu
kok bulma islemi i¢in Regula-Falsi(yer degistirme) yontemi kullanilmaktadir. Fakat

matrikant ¢oziimii i¢in daha onceden kok araligi bilinmedigi i¢in bir baglangic
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noktast ‘‘a’” secilir ve kok degerleri ‘‘A’’ kadar arttirilarak yeni bir ¢ noktasina

ulagilir.

Durum 1 - f(a)*f(c) >0 Durum 2 - f(a)*f(c) <0

fib

f(x)

\ f(b)

ok 1)

| f@)

Sekil 5.7 : Regula-Falsi metodundaki olas1 durumlar.

Iste biitiin bu islemlerde ¢oziimiin dogrulugu igin olmasa bile ¢dziim siiresine etki

eden A ve € degerlerinin se¢imi 6nem kazanmaktadir.

3) Kok artis oram (A): Regula-Falsi yonteminde bir an 6nce koke ulagsmak igin A
degerinin uygun bir sekilde belirlenmesi gerekir. Bu durum hesaplanan degerde hig
bir degisiklik yapmazken (Cizelge 5.3), ¢0Oziim siiresini ciddi derecede
etkilemektedir.( Sekil 5.8)

Cizelge 5.3 : Kok artis orani ile ¢oziimiin dogrulugu ve stiresi arasindaki iligki.

Kok Boyutsuz Kok Dogal Coziim
artis oran1 ~ frekans degeri  frekans siiresi(s)

0.05 1,807 563,22 89,64 50148
0.5 1,807 563,22 89,64 3831
5 1,807 563,22 89,64 261
50 1,807 563,22 89,64 33
500 1,807 563,22 89,64 13
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60000 -
50148
50000 -
40000 -

30000 -

Zaman (s)

20000 -

10000 -
3831 261 33 13

0.05 0.5 5 50 500

Artis miktari (4)

Sekil 5.8 : Kok artis miktarinin (A) ¢6ziim siiresine olan etkisi.

4) Tolerans degeri (g): Kok artis degeri gibi tolerans degeri de ¢Oziimiin

dogrulugunu degistirmezken (Cizelge 5.4) ¢6ziim siiresini etkilemektedir.(Sekil 5.9)

Cizelge 5.4 : Tolerans degeri ile ¢ozlimiin dogrulugu ve siiresi arasindaki iliski.

Tolerans  Boyutsuz Kok Dogal Co6ziim
degeri (¢)  frekans degeri  frekans siiresi(s)

1E-01 1.737 520,58 82,85 328
1E-02 1.736 520,16 82,79 390
1E-03 1.736 520,16 82,79 419
1E-04 1.736 520,16 82,79 526
1E-05 1.736 520,16 82,79 532

600 -

500 -
526 532

400 -

419

300 - 390

328
200 -

Zaman (s)

100 -

1E-01 1E-02 1E-03 1E-04 1E-05

Tolerans degeri(g)

Sekil 5.9 : Tolerans(g) degisiminin ¢6ziim siiresine olan etkisi.

43



44



6. EGRI EKSENLi CUBUKLARIN TiTRESiM PROBLEMLERININ
SONLU ELEMANLAR YONTEMIYLE INCELENMESI

Bu bolimde Sekil (5.2)’de gosterilen ¢ubugun diizlem dis1 titresimleri, bilgisayar
ortaminda, sonlu analiz programi olan ANSYS(V14) kullanilarak elde edilmistir.
Modelleme islemi daha kolay ve pratik oldugu icin Workbench modiiliinde
hazirlanmistir. Belirlenen siir sartlarindaki dogal frekans degerleri ve mod sekilleri

¢ikarilmstir.

Oncelikle Sekil (6.1)’de goriildiigii gibi eliptik gubuga ait malzeme degerleri

girilmistir.

A B C D |E

1 Property Value Unit ([
2 % Density 7340 kam~3  =||[C]|E]
3 = qll?l IES;(Dpt;DnE:;:EEant Coeffident of Thermal &l

4 n]El Coeffident of Thermal Expansion 1,2E-05 C™-1 ;I [l
5 n]ﬂ Reference Temperature 22 C ;I [
6 |E T4 Isotropic Elasticty [

7 Derive from Young's M... ;I

8 Young's Modulus 2,1E+11 Pa ;I O
q Poigzon's Ratio 0,3 [l
10 Bulk Modulus 1,75E+11 Fa &
11 Shear Modulus 8,0769E+10 Pa [

Sekil 6.1 : ANSYS programinda malzeme degerlerinin girilmesi.

Daha sonra 180° acikligindaki eliptik eksenli gubuga uygun sekilde meshleme
yapildi. Sekil 6.2°de 57039 nod ve 12172 elementten olusan meshlemenin yapildigi
eliptik cubuk gosterilmektedir.
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Sekil 6.2 : ANSYS de meshleme yapilmis gubuk.

Meshleme islemi bittikten sonra ¢ubugun ilk 11 modu elde edilmistir.(Sekil 6.3)
Bunlardan 6 tanesi diizlem dis1 olup literatiirde ve ve bu ¢alismada bulunan matrikant

sonugclari ile karsilastirilmistir.(Cizelge 6.1)

Ansys sonlu elemanlar analiz programi ile elde edilen, ankastre-ankastre sinir

sartlarindaki eliptik ve dairesel eksenli cubuklarin, diizlem dis1 titresimlere ait mod

sekilleri asagidaki gibidir.

Sekil 6.3 : Eliptik ¢ubuga ait diizlem dis1 ilk frekans ve mod sekli.
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Sekil 6.4 : Eliptik ¢ubuga ait diizlem dis1 ikinci frekans ve mod sekli.

Sekil 6.5 : Eliptik ¢ubuga ait diizlem dis1 iiglincii frekans ve mod sekli.
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Sekil 6.6 : Eliptik cubuga ait diizlem dis1 dordiincii frekans ve mod sekli.

Sekil 6.7 : Eliptik gubuga ait diizlem dis1 besinci frekans ve mod sekli.
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Sekil 6.8 : Eliptik ¢ubuga ait diizlem dis1 altinci frekans ve mod sekli.

Cizelge 6. 1 : Ankastre-ankastre eliptik ¢ubuk i¢in elde edilen analitik ve Ansys
sonlu eleman dogal frekans sonuglarinin karsilastirilmasi.

Mod sayisi [28] [29] [36] Bucalisma Ansys
1 80,3 80,4 83,6 82,9 81,0
2 194,8 195,1 198,0 201,3 197,4
< 3 381,8 382,6 385,0 389,7 392,0
< 4 636,9 639,3 628,8 645,8 658,9
5 958,3 963,1 947,4 965,7 993,2
6 1343,8 1353,1 13150 1349,0 1397,4

Sonuglardan da gozlendigi lizere Ansys degerleri ile matrikant degerleri uyum
icerisinde olmakla beraber Ansys degerlerinin mod sayisi arttikga sonuglardan
uzaklastigi goriilmektedir. Bunun nedeninin yontemden ziyade eliptik c¢ubugun
geometrik olarak tanimlanmasmin zor olmasi sonucu gerceklestigi kanisina

varilmistir.

Ayrica Sekil (6.9)’deki dairesel kesitli 6rnek bu durumun geometrik yapiyla ilgili
oldugunu agikca ortaya koymaktadir. Bu ozelliklerdeki ¢ubugun ilk bes diizlem dis1
dogal frekansi hem analik olarak matrikant yontemiyle hem de sonlu elemanlar
analizi kullanilan Ansys programinda elde edilmis ve Cizelge (6.2) de bu sonuglar

karsilastirilmistir.
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l—E—
E=21x 10" Nim? P =7715 Keim®
G =8.077 x 10°9 Nim? bxh = (20x10) mm
v =03 R =200 mm

Sekil 6.9 : Dairesel eksenli gubugun geometrik ve malzeme o6zellikleri.

Cizelge 6.2 : Ankastre-ankastre mesnetli dairesel ¢ubuk i¢in elde edilen analitik ve
Ansys sonuglarinin karsilastirilmasi.

Mod sayis1  Analitik Ansys

1 110,09 110,83
< 2 317,3 318,97
< 3 661,81 664,94
4 1127,6 1132,5
5 1706,63 1716,5

Cizelge 6.2°de gortildiigli gibi analitik degerler ile analiz sonuglar1 biiylik uyum
halindedir. Bu durum eliptik eksende olusan farkliligin sadece geometrik ¢izim

zorluklarindan dolay1 kaynaklandigin1 gostermektedir.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada egri eksenli degisken kesitli g¢ubuklarin diizlem dis1 dinamik
davraniglari, kayma deformasyonu, egilme déonme eylemsizligi ve burulma dénme
eylemsizligi etkileri gz Oniine alinarak incelenmistir. Literatiirde bu tip ¢ubuklar
lizerine ¢ok fazla caligma olmadigr gozlemlenmistir. Var olan g¢aligmalarin ise
genellikle sabit veya kademeli kesitleri ele aldigi ve daha c¢ok enerji metotlari
tizerinden coziimler gergeklestirdigi goriilmektedir. Yine ayni sekilde ¢aligmalarin
¢ogunda kayma deformasyonu, egilme ve burulma donme eylemsizlikleri ihmal

edilmistir.

Matrikant yontemi ihmal edilen biitiin bu etkileri dahil ederek degisken kesitli
cubuklarin titresimlerini hesaplayabilecegimiz alternatif bir yontemdir. Eger
diferansiyel denklem takimlarinin katsayilari sabit ise kesin ¢6ziim, degisken ise
yaklagik ¢ozliim elde edilebilmektedir. Bu caligmada sadece degisken kesitli
cubuklara yer verilmistir. Sabit ve kademeli cubuklar icin cesitli incelemeler

halihazirda mevcuttur.

Ihmal edilen kayma deformasyonu, egilme ve burulma donme eylemsizlikleri
etkilerinin 6zellikle yiikksek modlarda veya kiiciik kiris agilarinda biiyiik farkliliklara
sebep oldugu acikca goriilmiistiir. Yine bu durum ¢ubugun narinlik orani1 azaldikca

etkisini daha da belirginlestirmektedir.

Mesnetleme durumunun da bu etkilerin 6nemini belirledigi gdzlemlenmistir.
Ozellikle ankastre-ankastre mesnetli ¢ubuklarda etkiler daha 6nemli iken diger
mesnet sartlarinda azalma meydana gelmektedir. Bu yiizden kullanilan 6rneklerde

daha ¢ok ankastre-ankastre sinir kosullar1 se¢ilmeye ¢aligilmistir.

Ayrica matrikant yontemiyle hesaplama yaparken kullanmis oldugumuz Matlab
programindaki parametrelerin ¢éziime ve ¢6ziim siiresine olan etkileri incelenmis ve
program optimize edilmeye calisilmistir. Daha 6nceki c¢alismalarda bu durumun

incelendigi gbzlemlenmemistir.
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Cesitli grafikler ve cizelgeler yardimiyla optimizasyonu gergeklestirilen matrikant
programinin sonuclar1 ile literatiirdeki sonuclar karsilastirilmis ve degerlerin
birbirleriyle uyumlu olduklar1 goriilmiistiir. Ayn1 sekilde matrikant hesabinda tiim
etkiler dikkate alindig1 i¢in genellikle literatiirdeki degerlerden daha diisiik oldugu

gbzlemlenmistir.

Incelenen eliptik cubuk bir kez de bilgisayar ortaminda modellenerek sonlu
elemanlar yontemini kullanan Ansys programinda analiz edilmis ve elde edilen bu
sonuglar ile matrikant yontemiyle elde edilen sonuclar karsilastirilmistir. Sonuglarin
ozelllikle ilk modlarda birbirlerine yakin oldugu fakat mod sayist arttikca
birbirlerinden az da olsa uzaklastiklar1 goriilmiistiir. Ayn1 yaklagim dairesel eksenli
cubuk s6z konusu oldugunda tamamiyle uyumlu oldugu icin bu farkliligin nedeninin
eliptik ¢ubugun Ansys programinda modellenmesinde olusan zorluklardan

kaynaklandigina kanaat getirilmistir.

Matrikant yonteminin degisken kesitli ¢ubuklarin diizlem i¢i ve diizlem dis1
titresimlerini  hesaplarken tiim etkilerin dahil edildigi denklemleri hesaplarken
olduk¢a yakinsak sonuclar verdigini ve bu tip cubuklarla ilgili ¢aligmalarin bu
alternatif yontem kullanilarak kolaylikla hesaplanabilecegi agik¢a goriilmektedir.
Deneysel, analitik ve sonlu analiz karsilastirmalariyla matrikanti hesaplarken
kullanilan programin daha da gelistirilebilecegi veya Ozellestirilebilecegi

diistiniilmektedir.
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