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KISMI DOLDURULMUS DIKDORTGEN KESITLI RiJIT BiR TANKIN
SERBEST SIVI YUZEYi DOGAL FREKANSININ GALERKIN
YONTEMIiYLE HESABI

OZET

Kismi doldurulmus, dikdortgen kesitli rijit bir tankin serbest sivi yiizeyinin dogal
frekans1 Galerkin yontemiyle hesaplanmistir. Problem, akiskan ideal (viskozitesiz)
ve sikistirllamaz, akigskanin hareketi ¢evrisiz (irrotasyonel) kabul edilerek
¢cOziilmiistiir. Ayrica, 1s1l, rolativistik ve kuantum etkiler ithmal edilmis; yiizey
gerilmelerinin  6nemli bir rol oynamaya bagladigi diisiik yogunluklu sivilar
calismanin kapsami disinda tutulmustur.

Birinci boliimde, akigkan—kat1 etkilesimi problemleri ve uygulama alanlar1 hakkinda
genel bir bilgi verilmistir. ikinci béliimde, izotropik olmayan bir kati i¢in, katinin
elastik bolgede kaldigi ve titresimin ¢ok kii¢iik genliklerde oldugu kabulii altinda ve
Newtonyen bir akiskan icin, sivi bdlgesinde kavitasyon olmadigi ve ylizey
dalgalarinin ¢ok kiigiik oldugu kabulil altinda; diferansiyel denklemler, baslangi¢ ve
sinir kosullart tansor notasyonunda verilmistir. Ayrica, diferansiyel denklemlerin
coziilebilir oldugu gosterilmis, varlik ve teklik hakkinda yiizeysel bir bilgi verilmis
ve baz1 6zel kosullara deginilmistir. Ugiincii boliimde, agirlikl artiklar yéntemi ve bu
yontemlerden moment yontemi, kollokasyon yontemi, Galerkin yontemi ve en kii¢iik
kareler yontemi hakkinda yiizeysel bir bilgi verilmistir. Dordiincii boliimde, akiskan
ideal (viskozitesiz) ve sikistirilamaz, akigkanin hareketi ¢evrisiz kabul edilerek, kismi
doldurulmus dikddrtgen kesitli rijit bir tank problemini ifade eden temel denklemler
vektorel formda verilmistir. Daha sonra, hesap yonteminin ve sekil fonksiyonunun
secimine deginilmis ve serbest sivi yiizeyinin dogal frekansi, analitik olarak ve iki
tane sekil fonksiyonu igin, li¢ adet deneme fonksiyonu kullanilarak Galerkin
yontemiyle hesaplanmistir. Besinci bdliimde ise, tiim sonuglar bir cizelgede
karsilagtirmali olarak verilmis; analitik sonug ile sayisal sonuclar karsilastirilmis ve
Onerilerde bulunulmustur.

XV






CALCULATION OF THE FREE LIQUID SURFACE’S NATURAL
FREQUENCY OF A PARTIALLY FILLED RIGID RECTANGULAR TANK
BY GALERKIN’S METHOD

SUMMARY

Free liquid surface’s natural frequency of a partially filled rigid rectangular tank is
determined by Galerkin’s method. The problem is solved under the assumptions of
the fluid is ideal (i.e. inviscid) and incompressible, the flow is irrotational. Also, the
thermal, relativistic and quantum effects are neglected; low intensity liquids where
surface tension begins to play a decisive part are excluded.

In the first part, general information is given about the fluid—solid interaction
problems and its practical scope. In the second part, differential equations, initial and
boundary conditions are given in tensor notation for anisotropic solid under the
assumptions of the solid region is in elastic range and only small amplitude of
vibrations occur and a Newtonian fluid under the assumptions of there is no
cavitation in the fluid region and surface waves are too small. Also, it is shown that
systems are deterministic, superficial information is given about existence and
uniqueness and some special cases are given. In the third part, superficial
information is given about the weighted residuals method and some of these;
moment method, the collocation method, Galerkin’s method and least-squares
method. In the fourth part, fundamental equations are given in vectorial form for
partially filled rigid rectangular tank problem under the assumptions of the fluid is
ideal (i.e. inviscid) and incompressible, the flow is irrotational. Then, choosing of the
calculation method and shape function are touched on and natural frequency of the
free liquid surface is calculated by analytically and Galerkin’s method for two shape
functions by using three trial solutions. In the fifth part, all results are given in a
table, analytical result and numerical results are compared and recommendations are
given.
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1. GIRIS
1.1 Akiskan—Kati1 Etkilesim Problemi

Teknolojik uygulamalarin artmasindan o6tiirli, akiskan—kati etkilesimi problemleri
lizerine olan ilgi son yillarda artis gdstermistir (Altay ve Dokmeci, 2009). Ugak
kanatlariin stabilitesi, kopriilerin ve yiiksek binalarin riizgara karsi davranigi, tiirbin
ve kompresor kanatlarinin titresimi, kanin atardamardaki akisi, akiskan-kati
etkilesimi problemlerine 6rnek olarak verilebilir (Dowell ve Hall, 2001). Goriildiigii
tizere, akigkan-kat1 etkilesim problemleri yalnizca miihendisligin ¢esitli alanlariyla

siirli kalmamus, tibbi bilimlerde de 6nem kazanmistir (Altay ve Dékmeci, 2009).

Akigkan kat1 etkilesimi problemlerinde, en genel halde karsilagilabilecek iki tiir
problem mevcuttur. Bunlardan ilki, kat1 cismin tamaminin veya bir kisminin, sonlu
veya sonsuz bir akiskan bolgesi icerisinde bulunmasidir. ikincisi ise, kat1 cisimde
bulunan bir boslugun veya oyugun kismen veya tamamen akiskanla doldurulmasidir

(Altay ve Dokmeci, 2009).

1.2 Calkant1 Hareketi

Serbest sivi ylizeyinin oldugu kap igindeki herhangi bir hareket calkanti hareketi
(“sloshing”) olarak tanimlanabilir. Calkanti1 hareketindeki temel problem,
hidrodinamik basing dagiliminin, kuvvetlerin, momentlerin ve serbest siv1 ylizeyinin

dogal frekanslarinin bulunmasidir (Ibrahim, 2005).

Kismi doldurulmus tanklarda, calkanti frekansi tank icindeki akiskanin dogal
frekansina yaklastiginda rezonans olusur ve tank yiizeylerinde yiiksek yapisal yiikler
olusabilir (Sames ve dig., 2002). Bu durum yapisal hasarlara sebebiyet verebilecegi
gibi, gemilerde de stabilite kaybina neden olabilir (Armenio ve La Rocca, 1996). Bu
nedenle, icerisinde sivi bulunan sistemlerin salinim hareketiyle ilgilenen bir
mithendisin karsilasacagi ilk problem, bu sistemin dogal frekanslarini hesaplamak

olacaktir (Moiseev, 1964).



1.3 Literatiir Ozeti

Literatiirde; akigskan ve katinin birlikte ele alindig1 (“coupled”) ¢alismalar, akiskana
ait denklemlerin ¢oziiliip katida yerine konuldugu veya katiya ait denklemlerin
¢oOziiliip akigkanda yerine konuldugu (“quasi-coupled”) caligsmalar ve akiskan ve
katinin birbirlerinden bagimsiz olarak ele alindigi (“uncoupled”) ¢alismalar

mevcuttur.

Akigkan—kat1 etkilesimi problemlerinde; uygulanmasi i¢in temel diferansiyel
denklemlerin  yeterli oldugu agirhikli artiklar yontemi, literatiirde pek
kullanilmamistir. Genellikle varyasyonel ilkeler kullanilmig, problemi ifade eden

denklemler varyasyonel formda verilmis ve 6rnek soru neredeyse hi¢ ¢oziilmemistir.

Analitik ve sayisal calismalarin yani sira, literatiirde deneysel calismalar ve
bilgisayar simiilasyonlar1 veya sayisal calismalar ile deneysel c¢alismalar
karsilagtiran calismalar mevcuttur. Akyildiz ve Celebi (2001), Akyildiz ve Unal
(2004), Akyildiz ve Unal (2006), Akyildiz ve Unal (2005), Armenio ve La Rocca
(1996), Celebi ve Akyildiz (2002), Sames ve dig. (2002) bu ¢alismalardan

bazilaridir.

1.4 Tezin Amaci

Bir kabin i¢indeki s1v1 hareketinin sonsuz tane dogal frekansi vardir (Ibrahim, 2005).
Bu c¢alismada, kismi olarak doldurulmus, dikdortgen kesitli rijit bir tankin dogal
frekansi, Galerkin yontemiyle hesaplanmustir. Isil, rolativistik ve kuantum etkiler
ihmal edilmis; ylizey gerilmelerinin 6nemli bir rol oynamaya bagladig1 diisiik
yogunluklu sivilar ¢calismanin kapsami diginda tutulmustur (Altay ve Dékmeci, 2009;

Moiseev ve Petrov, 1966).

Ikinci béliimde, izotropik olmayan bir kati icin ve Newtonyen bir akiskan igin;
diferansiyel denklemler, baslangi¢ ve siir kosullar1 tansor notasyonunda verilmis,
diferansiyel denklemlerin c¢oziilebilir oldugu gosterilmis ve bazi 6zel kosullara
deginilmistir. Ugiincii boliimde, agirhikli artiklar yontemi ve bu yontemlerden birkagi
hakkinda yiizeysel bir bilgi verilmistir. Dordiincii boliimde, akiskan ideal
(viskozitesiz) ve sikistirllamaz, akiskanin hareketi ¢evrisiz (irrotasyonel) kabul
edilerek, kismi doldurulmus dikdortgen kesitli rijit bir tank problemini ifade eden

temel denklemler vektorel formda verilmistir. Daha sonra, tankin serbest sivi



ylzeyinin dogal frekansi, analitik olarak ve iki tane sekil fonksiyonu igin, li¢ adet
deneme fonksiyonu kullanilarak Galerkin yontemiyle hesaplanmistir. Besinci
boliimde ise, tiim sonuglar bir cizelgede karsilastirmali olarak verilmis; analitik

sonug ile sayisal sonuglar karsilastirilmis ve onerilerde bulunulmustur.






2. AKISKAN-KATI ETKILESIMINDE TEMEL DENKLEMLER

Bu béliimde verilen temel denklemler, sikistirilamaz bir akigkan i¢in; sivi bolgesinde
kavitasyon olmadig1 ve yiizey dalgalarinin ¢ok kiiciik oldugu durumlarda gecerlidir.
Bununla birlikte, katinin elastik bolgede kaldigi ve titresimin ¢ok kiigiik genliklerde
oldugu kabul edilmistir. Ayrica, 1s1l, rolativistik ve kuantum etkiler ihmal edilmistir.

Yani, denklemler, 1s1l etkinin ihmal edildigi siirekli bir ortamda gegerlidir.

Katiya ait sonlu bélge €, bolgenin sir1 9, zarfi Qg (Q + 0Q;) ile; akiskana ait

sonlu bolge Qf, bolgenin smir1 08, zarfi ﬁf (Qf + (')Qf) ile gosterilmisgtir.

Aksi belirtilmedikge, denklemler; sabit, sag el egrisel eksen takiminda yazilmistir ve
T = [ty, t;) zaman araliginda gegerlidir. Tim degiskenler ve bunlara ait tiirevlerin

var oldugu ve siirekli oldugu kabul edilmistir.

Katiya ait denklemler “s” alt indisiyle, akiskana ait denklemler ise “f” alt indisiyle

gosterilmistir.

2.1 Temel Diferansiyel Denklemler

Stirekli ortamlar mekaniginde, bir bolgedeki hareketler ve yer degistirmeler,
matematiksel olarak; diverjans, gradyant ve biinye denklemleri olarak iice
ayirabilecegimiz temel denklemlerle modellenir. Diverjans ve gradyant denklemler,
0zel biinye oOzelliklerine bakilmaksizin, biitiin siirekli ortamlarda gecerli olan
evrensel yasalardir. Buna karsin, blinye denklemleri; evrensel yasa degillerdir, belirli
bir yaklasimla, stirekli bir ortamin 6zelliklerini temsil eden matematiksel modellerdir

(Altay ve Dokmeci, 2007; Altay ve Dokmeci, 2005).

2.1.1 Diverjans denklemler

Diverjans denklemler, hareketin temel aksiyomlarma dayanan, gercekte integral
formda olan denklemlerdir. Bununla birlikte, bu denklemler, belirli diizen ve yerel
tirevi alinabilir kosullar1 altinda diferansiyel formda da yazilabilirler (Altay ve

Ddokmeci, 2007).



Diverjans denklemler, asagida 6zetlenmistir (D6kmeci, 2007).

gUvj=vi=0; Q;xT'de 2.1)
r;iij —gYp; + pf(ffj — ;) =0 ; Q;xT'de (2.2a)
et/ =0 ; 0 xT'de (2.2b)
vE

t! +p(f —al) =0 ; Q;xT'de (2.3a)
eixt’* =0 ; 05 xT'de (2.3b)

(2.1) denklemi, siireklilik denklemini; (2.2a) ve (2.3a) denklemleri, momentumun
korunumu denklemlerini; (2.2b) ve (2.3b) denklemleri ise, momentumun momentinin

(veya agisal momentumun) korunumu denklemlerini ifade eder.

Yukaridaki denklemlerde; v; hiz vektoriinii, T ve t¥ simetrik gerilme tansoriinii, p
stvi bolgesindeki hidrodinamik basinci, p kiitle yogunlugunu, f/ birim hacimdeki
kiitle kuvveti vektoriinii, a’/ ivme vektoriinii gostermektedir. Ayrica, g% metrik

tansorii, e;j, alterne tansoriinii gosterir. Yercekimi vektorii g/ olmak iizere, birim

hacimdeki kiitle kuvveti vektorii (f7), yergekimi kuvveti etkisi altinda ffj = fsj =g’
halini alir (Altay ve Dokmeci, 2009).
2.1.2 Gradyant denklemler

Gradyant denklemler, her zaman diferansiyel formda yazilirlar ve diverjans
denklemlerle blinye denklemleri arasinda koprii gorevi goriirler (Altay ve Dokmeci,

2005).

Gradyant denklemler, asagida 6zetlenmistir (Dokmeci, 2007).
1 raY lJ
dij = E (vi;j + vj;i) ; Qf X T'de (2-4)

1 _
eU:§@w+w0; Qs x T'de (2.5)

Burada, d;; lineer sekil degistirme hizi tansoriini, e;; lineer sekil degistirme
tansorlinii, v; hiz vektoriinii, u; kati bolgesindeki yer degistirme vektorini

gostermektedir.



2.1.3 Biinye denklemleri

Biinye denklemleri, genellikle diferansiyel formda veya yalnizca yerel olmayan
durum i¢in integral formda yazilirlar. Bu denklemler, temel ilkelerin fiziksel kanitini

ve matematiksel tutarliligini saglarlar (Altay ve Dokmeci, 2005).

Biinye denklemleri, asagida 6zetlenmistir (Dokmeci, 2007).

= ¢y (2.6)
ti = cMe,, @2.7)
C;’jkl _ ijikl _ Cfijzk _ kalij ’ Csijkl — Csjikl — Csijlk — C;dij (2.8)

Biinye denkleminin, sekil degistirme hizi tansoriiniin (d;) bilesenlerine lineer bagh
oldugu akigskanlara Newtonyen; bu bagliligin lineer olmadigi akiskanlara ise
Newtonyen olmayan akiskanlar denir (Currie, 1993; Suhubi, 1993). Dolayisiyla
denklem (2.6) Newtonyen akiskanlar i¢in gegerlidir.

Malzemenin izotropik olmasi halinde,
Cijkl — Agijgkl +,Ll(glkg]l +gilgjk) (2.9)

seklinde yazilir. Burada, C_fjkl izotermal elastisite katsayisini, Cfijkl vizkozite

katsayisim1 gostermektedir (Altay ve Dokmeci, 2009). Bununla birlikte; akiskanda, p
dinamik viskozite katsayisini, A ikinci viskozite katsayisini ifade eder (Currie, 1993).
Katida ise, A ve u Lame sabitleri olarak adlandirilir ve u sabitine kayma modiilii ismi

verilir (Fung, 1968).

2.1.4 Sinir kosullar:

Neumann-Dirichlet tipi sinir kosullari, asagidaki gibidir (Dékmeci, 2007).

0! —nioY =0 ; 00, xT'de (2.10)
vi—v; =0 ; 00 XT'de (2.11)
veE

t —nti =0 ; 90, xT'de (2.12)
w—u=0=0; 00, xT'de (2.13)



Ayrica,

ol =—pn/ +v/ =nioY |, TV =n7V |, oY =—pgY +1Y (2.14)
t/ =n;t¥ (2.15)
Burada, n; yiizeyden disar1 dogru normal vektoriinii, o/ siv1 bolgesindeki gerilme
tansoriinii, tY kat1 bolgesindeki gerilme tansoriinii, o/ sivi bolgesindeki gerilme
vektoriinii, t/ kati bolgesindeki gerilme vektoriinii, v; hiz vektoriini, u; kati

bolgesindeki yer degistirme vektoriinii, p s1vi bolgesindeki hidrodinamik basinci, T/

viskoz gerilme tansoriinii, T/ viskoz gerilme vektoriinii gostermektedir (Altay ve

Dokmeci, 2009).

2.1.5 Baslangic¢ kosullar:

Baslangi¢ kosullari, asagidaki gibidir (Dékmeci, 2007).

v;(67,60) —wi(67) =0 ; 0r(ty)'da (2.16)
A%~
u(67,80) —&(07) =0, u(67,6) —nj(67) =0 ; 04(ty) da (2.17)

Burada, w;, & ve n; kati ve siv1 bolgeler igin bilinen, verilmis fonksiyonlardir

(Altay ve Dokmeci, 2009).

2.1.6 Arayiiz kosullar

Arayliz kosullar1, asagidaki gibidir (Dokmeci, 2007).

Vi — Vg = 0 y VUi = l:ll' ; aﬂfs X T'de (2.18)
Ve
vi(oU —tV) = v (—pgY + 7Y —tV) =0 ; 005 xT'de (2.19)

Burada, (2.18) denklemi kinematik uygunlugu (veya kaymama kosulunu), (2.19)
denklemi Newton’un {igiincii yasasina gore denge kosulunu ifade eder (Altay ve

Dokmeci, 2009).



2.1.7 Diferansiyel denklemlerin ¢oziilebilirligi

(2.1), (2.2), (2.4) ve (2.6) denklemleri, sikistirilamaz, izotropik olmayan Newtonyen
bir akigkani; (2.3), (2.5) ve (2.7) denklemleri ise, izotropik olmayan elastik bir katry1

ifade eder.

(2.1)’de 1 denklem, (2.2)’de 3 denklem, (2.4)’te 6 denklem ve (2.6)’da 6 denklem
olmak iizere, akiskan ic¢in toplam 16 denklem bulunmaktadir. Buna karsilik, p (1
tane), v; (3 tane), T (6 tane) ve d; ;j (6 tane) olmak iizere toplam 16 bilinmeyen

vardir.

(2.3)’de 3 denklem, (2.5)’te 6 denklem ve (2.7)’de 6 denklem olmak iizere, kati i¢in
toplam 15 denklem bulunmaktadir. Buna karsilik, u; (3 tane), t¥ (6 tane) ve e; ;j (6

tane) olmak tizere toplam 15 bilinmeyen vardir.

Sonug olarak, hem katida hem de akiskanda, denklem sayisinin bilinmeyenlerin

sayisina esit oldugu goriilmektedir. Yani, her iki sistem de ¢oziilebilirdir.

Problemin ¢oziimiinde i¢ uyum 6zel bir 6neme sahiptir. Denklem (2.10) ve denklem
(2.11) akiskan bolgesi i¢in, denklem (2.12) ve denklem (2.13) kat1 bolgesi i¢in sinir
kosullarini; denklem (2.16) akiskan bolgesi icin, denklem (2.17) kat1 bdlgesi igin
baslangi¢c kosullarini; denklem (2.18) ve denklem (2.19) arayiiz kosullarini ifade
eder. Arayiiz kosullariyla birlikte baslangi¢ ve sinir kosullari, etkilesim probleminin

¢Oziimiiniin i¢ uyumunu temin eder (Altay ve Dokmeci, 2007).

2.1.8 Varlik ve teklik

Herhangi bir matematiksel fizik probleminde, cevaplandirilmasi gereken temel
problemlerden biri, ¢6ziimiin varlig1 ve tekligi hakkindadir. Bu soru, genellikle, titiz
matematiksel ¢caligmalarin sonucu olan varlik ve teklik teoremleriyle cevaplandirilir

(Solonnikov ve Kazhikhov, 1981).

Solonnikov ve Kazhikhov (1981), viskoz, sikistirilabilir bir akiskanin hareketini
veren denklemlerin ¢oziimiiniin varligini incelemis; iki ve ii¢ boyutlu haller igin,
yalnizca yerel varlik teoremlerini tespit etmis ve ¢Oziilmeyen en Onemli
problemlerden birinin, incelemis oldugu problemin evrensel ¢Ozliimiiniin olup

olmadiginin oldugunu belirtmistir.

Ladyzhenskaya (1975), viskoz, sikistirilamaz bir akigkanin hareketini veren

denklemlerin, ¢oziimiiniin varligina ve tekligine; problemin c¢oziilebilirli§ine ve
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tarihsel gelisimine deginmistir. Ayrica, Navier-Stokes denklemleri i¢in yapilan

matematiksel ¢calismalar1 6zet halinde sunmustur.

2.1.9 Ozel kosullar

e Katinin rijit olmast durumunda; kati i¢in verilen diferansiyel denklemlerin

kullanilmasina gerek yoktur, yalnizca arayiiz kosullar1 kullanilir.

e Izotropik Newtonyen bir akiskanda, viskoz gerilme tansorii (t%),

T = u(g*vi + gikv;J,'c) + Agivk (2.20)

halini alir. Bu ifade sekil degistirme hizinin ¢ok kii¢iik oldugu durumlarda (yani,

lineer sekil degistirme hizi tansoriiniin kullanilmast durumunda) gegerlidir.

Denklem (2.4) ve denklem (2.9)’un denklem (2.6)’da yerine konulmasiyla,

o1 . 1 L L
= 229" " (Vi + vixe) + 51(9™ 9" + 9" 97) (Vier + vize) (2.21)
T4 = El(g”v;ll +giuvk) + E,u(g”vfl +g*v) + g'v] + g’*vi) (2.22)
T = AgYvk + E,u(gfkvfk + g™v) + g*v) + g7 v} (2.23)

elde edilir. Buradan da,

T = 2gUvk + u(g*vi + gikv;],‘( (2.24)
olur.

e Izotropik bir katida, gerilme tansorii (t¥),

t = (g’ ul + gikui) + AgYuf, (2.25)
halini alir. Bu ifade sekil degistirmelerin ¢ok kiiclik oldugu durumlarda (yani, lineer
sekil degistirme tansoriiniin kullanilmasi durumunda) gecerlidir.

e Ideal (viskozitesiz) bir akiskanda viskoz gerilmeler ortadan kalkar ve 7/ = 0 olur,

boylece 0/ = —pg¥ halini alir (Altay ve Dokmeci, 2009).

e Dik kartezyen eksen takiminda; kovaryant tiirev (;) kismi tiireve (,), metrik tansor
(g¥) ise Kronecker deltaya (§; ;) dontistir (Dokmeci, 2007). Boylece, denklem (2.20)

dik kartezyen eksen takiminda,
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Tij = U(Spvix + Suvj) + A6i Vi (2.26)
1y = u(vij +v0) + A8k 2.27)
halini alir.

Ayni sekilde, denklem (2.25) dik Kartezyen eksen takiminda,

tij = u(ugj + wj) + A8 (2.28)

halini alir.

2.2 Varyasyonel Denklemler

Diferansiyel forma bir segenek olarak, bazi temel denklemler veya tamami, kisa ve

0z olarak varyasyonel formda yazilabilirler (Altay ve Dékmeci, 2007).

Mekanikte, varyasyonel ilkelerin gelisimi, tarihsel olarak Efes’li Heraclitos ve diger
eski Yunan bilim insanlarina kadar dayanir. Akiskanlar mekaniginde, ilk klasik
varyasyonel ilke Lord Kelvin tarafindan ideal akigkanlara uygulanmistir. Kelvin’in
minimum enerji ilkesinden sonra, ¢ok sayida arastirmaci tarafindan, akigskanlar igin
cesitli varyasyonel ilkeler verilmistir. Kati mekaniginde ise, Hilbert’in siirekli
ortamlar mekanigi ve varyasyonel hesaplar dersinden ilham alan Prange ve
Hellinger, elastodinamigin ilk klasik varyasyonel ilkelerini inga etmistir. Daha sonra,

cok sayida yazar bu konuya katkida bulunmustur (Altay ve Dokmeci, 2009).

Stirekli ortamlar mekaniginde, varyasyonel hesap kullanilmasinin bazi onemli
nedenleri vardir. Oncelikle, teorik fizigin en giizel ilkelerinden olan temel minimum
ilkelerden yararlanilabilir. Ayrica, temel diferansiyel denklemler ve bunlara iliskin
sinir  kosullarmin  en kisa yoldan ¢ikarimi, genellikle varyasyonel hesapla
miimkiindiir. Dahasi, varyasyonel problemlerin yaklasik-direk yontemlerle ¢6ziimii,

sayisal ¢oziim i¢in en giiclii araclardan biridir (Fung, 1968).

Varyasyonel ilkeler, sezgisel bir yaklasimla (6nceki deneyimlerinden faydalanilarak
veya deneme-yanilma yoluyla) veya kivrim yontemi (“method of convolution™) gibi
matematiksel yontemlerle elde edilebilir. Ayrica, Hamilton ilkesi, virtiiel is ilkesi,
virtiiel gii¢ ilkesi, virtiiel dagilim ilkesi gibi genel fizik ilkeleri yardimiyla ve/veya
Friedrichs ya da Legendre doniisiimii gibi uygun bir donilisiim yardimiyla da

cikarilabilir (Altay ve Dokmeci, 2007).
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Matematiksel yontemlerin kullanilmasi sonucunda, agik bir fonksiyonelle birlikte
integral tipi varyasyonel ilkeler elde edilir. Bu tip varyasyonel ilkeler, yalnizca bazi
kosullara sahip sistemlerin (lineer ve “self-adjoint” olan sistemlerin) temel
denklemlerini ¢ikarirken kullanilabilir ve varligi Frechet tiirevi ile saptanabilir (Altay

ve Dokmeci, 2007).

Sonsuz kii¢lik varsayilan ifadelerinden otiirii, tanim geregi, fiziksel ilkelerde agik bir
fonksiyonel yoktur ve fiziksel ilkelerin kullanilmasi sonucunda her zaman
diferansiyel tipte varyasyonel ilkeler elde edilir. Diferansiyel tipte varyasyonel
ilkeler, herhangi bir sistemin temel denklemlerini elde etmek icin, neredeyse her

zaman kullanilabilir (Altay ve D6kmeci, 2007).

Varyasyonel ilkelerin, varlifi, ¢ikarimi ve uygulamalari gibi detaylar, Lanczos
(1970), Oden ve Reddy (1976) ve Washizu (1982) tarafindan ele alinmistir (Askar
Altay ve Dokmeci, 1996).

Ayrica, akiskan-kati etkilesimi problemlerinde kullanilmak tizere, akiskan ve/veya
kat1 bolgeleri i¢in varyasyonel denklemler, egrisel eksen takiminda Altay ve

Dokmeci (2009) tarafindan kapsamli bir sekilde ¢ikarilmigtir.
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3. AGIRLIKLI ARTIKLAR YONTEMIi

Agirlikli artiklar yontemi, diferansiyel denklemleri yaklasik olarak ¢ozmek igin

kullanilan genel bir yontemdir. Ydntemin uygulanisi, kisaca su sekilde 6zetlenebilir:

H(x) bir operatorii, B(x) bagiml bir degiskeni, K (x) homojen olmayan bir kaynak

terimini ve x bagimsiz bir veya birden ¢ok degiskeni gostermek iizere,

H(x)B(x) —K(x) =0 3.1

denklemini ele alalim. Denklem (3.1)’in ¢0zlimiinii yaklasik olarak,

B0 = () + ) ey 3.2)

ile ifade edelim. Burada; f,, denklem (3.1) ile iligkili sinir kosullarini1 saglayan lineer
olarak bagimsiz fonksiyonlar (diger bir deyisle sekil fonksiyonu), c, hesaplanacak
olan genisleme katsayilaridir. B*(x)’e ise deneme fonksiyonu ad1 verilir (Pomraning,

1966).

Agirlikli artiklar yonteminde, diferansiyel denklemin yaklasik ¢oziimiinii en 1yi
verecek deneme fonksiyonu (B*(x)) segilir. Deneme fonksiyonunun diferansiyel
denklemde yerine konulmasiyla elde edilen degere artik deger adi verilir. Yontemin
esast, agirlik fonksiyonlari ile artik degerin ¢arpiminin bolgedeki integrasyonunun

sifira esitlenmesine dayanmaktadir (Finlayson, 1972).

f w,RAQ =0 ; n=1,2,3,..,N (3.3)
Q

Burada, w agirlik fonksiyonunu, R artik degeri gostermektedir.

Yukarida anlatildigi gibi, deneme fonksiyonu smir kosullarim1 saglhiyor fakat
diferansiyel denklemi saglamiyorsa, buna i¢ yontem adi verilir. Bunu disinda,

deneme fonksiyonu diferansiyel denklemi saglar fakat sinir kosullarini saglamaz ise,
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buna siir yontemi; hem diferansiyel denklemi hem de sinir kosullarini saglamiyorsa

buna da karma yontem adi verilir (Finlayson, 1972; Finlayson ve Scriven, 1966).

Agirlikl artiklar yontemi ¢ok sayida yontemi igerir. Asagida, bu yodntemlerden
moment yontemine, kollokasyon yontemine, Galerkin yontemine ve en kiiglik kareler
yontemine kisaca deginilmistir. Bununla birlikte, agirlikli artiklar yontemi, Brebbia
(1984), Collatz (1966), Crandall (1956) ve Finlayson (1972) tarafindan daha detayl

olarak ele alinmistir. Daha kapsamli bir anlatim icin bu kitaplara bagvurulabilir.

3.1 Moment Yontemi

Moment yonteminde, agirlik fonksiyonlar1 bagimsiz degiskenin (veya degiskenlerin)

kuvvetleri seklinde sec¢ilmistir.

w,=x"1; n=123,..,N 3.4
f w,Rd() = J. x"1RdN = f Rx"1dN=0; n=1,273,..,N 3.5
) 2 0

3.2 Kollokasyon Yontemi

Kollokasyon yonteminde, agirlik fonksiyonlar1 Dirac delta fonksiyonlaridir

(Finlayson ve Scriven, 1966).

w,=8x—x,) ; n=123,..,N (3.6)
f w,Rd = f §(x—x,)RdA2 =R(x,)=0 ; n=1,2,3,..,N 3.7
0 0

Denklem (3.7)’den de goriildiigli iizere, artik deger, secilmis N tane kollokasyon
noktasinda sifir olur veya baska bir deyisle, diferansiyel denklem N tane kollokasyon
noktasinda saglanmis olur (Finlayson, 1972; Finlayson ve Scriven, 1966). N degeri
biiylidiik¢e, yaklasik ¢oziimiin kesin ¢oziime yaklasacagi ve daha iyi bir sonug elde

edilecegi asikardir.

Kollokasyon yonteminde, kollokasyon noktalarinin se¢imi kritik bir neme sahiptir.

Wright, adi diferansiyel denklemler icin, Chebyshev polinomlarmin kokleri
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kollokasyon noktalar1 olarak secildiginde, artik degerin en aza indigini gdstermistir

(Finlayson ve Scriven, 1966).

3.3 Galerkin Yontemi

Galerkin yontemi, 1915 yilinda, Rus miithendis Galerkin tarafindan gelistirilmistir.
Bu yontemde, agirlik fonksiyonlar1 sekil fonksiyonlari (f,,) olarak secilmistir

(Finlayson, 1972).

w,=f, ; n=1,23..N (3.8)
anRd.Q =ffann - f READ =0 ; n=1,23,.,N 3.9)
n n n

3.4 En Kiiciik Kareler Yontemi

En kiigiik kareler yontemi, 1795 yilinda, ilk kez Gauss tarafindan kullanilmustir.
Fakat, Gauss’un bu c¢alismay1 yayimlamamasi ve en kiiciik kareler ydntemini
Gauss’tan bagimsiz olarak kesfeden Legendre tarafindan benzer fikirlerin 1806
yilinda kendi kitabinda yaymlanmasi tartismaya neden olmustur (Sorenson, 1970).
Daha sonra, en kiigiik kareler yontemi, diferansiyel denklemleri ¢ozmek iizere ilk

defa Picone tarafindan kullanilmistir (Finlayson, 1972).

En kiigiik kareler yonteminde, agirlik fonksiyonlari, artik degerin karesinin bdlge
icindeki integrasyonunu en kiigiik yapacak sekilde se¢ilmistir (Finlayson ve Scriven,

1966).

I = f R?d0 3.10)
0
ol OR
—=0 - ]R—d!)=0 ; n=1,23,..,,N 3.11)
dc, dc,
0

Sonu¢ olarak, en kiigiik kareler yonteminde, agirlik fonksiyonlar1 dR/dc,‘dir

(Finlayson, 1972). Yani,
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_0R

=— = 12
Wn=ge i =123 N (3.12)
R R
fwana=f—Rdn=fR—d9=o S n=123 ...N (3.13)
dc, dc,
0 0 0
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4. UYGULAMA

Literatiirde, problemi ifade eden formiilasyon yapilmis, fakat 6rnek soru neredeyse
hi¢ ¢ozlilmemistir. Coziilen 6rnek sorularda da, sekil fonksiyonu olarak ne se¢ildigi

ve nasil se¢ildigi konusunda bilgilendirici bir veriye rastlanmamustir.

Bu boliimde, Sekil 4.1°de boyutlar1 verilen, kismi doldurulmus dikdortgen kesitli rijit
bir tankin serbest siv1 yiizeyinin dogal frekansi, Galerkin yontemiyle, ii¢ tane deneme
fonksiyonu i¢in hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar ve analitik sonug Cizelge 5.1°de

karsilagtirmali olarak verilmistir.

Akiskanin dikdortgen kesitli tanklardaki davranisi, tank boyuna gore iki veya ii¢
boyutlu olarak modellenebilir. Tank boyu oldukca biiyiikse, problemin ¢éziimii igin
iki boyutlu hesap yeterlidir (Ibrahim, 2005). Bu béliimde ¢oziilecek 6rnek soru igin,
tank boyunun oldukga biiyiik oldugu kabul edilmis ve 6rnek soru iki boyutlu hal i¢in

¢Ozlilmiistiir.

Akigkan, ideal (viskozitesiz) ve sikistirilamaz, akigkanin hareketi c¢evrisiz
(irrotasyonel) kabul edilmistir. Bdylece, hiz vektorii, skalar bir fonksiyonun
gradyanti olarak yazilabilir (Landau ve Lifshitz, 1989). Bununla birlikte, maksimum
dalga genliginin, dalga boyundan olduk¢a kii¢iik oldugu kabul edilmistir. Yani,
lineerlestirilmis serbest sivi yiizeyi kosulu kullanilabilir (Bishop ve Price, 2005).

Ayrica, akiskani barindiran tank ise, rijit olarak kabul edilmistir.

4.1 Problemi ifade Eden Denklemler

Sekil 4.1°deki problemi ifade eden denklemler asagida 6zetlenmistir (Currie, 1993;
Ibrahim, 2005).

Vip=0 ; QfxT'de 4.1)
do ,
5, =0 5 09 xT'de 4.2)
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’p  0p

—~Tt+g—=0; SxTd 4.3
6t2+gan x T'de 4.3)

(4.1) denklemi, siireklilik denklemini; (4.2) denklemi, arayiiz kosullarini; (4.3)
denklemi ise lineerlestirilmis serbest s1vi yiizeyi kosulunu ifade eder.

Burada, ¢ (x,y,t) hiz potansiyelini, n disar1 dogru yiizeyin normalini, g yergekimi

ivmesini, S serbest s1v1 ylizeyini gostermektedir.

-t
<,

h

L

Sekil 4.1 : Kismi doldurulmus dikdoértgen kesitli rijit tank

Burada; L tankin genisligi, h tankin i¢indeki sivinin yiiksekligidir.

4.1.1 Siireklilik denklemi

Denklem (2.1)’de verilen, sikistirilamaz akigkanlar i¢in siireklilik denklemi, vektorel

formda,
VV=0; QfxTde (4.4)
seklinde yazilir.

Akigkanin hareketi cevrisiz (irrotasyonel) oldugundan, hiz vektorii skalar bir

fonksiyonunun gradyanti olarak yazilabilir (Landau ve Lifshitz, 1989).

v = Vo 4.5)

Boylece, siireklilik denklemi, Laplace denklemi olarak bilinen,
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Vip=0 ; QfxT'de (4.6)
halini alir. Burada ¥ hiz vektériinii, ¢ hiz potansiyelini gostermektedir.

4.1.2 Arayiiz kosullar

Akigkan ile etkilesim halinde olan bir duvarda; arayiiz kosullari, akiskanin viskoz
veya viskozitesiz olma durumuna gore farklilik gosterir. Viskoz bir akiskanda,
akiskan duvara yapigsmalidir (Axisa ve Antunes, 2007). Bunu ifade eden arayiiz
kosulu denklem (2.18)’de verilmistir. Viskozitesiz bir akiskanda ise, akiskan duvar
boyunca serbestce kayabilir fakat akigkanin duvar ile temas halinde oldugu kabul

edilmistir (Axisa ve Antunes, 2007). Bunu ifade eden arayiiz kosulu,

(v —vaIn' =0 , vy =1 ; 00 xT'de (4.7a)

Kati rijit oldugundan u; = 0 olur. Boylece, denklem (4.7a) vektorel formda,

U.1=0 ; 0Qp xT'de (4.7b)
seklinde yazilir.

Akiskanin hareketi ¢evrisiz (irrotasyonel) oldugundan, hiz vektorii skalar bir
fonksiyonunun gradyanti olarak yazilabilir (Landau ve Lifshitz, 1989). Bdylece,
arayiiz kosullari,

%

n.Ve = an 0 ; 0Qp xT'de 4.8)

halini alir.

Burada; v ve v; hiz vektoriinii, u; kati bolgesindeki yer degistirme vektoriinii, n
yiizeyden disar1 dogru normali, i ve n' normal vektdriinii, ¢ hiz potansiyelini

gostermektedir.

4.1.3 Lineerlestirilmis serbest siv1 yiizeyi kosulu

Denklem (2.2a) ile belirtilen momentumun korunumu denklemi, ideal (viskozitesiz)
bir akiskan ve ¢evrisiz (irrotasyonel) bir akis i¢in Bernoulli denklemi halini alir. Bu
denklemde, serbest sivi yiizeyi basincinin atmosfer basincina esit alinmasiyla ve
lineer olmayan terimlerin de denklemden atilmasiyla; lineerlestirilmis dinamik

serbest s1v1 yiizeyi kosulu olan,
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10¢p ,
n=—§§ ; SxT'de 4.9)

denklemi elde edilir.

Herhangi bir anda serbest sivi yilizeyinde olan akiskan pargacigi, serbest sivi
ylzeyinde kalmaya devam eder ciimlesi kinematik serbest sivi yiizeyi kosulu ifade
eder (Currie, 1993). Boylece, lineerlestirilmis kinematik serbest siv1 ylizeyi kosulu,
an _dg

%=y S xT'de (4.10)

denklemi ile ifade edilir.

Lineerlestirilmis dinamik serbest sivi yiizeyi kosulu ile lineerlestirilmis kinematik

serbest s1v1 yiizeyi kosulunun birlestirilmesi sonucu,

0’0 0o

_ T _r . ! 4.11
6t2+gay 0 ; SxT'de ( )

ile ifade edilen lineerlestirilmis serbest siv1 yiizeyi kosulu elde edilir.

Burada, n(x, t) siv1 par¢aciginin serbest sivi ylizeyine olan mesafesini, g yercekimi

ivmesini, ¢ hiz potansiyelini gostermektedir.

Lineerlestirilmis serbest siv1 ylizeyi kosulunun adim adim ¢ikarimi; Currie (1993),
Goren (2008), Lamb (1932), Newman (1977), Rahman (1995), Sabuncu (1993) ve
Suhubi (1993) tarafindan ele alimmistir. Detayli bir anlatim igin bu kitaplara

bagvurulabilir.

Serbest s1v1 yiizeyinin dogal frekansini (w) bulmak tizere; hiz potansiyeli @(x,y,t),

zamana ve konuma bagli iki fonksiyonun ¢arpimi seklinde yazilabilir.

px,y,t) = ¢(x,y).F(t) 4.12)

Herhangi bir periyodik fonksiyon, yakinsayan harmonik fonksiyon serisi ile ifade
edilebilir ki bu harmonik fonksiyon serisine Fourier serisi ismi verilir (Meirovitch,
1986). Boylece, F(t), periyodu T, olan periyodik bir fonksiyon olarak kabul edilirse,

Fourier serisine agilarak en genel halde,

2T

F(t) = Z bjekwt = Z b [cos(kwt) + isin(kwt)] , w = T (4.13)
0
k=1 k=1
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seklinde yazilabilir (Meirovitch, 1967). Bu fonksiyonun yalnizca ilk teriminin

alinmasi halinde,

F(t) = cos(wt) + i sin(wt) (4.14)

olur. Bu fonksiyonun da gergel terimi gz 6niine alinirsa, bdylece denklem (4.13)

F(t) = cos(wt) (4.15)
halini alir.
Sonug olarak, serbest sivi yiizeyinin dogal frekans1 w olmak iizere, hiz potansiyeli

asagidaki gibi yazilabilir (Moiseev ve Petrov, 1966).

p(x,y,t) = ¢(x,y). cos(wt) (4.16)

Boylece, ¢(x,y) fonksiyonu 6zdeger probleminin ¢6ziimii olmak iizere, denklem

(4.1), denklem (4.2) ve denklem (4.3), sirasiyla,

Vip =0 ; Qf'de 4.17)
a¢p ,

5, =0 095 /de (4.18)
d

% _kp=0; Sde (4.19)

halini alir (Moiseyev ve Rumyantsev, 1968; Morand ve Ohayon, 1995). Burada «

0zdegerdir ve

K=— (4.20)

degerine karsilik gelir.

Bu boliimde ¢oziilecek problem i¢in, h = 1 m ve L = 2 m alinmistir.

4.2 Analitik Sonuc¢

Akigkanin, ideal (viskozitesiz) ve sikistirilamaz, akis hareketinin ¢evrisiz
(irrotasyonel) olmasi ve lineerlestirilmis serbest sivi ylizeyi kosulunun kullanilmasi
durumunda; dikddrtgen bir tanktaki serbest sivi yiizeyinin dogal frekanslari, analitik

olarak,
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mn hmn
wn=ng tanh( L) S n=123..,N 4.21)

formiiliiyle ifade edilir. Burada; g yercekimi ivmesi, L tankin genisligi, h tankin

igindeki stvinin yiiksekligidir.

Sayisal degerler yerine konursa (h = 1 m ve L = 2 m), birinci dogal frekans degeri,

analitik olarak,

981.m T
= ! —) = 4.22
) \/ > tanh (2) 3,76 rad/s 4.22)

bulunur.

Ug boyutlu, dikddrtgen kesitli bir tankin, serbest sivi yiizeyi dogal frekansinin
analitik hesab1 i¢in veya serbest sivi yilizeyi dogal frekansi analitik olarak

hesaplanabilen basit geometriye sahip diger tanklar i¢in Ibrahim (2005) incelenebilir.

4.3 Hesap Yonteminin Se¢imi

Yukaridaki problem, diferansiyel denklemi ve sinir kosullarin1 verecek ve integrali
ekstremum yapacak olan varyasyonel ilke yardimiyla ¢6ziilebilir. Bununla birlikte,
bu problem, ¢ok sayida agirlikli artiklar yonteminden biriyle de ¢oziilebilir.
Varyasyonel denklemler yerine, dogrudan diferansiyel denklemlerle ¢aligmak
agirlikl artiklar yontemine istiinliik kazandirmaktadir (Snyder ve dig., 1964). Bu
nedenle, basitligi nedeniyle, problemin ¢6ziimii i¢in agirlikli artiklar yontemi tercih

edilmistir.

4.4 Kullamlacak Agirhikh Artik Yonteminin Se¢imi

Crandall (1956), aynmi sekil fonksiyonu i¢in, farkli agirlikli artiklar yontemiyle elde
edilen sonuglar arasindaki farkin, degisik sekil fonksiyonlari ile elde edilen sonuglar
arasindaki farktan daha az Onemli oldugunu belirtmistir. Yani, daha cok sekil

fonksiyonun se¢imi iizerinde durulmasi gerektigini vurgulamistir.

Finlayson (1972) ise, deneme fonksiyonunun ¢ok sayida terim igermesi durumunda,
agirhikli artiklar yonteminden hangisinin kullanilacaginin ¢ok fazla 6neme sahip

olmadigini belirtmistir. Bununla birlikte, varyasyonel yontemle uyumlu olmasi ve
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0zdeger problemlerinde daha dogru sonuglar vermesi nedeniyle, genellikle Galerkin
yonteminin tercih edildigini vurgulamistir. Bu nedenle, problemin ¢dziimiinde

Galerkin yontemi kullanilacaktir.

4.5 Sekil Fonksiyonun Secimi

Sekil fonksiyonunun se¢imi hayati derecede 6neme sahiptir. Sekil fonksiyonu olarak,
genellikle polinomlarin seg¢ilmesiyle birlikte; sekil fonksiyonunun sec¢imi, segen
kisinin sezgisine ve deneyimine olan bagliligin1 hala siirdiirmektedir (Finlayson ve

Scriven, 1966).

Problemin ¢6ziimii bilgisayar yardimiyla yapilirsa; bilgisayar, ister siniizoidal olsun
ister eksponansiyel olsun, bu fonksiyonlarin degerini MacLaurin serisine agarak
hesaplayacaktir. Yani, kuvvet serisi bicimindeki ifadeleri kullanarak hesap
yapacaktir. Bu nedenle, sekil fonksiyonu, oncelikli olarak kuvvet serisi seklinde
secilmeye calisilmistir. Fakat, denklem (4.17) ve denklem (4.18)’i saglayacak sekil

fonksiyonu kuvvet serisi bigiminde secilemediginden asagidaki gibi secilmistir.

e mnx nmy
Z z Cmn cos I ) cosh (T) (4.23)

N
¢, = Z Cpm COS (mztx) cosh (@) 4.24)

halini alir.

Bu c¢aligma kapsaminda, serbest sivi yiizeyinin yalnizca birinci dogal frekansi
hesaplanacagindan, deneme fonksiyonunun bir teriminin alinmasi yeterlidir. Sonug

olarak, problemin ¢6ziimii 6ncelikle,

¢, = c.cos (nL_x) cosh (ﬂTy) (4.25)

deneme fonksiyonu kullanilarak yapilacaktir.

Ayrica, sekil fonksiyonu se¢iminin sonug iizerindeki etkisini incelemek amaciyla,

problem, yalnizca denklem (4.18)’1 saglayan
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N N
— +1 mnx
¢y_3 = Z Z Amny™ " cos (_L ) (4.26)

sekil fonksiyonu i¢in de ¢oziilecektir. Bununla birlikte, alinan terim sayisinin sonucu
ne kadar etkiledigini gérmek i¢in de, bu sekil fonksiyonundan bir terim ve iki terim

aliarak, problem,

¢, = d.y* cos (nTx) 4.27)
¢3; = d,y? cos (%) + d,y3 cos (%) = (dyy? + d,y?) cos (%) (4.28)

deneme fonksiyonlari i¢in de ¢oziilecektir.

Sonug olarak; problem, denklem (4.25)’te, denklem (4.27)’de ve denklem (4.28)’de

verilen {i¢ adet deneme fonksiyonu i¢in ¢oziilecektir.

Tim sonuglar karsilastirmali olarak Cizelge 5.1°de verilmistir.

4.6 Deneme Fonksiyonu ¢p = c. cos (?) cosh (?) Icin Céziim

Problemin ¢6ziimii i¢in ihtiya¢ duyulacak degerler asagida hesaplanmistir.

g—i b =|c % cos (%) sinh (ﬂL_y)] |y=h = c%cos (%) sinh (%) (4.29)
Gly=n = [c. cos (nL_x) cosh (ﬂL_y)” = c.cos (ﬂTx) cosh (nTh) (4.30)

y=h
Denklem (4.29) ile denklem (4.30)’un, denklem (4.19)’de yerine konulmasiyla elde

edilen artik deger R olarak adlandirilirsa, problem,

L

f RwdS = f Rwdx = 0 4.31)

S x=0

bagintis1 kullanilarak ¢oziilecektir.

Burada, w agirlik fonksiyonudur. Galerkin yonteminde agirlik fonksiyonlart sekil

fonksiyonlar1 (f,,) olarak segildiginden,
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w = f = cos (%) cosh (nL_y)

degerine karsilik gelir. Ayrica,

R = ccos(F) [psinn () - cosn (7]
= C. COS Lsm I K. COS L

olarak bulunur.

w ve R degerleri denklem (4.31)’de yerine konulursa,

L
f c.cos? (E) [E sinh <n—h> — k.cosh (ﬂ—h>] cosh <n—h> dx =0
' L/IL L ' L L B

L
(7)o (7)o ()] | < =9
C.Cos 7 sinh I K. COS c.cos? dx =

denklemi elde edilir. Denklem (4.36)’dan da goriildiigii iizere,

T h(nh) h(nh)_o
Lsm I K.COS )=

olmalidir. Buradan da,

(o) n oty

L cosh (Th)

T Th
w? = thanh (T)

T Th
w = %tanh( I )

olarak bulunur.

Sayisal degerler yerine konursa (h = 1mve L = 2 m),
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(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

4.37)

(4.38)

(4.392)

(4.39b)



981.w T
= ! —) = 4.40
W \/ 5 tanh (2) 3,76 rad/s ( )

sonucu elde edilir.

4.7 Deneme Fonksiyonu ¢ = d.y? cos (%) Icin Céziim

Problemin ¢6ziimii i¢in ihtiya¢ duyulacak degerler asagida hesaplanmistir.

g—f = —aTy2sin (%) (4.41)
29 - —aDyreos () (4.42)
g—i = 2.d.y.cos (%) (4.43)
327(2 = 2.d.cos (ﬂTx) (4.44)
do X X

3y - = [2. d.y.cos (T)”y:h = 2.d.h.cos (T) (4.45)
Gly=n = [d.y2 cos (nTx)”y:h = d.h? cos (nL_x) (4.46)

Denklem (4.42) ile denklem (4.44)’lin, denklem (4.17)’de yerine konulmasiyla elde
edilen artik deger R; ve denklem (4.45) ile denklem (4.46)’nin, denklem (4.19)’da
yerine konulmasiyla elde edilen artik deger artik deger ise R, olarak adlandirilirsa,

problem,

h L L
lewdQ+f RowdS = f lewdxdy+ J.szdx =0 4.47)

y=0xX=0 x=0
yaklagimi kullanilarak ¢oziilecektir.

Burada, w agirlik fonksiyonudur. Galerkin yonteminde agirlik fonksiyonlar: sekil

fonksiyonlar1 (f;,) olarak secildiginden,

w=f =ycos () (4.48)
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degerine karsilik gelir. Ayrica,

R, = —d.cos (%) (Z—Zzyz — 2)

R, =d.cos (nL_x) (2h — kh?)

olarak bulunur.
w, Ry ve R, degerleri denklem (4.47)’de yerine konulursa,

hoL L
f f R, y? cos (nL_x) dxdy + f R,h? cos (ﬂL_x) dx =0

y=0x=0 x=0
hoL ,
s X
— f f d. (L—2y4 — 2y2> cos? (T) dxdy
y=0x=0

L
3_ 4 2 (X _

+ fd.(Zh kh*) cos (L)dx—O

x=0

denklemi elde edilir. Ayrica,

1+ cos(2kx x sin(2kx
J-cosz(kx)dx = I#dx =—+¥+D

2 2 4

27X

L L .
fcosz (”L_x)dx: f1+C0;(T)dx {+51n( T
x=0 x=0

olarak hesaplanir. Boylece denklem (4.52),

h

L 3 4 m? 4 2
d.E (2h°> — kh*) — =Y —2y“)dy|=0
y=0

halini alir. Biiyiik parantezin i¢indeki integral,

h
2 2
T 4 2 — T 5 2 3
—y4_2 dv=—v5 =2
y=0

olarak hesaplanir. Boylece, denklem (4.54),

h
nZ

512

y=0

27

=—h5—

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53a)

L
== 4.53b
> (4.53b)

(4.54)

2

i (4.55)
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L w? 2
L 3_ ety [T s _ %3l =
d.3 [(Zh Kh*) <5L2h ~h >l 0

2 2
(2h3 - Kh4) - <§h5 —§h3> =0

8 m?
23— Kh* — 1% = 0

halini alir. Buradan da,

8 mw? ,
__3 52"
h
8 m?
. ———hz)
2 9 (3 512
h
8 m?2
(3 th)
@= h

olarak bulunur.

Sayisal degerler yerine konursa (h = 1mve L = 2 m),

w= = 4,62 rad/s

sonucu elde edilir.

4.8 Deneme Fonksiyonu ¢ = (d,y? + d,y?) cos (%) I¢cin Coziim

Problemin ¢6ziimii i¢in ihtiya¢ duyulacak degerler asagida hesaplanmistir.

d¢ 5 T (X
a9 = dwy +dpy”) sin (T)
0%¢ " o T2 X
a7 =~y +day?) reos ()
d¢ ) X

E = (2d,y + 3d,y*)cos (T)
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(4.60Db)
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(4.62)
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(4.64)



0% X
a—y‘f = (2d, + 6d,y)cos (T) (4.65)

%L:h = [(Zdly + 3d,y?)cos (%)” = (2d,h + 3d,h?*)cos (nL_x) (4.66)

y=h
_ 2 3 X _ 2 3 x

Ply=n = [(dly +dyy )COS( 7 )]|y=h = (dh* + dzh )cos(L) (4.67)

Denklem (4.63) ile denklem (4.65)’in, denklem (4.17)’de yerine konulmasiyla elde

edilen artik deger R; ve Denklem (4.66) ile denklem (4.67)’nin, denklem (4.19)’da

yerine konulmasiyla elde edilen artik deger artik deger ise R, olarak adlandirilirsa,

problem,
h L L
-]- leldﬂ +f R2W1dS = J. lewldxdy + ijWldx =0 (4.68)
Q S y:O xX=0 x=0
Ve
h L L
-]- R1W2dﬂ +-]- R2W2d5 = j f R1W2dXdy + -]- R2W2dx =0 (4.69)
S y=0x=0 xX=0

yaklagimi kullanilarak ¢oziilecektir.

Burada, wy ve w, agirlik fonksiyonlaridir. Galerkin yonteminde agirlik fonksiyonlari

sekil fonksiyonlar (f,,) olarak se¢ildiginden,

wy = f, = y*cos (%) (4.70)
w, = f, = y3cos (nL_x) 4.71)

degerine karsilik gelir. Ayrica,

2 X
R, = l—(dlyz +dpy*) 7 + (2d + 6dzy)l cos (T) “.72)
X
R, = [(2d,h + 3d,h?) — k(d,h? + d,h3)]cos (T) (4.73)

olarak bulunur.

wy, Ry ve R, degerleri denklem (4.68)’de yerine konulursa,
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hoL L
X
f f R, y? cos dxdy + f R,h? cos (T) dx =0 4.74)

x=0

o
o

y=0x=

2

L
X
f [ (dyy* +d2y5) + (2d,y? + 6d,y )l cos? (T) dxdy

e

y=0x=0
L
X 4.75
+ j [(2d, 3 + 3d,h%) — k(dyh* + d,h®)] cos? (T) dx )
=0
denklemi elde edilir.
Denklem (4.53)’te gosterildigi tizere,
. L
2 (MXN g = 2
J. cos (L )dx =3 (4.76)
olarak bulunur. Boylece, denklem (4.75),
L 3 4 4 5
h 5 4.77)
s
- f l(dly‘* +dpy®) 77— 2diy?® + 6d2y3)l dy =0
y=0
halini alir. Biiyilik parantezin i¢indeki integral,
h
2
4 5y 7 2 3
f I(dly +dyy°) 17— 2diy® + 6dyy )l dy
_ N [ L ' (4.78)
_<?y 6y)L2(3y 27 '

1.1 7
=<§d1h +>dyh )L—Z—

2 3
- (5 dyh® + —d2h4)

2

olarak hesaplanir. Boylece denklem (4.77),
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L
E{[(2d1h3 + 3d2h4) - K(d1h4 + dth)]

T 1 m?
~|(5the + k) 35 -

halini alir. Buradan da,

2 3 3 4
(gdlh +§d2h) —0

[(2d1h3 + 3d2h4) - K(d1h4 + dth)]

1 5 1 6\
~|(gen* +5nt) 5= (3

2h3d, + 3h*d, — kh*d, — kh5d, — T
3h*
+Td2:0
5 , The 2R . . m°h® 3h*
2h® — kh* — 5L2 +T d1+ 3h* — kh> — 6L2 +T d2:0
8h3 , TR 9h* . T°h®
N7 A W ST L

bulunur.

w,, R; ve R, degerleri denklem (4.69)’da yerine konulursa,

L

hoL
X
j f R, y? cos dxdy + f R,h3 cos (T) dx =0

x=0

o
o

y=0x=

2

L
X
J. I (dyy> + d2y6) + (2d,y3 + 6d,y )l cos? (T) dxdy

x=0

s

y

L
X
+ f[(2d1h4' + 3d,h%) — k(d,h® + d,h®)]. cos? (nT) dx

x=0

denklemi elde edilir.

Denklem (4.53)’te gosterildigi iizere,
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(4.85)



L

2 (%Y gy = L
f cos (L )dx =3 (4.86)
x=0

olarak bulunur. Boylece, denklem (4.85),

L
E [(2d1h4 + 3d2h5) - K(dlhs + dth)]
h ) 4.87)
T
- f [(dﬂ’s + dzyG)L—z— (2d,y® + 6d2y4)l dy =0
y=0
halini alir. Biiyilik parantezin i¢indeki integral,
h
T2
f I(dlys +dpy®) 77— Qdiy® + 6dzy4)l dy
y=0
h
d16d277r2 d, ,  6d; .
I e | -2 - _ (2 2 4.88
[<6y+7y)L2 (2y+5y)= (459)
1 1 w2 1 6
= (gdlhﬁ + 7d2h7>L—2 - <§d1h4 + §d2h5>
olarak hesaplanir. Boylece denklem (4.87),
L 4 5 5 6
1 o 1 , 2 1 , 6 ; (4.89)
- (gdlh +;d2h )L—Z—(Edlh +§d2h ) = 0
halini alir. Buradan da,
[(2d1h4 + 3d2h5) - K(dlhs + d2h6)]
1 1 w2 1 6
_ 4.90
—~ [(g d,hS + 7dzh7)L—2 -~ (5 dh* + §d2h5>l =0 (4.90)
2hhdy + 305, — khSds — ehdy — e, — T g M O
1 2K TG T M T 2 Ty T TR 4 9y
=0
. . mh® h* . o Mh  6h°
2h* — kh> — Lz +7 dy +|3h> — kh® — -1z +T d,=0 4.92)
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bulunur.

Denklem (4.83) ile denklem (4.93) alt alta yazilirsa,

8h3 . m2h5 9p* m2ho
2 kRt dy+ (o — KhS — dy, =0

3 512 2 612

Sh* . T°h® 21h5 o T°h7
o~ kh® = Jdy (T eh S|y = 0
veya
[Sh3 " m2h5 9hp* s m2ho ]

3 N TsE Tz MY T e {dl} 0

5h* m2h® 21h° m?h’|d,
R a7 L T
seklinde yazilabilir.

d, ve d, degerlerinin sifirdan farkli bir ¢6zlimii olabilmesi i¢in,

8h3 mw2h> 9h* m2ht
———Kkht——— o —khS ——
det| 3 5L 2 612 | _
5h* s mw2h® 21h° . w2h’
2 612 5 712

olmalidir. Boylece,

8h3 it m2h5\ [21h5 16 w2h’
3 " 512 5 F 712

= KR - 2 612

2 6L?

<5h4 ; n2h6><9h4 . m2h®
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(4.94)

(4.95)

(4.96)
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K + h1%?% + K

<S6h8 8h° 8m2h1® 21h° m2hl 21m2h10

5 3 “T 212 5 702 T T 2512

5z “ T35
ASH8 5RO 5p2Rl0  gpo
4 2 T2z T 2
3n2h10 n.Zhll n.‘l-hlz
=0
a2 ez ©7 36L4)

7T2h11 7T4h12>

56 45 8 21 9 5 8 21 3
(———)hs+(————+—+—)h9x+<————+ +

5 4 3 5 22 21 25 4
<1 1 1 1) m2h1l N ( 1 1 )n‘*h“
77576 6/ 12 “T\35736) 12

At 20 1RO mPhl win?

20 T 15 T 21002 T 10512 T 1260L%

olur. Buradan da,

h® | 114n2h10  m*h'2

_ 20 210072 1260L*
- 2h9 m2h11
15 T 10512

K

(h_8+1147r2h1°_ n4h12>
, _9\20 " 210017 ~ 12601*

@ 2h° mT2hil

15 T 10512

(h_3+ 114m2h10  q*p12 )
"\20 2100L2 126014
2h9 7-,'-2}«,'11
15 T 10512

w =

olarak bulunur.

Sayisal degerler yerine konursa (h = 1mve L = 2 m),

_ [osroa7e _ u7s7
©= o157 - |oasy - »3orad/s

sonucu elde edilir.
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5

12

)

K
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(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103a)
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(4.104)



5. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu calismada, kismi doldurulmus dikdortgen kesitli rijit bir tankin dogal frekanst;
analitik olarak ve iki tane sekil fonksiyonu i¢in, ii¢ adet deneme fonksiyonu
kullanilarak Galerkin yontemiyle hesaplanmis ve sonuclar Cizelge 5.1°de
kargilagtirmali olarak verilmistir. Problem; akiskan ideal (viskozitesiz) ve
sikistirllamaz, akigskanin hareketi gevrisiz (irrotasyonel), s1vi bolgesinde kavitasyon
olmadig1 ve yiizey dalgalarimin ¢ok kiigiik oldugu kabul edilerek c¢oziilmiistiir.
Ayrica, 1s1l, rolativistik ve kuantum etkiler ihmal edilmis, yiizey gerilmelerinin
onemli bir rol oynamaya basladig1 diisiik yogunluklu sivilar ¢alismanin kapsami

disinda tutulmustur (Altay ve Dokmeci, 2009; Moiseev ve Petrov, 1966).

Yiizey gerilmelerinin etkisi Morand ve Ohayon (1995) tarafindan ele alinmistir.

Kapsamli bir bilgi i¢in bu kitap incelenebilir.

Cizelge 5.1 : Analitik ve sayisal sonuglarin karsilastirilmasi

Analitik Sonug ve Sayisal Sonuglar w(rad/s) | Hata (%)
it — |8¢ Th _
1) | Analitik Sonug (a) =7 tanh( C )> 3,76

_ X Ty . .

2) | ¢ =c.cos (T) cosh (T) Icin Sayisal Sonug 3,76 0

XY .

3)| ¢ =d.y?cos (T) I¢cin Sayisal Sonug 4,62 23
XY .

4) | ¢ = (dyy? + dyy3) cos (T) I¢in Sayisal Sonug 3,35 11

Cizelge 5.1°den de goriildiigii lizere, analitik sonug ile ikinci sirada verilen deneme
fonksiyonun kullanilmasiyla elde edilen sayisal sonug birebir aynidir. Buradan, bu

sekil fonksiyonun oldukga iyi secildigi sdylenebilir.

Ucgiincii sirada verilen deneme fonksiyonun kullanilmasiyla elde edilen sayisal sonug

ile analitik sonu¢ arasinda %23 oraminda bir fark oldugu goriilmektedir. Ikinci
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siradaki sonug¢ ile iiglincii siradaki sonug¢ karsilastirildiginda; sekil fonksiyonu

seciminin sayisal sonucu ne kadar etkiledigi agik olarak goziikkmektedir.

Ayn1 sekil fonksiyonu igin; bir terim alinarak ve iki terim alinarak elde edilen sayisal
sonuglar, tabloda sirasiyla tiglincli ve dordiincii sirada verilmistir. Gortldigi gibi,

sadece fazladan bir terim alinmasi bile hatay1 %23’ten %11’e dlislirmiistiir.

Ugiincii ve dérdiincii siradaki deneme fonksiyonlar: igin problemin ¢dziimiinde
kullanilan matematiksel yaklagimin kotii olmadigi; aksine, daha ¢ok terim alinmasi

durumunda bu yaklagimin iyi sonuglar verebilecegi sOylenebilir.

Sonug olarak, sekil fonksiyonu se¢iminin hayati derecede dneme sahip oldugu ve

alinan terim sayisinin arttirilmasiyla analitik sonuca yaklagildigi goriilmiistiir.

Ayn1 problemin, oncelikle, elastik dikdortgen kesitli bir tank i¢in ¢ozililmesi; daha
sonra ise, farkli sekil fonksiyonlar1 i¢in, daha ¢ok terim alinarak ¢oziilmesi Onerilir.
Bununla birlikte, problemin, varyasyonel bir yontemle ve farkli geometrilere sahip
rijit/elastik tanklar icin de ¢6ziilmesi tavsiye edilir. Ayrica, elde edilen sonuglarin,
Fluent gibi bir hesaplamali akigkanlar dinamigi akis modelleme yazilimi

programindan elde edilen sonuglarla karsilastirilmasi da onerilir.
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