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OZET

UCUS KONTROL SISTEMININ ROBUST KALMAN FiLTRESI
TEMELINDE GELISITIRILMESI

Rafik HASANOV

Ucus kontrolii her zaman aktiialitesini korumakta ve bu konuda degisik

calismalar yapilmaktadir.

Bu calismada ucgusun kontrolii LQR vasitasiyla yapilmis ve Kalman filtresi

uygulanarak durum degiskenleri degerlendirilmesi yapilmistir.

Ol¢iim yolu ile elde edilmis sinyaller belli giiriiltiiler icermektedir. Dolayistyla
durum degiskenleri gercek degerlerden farkh degerlere sahip oluyorlar. Bu tiir
problemlerde genel olarak durum degerlendirilmesi (estimation) yapilmaktadir.
Durum degerlendirme algoritmasi olarak Kalman filtresi genis uygulama
alanina sahiptir. Caliyjmada olciim yolu ile elde edilmis uzunlamasmma ve
yanlamasina hareket parametreleri Kalman filtresi ile degerlendirilerek grafik

simiilasyonlar: yapilmstir.

Bazi1 durumlarda o6l¢iim kanalinda bozulmalar olusmaktadir. Optimal Kalman
filtresi bu tiir bozulmalara karst dayamkh degildir. Odur ki bu tiir
problemlerde dayamikhh durum degerlendirme algoritmasina gerek
duyulmaktadir. Bu caliyjmada dayamikhh durum degerlendirme algoritmasi
olarak Robust Kalman filtresi ol¢ciim kanalinda olusan bozulmalar sirasinda
ucagin uzunlamasma ve yanlamasima hareket parametrelerini degerlendirmek

icin uygulanmis ve grafik simiilasyonlar yapilmstir.

Anahtar Kelimeler: Kalman Filtresi, Robust Kalman Filtresi, LQR
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SUMMARY

DEVELOPMENT FLIGHT CONTROL SYSTEM BASED ON
ROBUST KALMAN FILTER

Rafik HASANOV

Flight control always remained as an active theme and there’s been many

studies related with this theme.

In this study flight control was designed according to LQR method and Kalman

filter was applied to get the best estimation of state variables.

Signals received by measurement devices include some noisy terms. Thus state
variables differ from actual values. In such conditions state estimations are
made. Kalman filter is widely used application as an estimator. In this study the
Kalman filter was applied to measurements of longitudinal and lateral motion
parameters of the aircraft and according to this were drawn graphical

simulations.

In some conditions, failures occurred in measurement channels. The optimal
Kalman filter is not robust in such situations. The Robust Kalman filter was
applied in estimation of longitudinal and lateral motion parameters of the

aircraft in such conditons and graphical simulations were drawn respectively.

Keywords: Kalman Filter, Robust Kalman Filter, LQR
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1. GIRIS

Bu caligmada kararsiz bir ugagin LQR yontemi vasitasiyla kontrolii saglanarak
kararli hale getirilmistir. Daha sonra bozuntulu dlgtimler optimal Kalman filtresi ile
degerlendirilmistir. Ol¢iim kanalinda bozulmalar olustugu an i¢in Robust Kalman
filtresi uygulanarak u¢agin uzunlamasina ve yanlamasina hareket parametreleri

degerlendirilmistir.

Ikinci béliimde ucak hareketini tanimlamak igin gerekli kabuller ve tanimlamalar
yapilmistir. Daha sonra simetrik ve kanat seviyesi ugusu i¢in uzunlamasina hareketin
dogrusal olmayan denklemler verilmis ve Taylor serisine agma yontemi ile
dogrusallagtirllmistir. Ugak hareketinin bilgisayar simiilasyonunu gerceklestirmek
i¢cin uzunlamasina ve yanlamasina hareket denklemlerinin ayrik zaman ifadesi durum

uzay1 i¢in elde edilmistir.

Ucgiincii béliimde Kalman filtresinin ¢alisma prensibinin iyi anlasiimasi i¢in basit bir
ornek verilmis, sekil ve diyagramlarla filtrenin ¢alismasi prensibi izah edilmistir.
Sonra lineer dinamik sistemler i¢in Kalman filtresinin matematik denklemleri
verilmistir. Olciim kanalinda olusan bozulmalar sirasinda optimal Kalman filtresi
dayanikli performans géstermemektedir. Odur ki, bu durumlar i¢in uygulanacak olan

Robust Kalman filtresinin uygun matematik ifadeleri verilmistir.

Doérdiincii boliimde optimal kontrol teorisi ile ilgili c¢alismalar hakkindaki kisa
bilgiden sonra, performans indisinin tanimi yapilmigtir. LQR tasarimi bir
optimizasyon problemi oldugundan dolayi, optimizasyon problemi formiilasyonu
anlatilmistir. Daha sonra diizenleyici problemi tanimlanmis ve LQR problemine
geemeden once karsimiza cikabilecek terimlerin matematik izahi yapilmistir. LQR
probleminin ¢6ziim asamalarini anlatim sirasinda bazi ispatlar yapilmig ve daha
sonra siirekli zaman i¢in optimal LQR’in ifadesi verilmistir. En son olarak ayrik

zaman optimal LQR anlatilmistir.



Besinci boliimde simiilasyon sirasinda kullanilmis olan ugagin ugus parametreleri,

LQR ve Kalman filtresinin degerleri verilmis simiilasyon asamalari izah edilmistir.



2. UCAK HAREKET DENKLEMLERI

2.1 Giris

Bu bolimde ugak hareket denklemleri elde edilmesi amaglanmistir. Bu
denklemlerdeki zamandan bagimsiz terimler lineerlestirilerek analiz ve simiilasyon
kolaylig1 saglanacaktir. Hem 6teleme hem de agisal donme birine karsilikli dikey ii¢
istikamette gerceklesecegi i¢cin ugak hareket denklemleri alt1 diferansiyel denklem ile

ifade edilecektir.

Ugak hareket denklemleri 3-boyutlu uzayda lineer ve agisal momentum i¢in korunum

yasalarinin bir neticesi olacaktir.

2.2 Ucakla Ilgili Kabuller

Ucgagin hareket denklemlerini elde etmeden Once, ucak hareketini tanimlamak i¢in
gerekli terminoloji ve kabuller iizerinde duralim. Ilk kabul olarak, ucaga kati cisim
gibi bakacagiz. Yani ucus sirasinda ucak iizerinde alinan herhangi iki nokta
arasindaki mesafenin sabit kaldigim varsayacagiz. Ikinci kabul olarak ise, ugagin
kiitlesinin zamanla degismedigini varsayacagiz. Ayrica hareketin kiiciik diiz bir
alanda ve donmeyen Diinya iizerinde gergeklestigini varsayacagiz. Bunun 6tesinde

yercekiminin sabit oldugunu da varsayacagiz.

Ugak hareket denklemlerini ifade etmek i¢in eksen takimlarina ihtiya¢ duymaktayiz.
Ugak alt1 serbestlik derecesine sahip oldugundan dolayi, denklemlerin elde edilmesi

sirasinda degisik koordinat sistemleri kullanilacaktir.

2.3 Koordinat sistemleri

Ucagin hareket ve konumunu tanimlamak i¢in bir ka¢ koordinat sistemlerinden
yararlanacagiz. Bu koordinat sisteminin bazilar1 navigasyon, bazilar1 ise kontrol ile
ilgilidir. Uygun koordinat sistemlerini asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

1. Ugak koordinat sistemi



2. Atalet koordinat sistemi
3. Stabilite koordinat sistemi
4, Riizgar koordinat sistemi.

Simdi bu koordinat sistemlerini tanimlayalim.

2.3.1 Ucak Koordinat Sistemi

Bu eksen takimmin orijini ugagin agirlik merkezine yerlestirilmistir. Xg birim
vektorii ugagin burnu dogrultusunda yonlenmis olup, genel olarak uzunlamasina
eksen adlandirilmakta, y, birim vektorii sag kanat dogrultusunda yonlenmis olup,
genel olarak yanlamasina eksen adlandirilmakta ve z; birim vektori ise asagiya

dogru pozitif olarak tanimlanmistir (Sekil 2.1).

2.3.2 Atalet Koordinat Sistemi

Ugagmn konumunu tanimlayabilmemiz i¢in bu koordinat sisteminden yararlana
biliyoruz. Atalet koordinat sisteminin merkezi diinya iizerinde herhangi bir nokta
olarak kabul edilmektedir. x, ve y, birim vektorleri yatay diizlem iizerinde, z,

birim vektorii ise agagiya dogru yonelmistir (Sekil 2.1).

X

2y

Sekil 2.1 Atalet ve ugak koordinat sistemleri (Dr. Craig Woolsey —Stability and

Control Lecture Notes)



Ucak i¢in kat1 cisim kabulii yaptigimizdan dolayi, ucgak iizerindeki herhangi nokta
ucak koordinat sisteminin konumu ve yonii ile belirlenir. Ucagin belli bir hizla
hareket ettigini varsayarsak, o zaman ugak koordinat sistemi atalet koordinat
sistemine nazaran Otelenmis olacaktir. Ayni sekilde ucagin belli bir agisal hizla
dondiigiinii varsayarsak, o zaman ugak koordinat sisteminin yonii atalet koordinat
sistemine nazaran degigecektir. U¢agin hizini atalet sistemine nazaran ugak koordinat

sistemindeki ifadesini

(2.1)

acisal hiz ifadesini ise

2.2)

e
Il
= O T

seklinde tanimlanabilir.

Ucak hareketi ile ilgili sik olarak karsilasacagimiz notasyonlar asagidaki tabloda

verilmistir.

Tablo 2.1 Sik kullanilan notasyonlar

Lineer yer ) Aerodinamik | Agisal yer Aerodinamik
Eksen ) Lineer hiz Acisal hiz
degisme kuvvet degisme moment
Xg Xg u X ® p L
Vg Vs v Y 0 q M
Zg Zg w Z 4 r N

Tablo 2.1’ de yer alan ¢, 68 ve y agilart Euler agilar1 adlandirilmakta ve ucgak
koordinat sistemindeki parametreler vektoriinii 3 ardisik donme ile atalet koordinat
sistemi vektorlerine doniistiiriiyor. Benzeri sekilde atalet koordinat sisteminden ugak
koordinat sistemine doniisiim yapiliyor. Tabloda belirtilmis olan agisal yer

degistirme sirasinda geriye kalan agisal yer degismelerin sifir oldugu kabul edilir.



2.3.3 Stabilite Koordinat Sistemi

Bu koordinat sistemi (X,,Y.,z,) ucak koordinat sistemi ile a hiicum agis1 ile

bagintilidir. Ugak koordinat sistemi Yy, ekseni civarinda -a kadar dondiiriildiigiinde

stabilite koordinat sistemi elde edilir. Bu eksen takimi aerodinamik kuvvet ve
momentlerin gosterilmesinde ¢cok dnemlidir. Genel olarak stabilite koordinat sistemi
kanat seviyesi denge ucusu i¢in tanimlanir. Stabilite koordinat sistemi Oyle

tanimlanir ki, Xg vektorii uzunlamasma hiz bileseni ile cakisir ve diger hiz

bilesenleri (v,w) sifir olur (Sekil 2.2 - Rauw, M., FDC 1.2 —A SIMULINK Toolbox
for Flight Dynamics and Control Analysis, Report, 2001).

2.3.4 Riizgar Koordinat Sistemi

Bu eksen takimi stabilite koordinat sistemi ile f yana kayma agist ile ilgilidir. z
ekseni S yana kayma agist kadar dondiiriildiigiinde riizgar koordinat sistemi (X, ,
Y2, ) elde edilir. Aerodinamik agilar olarak da bilinen a ve f acilar1 Sekil 2.2°de

gosterilmistir.

Sekil 2.2 Hiicum ve yana kayma agilarinin gosterimi

Sekil 2.2°den goriildiigii lizere hiicum agis1

o=tan™ — (2.3)



yana kayma agis1 ise

p=sintY (2.4)
\
denklemler ile ifade edilebilir.
2.4 Euler Ag¢ilar1 Transformasyonlari
Ugak dinamigi baslica iki koordinat sistemine — ugak ve atalet koordinat

sistemlerinin kullanimina dayanmaktadir. Ugak agirlig1 gibi baz1 vektorel biiyiikliik
atalet koordinat sisteminin diisey eksenine nazaran sabit kalmaktadir. Bu biiyiikligiin
bilesenlerinin ucak koordinat sisteminde ifade edilebilmesi i¢in bir transformasyona
ihtiya¢ duyulmaktadir. Ugak wugusu sirasinda cok degisik konumlarda olabilecegi
icin atalet koordinat sistemindeki Dbilesenlerin u¢ak koordinat sistemine

doniistiiriilmesi i¢in acisal transformasyonlarin yapilmasi kullanilmazdir.

Atalet koordinat sisteminden ugak koordinat sistemine doniisiim degisik sekillerde
gerceklestirilebilir. Fakat ugus mekaniginde bu doniisiim Euler ac1 transformasyonu
kuralina gore yapilmaktadir. Euler teoremine gore “Farkli eksenler civarindaki
istenilen sayidaki doniisiimler en sonunda tek bir donilisime esdeger olmak

zorundadir.”

Euler ac1 transformasyonu asagidaki 3 doniisiim ardisikligindan olusmaktadir [1].

(Sekil 2.3)

X

X

¥ X3 o
¥ X /‘ ¥is C
¥y
1] :
]
— >
in
5, % ‘
v ¥1 X Zy
x ¥
v ] @
}Q : 1
Zy, & ¥is Xg

Sekil 2.3 Euler ag1 transformasyonu (Dr. Craig Woolsey —Stability and Control
Lecture Notes)



Bu doniisiimler sonucunda genel transformasyon matrisi asagidaki gibi ifade
edilebilir.

C,C, 5,Cq -S,
T=T,T,T, =|(C,SS,-5,C,) (5,5S,+C,C,) CyS, (2.5)
(c,s.C, +5,8,) (5,5.C,-C,S,) C,C,

Buradaki T transformasyon matrisi yardimi vasitasiyla ugak koordinat sisteminden
atalet koordinat sistemine doniisiim miimkiin olmaktadir. Tersi bir doniisiim i¢in ise

T' matrisi kullanilmaktadir. Notasyon kolayhig1 agisindan S, =siny olarak ifade

edilmistir. Diger acilarin sin ve cos’larina da benzer notasyon kolayligi

uygulanmstir.

2.5 Ucak Hareket Denklemlerine Giris

Daha once de belirttigimiz iizere, ugagi referans sistemine nazaran atmosferde
hareket eden rijit bir cisim olarak ele alacagiz. Bundan baska, yerin kendi ekseni
etrafinda, Giines etrafinda donmelerinden ve ugus sirasinda riizgar tarafindan
olusturulan ivmeleri gdz 6niinde bulundurmayacagiz. Ug boyutlu uzayda ugak alti
serbestlik derecesine sahiptir. Bunlardan ii¢li 6teleme, ti¢ii ise donme hareketidir.
Ugus sirasinda ugaga agirlik, aerodinamik ve itki kuvvetleri etkir. Hareketin 6teleme

denklemi vektorel sekilde asagidaki gibi ifade olunur.

dv

m = > F=Acrodinamik-+itki+Agirlik (2.6)
% : ucagin agirlik merkezinin hizi
m : ucagin kiitlesi
F : ucaga etkiyen dis kuvvetler

Hareketin donme denkleminin vektorel ifadesi ise

dH

S > M =Aerodinamik-+itki (2.7)

ile verilmektedir.

H : a¢1sal momentum



M : ucaga etkiyen dis momentler

(2.6) ve (2.7) denklemleri ile ifade edilen vektorel biiytlikliikler skaler cinsten
asagidaki sekilde yeniden yazilabilir.

d d d
F, = a(mu) F, = a(mv) F, = a(mW) (2.8)
L=y M=9H N=DH 2.9)
dt dt ’ dt

Simdi ugak tizerinde kiitlesi dm, atalet koordinat sistemine gbre hizi v olan bir
parcacik ele alahm. 8F ise bu pargacik kiitleye etki eden kuvvet olursa, o zaman

Newton’un ikinci yasasina gore

5F = om 3 (2.10)
dt

ve ucaga etki eden toplam dis kuvvet ucagin tiim parcaciklarina etki eden kuvvetlerin

toplamina esit olacaktir.
Y SF=F (2.11)

om Kkiitleli pargcacigin hizi ise

v=v +2F (2.12)

. dr . .
burada v, u¢agin agirlik merkezinin hiz, pr ise pargaci@in agirlik merkezine

nazaran hizidir. (2.12) ifadesini (2.10) denkleminde yerine yazalim.

d dr
D> SF=F= EZ(\“ +E}3m (2.13)

Ucagin agirliginin degigsmedigini kabul ettigimiz i¢in

d

\ 2
F=m °+—§ rém 2.14
dt  dt? (2.14)




r agirlik merkezinden 6lgiildiigii icin ZrSm toplam1 sifira esit olacak ve (2.14)

denklemi asagidaki sekli alacaktir.

F=m—2° 2.15
it (2.15)

(2.15) denklemi ucaga etki eden dis kuvvetlerle ugagin agirlik merkezinin hizini

iliskilendiren ifadedir.

Benzer yaklagimla om kiitleli parcacik i¢in moment denklemini yazalim.

d d
M=—H=—(rxv)dm 2.16
H=g (v (2.16)

Parcacik kiitlenin hiz1 agirlik merkezinin hiz1 ve pargacik kiitlenin agirlik merkezine

nazaran hizi cinsinden ifade edilebilir.
v=vc+%=vc+a)xr (2.17)

burada ® ucagin agisal hizi, r ise pargacik kiitlenin agirlik merkezine olan

konumudur. Momentumlarin toplam momenti

H=>5H :Z(rxvc)ﬁm+2[rx(coxr)]5m (2.18)

denklemi ile ifade edilebilir. v, hizi toplama nazaran sabit oldugundan toplam isareti

disina ¢ikarilabilir.
H=>"rdmxv, +> [rx(oxr)pm (2.19)

(2.19) denklemindeki ilk terim Zrém sifira esit olmasindan dolayr sifira esit

olacaktir. A¢isal hiz ve konum vektorlerini

=pi+0gj+rk
® {-)I +<3u+ (2.20)
r=Xi+yj+zk

denklemleri ifade edelim ve (2.19) denkleminde yerine yazalim.

H = (pi +qj+rk)Z:(x2 +y? +22}Sm—2(xi +yj+zK X px +ay +rz) (2.21)

10



H’nin skaler bilesenleri ise

H, = pX(y2 + 22 pm—q> xydm—r> xzm
H, =—p> xydm+ QZ(X2 + yz)Bm— ry yzém (2.22)

H, =—p) xzdm—-q)_ yzdm+ rZ(x2 + yz)Sm

Denklemdeki toplamlar kiitle momentleri olup, asagidaki denklemlerle ifade

olunurlar.

IX:IJV](y2+zz)6m IXY:J"[J'xyéSm
I, = J{j (x2 + zZ)Sm l, = [{J xzm (2.23)
I, = '[_[j (x2 + yz)Sm l, = J..[J‘ yz8m

o agisal hizi ile donen bir koordinat sistemi ile ilgili her hangi bir A matrisinin

tiirevi asagidaki sekilde gosterilebilir.

dA| _dA

— +oxA (2.24)
dt|, dt

B

denklemdeki | ve B indisleri atalet ve ugak koordinat sistemlerini gostermektedir.
(2.24)’1i daha 6nce elde edilen (2.15) ve (2.16) denklemlerine uygularsak

F:mdc\i/tc +m(@xVv,)
® (2.25)
M= H +oxH
dt |,

denklemlerini elde ederiz. Bu denklemlerin skaler ifadeleri ise

Fo=m(&-qw-rv) F,=m(&ru—pw) F, =m(We pv—qu)

2.26
L=t +qH,-rH, M=K +rH, —pH N:I-&Z+pHy—qH( )

z X

olacaktir. Ucaga etki eden kuvvet ve moment bilesenleri aerodinamik, agirlik ve itki

bilesenlerini igermektedirler.
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Ugak koordinat sisteminin konumuna gore 1, =1, =0 olacaktir. Yani xz ugagin

simetri diizlemi oldugunu kabul ediyoruz. Bu kabulii moment denklemlerinde yerine

yazarsak

L=1,p1, &qr(l -1,)-1,pq
M =1 pr(l, -1,)-1,(p?-r?) (2.27)
N=I r_lxzp+pq( ) xzqr

denklemlerini elde ederiz [2].

Ucagin acisal hizlar1 ile Euler acilarinin oranlar1 arasindaki baglanti ise asagidaki

denklemlerle ifade edilir.

p 1 0 —sind W&
qg|=|0 cosp cosf-sing |- (2.28)
r 0 —sing cosé-cosp

Agirlik kuvvetini transformasyon matrisi yardimiyla atalet koordinat sisteminden
ucak koordinat sistemine doniistiiriir ve elde edilecek baglantiy1 (2.26) denkleminde

g0z Oniine alirsak asagidaki baglantilar: elde ederiz.

m(&+ qw - rv) = X - mgsing
m(¥e- ru - pw) =Y + mgcosésing (2.29)
m(We+ pv - qu) = Z + mgcosfcosy

2.6 Kiiciik Perturbasyon Teorisi

Bir oOnceki boliimde elde ettigimiz denklemlerin dogrusallagtirilmasinda kiiclik
perturbasyon teorisi kullanilacaktir. Bu teorinin uygulanmasi sirasinda ugak
hareketini 1ki hareketin toplami —siirekli ugus durumu ve bu siirekli ugus
durumundan olan kiigiik sapmalar seklinde kabul edecegiz. Dogal olarak, genis
biiyiikliiklerle gerceklesen ugus kosullar1 (6rnegin ucgagin inisi) i¢in bu teori

uygulanamaz.

Ugak hareketini tanimlayan denklemlerdeki tiim degiskenler bu degiskenlerin

referans degeri ile referans degerinden olan sapmanin toplamu ile degistirilecektir.
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u=u,+Au V=V, +Av W =W, +Aw
P=p,+Ap q=4, +Aq r=r,+Ar

X=X, +AX Y=Y, +AY  Z=Z,+AZ (2.30)
M=M,+AM N=N,+AN L=L,+AL
5=8,+A5

Kolaylik i¢in, referans ugus durumunun simetrik oldugunu ve itki kuvvetlerinin

degismedigini kabul ediyoruz. Yani,
Vo =P =0o =T =¢, =y, =0 (2.31)

Hatta bunun 6tesinde, X ekseninin istikameti ugak hiz vektorii ile ayn1 yonde oldugu

takdirde w, =0.

Simdi kiiciik perturbasyon teorisini u¢ak hareket denklemlerinde gz Oniine alarak

basitlestirme yapalim.
m(&- qw - rv) = X - mgsind (2.32)
Kiiciik perturbasyon degiskenlerini (2.32) denkleminde yerine yazalim.

X, +AX —mgsin(4, + Af)
(2.33)

= m{%(uo +Au)+ (g, + Ag)w, +Aw)—(r, +Ar)v, + Av)}

(2.31) esitligini (2.33) denkleminde goz Oniine alir ve basit trigonometrik islemi

uygularsak, (2.33) denklemi asagidaki hali alir.
X, +AX —mg(sin 8, + Abcosd, ) = mA& (2.34)

Referans ugus durumunun sifira esit oldugundan dolayr (2.34) denklemi asagidaki

gibi basitlesmis olur.
AX —mgAd, cosd, = mAK (2.35)

AX Kkuvveti x yoniindeki aerodinamik ve itki kuvvetlerinin degisimi oldugundan

dolay1 perturbasyon degiskenleri terimleri cinsinden Taylor serisi ile ifade edilebilir.
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Eger AX ’insadece u,w,d, ve 6; 'nin fonksiyonu oldugunu kabul edersek, o zaman

AX asagidaki sekilde ifade edilecektir.

aX = 2 pu+ Zoaws Xops, + X
ou ow 3o, 86,

8, (2.36)

burada 0X/ou, oX/ow, 0X/05, ve OX/0d; aerodinamik tiirevleridir. (2.36)

denklemini (2.35) denkleminde yerine yazarsak,

Al&:ié—xAu+ia—xAw—gcoseoA6+£a—x89+£a—x8T (2.37)
m ou m ow m 0o m 00+

denklemini elde ederiz. Notasyon kolaylig i¢in

1, 1, 1X 1

Xu_ w S 5 T
m ou m ow m o9, m 0o

(2.38)

yazalim. (2.38) denklemi ifade edilen biiytikliikler stabilite tiirevleridir.

Cagdas ucaklarin hareketlerinin analizinde kullanilacak aerodinamik tiirevleri

asagida verilmistir.

AX = a—XAu +8—XAW+ a—XASe +8—X§T
ou ow 00, 00
AY :a—YAv+a—YAp+a—YAr+a—Y8r
ov op or 00,
AZ = %Au +%AW+%A\&+ %Aq +£A89 +£6T
ou ow o oq 0%, 00,
(2.39)
oL oL oL oL oL

AL=—Av+—Ap+—Ar+—A3, + —9,

ov op or 0%, 0%,
AM = oM AU + oM AW + oM At oM AQ+ oM AS, + oM O;
ou ow ok aq 0%, 00+
AN = ﬁAv+@Ap+ﬁAr+ﬁA8, +ﬂ6a
ov op or 0%, 0%,

AX i¢in uygulamis oldugumuz prosediirleri diger kuvvet ve moment denklemleri
i¢in uygular ve yunuslama, yuvarlanma ve sapma oranlarini da ilave edersek, tam

ucak hareketini ifade eden denklemleri elde ederiz [2].

Ucagin uzunlamasina hareket denklemleri;
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A= X AU+ X, AW — gcost,Af + X; Ad, + X5 Ad;

A= Z AU+ Z AW+ U AQ — gsinG, A0 + Z; AS, +Z 5 Ao,
A= M Au+M AW+ M AWt M Ag+M; Ad, + M; Ad;
A= Aq

(2.40)

Sagladig1 bilgi acisindan dikey hiz yerine hiicum agis1 kullanilmaktadir. Dikey hiz ile

hiicum agis1 arasinda
AW =U,Aa (2.41)
Ucagin yanlamasina hareketinin denklemleri;

A=Y, AV — U, AT + W, p + g C0SO,A0 +Y; A,

A= LAV + LLAp + LIAr + L A3, + L AS,

A= NJAV+ N Ap+ N7Ar + Nj A5, + Nj A3, (2.42)
Age= Ap + Artand,

Ayk= Arsect,

Genel olarak yana kayma hizinin yerine yana kayma agis1 kullanilmaktadir ve bu

iligki
AV =U,AB (2.43)

denklemi ile ifade olunur [3].

Simdi (2.40) ile ifade edilmis uzunlamasina hareket denklemlerinin durum

uzayindaki ifadesini yazalim.

A
AW

X, 0 —gcosd, || Au
Z, U, —gsing, || Aw

X,
Z,
A(&_M M, M M,

w q
2 4 L442*0 44913 QQ ?3

)&Iong AIong Xlong Blong

ZINX

1%5 (2.44)

e UIong

(2.44) denkleminde (2.41) esitligi gz Oniine alinmis ve itki ile ilgili kontrol terimi

~

thmal edilmistir. Ayrica I\7I'U,I\7I'a,Mq,I\7I'H ve MSS terimlerini, (2.40) denklemindeki

AW ifadesini A& ifadesinde yerine yazmakla elde edilir ve
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M, =M,+M,Z,
M, =M, +M,Z,
M, =M, +UM,
Me = —gM gsiny,
M, =M, +M,Z,

denklemleri ile ifade edilir.

Simdi ise (2.42) ile tanimlanmis yanlamasina

uzayindaki ifadesini yazalim.

M OLY, 00 -1 cosf, O
AL L 0 0
&:
ARIZING NN 0 0
Agk

0 1 tan6, 0 0
J‘%‘fi 1% 494 3%% 4 4 04 4 45
at AIat

burada

Li=L,+1gN,  Nj=Ng+1,L,
NO=N +1,L,  Li=L +1gN,
L. =L, +1gN, N =N, +1,L,
Nér:Nar"'lALsr IAEIXZ/Ixx

IB

(2.45)

hareket denklemlerinin durum

.

A8l |0 Y,

Ap Ly, L A,

Ar |+ N;  N; (2.46)

a r 68

Ap 0 0 1 : 3
13§ 92 4%

x|at Blat

L =L, +1gN,

N/ =N, +1,L,

2.47

Lé,:L8,+IBN8r ( )
=1, /1, Y:St :YBr/uO

2.7 Ucak Hareket Denklemlerinin Ayrik Hale Getirilmesi

(2.40) ve (2.42) denklemleri ile verilen uzunlamasina ve yanlamasina hareket

denklemlerini kullanarak ucagin hareketinin bilgisayar ortaminda simiilasyonunu

gerceklestirebilmek icin ayrik sekilde ifade edilmesi gerekir. Modelin ayrik ifadesini

elde etmek icin tirevin tanimindan faydalanilir. Ugagin 6ne dogru hiz (Au)

denklemini yeniden yazalim ve tirev tanimindan yararlanarak onu ayrik hale

getirelim.

Ade= X AU+ X, AW —geosd,Ad + X5 AJ,
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Au(ty;)-Au(t,) _ Au(k+1)-Au(k)
At At

(2.48)
= X,Au(k)+ X, Aw(k) - gcosd,A0(k)+ X, AS, (k)

Burada k iterasyon numarasidir. Au(t, ), 6ne dogru hizin t,,, amindaki, Au(t,)
ise ©ne dogru hizin t, amndaki degeridir. Au(k+1)=Au(t,.,) Ve

Au(k)= Au(t, )*dir. (2.48) ifadesini diizenlersek asagidaki denklemi elde ederiz.

Au(k +1)= (X, At +1)Au(k)+ X, AtAw(k) — geos,AtAA(k )+ X , AtAS, (k)

(2.49)

Benzer sekilde bu tanimi diger uzunlamasina ve yanlamasina hareket denklemlerine
de uygular, (2.41), (2.43) ifadelerini bu denklemlerde g6z onilinde bulundurarak ve
durum uzayinda ifade edersek, durum matrisleri asagidaki gibi elde ederiz. Dikkat

edelim ki burada,

M, =M, +M =% M, =M, +M,
uO
Za ~ g . 3,
M, =M, +Mg,Ze M, =-3M,sinb, M, =M, +M,
uO 0 0

(2.50)
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XyAt+1 X o At 0 — g cosfgAt 0 0 0 0 0
z
u o g |.
A Lat+1 At —— [singgat 0 0 0 0 0
u u u
0 O~ _ 0~
AL MgAU MgAt+l M At 0 0 0 0o 0
0 At 1 0 0 0 0 0
X(k+1)= g X(k)+
0 0 0 0 YBAt+1 0 — At —COSOO 0
Up
0 0 0 0 LBAt LpAt+1 LrAt 0 0
0 0 0 0 NpAt  NpAt  Npat+l 0 0
0 0 0 0 0 At tanBpAt 1 0
0 0 0 ec t 0 1
18444%4484444%4244%448458%4'44% 43
L A _
XgeAt 0 0
z
)
—EAt 0 0
u
~0
MS At 0 0
0 o o |u(k)
0 0 YSrAt
0 L'SaAt L'SrAt
0 N, At Nj At
0 0 0
0 0
1%442°4 4 58
L B i
(2.51)
burada
68
U=|3d,4 (2.52)
3
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3. KALMAN FILTRESI

3.1 Giris

Rudolf Kalman kendisinin 1960 yilinda yaymlanan meshur makalesinde, olasilik
teorisini (daha spesifik olarak, rasgele degiskenlerin sartli Gauss dagilimi) esas alan
durum degerlendirme filtresinin yapisin1 agiklamistir. O tarihten itibaren Kalman
filtresinin uygulama alani hava ve ekonomik Ongdrmelerden ucgak ve uzay
araglarinin navigasyonuna kadar cok genis bir yelpazede kullanilmaya devam

edilmektedir.

Kalman filtresi sistemin dinamik modeli ve 6l¢iim modeli verildigi takdirde sistemin
durumunu degerlendiren, yinelemeli (recursive) matematiksel denklemler takimidir.
Sistemin modeli siirekli veya ayrik zaman olarak tanimlanabilir ve sistemin normal
dagilima sahip beyaz Gauss giiriiltiisii adlanan sistem bozuntusu ile tetiklendigi kabul
edilir. Olgiimler ise varyansi belli normal dagilima sahip beyaz Gauss giiriiltiisii ile

bozulmaktadir.

Filtre ongdérmeyi diizeltme prensibi ile ¢aligmaktadir. Sistem modeli kullanilarak

ongorme yapilir ve daha sonra bu 6ngérme 6l¢iimiin kullanilmasiyla diizeltilir. Bu

Kalman filtresinin genel veri akis diyagrami asagidaki sekilde (Sekil 3.1)

gosterilmistir.[4]
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:- Degderlendirmea =

1
1 Gevrimi K :
: z = Hzi :
z ——p " T+
! 1
1 1
" Hzt !
1 1
H—l ()= '
1 1
I- mal BN BN BN BN BN BN NN BN NN BN BNN BN BN BN BN BN BN BN B - .
I Kazang gevrimi :
ip—1 > Transpose 1
1
| :
1 1
I DPHDT I
1 1
GRG' 1 - 1
I T P !
1 . 1
I (Riccati denkleminin Pi=) A "
: ghzimi) = 1
I 1 :
I ) »
. ¢ X KHPG :
! 1
: HP) :
1 > 1
1
1 1 [ ) :
I —
. - E| !
. ranspose »-— .
! 1
! POHT :
1 > @ 1
: - 1
I Y .
1 >
i (HPSHT + R
: HPSHT 1
1
R : 3 k_L,. _ - Inverse :
1 HP-HT+ R I

Sekil 3.1 Kalman Filtresi genel veri akis diyagram1 (Grewal S. M., Andrews A. P.,
Kalman Filtering: Theory and Practice Using MATLAB, John Wiley & Sons Inc.,
2001)
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3.2 Kalman Filtresinin Calisma Prensibine Dair Bir Ornek

Filtrenin ¢alisma prensibini anlayabilmek i¢in basit bir 6rnek verelim. Basitlik i¢in
bir arabanin dogru ve uzun yol boyunca hareket ettigini diisiinelim. Yani bir boyutlu
hareket s6z konusudur. Uzak bir gdzlemci arabanin konumunu 6lgmiistiir. Arabanin
hizi ve ivmesi direkt olarak 6l¢iilmemistir. Arabanin simdiki ve gelecekteki durumu
ve hizin1 degerlendirmemiz talep olunmaktadir. Kalman filtresi araban durumunun
ifadesinde X ve P matrislerini kullanmaktadir. X vektorii arabanin durun

degiskenlerini

x-4] @
v

ifade etmektedir.

Sensorlerin dogruluklarinin sinirli olmast ve durumlarin her zaman ol¢lilememesi
gerceginden dolayr durum vektoriindeki degerler belli olmayan gergek deger
yaklagimindan &te bir sey degildir. Olgiimdeki hatalar1 beyaz giiriiltii seklinde tam
olarak ifade edildigi kabul edilmektedir. Kalman filtresi bu hatalar1 Sekil 3.2°de

verilmis normal Gauss dagilimi vasitasiyla modellemektedir.

Masilik

A .

-

d Konum

Sekil 3.2 d konumu i¢in Gauss dagilimi [5]

Gauss dagilimi gercek degerin hangi aralikta bulunabilecegini ifade etmektedir.
Konumun durum vektdriindeki degerini is d gostermektedir. Gauss dagiliminin
genisligi standart sapma ile karakterize edilmektedir. Standart sapma biiyiik oldugu
zaman dagilim genis olmakta ve bu ise d konumunun degerinin dogrulugunun kii¢iik
olmasina sebebiyet vermektedir. Kiiclik standart sapmalar ise degerin daha dogru

olduguna isarettir. P kovaryans matrisi ise belirsizlikleri muhafaza etmekte olup nxn
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boyutlu bir matrisidir. Burada n durum degiskenlerinin sayisidir. Ornegimizde P 2x2
boyutli bir matristir. Sirasiyla konum ve hiz durum degiskenlerinin standart

sapmalarin1 6, Ve ¢, ile isaret edersek, o zaman kovaryans matrisini

P={ o, cdov} (3.2)

Gdcv Gv

seklinde ifade olunacaktir.
Kalman filtresi sistemin ve 6l¢timiin modellerine ihtiya¢ duymaktadir. Sistem modeli
yeni Ol¢iimlerin mevcut olmadigi durumda durum degiskenlerinin zamanla nasil

degistigini ifade eder ve
X= AX +Gw (3.3)

seklinde ifade olunur. Burada w kovaryansit Q (1x1) olan beyaz giiriiltiidiir.

Ornegimiz icin (3.3) denklemini acik sekilde yazarsak

m% ﬂ[iHﬂW (3.4)

denklemini elde ederiz. Goriildiigii lizere modelimiz ¢ok basittir. Konumun tiirevi

hizdir, hizin tiirevi sifir iken, sadece giiriiltii teriminden ibarettir.

X durumunu Ol¢iim ile ilintileyen Ol¢lim modelini asagidaki denklemle ifade

edebiliriz.
Z=HX+e (3.5)

(3.5) denklemindeki Z 1x1 boyutunda vektér olup, uzaktan Olgiilen y konumu
igcermektedir. Denklemdeki e terimin ise kovaryansi R olan beyaz giiriiltiiyii ifade

etmektedir.

Sekil 3.3 Kalman filtresinin genel akis semasini temsil etmektedir. Filtre t zaman an1
icin X ve P matrislerinin baglatilmasiyla ¢alismaya baslar. Konumun o6l¢limiiniin
yapildig1 her zaman aninda filtre yeni bilgiyi prosese yansitmak amaciyla X ve P’yi
giincellestirir. t; aninda yeni bir 6l¢lim yapildigini varsayalim. X ve P i¢in t; anindaki
yeni degerlerinin bulunabilmesi i¢in filtre sistem modelini kullanarak zaman

giincelleme (6ngdéreme) basamagini c¢aligtirir. Daha sonra uzaktan dlgililen degerin
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yeni degerlerle harmanlana bilmesi i¢in 6l¢iim modelini kullanan 6l¢iim gilincelleme
(diizeltme) basamagi c¢alistirilir. Son olarak ise X ve P’nin yeni degerleri bulunur.

Daha sonra zaman t; ayarlanarak her yeni 6l¢tim i¢in 6ngérme-diizeltme basamaklari

C X ve P'yi Baslat )

X -Durum. P -Kovaryans «ff———

y

Zaman Giincelleme
(Ongdrme)

Sensdr Olgiim Giincelleme
Girisi (Diizeltme)

X Durumu Ongériilen
Ekstrapolasyonu Konum

Sekil 3.3 Kalman filtresi genel akis diyagrami [5]

tekrarlanir.

Zaman giincellemesi basamaginda yeni 6l¢lim hesaba katilmadan X ve P’nin t

anindan t; anina ekstrapolasyonu yapiliyor. Bu basamak asagidaki tiirevleri

birlestirilir.
X= AX (3.6)
B= AP + PAT + GQG” (3.7)

Bu problemin ¢6ziimii genel olarak 4. dereceden Runge-Kutta yontemiyle elde
edilmektedir. Buradan kapali form ¢dziimii bulunmaktadir. Ornegimiz igin kapali

form ¢oziimi
d, =d, +v(t, -t) (3.8)

ifade edilecektir.
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Olgiim giincelleme basamaginda yeni dlgiimler de gdz 6niine alinarak t; zamani igin

X ve P hesaplanir ve denklemleri asagidaki gibi ifade edebiliriz.

K=PHT[HPHT +R]" (3.9)
P, =(1-KH)P (3.10)
X, =X+K(Z-HX) (3.11)

Burada K Kalman kazan¢ matrisi | ise birim matristir. Bu ornek i¢in kazan¢ matrisi

2x1 boyutlu, birim matris ise 2x2 boyutludur.

Peki kombinasyonlar nasil olusur? Zaman ve Ol¢lim basamaklart uygulandiklari
sirada konum ve standart sapma ile neler bas verdigini agiklamak i¢in grafik ifade

kullanacagiz.

Olasihik

Ty Celf

-

Konum

Sekil 3.4 Konum ve standart sapmanin zaman ve Ol¢iim giincelleme basamaklari

sirasindaki degisimleri [5]

d konumun t anindaki ¢, standart sapmasi seklin sol tarafinda yer almaktadir. t;

aninda standart sapmasi 6, yeni Olglim (y) yapiliyor. Zaman giincelleme

basamaginda d baslangi¢c konumu i¢in t; anina ait d;i konumu 6ngoriilmesi yapiliyor.
Yeni 6, standart sapmasi baslangi¢ o, standart sapmadan buytiktiir. Buna sebep
zaman giincelleme basmagmin calismast sirasinda kovaryansin arttirict  etki
yapmasidir. Clinkii yeni Ol¢iim yapilmadigi igin giiriilti zamanla belirsizligin
bliylimesine sebebiyet veriyor. Daha sonra oOl¢iim giincelleme basamaginda

ongoriilen konum degeri ile dlgiim birlestirilerek 6, standart sapmasina sahip dy
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konumu elde edilir. Kaydedelim ki, son konum zaman giincelleme ve Olgiim
degerlerinin harmanlanmasi (birlestirilmesi) sonucunda olusmustur. Son konumun

6, standart sapmasi baslangi¢ konumun 6, Vve o, standart sapmalarindan kiigtiktiir.

Zaman giincelleme degeri ile 6l¢timiin birlestirilmesiyle Kalman filtresi daha dogru

degere ulagir.[5]

Hiz direkt olarak OoOl¢iilmemesine ragmen X vektori hiz ile ilgili degeri de
icermektedir. Kalman filtresi devamli olarak (3.8) ongoriiciisiinii kullanarak konum

ve hiz i¢in en iyi degerleri bulmaya caligir.

Sekil 3.3’de tasvir edilmis olan filtre bir bilgisayar algoritmasi gibi ¢alisir.
Basamaklarin ¢ogunda matrisler tlizerinde carpma ve toplama islemi yapar.
Modellemede zor olan kisimlardan birisi X durum degiskenleri ile A matrisi
arasindaki iligkinin belirlenmesi ve giriiltii ile ilintili Q ve R matrislerinin

belirlenmesidir. Ideal halde modelin miikkemmel olmasi igin (Z—HX) kalaninin

(residual) beyaz giiriiltii gibi davranmas1 gerekir.

3.3 Lineer Dinamik Sistemler i¢cin Kalman Filtresi

Kalman Filtresi ii¢ temel asamadan olusur. t<t; kosuluyla bir dinamik sistemin t;
anindaki durum degiskenlerinin, sistemin Onceki oOzelliklerinden faydalanarak
hesaplanmasina 6ngérme (prediction, extrapolasyon) asamasi denir. Eger herhangi
bir t aninda dinamik bir sistemin tj anindaki durum degiskenleri t = t; kosulu ile t;
anindaki olgiilerde kullanilarak hesaplaniyorsa, bu asamaya filtre asamasi (update)
denir. Eger herhangi bir t aninda dinamik bir sistemin t;j anindaki durum degiskenleri
t>t; kosuluyla, t; anina kadar ki olgiilerle birlikte hesaplaniyorsa bu asamaya da

yumusatma asamasi denir. [6]

Navigasyon Ol¢limlerinin islemi problemlerine, Kalman filtresi genis sekilde
uygulanmaktadir. Bu durumda filtre, asagidaki amaclarla kullanilir.
1. ol¢iim hatalarinin kiiciiltiilmesi ve dl¢giilen parametrenin daha dogru degerinin
bulunmasi;
2. cesitli bilgi kaynaklarinin komplekslestirilmesi;
3. ucagin durum vektoriiniin 6l¢iilmeyen parametrelerinin belirlenmesi;

4. ucakta meydana gelmis bozuntularin teshisi.
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Lineer ayrik dinamik sistemi ele alalim. Sistemin durum denklemi sistemin
dinamigini, gozlem denklemi O&l¢limiin olusma mekanizmasini belirler. Bu
denklemler lineer sistem i¢in asagidaki gibi yazilir:

Durum denklemi
X(k +1) = ®(k +1, kx(K)+ G(k +1, k)w(k), (3.12)
GoOzlem denklemi

y(k) = H((K)+ (k) (313)

burada x(k) sistemin n boyutlu durum vektériidiir, @ (k+1,k) onun nxn boyutlu
transfer matrisidir, w(k) - r boyutlu rasgele Gauss bozuntu vektoridiir (sistemin

bozuntusu), onun ortalamasi sifir, korelasyon matrisi ise,
E[W(k)WT(j)]:Q(k)ﬁ(kj),E istatistik ortalama operatoriidiir.  8(kj) Kroneker

semboludur

Lk=]
0,k #j

a<kj>={

G(k+1,k) sistemin bozuntusunun nxr boyutlu transfer matrisidir, y(k) — s boyutlu
gbzlem vektoriidiir, H(k) sistemin sxn boyutlu gézlem matrisidir, v(k) dl¢limlerin s

boyutlu bozuntu vektoriidiir, onun matematik beklemesi sifir, korelasyon matrisi ise,
Epv(vT (7)) = R(K)5(Kj)

Baslangi¢ X(0) durumunun ortalama degeri KE) ve korelasyon matrisi P(0) Gauss

vektoriidiir. Sistemin bozuntusu w(K) ve O6l¢iim hatast v(k) arasinda korelasyon

iliskisi yoktur
Elw(k)v" (§)]= 0.k, |

Durum vektoriiniin y(k) gozlem vektorleri ardisikligina gore degerinin bulunmasi
istendiginde, Kalman filtresine dayanan lineer filtreler kuramimin kullaniimasi

gerekir.
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Lineer ayrik dinamik sistemin durum vektoriiniin optimal degerlendirme algoritmasi
asagidaki denklemler sistemi ile yazilmaktadir:

Degerin denklemi

K(k/k)=®(k, k -1)%(k -1/k -1)+ K(k Jy(k) - H(k)®(k, k -1)%(k -1/k -1)]
= X(k/k -1)+ K(k)Z(k/k -1)

(3.14)
burada K(k) optimal filtrenin matris kazang katsayisidir.
K(k)=P(k/k)HT (k)R*(k
(9= PllgOH"(0R*(0 _1 a1
= P(k/k-DHT (K)[H(K)P(k/K —D)HT (k)+ R(K)]
Degerin hatasinin korelasyon matrisi
P(k/k)=P(k/k -1)~P(k/k -)H" (k)
9 (3.16)
< [H()P(k/k -HT (k) + R()] H(Kk )P (k/k -1)
Ekstrapolasyon hatasinin korelasyon matrisi
P(k/k-1)= ®(k/k -1)P(k -I/k -1)®" (k,k —1) (3.17)

G(kk-1Q(k-1)G™(k,k 1)
Bagslangic kosullar
%(0/0)=x(0) . P(0/0)=P(0)

Calisma algoritmast (3.14)-(3.17) denklemleri ile yazilan optimal filtreye Kalman
filtresi denir. K(K) ve P(k/k) i¢in asagidaki denk ifadeler de gegerlidir:

K(K)=P(k/K)H"(K)R™(k)
P(k/k)=(1-K (K)H(K))P(k/k-1) (3.18)
P(k/K)=[P(k/k-1)+HT(K)R(K)H(K)]*

P(k/K)=P(k/k-1)[1+HT(K)R*(K)H(K)P(k/k-1)]™
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burada | birim matrisidir

Filtrenin ¢aligmasi i¢in aprior bilgiye gore bilinen @ ve P(0) baslangi¢ degerleri,
sistem bozuntusunun korelasyon matrisi Q(k) ve 6l¢tim hatasinin korelasyon matrisi
R(k) onceden belli olmalidir.

Kalman filtresinin yap1 semasi sekil 3.5'de gosterilmistir.

f ! P |11=: _ l,l"k _ 1:] Baslangig

Sartlar p |I|:| J

P (kj"k - 1:] 'in hesaplanmas: _Ha}
\I/ ﬁpria};ﬂveriler
P |11=:J|"k) 'min hesaplanmasi +®
. Baslangig Sartlan
A sistemin Blgim ¥(k) i x(k k) ’ Kfﬁl)
WK )2 modeli [ modeli K (k) H=—C—=—
x(k) u Xk -1k -1)
H (k) @
Eik/k-1) (k& - 1)

Sekil 3.5 Kalman filtresinin yap1 semasi [7]

(3.15) formiiliine gore deger X(k/k-1) ekstrapolasyon degerinin ve K(k)zZ(k/k -1)
diizeltme farkinin toplamina esittir. Ekstrapolasyon degeri 6nceki adimdaki degerin
sistemin transfer matrisiyle ¢arpilmasiyla bulunur. Sonra ise, yapilmis dngdrmeye
(ekstrapolasyon degerine) diizeltme verilir. Dolayisiyla, Kalman filtresi 6ngérmeyi

diizeltme prensibi tizere calisir.

Kalman filtresinde degerin olusturulma mekanizmasini gosteren zamana bagh
diyagram sekil 3.6'da tasvir olunmustur. Filtrenin ¢evirim semasi asagidaki islemleri

igerir:
1. Degerin bir adim ileriye dngérmesi (ekstrapolasyon degerinin bulunmasi)
— R(k/k-1);
2.— X(k/k -1),"in soldan H(k)'ya garpilmasi, yani 6l¢iimiin ongérmesi;

3. Olgme ile ekstrapolasyon degerinin farkinin (innovasyon siirecin) bulunmasi

- Z(k/k-1) = y(k) - H(k)x(k/k -1);
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4. 2(k/k-1)in soldan K(k) matrisiyle arpilmast ve — X(k/k-1); degeri ile

toplanmasi — X(k/K);

5—> f((k/ k); degerinin akilda saklanmasi ve ¢evirimin tekrari.

y (k)
P 48

r L)

x(k+1)

2k S . T
Sox), -, | Tk -1
& K |

T I T K (kF ki -1

- | '\\
Lyk+1)

-

&(kfk -

k+1

Sekil 3.6 Kalman filtresinde degerin olusturulma mekanizmasini gosteren zaman

diyagrami [7]

Kalman filtresinin 6nemli 6zellikleri agagida verilmistir :

Dinamik sistemin matematik modeli tamamen belli oldugunda, filtre
bilgisayarda kolay olarak gerceklestirilir;

Filtrenin yardimi ile bulunmus deger 6l¢iime gore lineerdir;

Filtreleme hatasinin korelasyon matrisi P(k/k) filtrenin lineer olmasi
nedeniyle y(Kk) 6lgiimiine bagli degildir ve dnceden hesaplanabilir;

Filtreleme algoritmalar1 ¢ok boyutlu durum i¢in kolay olarak uygulanabilir;

Durgun dinamik sistemler i¢in kararli durumda Kalman filtresi, Viner filtresi

ile denk diiser.

Sistemin matematik modeli aprior olarak bilinmediginde veya g¢alisma silirecinde

degistirildiginde, adaptif filtrelerin kullanilmasi daha Onemlidir. Bu zaman

degerlendirme islemi parametrelerin ve (veya) modelin yapisinin identifikasyonu

islemi ile birlestiriliyor [7].
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3.4 Olciim Kanalinda Olusan Bozulmalar1 Géz Oniine Alan Robust Kalman
Filtresi [8]

3.3 bolimiinde karsilagtigimiz (3.14)-(3.17) denklemleri ile ifade olunan lineer
dinamik sistemi ele alalim. Ancak ondan farkli olarak, gézlem modelini asagidaki

gibi yazalim:

y(k) = H(k)x(k)+ y(k (k) (3.19)

y(k) parametrik degiskeninin her bir adimda bagimsiz rasgele degisken oldugunu

varsayalim. Bundan bagka,

y(k)= {i__)) E(_kl(k) (3.20)

yani, p(k) ihtimali ile Ol¢lim kanali normal c¢alisacak, 1- p(k) ihtimali ise

bozulacaktir.

Diyelim ki, 6l¢iim bozuntularimin varyansi, normal calisma durumuna oranla

bozulma durumunda 6nemli derecede biiyliiktiir, yani y(k) =o0> 1.0 zaman asagidaki

suboptimal filtreleme algoritmasi gegerlidir.

%(k/k) = x(k/k =1)+ pU/K)K(K)y (k) - H(K)%(k/k 1) (3.21)

K(k)=P(k/k —1)HT (K)H(K)P(k/K —D)HT (k)+ R(k)]" (3.22)

burada p(k) y(k) degiskeninin o anda 1 degerine esit olmasmn, dolayisiyla,
bakilan k zaman aninda Ol¢lim kanalinin bozulmamasinin aposterior ihtimalidir.
Diger degiskenlerin degerleri (3.14)-(3.17) formiillerinde oldugu gibidir. (3.21-3.22)
ifadesinden goriildiigii gibi s6z konusu filtre Kalman filtresinden sadece matris
kazang katsayisinin 6niinde bulunan p(k) carpimindan ¢ikartilmaktadir. p(]/ k) =1
oldugunda, bu filtre Kalman filtresi ile cakisir, p(l/ k)=0 oldugunda ise,

ekstropolator olarak yeni gelmis verileri dikkate almaz.
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p(]/ k) ihtimalinin hesaplanmasi1 i¢in zor matematiksel islemlerin yapilmasi

gerekmektedir. Bundan dolayi, s6z konusu algoritmanin gergeklestirilmesi asiri
hesaplamalar gerektirir.

[6]’da vektor Olglimleri durumu igin y(k) Ol¢iimleri kabul olundugunda,
S(k)=y(k)- %(k/k —1) vektoriiniin € tolerans bolgesinde de yerlesmesinin tespit

olunmasina dayanan robust Kalman filtresi sunulmustur. Bu durumda
S(k) e @ oldugunda, p(l/k)=1, (3.23)
S(k) & @ oldugunda ise, p(l/k)=0 (3.24)

degerleri kabul olunur.

fhtimal kurammin sinir teoremine gore, sistemin cikis koordinatina ¢ok sayida
faktoriin etkidigini géz Oniine alarak, k zaman aninda onun ger¢cek degerinin ¢ok
boyutlu normal kanuna gore dagildigini varsayalim. Bu halde, 6l¢iim kanalinin
normal ¢alistig1 durumda S(k) vektorii da ¢cok boyutlu normal dagilimi saglayacaktir

ve dagilim fonksiyonu asagidakine esit olacaktir:

F(8)=——t—x

(2n)* M)

<o 21y~ HKK(g k- M Iy ) (kK k-]

(3.25)
burada M(k)=H(k)P(k/k —1)H" (k)+ R pozitif belirli matristir.
M(k) matrisinin elemanlar1 gergek sayilar oldugunda

(k)= H(k)x(k/k = 1) M7 (K)ly (k) - H(k)x(k/k - 1)] = p? (3.26)

denklemi elipsoidin denklemine (yayilma elipsoidinin) uygun olacaktir. s = 2

oldugunda elipsin p’yu vermekle, parametreler uzayinda tolerans elipsoitler
olustururuz. O zaman (3.23) kosuluna tolerans yayilma elipsoidinin S(k)vektérﬁm’i

icerdigi, (3.24) kosuluna ise igermedigi durum uygun olacaktir. Elipsoitlerin boyle
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bir ilging 6zelligi vardir ki, S(k) vektoriiniin elipsoidin igerisinde yerlesmesi sadece,
p parametresine baglidir. p elipsoidin yarim eksenlerinin standart sapmalar ile ifade

olunmus boyutlar1 oldugundan dolayi, tolerans elipsoidin S(k) vektoriinli icerme

ihtimalini yiiksek kabul ederek,

col- S Tst _X2/2
P[S(k)e @]=1- 2] [S/2+1]j X e 2gX (3.27)

kosulundan p parametresinin p,, tolerans degerini buluruz. Burada Is/2+1]
gamma fonksiyonu, s 6l¢iim vektoriiniin boyutudur.
(3.27) formilli Q yayilma -elipsoidinin S(k) vektoriinii  icerme ihtimalini

nitelendiriyor. Uygun tolerans yayilma elipsoidinin denklemi asagidaki gibi

yazilmaktadir

(k)= H(k)&(k/k = DI M~ (i)ly (k) - H(k)Jx(k/k ~1)] = g, (3.28)

Teorem 3.4. Tolerans elipsoidi S(k) vektoriinii igermediginde, (3.28) denkleminin
sol tarafi p’,’dan biiyiik olacaktir [8].

Ispati. Sekil 3.6’da tolerans elipsoidin (bakilan durumda elipsin) digindaki keyfi
y(m) noktast ile H(m)(m/m—1) noktasmi y(m)-H(m)X(m/m—1) vektorii ile
birlestirelim. Bu vektor tolerans elipsini bir y*(m) noktasinda kesecektir. y(m)

tolerans elipsinin disinda yerlestiginden dolayi,

[y(m)- H(m)x(m/m=D)] = ly” (m)- H(m)x(m/m 1)}

esitligi gecerli olacaktir, burada x>1. O zaman ispati talep olunan

[y(m)- H(m)x(m/m -1)]" M~ (m)y(m)- H(m)&(m/m -1)] =
w2y (m)- H(m)R(m/m -1)] M (m)y* (m)- H(m)x(m/m -1)] ¢
¢ [y (m)-H(m)x(m/m -1)] M2 (m)ly* (m)- H(m)x(m/m ~1)|= pZ,

ifadelerini yazabiliriz.
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L

Him ,R[‘mju"'m -1) Y*[:m:]

y(m)

Sekil 3.7 Tolerans elipsi

Sonucta S(k) vektoriiniin  Q bolgesinde yerlesmesi, sadece, y(k) vektoriiniin (3.28)
denklemine konulmasi ile dogrulanir. Anormal 6l¢liim rejiminde (Slglim kanalinda

bozulma oldugunda) (3.28) denkleminin sol tarafi p.,’dan bilyiik olacaktir ve

p(]/ k)ihtimali sifir degerini alacaktir. Bu zaman (3.21-3.22) filtresi yeni gelmis

Olclimleri gbz Oniine almayacaktir ve ¢ikis vektoriiniin degeri olarak, ekstrapolasyon

degerlerini sunacaktir.

S(k)eﬂ kosulu gegerli oldugunda, (3.28) denkleminin sol tarafi p2,’dan diisiik
veya ona esit olacaktir. Bu durumda p(]/ k)degiskeni 1 degerini alacaktir ve sz

konusu filtre sistemin normal ¢alismast durumu i¢in ayarlanmig (y(k):l) optimal

(3.14)-(3.17) Kalman filtresi ile gakisacaktir. Deger hatasinin korelasyon matrisi
P(k/k) bu durumda asagidaki formiiliin yardimu ile hesaplanacaktir [8]:

P(k/k —1)- K(k)H(k)P(k/k —1) S(k)e @

p(k/k ~1) s(k)e © (3.29)

P(k)- |
Aciklanan robust Kalman filtresinin avantajlart:
e her bir adimda p(l/ k) thtimalini belirlemek amaciyla zor hesaplamalarin
yapilmasi gerekmez;
e algoritma kolay olarak ger¢ek zamanli olusturulabilir.
S6z konusu filtrenin dezavantajlart:
e bu filtre sadece Ol¢lim kanalinda olusan ani bozulmalar1 (anormal 6l¢timleri)

dikkate alir uygulanabilir. Bu durumda 6nce sistemin durum veya goézlem

33



denklem incelenen lineer durumdan baska, robust filtre nonlineer sistemler

icin de dogrusallastirilmast gerekmektedir.;

sistemde olusabilen ve parametreler vektoriiniin degismesi ile tasvir olunan

bozulmalar sinifinin géz 6niine alinmasini saglamaz.
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4. OPTIMAL LINEER KONTROL SiSTEMLERI

4.1 Giris

Optimal kontrol problemleri kontrol miihendislerinin dikkat merkezinde biiyiik
Ooneme sahiptir. Optimal kontrol sistemi Oyle bir sisteme denir ki, onun tasarimi
sirasinda se¢ilmis olan performans indisinin degeri optimizme (maksimize veya

minimize) edilsin. [9]

Kontrol sistemi tasarimi titiz matematik optimizasyon teknikleri vasitasiyla da
gerceklestirilebilmektedir. Bu tekniklerden birisinin temeli 60’larda atilmis ve
modern optimal kontrol teorisi adlandirilmistir [10]. Bu teknik zaman uzayi igin
gelistirilmistir. 60 ve 70’lerde ise modern optimal kontrol teorisine en biiyiik katki
Massachusetts Institute of Technology profesorii Michael Athans tarafindan
yapilmistir [11]. 80 ve 90’larinda biiylik trend yakalayan diger optimal kontrol teorisi
ise H,, optimal kontrol adlandirilmis ve bu teori Zames’in ¢alismasiyla baslatilmistir
[12]. Bu teori zaman ve frekans uzay: i¢in optimizasyonu teknigini birlestirir ve hem
frekans hem de zaman uzayi i¢in tek optimal ¢dziim sunar [13]. 90’larin trendi olan
ve H,, optimal kontrol teorisine benzeyen H, optimal kontrol da hem zaman hem de

frekans uzay1 i¢in optimal ¢oziim saglar [14], [15].

4.2 Performans indisleri

Optimal kontrol sistemi tasarimi sirasinda belirli sinira sahip kontrol yasasinin
belirlenmesi i¢in bir kurala ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu kural ideal davranistan olan
sapmalar1 belli Olgiide minimize eder. Bu 0Ol¢ii secilmis olan performans indisi
tarafindan saglanir. Performans indisi fonksiyonunun alacagi degere gore sistemin

istenen veya talep olunan sisteme ne derece yakin oldugu belirlenir.

Bir ¢ok durumda sistem davraniginin optimizasyonu performans indisini minimize
(veya maksimize, bu secilmis olan performans indisinin yapisina bagli) edecek
uygun u(k) kontrol vektoriiniin secilmesiyle saglanir. Performans indisinin seg¢imi

biiyiikk 0l¢iide olusacak optimal kontrol sisteminin yapisin1 belirleyecegi igin
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onemlidir. Performans indisinin se¢imine bagli olarak, kontrol sistemi lineer, non-
lineer, sabit veya zamanla degisen olacaktir. Bu sebeple performans indisi Oyle
formiile edilmelidir ki, olusacak sistemin yapisi sistem taleplerini karsilasin. Buna
paralel olarak, tasarim talepleri sadece sistemin performans 6zelliklerinin saglanmasi

ile birlikte fiziksel olarak gerceklesebilir olmasinin da istemektedir.

4.3 Optimizasyon Problemi Formiilasyonu

Kontrol sisteminin  optimizasyon probleminin formiile edilebilmesi ig¢in
asagidakilerin belli olmasi lazim.

1. Sistem denklemleri

2. Miisaide edilebilir kontrol vektorleri sinifi

3. Problem sinirlari
4. Performans indisi
5

Sistem parametreleri

Optimal kontrol probleminin ¢6ziimii miisaide edilir kontrol vektorleri sinifi i¢inden
u(k) Optimal kontrol vektoriiniin se¢ilmesiyle miimkiin olmaktadir. Bu u(k) vektorii
1. Performans indisi yapisina
2. Smirlarin yapisina
3. Baslangi¢ duruma ve baslangic ¢ikisa
4. Talep olunan duruma ve talep olunan ¢ikisa

baghdir [9].

4.4 Diizenleyici Problemi

Asagidaki gibi modellenmis MIMO sistemini ele alalim.

)= Ax(t)+Bult), x(0)=x,

y(t)=Cxt) @

sistem ¢ikisinin baslangi¢ degerinin sifirdan farkli oldugunu farz edelim. Diizenleyici
problemi, ¢ikis1 (ve onun tlirevlerini) asimptotik veya belli zaman araliginda sifira

getirecek u(t) girisinin hesaplanmasindan olusur. Eger (A,B) cifti kontrol edilebilir

ise, 0 zaman sistemin x(t) durumunu istenilen x(0)=Xx, baslangig durumundan,
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verilmis Te>0 ani igin x(T, )=0 durumuna getirecek u(t) kontrol yasast bulmak
miimkiindiir.

(A, B)’nin kontrol edilebilir oldugunu varsayalim ve T¢>0 verilmis olsun. O zaman

kontrol edilebilir Grammian

T¢
W, = j e BB e "dr (4.2)

0

tekil degildir ve kontrol yasasi
u,(t)=-B"e "W, ', (4.3)

sistemin durumunu  x(0)=x, durumundan X(T,)=0 durumuna yéneltecektir.
Bunun otesinde baslangig durumu x,’dan  x(T,)=0’a yonlendirecek kontrol

sinyalleri arasinda u, (t) minimum enerjiye sahiptir.

Grammian kontrol edilebilirlige dayanan sema asagidaki sebeplerden dolay: talep
olunani saglamayabilir.
1. Eger T kiigiik ise, o zaman ul(t) kontrol sinyali asir1 derecede biiyiik olabilir.
2. Kontrol yasasit agik ¢evrim kontroliidiir ve agik ¢cevrim kontrolii eksikliklerine
maruz kalir (6rnegin; giiriiltli, model verilerine kars1 hassasiyet)

3. T#=oo durumunu ele alalim, A asimptotik olarak kararlidir. X, 1n X(oo) =0’a

yonlenmesi zaman gereken kontrol enerjisi minimumdur (ul(t)ZO). Bu ise

kontrol organinin hig¢bir i yapmadig1 anlamina gelir.

4. Sadece kontrol enerjisi minimize ediliyor. Ama genel olarak kontrol
sinyallerinin ¢arpimlarinin ve diizenlenmis ¢ikis toplamlarinin enerjisi
minimize edilmelidir.

Enerjinin tam tanimin1 verebilmek i¢in bazi tanimlamalar yapacagiz.

4.5 Sinyal Normlari

V(t) sinyalinin [0, o) araligindaki toplam enerjisi;

M = T||v(t)||2dt ~ [V (vl 4.0)
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V(t) elemanlarinin lineer kombinasyonunun enerjisi, yani M v(t) sinyalinin enerjisi;

[Mv]; = [IMy(t)] dt = [vT (M Mv(t)dt (4.5)

burada M uygun boyutlu matristir. X =MT™M matrisi Hermitian’dir ve onun biitiin

O0zdegerleri reel sayilardir ve bu sayilar negatif degillerdir. Boyle matrislere pozitif
yar1 tanimli matrisler degecegiz ve X = X' >0 seklinde ifade edecegiz. Eger M tam
rankl1 ise, 0 zaman X = M"M matrisi de Hermetian’dir ve pozitif 6zdegerlere sahip

tir. Boyle matrislere pozitif taniml matrisler degecegiz ve onu X = X" >0 seklinde

ifade edecegiz.

Aksine sdylersek, her yarim pozitif tanimli Hermetian matrisi X = X" >0, belirli M

kare matrisi igin X =M'M seklinde ifade olunabilir. Eger M tam ranka sahip ise, 0

1
zaman X pozitif tanimlidir ve M, X’in kare kokiidiir (M = X?2).

Bu tanimlamalardan sonra, diizenleyici probleminin matematik ifadesine elde

edebiliriz.

4. 6 Lineer Karesel Diizenleyici (LQR) Problemi

Yine (4.1) denklemi ile ifadesi verilen sistemi

&)= Ax(t)+Bu(t), x(0)=x,

4.6
yit) = Cx) o
ve karesel performans indisini
3 (%o,u) =My, +|Nul,
= [ My () +[vut) b
4.7

[x(®)" cTMTMCx(t) + ut)" NTNut)

[x(t) cTQCx(t)+ u(t)Ruft)

Il
Ot 8 Ot 8 Oy

burada

38



Q=Q"=M"M=>0 (4.8)

~

R=R"=N"N>0 (4.9)

lineer karesel diizenleyici probleminde, dyle Cl(t) (te [0,00)) kontrol yasasini

bulmak gerekiyor ki, diger u(t) kontrol yasas1 ve herhangi X, i¢in

J(x,,0)< I(x,,u) (4.10)

esitsizligi saglansin.

LQR problemini ¢6zmek i¢in agsagidaki kabuller yapilmistir.

1.

(A, B)’nin kontrol edilebilirdir. Bu kabul ¢oziimiin varligini garanti eder.
Eger (A, B) kontrol edilebilir degilse, o zaman X, kontrol edilemeyen alt
uzayda elemana sahiptir. Hal boyle iken, X, ’1 orijine yoneltecek u(t) kontrol

yasasi bulunmaya bilir.

(A, MC) cifti (esdeger olarak, A, (S%C) gbzlemlenebilirdir. Bu kabul i¢
kararliligr garanti eder. Eger (A, MC) gozlemlenebilir degilse, o zaman
MCX(t)’nin orijjine yakinsamasina ragmen, X(t)’nin bazi elemanlari
raksayabilir.

N tam ranklidir. Bu kabul sonlu kontrol enerjisini saglar. Eger N tam rankh
degilse (esdeger olarak, eger R tekil ise), 0 zaman u(t)’nin bazi

elemanlarinin lineer kombinasyonlari ||Nu

. . .
, nin sonlu enerjiye sahip

olmasina ragmen, sonsuz enerjiye sahip olabilir.

4.7 LQR Problemi Coziimii

LQR probleminin ¢6ziimii 4 agamada elde edilebilir.

1.

Asagida ifade edilmis pozitif tanimli, Hermitian tek matrisin varoldugunu
kabul edelim ve bu matris (4.11) denklemi ile ifade olunan cebri Riccati

denkleminin ¢éziimiidiir.

P=P">0 (4.11)
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ATP+PA+C'QC-PBR'B'P=0 (4.12)
2. Tiimul(t) girisleri arasinda

limx(t)=0 (4.13)

t—oo

kosulunu saglayan ve J(Xo,u)’yi minimize eden statik, lineer, geri besleme

kontrol yasasinin
a(t)=-R'B"Px(t) (4.14)

denklemi ile ifade edilecegini ispat etmek miimkiindiir.

3. (4.13) kosulunu saglamayan tiim u(t) i¢in J(X,,u)’nin smirsiz oldugu ispat
edilecektir.

4. Son olarak ise 1. ve 4. kabulleri (4.11) ve (4.12) denklemlerini saglayan

P =P " varligini garanti edecegini gosteren ispat yapilacaktir.
Ispat:

4.11) ve (4.12) denklemlerini saglayan P =P" > 0’nin var oldugunu farz edelim.
glay g

U (4.13) denklemini saglayan tiim girisler kiimesi olsun. Yani;

U = g, - 8t) = Ax(t)+Bu(t) = lim x(t) = 0f (4.15)

t—wo

(A, B) kontrol edilebilir oldugun dolayr U kiimesi bos degildir.

Her ueU igin

F St P~ lim ()" )~ Px(0)

t oo (4.16)

=X, PX,

Bundan dolay:
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J(Xy,u)=xJPx, = I[XTCTQCX+ u"Ru +%(XTPX)}dt

0

(xTCT@Cx+ u"Ru + ¥ Px + xTP)&)Jt

[xTCTéCx+ (Ax +Bu)"Px +x"P(Ax + Bu) + uTﬁu]dt
(4.17)
k" (c"@c+ ATP + PA+uTB"Px + x"PBU + u"Ruit

(xTPBI?Q‘lBTPx +U'B"Px +Xx"PBuU + uTI?Qu)dt

Il
Ot——,8 Ot——8 O«——8 O%——8 O«——3§

(u + Ii’lBTPx)T Ii(u + ﬁ’lBTPx)dt

z(t)=u+R™B"Px tamimlamas1 yapip, (4.17) denklemini yeniden diizenleyelim.

J(x,,U)=XgPx, +Tz(t)T Rz(t)dt (4.18)

R=R" >0 olduguna gore, herhangi Z(t) icin
[2(t)" Re(t)dt > 0 (4.19)
0

olacaktir. Bundan dolay1 J(x,,u)
0(t) = Kx(t), K=-RB™P (4.20)

lineer, statik, geri besleme kontrol yasasi ile minimize edilecektir ve J(X,,u)’nin

minimal degeri
J(x,,0)=x]PX, (4.21)

denklemi ile verilecektir.

Simdi tim X, i¢in U €U oldugunu, yani

&)= Ax(t)+Bu(t)= limx(t)=0 (4.22)

t—o
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gosterelim.

Cl(t)= Kx(t) olduguna gore
A, =A+BK=A-BR'BTP (4.23)

matrisinin 6zdegerlerinin sol yarim diizlemde oldugunu gostermekle, tim X, i¢in

ueU oldugunu gdstermis olacagiz.
Bunun i¢in (4.12)’de verilmis olan cebri Riccati denklemini yeniden asagidaki gibi

diizenleyelim.

0=ATP+PA-PBR'B"P+C'QC
~(A-BR*B'P) P+P(A-BR'B'P)+PBR'B'P+C'QC  (4.24)
=AlP+PA, +PBR'B'"P+C'QC

v, AV =Avesitligini saglasin ,sifirdan farkli olsun. $imdi A+ A <0 oldugunu, yani

0zdegerlerin sol yarim diizlemde bulundugunu gosterelim. Bunun i¢in

0=v'|ALP+PA, +PBRBTP+CTQC)

=3BV + %)+ {"RBRBIRY +\ " QGV (4.25)

olacaktir. (4.25) esitliginin saglanmasi i¢in iki durumda ger¢eklesmektedir. Birinci

durum
A+A<0 (4.26)
ikinci durum
_ 1 ~
A+A=0, Q2Cv=0ve R'B'Pv=0 (4.27)

oldugu zaman (4.25) esitligi saglanir. Fakat R'B"Pv=0= A v=Av =)y

olmasina ve

{M—A}
1 Wv=0 (4.28)
Q2C
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1

sebebiyet verecektir. Bu ise (A, QEC ) gbozlemlenebilirligine ¢eliski teskil edecektir.
Buise A+A<0ve A, kararli oldugunun kanitidir.

Netice olarak, u eU igin

min J(x,,u)=J(x,,0) = x] PX, (4.29)

ueU

yazabiliriz.

Simdi farz edelim ki, (4.13) denklemi saglanmiyor, yani

lim x(t) = 0 (4.30)

t—o0

O zaman

t

lim | x(z)" x(z )}z = 0 (4.31)

t—owo

1
olur ve hatta bunun 6tesinde eger (A, Q2?C ) gozlemlenebilir ise, 0 zaman

lim [y(z)' Qy(z )z = oo (4.32)

t—w

olur. Netice olarak eger ugU ise, 0 zaman J(X,,u) sinirsizdr.

4.8 Optimal Lineer Karesel Diizenleyici (LQR)

Modern optimal kontrol teorisinde lineer deterministik dinamik sistemin siirekli

zaman ifadesi

&)= AlX(E)+Btul), x(t,)=x, (4.33)
seklinde yazarsak, asagidaki formiille ifade olunan

u(t) = —K(t)x(t) (4.34)

lineer durum geri beslemesi kullanarak, K(t) kazang katsayisi degerini Gyle

optimizme etmeliyiz ki, asagidaki performans indisi minimize edilmis olsun.
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3= T(i?{%z[xT(t)éx(t)Jr uT(t)ﬁu(t)]dt} (4.35)

burada Q>0 ve R >0.

Buradaki performans indisi se¢imi olduk¢a mantiklidir. Denklemdeki girisin
“karesel” teriminin minimize edilmesi talebi genel anlamda verilmis sistemin
kontrolii i¢in gereken enerjinin ve durum degiskenlerinin ‘“karesel” teriminin
minimize edilmesi anlamina geliyor. Durum degiskenlerinin “karesel” terimi (eger
lineer sistem lineer olmayan sistemin lineerlestirilmesi yoluyla elde edilmisse)
sistemin nominal durumundan olan sapmalar1 ifade eder. Bu sebeple X(t)’nin
“karesel” teriminin minimize edilmesi isteniyor. Eger (4.33) lineer matematiksel
model “saf” lineer sistemi temsil ediyorsa, o0 zaman minimizasyonun hedefi sistemi
olabildigince orijine (X(t)=0 ) daha yakin duruma gétiirmekten ve enerjiyi minimize

etmekten ibaret olacagi seklinde yorumlanabilir.

Kalman gostermistir ki, (4.34) lineer geri besleme yasasi performans indisi (4.35)
icin global minimum tiretmektedir. Bu optimizasyon problemine ¢dziimii dinamik
optimizasyon [16] ve degisimlerin hesab1 (Riccati denkleminin ¢6zlimii) adlanan iki
matematiksel yontemlerle elde edilmektedir. Geri besleme kazanci igin talep olunan

optimal ¢éziimiin

Kop(t)=-R*BT(t)P(t) (4.36)

denklemi ile elde edilebilecegini gostermek miimkiindiir [17].
Burada P(t) diferansiyel Riccati denkleminin matris ¢oziimii olup pozitif yar

tanimlidir.
-B{t)= AT(t)P(t)+ P(t)A(t)+ Q- P(t)B(t)R BT (t)P(t) (4.37)

Burada P(t,)=0.
Zamanla degismeyen ve sonsuz zaman aralig1 (t, — oo ) problemlerinde diferansiyel

Riccati denklemi cebri denkleme doniisiir ve

0=AT(t)P(t)+P(t)At)+Q—-P(t)B(t)RB (t)P(t) (4.38)
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Eger sistem kontrol edilebilir ve gozlemlenebilirse, o zaman (4.38) denkleminin
pozitif tanimli (veya pozitif yar1 taniml1) dyle bir tek ¢oziimii var ki, kapali ¢evrim

sistemi

)= (A-BRBTPK(), x(to)=x, (4.39)

asimptotik olarak karalidir. Hatta bunun oOtesinde performans indisinin optimal

(minimal) degeri

_y -1 XgPX, (4.40)

J min — A
2

opt

denklemi ile ifade edilmektedir [17].

4.9 Ayrik Zaman Optimal Lineer Karesel Diizenleyici (LQR)

Ayrik zaman lineer kontrol sistemi i¢in uygun optimal kontrol teorisini elde etmege

calisalim. Zamanla degismeyen ayrik zaman lineer sistemini
x(k +1) = Ax(k)+Bu(k), x(0)=x, (4.41)

denklemi ile ifade edelim. Sonsuz zaman araligindaki optimizasyon problemi i¢in

ayrik zaman performans indisi
J =%Z[XT(k)Qx(k)+uT(k)I5u(k)] (4.42)

seklinde yazilabilir ve burada Q >0, R >0..

Optimal kontrol ise

u(k)=-(R+B"PB)"BPAX(k) = —K ., x(k) (4.43)

opt

denklemi ile ifade edilir ve buradaki P ayrik zaman cebri Riccati denklemini

sagliyor.
P=A'PA+Q-ATPB(B'PB+R)'B'PA (4.44)

Kontrol edilebilir ve gozlemlenebilir sistemler i¢in (4.44) denkleminin
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x(k +1) = (A- BK ,p X(k) (4.45)

kapali ¢evrim sistemini asimptotik kararli kilacak tek ¢o6ziime sahip oldugunu
gostermek miimkiindiir. Optimal performans indisi (4.40) denklemi vasitasiyla da

verilebilir [9].
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5. SIMULASYON

5.1 Ucak Verileri

Gergeklestirilen simiilasyonda Lockheed Jetstar Utility Jet Transport [1] ugagi esas

alinmistir. Ugagin parametreleri 5.1 5.2 ve 5.3 tablolarinda verilmistir.

Sekil 5.1 Lockheed Jetstar Utility Jet Transport

Tablo 5.1 Ugagin geometrik parametreleri

Parametre Deger
h, ft 40.000
M 0.65

v, ft/s 629

Q, Ib/ft? 116

. slug-ft® 119,410
l,, slug-ft’ 135,880
,, slug-ft? 242,890
|, slug-ft -10178
Oy » dErece 7.0
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Tablo 5.2 Ugagin uzunlamasina hareket stabilite tiirevleri

Parametre Deger
X,,st -0.0076
X, , ft/s? -4.774
z,,s*t -0.104
., ft/s? -295.2
M, , ftts™ 0.0001
M,,s? -3.561
Mg st -0.150
M,,s* -0.380
X, , fUs’ -0.004
Z,,, ftis’ -21.86
M,, ., s? -4.27

Tablo 5.3 Ugagin yanlamasina hareket stabilite tiirevleri

Parametre Deger
Y, ft/s® -38.89
Ly, s? -2.695
L), s* -0.484
L, st 0.141
N, s? 2.094
N.,s* -0.029
N/, st -0.107
L . s? 0.658
N; ,s? -0.923
L, s? 1.687
N, s? -0.291

5.2 U¢agin LQR kontrolii

Sistemin kontrolii yapilmadan 6nce, ucagi kararsiz oldugu gozlenmistir. Daha sonra
LQR yontemi vasitasiyla ugak kararli hale getirilmistir. LQR tasariminda optimal

¢oziimii elde etmek i¢in Q,  ve R matrislerinin se¢imi ¢ok 6nemlidir. Bu

Igr

matrislerin se¢imi i¢in degisik yoOntemleri mevcuttur. Bu caligmada durum
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degiskenlerinin nominal durumdan maksimum sapmalar1 ele alinmis ve agirlik

matrislerinin diyagonal elemanlar1 asagidaki gibi tespit edilmistir.

\IQIqri = Xlimax (51)

1
Rigr = e (5:2)
Ui
burada i-uygun durum degiskeninin ifade etmektedir [18].
Problemimiz i¢in bu matrisler
1 0 o o o 0o 0 o0 0 |
0114 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1459 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 328 0 0 0 0 0
Q=Q=|0 0 0 o0 3648 0 0 0 0 (5.3)
00 0 0 0 38 0 0 0
00 0 0 0 0 3288 0 0
00 0 0 0 0 0 82 0
0o 0o 0 0 o0 0 0 0 32828
_ [1459 0 o0
R=R,=l 0 1621 0 (5.4)
0 0 1313
LQR kontrol katsayis1 ise
Kopt =
0,0230 0,4695 —0,8893 -0,6932 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -0,0763 0,4338 -08619 0,2145 -0,9038
0 0 0 0  -0,2859 —0,0918 —51827 —0,0604 —4,2286
(5.5)

olarak belirlenmistir.

LQR yontemiyle kontrolii saglanmig ugagin grafik simiilasyonlar1 asagidaki gibidir.
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Hucum acisinin LQR kontrolu Yunuslama acisinin LQR kontrolu
25 35

) 1T
15/\\ 7Y
T |
Lo ‘

-10 -5
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
zaman -saniye zaman -saniye

derece

15

derece

Yana kayma acisinin LQR kontrolu Yuvarlanma acisinin LQR kontrolu
0.05 0

-10 /
-15
-20 /

derece
: o
£ [=}
&

derece

-0.2 -40
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
zaman -saniye zaman -saniye

Sapma acisinin LQR kontrolu

derece
I I - . I S T -
—

5 10 15 20 25
zaman -saniye

Sekil 5.2 Ucak parametrelerinin LQR kontrolii

5.3 Ucak Parametrelerinin Optimal Kalman Filtresi ile Degerlendirilmesi

Degisik kaynaklardan elde edilen oOlgiimler bozuntular igcermektedir ve bunlarin
diizeltilmesi talep olunuyor. Bu calismada bozuntular MATLAB programinda
asagidaki sekilde ifade olunmuslar. Onu da kaydedelim ki, grafik simiilasyonlarda iyi
gorsel etki olusturmak icin 6l¢iim bozuntular1 yaklasik 10 kati ile ifade edilmistir.
Dolayisiyla grafik goriintiilerde elde edilecek mutlak hatalar ve innavasyon siirecler

de yaklasik 10 kat biiytlik olacaktir.
z(:,k+1)=
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[X(1,k+1)+0.096*randn;x(2,k+1)+0.092*randn;x(3,k+1)+0.083*randn;
X(4,k+1)+0.046*randn;...x(5,k+1)+0.096*randn;x(6,k+1)+0.092*randn;
X(7,k+1)+0.083*randn;x(8,k+1)+0.056*randn;x(9,k+1)+0.042*randn;];

burada

X(1,k+1) —uzunlamasina hizi, X(2,k+1) —hiicum agisini, X(3,k+1) —yunuslama hizini,
X(4,k+1) —yunuslama agisini, X(5,k+1) —yana kayma ag¢isini, X(6,k+1) —yuvarlanma
hizini, X(7,k+1) —sapma hizini, X(8,k+1) —yuvarlanma agisini, x(9,k+1) —sapma

agisin1 gostermektedir.

Ugak durum parametrelerini degerlendirmek i¢in optimal Kalman filtresi sisteme
uygulanarak, grafik simiilasyonlar elde edilmistir. Programda uygulanan optimal

Kalman filtresi parametreleri asagidaki gibidir.

Kalman filtresi baglangic deger vektorii

(au] [ 30 ft/s i
Aa 10,7945  derece
Aq 8,3365 derece/s
AB 9,4481 derece
AB |=| 00229  derece (5.6)
Ap 4,0107 derece/s
Ar —0,6761 derece/s
Ad —35,3458 derece
LAy | | - 9,3335  derece ]

Kalman filtresinin kovaryans matrisinin baslangi¢ degeri;

(10 0 0 0 0 0 0 0 0
0100 0 0 0 0 0 O
0 010 0 0 0 0 0 ©
0 0 0100 0 0 0 O
P=|{o o 0 010 0 0 0 0 (5.7)
0000 0100 0 O
0000 0 010 0 0
0000 O O 01100
|0 00 0 0 0 0 0 10

Sistemin bozuntu vektoriiniin korelasyon matrisi;
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(5.8)

0
0,01

0,01

0,01

0,01

Olgiimiin bozuntu vektdriiniin korelasyon matrisi;

(5.9)

1

0
0,069

0 0,0246

0

0

0
0,069

0,025

0

0

0

0
0,0289

0,024

0

0

Gozlem matrisi;

(5.10)

1 0000O0O0O0TO
010000O0OO0DO
00100O0O0OO0TO
00O0100O0OO0DO
000O0O1O0O0OO0DO
000O0O0OT1O0O0TO
000O0O0O0O1IO00
000O0OOOOT1P0
00O0O0O0OOGOU 01

H=

olarak verilmistir.

Bu boliimde sadece hiicum acist ile ilgili grafik goriintiilerlere yer verilecektir. Diger
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Hucum acisi -Optimal Kalman filtresi
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Sekil 5.3 Hiicum agisinin Optimal Kalman Filtresi ile degerlendirilmesi

Grafik goriintiilerden de gortildiigii gibi Optimal Kalman filtresinde degerlendirilmis

olan hiicum agcis1 6l¢iimlerden daha iyi neticeye sahiptir.

5.4 Ol¢iim Kanallarinda Anormal Bozuntularin Olustugu Anda Durum

Parametrelerinin Optimal Kalman Filtresi ile Degerlendirilmesi

Bazen Ol¢iim kanallarinda anormal bozuntular olusabilmektedir. Bu durumda
Optimal Kalman filtresinin bu bozuntulara kars1 nasil bir performans ortaya koydugu
grafik simiilasyonlarla gosterilmistir. Simiilasyon sirasinda 6l¢iim kanalina 2 degisik
adimda anormal bozulmalar eklenmistir ve bu bozulmalar MATLAB’de asagidaki

algoritma ile verilmistir.

if k==206
z(2,k+1)=x(2,k+1)+0.9+0.092*randn;
z(4,k+1)=x(4,k+1)+0.83+0.046*randn;
z(8,k+1)=x(8,k+1)+0.79+0.056*randn;
z(9,k+1)=x(9,k+1)+0.74+0.092*randn;

end

if k==406
z(2,k+1)=x(2,k+1)+0.79+0.092*randn;
z(4,k+1)=x(4,k+1)+0.74+0.046*randn;
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z(8,k+1)=x(8,k+1)+0.82+0.056*randn;
z(9,k+1)=x(9,k+1)+0.88+0.042*randn;

end

hucum acisi -derece

derece

Anormal olcum -Optimal Kalman filtresi

40

30

anormal 6lgum
| d

bozuntusu
A

bozulmus ﬁ‘tre
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I
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T \
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|

|
T LA ‘h “]\"W‘\“‘f“ L
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| M‘ ‘ nll
A
“‘\”‘ ‘;H‘“‘\‘
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‘\‘\ iy

mod

zaman -saniye

15

20 25

Hucum acisi mutlak hatasi-Robust Kalman filtresi
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10 15

zaman -saniye
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50

40

30

20

derece

10 ‘ | I ]\

fin
il

-10

T

10 15 20 25
zaman -saniye

o
()]

Hucum acisi -Anormal olcum -Optimal Kalman filtresi

0.025

0.02

0.015

varyans

0.01

0.005 N

0 5 10 15 20 25
zaman -saniye

Sekil 5.4 Hiicum agis1 Olglim kanalinda olusan bozuntularin Optimal Kalman

Filtresinde degerlendirilmesi

Grafik goriintiilerden de goriildiigii iizere Optimal Kalman filtresi 6l¢lim kanalinda

olusan bozuntulara kars1 dayanikli performans géstermemektedir.
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5.5 Ol¢iim Kanallarinda Anormal Bozuntularin Olustugu Anda Durum

Parametrelerinin Robust Kalman Filtresi ile Degerlendirilmesi

Robust Kalman filtresinin 3.6’da izah edilmistir. Robust Kalman filtresi
S(k)=y(k)- %(k/k 1) vektoriiniin € tolerans bolgesinde de yerlesmesinin tespit
olunmasina dayanmaktadir. Olgiim kanallarinda anormal bozuntularm olustugu anda

Robust Kalman filtresinde degerlendirilen hiicum agisinin grafikleri asagida

verilmistir.
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innavasyon surec - hucum acisi - Robust Kalman
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Sekil 5.5 Hiicum acgis1 Ol¢iim kanalinda olusan bozuntularin Robust Kalman

Filtresinde degerlendirilmesi

Grafik goriintiilerden de goriildiigi iizere Robust Kalman filtresi 6l¢lim kanalinda

olusan bozuntulara kars1 dayanikli performans gostermektedir.
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6. SONUC

Ugagin uzunlamasina ve yanlamasina hareket parametrelerinin bozuntulu 6lgiimleri
optimal Kalman filtresi ile degerlendirilmis ve hata analizleri yapilmistir. Bu hata
analizi sonuglarima gore, Olciim degerleri Kalman filtresinde degerlendirildikten

sonra iyilestirilmistir.

Olgiim kanalinda anormal bozulmalarin olusmasi durumu igin Optimal ve Robust
Kalman filtreleri uygulanmigtir. Optimal Kalman filtresi bu anormal bozulmalara
kars1 dayanikli performans gostermemis, Robust Kalman filtresi ise bu bozulmalara

kars1 dayanikli performans gostermistir.

Bu calismada lineer sistem hareket parametreleri degerlendirilmistir. Bir ileriki
asama i¢in lineer olmayan ugagin tiim durum degiskenlerinin degerlendirilmesi

yapilabilir.
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Sekil A.2 Yuvarlanma agisinin Optimal Kalman Filtresi ile degerlendiriimesi
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Sekil A.3 Sapma agisinin Optimal Kalman Filtresi ile degerlendiriimesi
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Sekil A.4 Yunuslama agisi 8l¢gim kanalinda olusan bozuntularin Optimal Kalman Filtresinde

degerlendiriimesi
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Sekil A.5 Yuvarlanma a¢isi lgim kanalinda olusan bozuntularin Optimal Kalman Filtresinde

degerlendirilmesi
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Sekil A.6 Sapma agisi dlcim kanalinda olusan bozuntularin Optimal Kalman Filtresinde

degerlendiriimesi
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Sekil A.7 Yunuslama agisi 6l¢gim kanalinda olusan bozuntularin Robust Kalman Filtresinde

degerlendirilmesi
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Sekil A.8 Yuvarlanma agisi dl¢gim kanalinda olusan bozuntularin Robust Kalman Filtresinde

degerlendiriimesi
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Sekil A.9 Sapma agisi 6lgim kanalinda olusan bozuntularin Robust Kalman Filtresinde

degerlendirilmesi
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