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OZET

Bu caligmada, Gateaux tiirevi kullanilarak ortotrop kalin plaklar i¢in yeni bir fonksiyonel elde
edilmistir. Egilme ve burulma momentleri, kesme kuvvetleri, donmeler ve yer degistirme
fonksiyonelde yer alan temel bilinmeyenlerdir. Bu fonksiyonel geometrik ve dinamik sinir
kosullarimi da i¢ermektedir. Fonksiyonel kullanilarak karisik sonlu eleman yontemi ile (4x8)
serbestlik dereceli plak eleman1 (PLT32) gelistirilmistir. Ortotrop kalin plaklarin statik ve
dinamik analizleri (PLT32) plak elemani kullanilarak yapilmis ve elemanin dogrulugu
literatiirde mevcut problemlerle karsilastirilmak seklinde ortaya konmustur.

ABSTRACT

In this study, a new functional has been constructed for orthotropic thick plates through a
systematic procedure based on the Gateaux differential. Bending and torsion moments,
transverse shear forces, rotations and deflections are the basic unknowns of the functional.
This functional has geometric and dynamic boundary conditions. The closed form mixed
element is created for a (4x8) rectangular element (PLT32) by using the functional. The static
and dynamic analyses of orthotropic thick plates are carried out by this element (PLT32) and
the accuracy of this element is verified by applying the method to some problems taken from
literature.

1. GIRIS

Plaklar, bir boyutu, diger iki boyutunun yaninda kii¢iik olan ve miihendislikte ¢ok kullanilan
yap1 elemanlarindan biridir. Plaklar, ince ve kalin olmak iizere iki grupta toplanabilir. Klasik
plak teorisinin ( veya Kirchhoff plak teorisi ) gegerli oldugu ince plaklarda, plak acikliginin
kalinliga oran1 (2a/h) 10°dan biiyiiktiir. ince plaklarda kayma gerilmeleri (7, ve T,) Ve

normal gerilme ( o, ) ihmal edilir. Kalin plaklarda ise plak a¢ikliginin kalinliga orani (2a/h)
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10°dan kiigiik olarak tammlanmustir ( 2a/h <10 ) [1]. Kalin plaklarin, ince plaklardan farki
plagin kayma deformasyonunun gdéz oniinde bulundurulmasidir. Kayma deformasyonunu
dikkate alan plak teorilerinin en yaygin olarak kullanilanlar1 da Reissner [2,3] ve Mindlin [4]
teorileridir. Literatiirdeki bazi ¢alismalarda bu teorilerin birbirinin benzeri oldugu goriisii
yaygin olarak benimsenmis, hatta iki teori birlikte Reissner-Mindlin plak teorisi olarak
kullanilmistir. Gergekte ise, bu iki teori arasinda bazi farkliliklar vardir. [5] nolu ¢alismada,
bu iki teori arasindaki ana farkliligin Reissner plak teorisinin, plak kalinligi boyunca
gerilmenin lineer ve kayma gerilmesinin parabolik degistigini kabul eden tamamlayici enerji
ifadesinden elde edildigi seklinde aciklanmistir. Mindlin teorisinde ise, plak kalinlig1 boyunca
yer degistirmenin lineer oldugu kabul edilmistir. Boyle bir kabule Reissner plak teorisinde
gerek duyulmaz bu nedenle de Reissner plak teorisinin birinci mertebe kayma deformasyon
teorisi olarak tanimlanmasi dogru degildir. Ayrica, Mindlin teorisinde, Reissner plak
teorisinden farkli olarak o, normal gerilmesi ithmal edilmektedir. Bu farkliliklar, sayisal

¢Ozlim yapilarak [5] nolu caligmada detayl olarak incelenmis ve ortaya konulmustur. Kalin
plak teorileri, ince plaklarin ¢oziimiinde de kullanilabilecegine gore, klasik plak teorisinin
yetersiz kaldig1 durumlar ortadan kaldirilmistir. Reissner ve Mindlin teorilerine dayali, farkl
¢Oziim yontemlerinin kullanildig1 ¢ok sayida calisma literatiirde mevcuttur. Bu calismalar,
izotrop ve ortotropik plaklarin statik, dinamik ve stabilitesini kapsamaktadir [6-9].

Bu calismada, Reissner teorisini kullanan, Gateaux tiirevine dayali bir formiilasyon
gelistirilmis ve ortotrop kalin plaklarin statik ve dinamik analizinde kullanilmistir. Coziim igin
Gateaux tilirevine dayali bir fonksiyonel geometrik ve dinamik sinir kosullari ile birlikte elde
edilmistir. Fonksiyonelde yer alan buyiiklikler, egilme ve burulma momentleri (M,, M,
M, ), kesme kuvvetleri (Q,, Q,), donmeler (Q,, Q) ve ¢okme (W) olmak lizere toplam

sekiz tanedir.
2. ORTOTROP KALIN PLAK ICIN FONKSIYONEL
Ortotrop kalin plak denklemlerinin ve fonksiyonelinin elde edilmesine ait detayl bilgi i¢in [6]

incelenebilir. Burada sadece kullanilan denklemler ve elde edilen fonksiyonele yer verilmistir.
Sekil (1) de pozitif yonleriyle tanimli plak i¢in denklemler (2.1)

v Mxy/
M, | «— M d

- v y
v v QX
MXY v Qy
3
dx

Sekil 1. Kesit Tesirleri
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ve fonksiyonel Denklem (2.2) ile
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(2.2)
verilmistir.

3. SONLU ELEMAN FORMULASYONU

Denklem (2.2) de verilen fonksiyonel sayisal yontemler i¢in uygundur ve fonksiyonelde
tanimli  bliylkliikkler herhangi bir ara isleme gerek duyulmaksizin dogrudan
bulunabilmektedir. Sayisal yontem, olarak karisik sonlu eleman yontemi kullanilmistir. Elde
edilen fonksiyonelde, bir degiskene gore iki veya daha yiiksek mertebeden tiirev bulunmadigi
icin tamlik ve siireklilik agisindan lineer bi¢cim fonksiyonlar1 kullanilarak dort diigiim noktal
dikdortgen eleman kullanilmistir. Her bir diigiim noktasinda 8 bilinmeyen olmak {izere (4x8)
serbestlik dereceli PLT32 plak elemani1 Denklem (3.1) deki gibi elde edilmistir.
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M, M, M,, Q, Q, Q, Q, w
J J J J J J

__71[k1] 72[k1] 0 0 0 [kz]T 0 0 |
=73 [kl ] 0 0 0 0 [k3 ]T 0
Va4 [kl] 0 0 [k3 ]T [kz ]T 0

K]= 75[k1] 0 [kl] 0 [kz]T 3.1)
K Akl 0 k] KT

simetrik 0 0 0
0 0

- 0 .

Burada, 7, =12/E, 0, yy=pmyr, 1s =0/l 7a=-12/Gyh%, 7, =—6/5G,h,
Ve = —6/ 5G,,h olmak iizere, [ki], [k2], [ks] alt matrislerinin agik formlari [6] da verilmistir.

4. UYGULAMALAR

4.1. STATIK ANALIiZ

Ortotrop kalin plaklar i¢in elde edilen PLT32 plak elemani kullanilarak basit mesnetli tiniform
yiik etkisi altindaki plaklarin ¢6ziimii yapilmis ve literatiirde mevcut c¢alismalarla
karsilagtirmistir. Degisik sinir kosullari i¢in de ¢6ziim miimkiindiir ve yapilmugtir [6].

4.1.1. Yaklasim Testi

Kenarlarindan basit mesnetlenmis iiniform yiik etkisi altindaki Sekil (2)’de verilen plak i¢in
¢oziim yapilmis (E,/E, =25, G, =G, =0.5E, G, =02E , u,=pu,=pn,=025,
2a/h=100) ve PLT32 plak elemanmn dogrulugu test edilmistir. Cékme i¢in elde edilen

sonuclar grafik olarak tek ve c¢ift sayili elemanlar i¢in Sekil (3)’de verilmistir. Benzer
yaklagimin moment ve kesme kuvveti i¢in de elde edildigi goriilmiistiir [6].

Basit mesnet
a| I g
2 =1
- L __ 4%
£[(0.a) (@) £
a 7 | 3
<
m m
|(a,0) .
Basit mesnet
L | L
7 2 7 2 71

Sekil 2. Kenarlarindan basit mesnetli dikdortgen plak
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Sekil 3. Kenarlarindan basit mesnetli ortotrop plak i¢in yaklasim testi

4.1.2. Kalinhgin etkisi

Plak kalinliginin azalmasi ile ortaya ¢ikan kayma kilitlenmesi problemi, basit mesnetli plaklar
icin incelenmis ve elde edilen sonuc¢lardan kullanilan formiilasyonun 6zelligi nedeniyle
kayma kilitlenmesi probleminden etkilenmedigi gézlenmistir. PLT32 ile bulunan sonuglarin
[1] ile karsilagtirilmasi da Tablo 1’de verilmistir. Plak kalinliginin etkisinin, ortotrop
plaklarda, izotrop plaklara gore daha fazla oldugu gézlenmistir.

Tablo 1. Basit mesnetli plaklar i¢in kalinligin etkisi
(EX/Ey =25,G,, =G, =05E,,G, =02E , u,, = p,, = 1, =0.25

Kayma Deformasyon Teorisi [1] PLT32

2 a/ h Isotrop Ortotrop [sotrop Ortotrop

(weh*/q(2a) )x10* | (WE,h*/q(2a)*)x10* | (wEh®/q(2a)’ )x10* | (WE,h*/q(2a)* )x10*

5 5.3556 1.8159 5.3478 1.7962
10 4.6660 0.9519 4.7691 0.9479
20 4.4936 0.7262 4.6238 0.7249
50 4.4453 0.6620 4.5832 0.6613
100 4.4438 0.6528 4.5779 0.6523

4.1.3. E,/Ey ve kalinhgin etkisi
Kenarlarindan basit mesnetli plaklar farkli E, / E, ve 2a/h oranlari igin incelenmis,

literatiirdeki ¢alismalarla karsilastirlmistir [7,8]. E, / E, oranmi arttinldiginda bir dogrultudaki
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egilme momenti biiyiirken diger dogrultudaki moment kiigiilmektedir. Bu durum plagin tek
dogrultuda c¢alismaya basladigin1 gostermektedir. Elde edilen sonuglar Tablo 2 ve 3’de
verilmigtir.

Tablo 2. E, /E, ve kalinhigm etkisi (G,, =G,, =0.6E,, G, =0.5E , u,, = u,, = p, =0.25)

2E,w,. /gh
E,/E, | 2a/h
MIF[7] Am?igz”ry“[‘;?“’s Reissner Theory[7] PLT32
20 587.5592 589.6164 586.6224 587.2242
3 10 42.7251 43,1112 42.3570 42.3928
5 4.2361 4.2431 4.0503 4.0502
20 316.4364 317.0344 315.6320 315.7496
10 10 27.6919 27.5430 27.1557 27.1587
5 3.7263 3.4932 3.3732 3.3713
20 135.6488 135.3893 134.9726 134.8042
40 10 18.4067 17.7923 17.6208 17.6047
5 3.6256 3.0951 3.0117 3.0099

Tablo 3. E, /E, ve kalmhgm etkisi(G,, =G,, =0.5E , G, =0.2E , u, = u,, = u, =0.25)

4 2 2
W(a,a)Dy /q(za) M x(a,a)/q(za) M Y(a‘a)/q(za)
2a/h | E,/E,
[8] [8] PLT32 [8] [8] PLT32 [8] [8] PLT32
1.00 0.0071 0.0064 0.0095 0.0412 0.0465 0.0589 0.0376 0.0430 0.0321
1.50 0.0066 0.0060 0.0087 0.0495 0.0534 0.0683 0.0352 0.0401 0.0300
5 3.00 0.0059 0.0054 0.0075 0.0643 0.0659 0.0827 0.0313 0.0360 0.0271
10.00 0.0051 0.0046 0.0063 0.0832 0.0829 0.0976 0.0265 0.0311 0.0241
40.00 0.0047 0.0041 0.0058 0.0921 0.0931 0.1034 0.0243 0.0277 0.0228
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1.00 0.0039 0.0039 0.0047 0.0397 0.0406 0.0454 0.0391 0.0400 0.0393
1.50 0.0036 0.0035 0.0042 0.0496 0.0502 0.0564 0.0351 0.0360 0.0350
5 3.00 0.0029 0.0028 0.0033 0.0700 0.0702 0.0777 0.0277 0.0286 0.0271
10.00 0.0018 0.0018 0.0020 0.1042 0.1037 0.1084 0.0158 0.0168 0.0156
40.00 0.0012 0.0012 0.0013 0.1241 0.1235 0.1237 0.0085 0.0095 0.0094
1.00 0.0035 0.0035 0.0039 0.0395 0.0398 0.0427 0.0394 0.0396 0.0411
1.50 0.0032 0.0031 0.0035 0.0496 0.0498 0.0538 0.0351 0.0354 0.0364
10 3.00 0.0025 0.0025 0.0027 0.0713 0.0714 0.0766 0.0269 0.0272 0.0274
10.00 0.0013 0.0013 0.0014 0.1096 0.1096 0.1133 0.0128 0.0131 0.0127
40.00 0.0005 0.0005 0.0006 0.1313 0.1313 0.1315 0.0038 0.0041 0.0041
1.00 0.0034 0.0034 0.0037 0.0394 0.0395 0.0418 0.0395 0.0395 0.0417
1.50 0.0030 0.0030 0.0033 0.0496 0.0496 0.0529 0.0351 0.0352 0.0370
100 3.00 0.0023 0.0023 0.0025 0.0717 0.0718 0.0763 0.0266 0.0267 0.0275
10.00 0.0011 0.0011 0.0012 0.1117 0.1118 0.1154 0.0117 0.0117 0.0115
40.00 0.0003 0.0003 0.0003 0.1324 0.1324 0.1332 0.0022 0.0022 0.0019
4.2. DINAMIK ANALIZ

Gateaux tiirevi kullanilarak elde edilen fonksiyonel plaklarin dinamik analizi i¢in de
uygundur. Yalniz plak titresiminin dogal frekanslarinin belirlenebilmesi igin problemin
standart 6zdeger problemine indirgenmesi gerekir.

[K]-w?[M]=1{0} (4.1)

Burada @ sistemin agisal frekansi, [K] sistem matrisi ve [M] kiitle matrisidir. Denklem
(4.1)’in agik formu yazilirsa

[ (K] L] 1)L w

[l [KaJ] - rlo] IR

4.2)

elde edilir. Burada Burada {f} sistem matrisindeki egilme momentleri, burulma momenti,
kesme kuvvetleri, donmeleri, {w} ise ¢okmeleri gostermektedir. Bu denklem yeniden
diizenlenirse
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[K*]: [Kzz]_[Klz]T [Kn]_l[Klz] 4.3)

olmak tizere,

(K]~ w2 [m])w} = o} (4.4)

elde edilir. Bu 6zdeger probleminin ¢6zliimii dogal frekanslar1 ve bunlara ait mod sekillerini
verecektir. Denklem (4.4) kenarlarindan basit mesnetli ortotrop plaklara uygulanmis ve
mevcut caligmalarla karsilastirilmis. Degisik sinir kosullarina sahip ortotrop plaklarin
titresimine ait sonuglar i¢in [6] incelenebilir.

4.2.1. Yaklasim Testi

Denklem (4.4) kullanilarak kenarlarindan basit mesnetlenmis plagin ¢6ziimii yapilmis ve
PLT32 elemanmin dogrulugu test edilmisti. @ =whyp/c,, boyutsuz ifadesi
c, =E, / (1 — Hyy ,uyx) olmak iizere kullanilarak birinci mod i¢in eleman sayisina gore kesin

sonuca yaklasimin grafigi Sekil (4)’de verilmistir.

0.0480 —
0.0470 —
—@— PLT32
2 0.0460 —| )
g - — Kesin Sonug
R3]
g
i
) 0.0450 —
N
z
2
8 0.0440 —
0.0430 —|
0.0420 I ‘ I ‘ I ‘ I ‘ ‘ ‘
10 30 50 70 90
0 20 40 60 80 100

eleman sayist

Sekil 4. Yaklasim testi
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4.2.2. Kalinhgn etkisi

Kayma kilitlenmesi problemi, plaklarin birinci titresim modu i¢in de incelenmis ve sonuglarin
kayma kilitlenmesi olayindan etkilenmedigi gozlenmistir. PLT32 ile bulunan sonuglarin [9]
ile karsilastirilmas1 da Tablo (3) ve Sekil (5) ile verilmistir. Kaymanin etkisi ile dogal
frekanslarda azalma oldugu goézlenmistir. Farkli ¢alismalarla ortotrop plaklarin boyutsuz
modlarinin karsilastirilmasi da Tablo (4)’de yer almaktadir.

0.80 — Tablo 3. Farkli kalinliklar i¢in boyutsuz birinci mod
| 2a/h PLT32 [9]
0.60 — 2 0.7230 0.7295
- . 5 0.1725 0.1721
_E
2
£ o040 | 10 0.0477 0.0477
2
S
2 _ 20 0.0123
—@— PLT32
020 —| o 0 50 0.0019
i 100 0.0005
0.00 \ \ ‘ * ‘ T T ’
10 30 50 70 90
0 20 40 60 80 100

eleman sayist

Sekil 5. Plak kalinliginin degisiminin incelenmesi
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Tablo 4. Farkli modlarin mevcut ¢alismalarla karsilastirilmas: (@ = @ h 4/ ,0/ C,, 2a/ h=10)

m | n PLT32 [8] [9] [1] Exact
1|1 0.0477 0.0474 0.0477 0.0474 0.0474
1|2 0.1046 0.1033 0.1021 0.1033 0.1033
2 |1 0.1200 0.1188 0.1227 0.1189 0.1188
212 0.1721 0.1694 0.1721 0.1695 0.1694
1|3 0.1913 0.1888 0.1828 01888 0.1888
301 0.2190 0.2181 0.2169 0.2184 0.2180
2 |3 0.2516 0.2476 0.2459 0.2477 0.2475
312 0.2651 0.2625 - 0.2629 0.2624
1|4 0.2942 0.2969 - 0.2969 0.2969
4 11 0.3246 0.3319 - 0.3330 0.3319
313 0.3364 0.3320 - 0.3326 0.3320
2 |4 0.3470 0.3476 - 0.3479 0.3476
5. SONUCLAR

Gelistirilen formiilasyon degisik sinir kosullarina sahip ortotrop plaklarin statik ve dinamik
analizi icin uygulandiginda, sonuglarin literatiirde mevcut c¢alismalarla uyumlu oldugu
goriilmiistiir. Ortotrop plaklarin statik ve dinamik analizi i¢in elde edilen sonuglar sirasi ile
Ozetlenecek olursa;

¢ Eleman sayis1 artirilarak, bazi biiyiikliiklerin kesin ¢oziime yaklagimi incelendiginde, tek ve
cift sayili elemanlar icin alt ve iist limitler oldugu goézlenmistir.

e Farkli kalinliklar i¢in yapilan ¢oziimde, plak kalinligi azaldiginda ortaya ¢ikan kayma
kilitlenmesi probleminin, formiilasyonun o6zelliginden dolayr meydana gelmedigi
gorilmistiir.

e Plak kalinliginin etkisinin, ortotrop plaklarda, izotrop plaklara gore daha fazla oldugu
gbzlenmistir.

e E,/E, oram arttirildiginda bir dogrultudaki egilme momenti biiyiirken diger dogrultudaki
moment kiiclilmektedir. Bu durum plagin tek dogrultuda c¢alismaya basladigini
gostermektedir.

e Kaymanin etkisi ile dogal frekanslarda azalma oldugu gézlenmistir.
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