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ELASTIK ZEMINE OTURAN DAIRE EKSENLIi KiRiSLERIN STATIK ANALIZi
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OzZET

Bu galismada,Winkler tipi elastik zemine oturan daire eksenli kiriglerin statik analizi teorik olarak
incelenmigtir. Tabii burulmus ve egilmis uzaysal ¢ubuklari idare eden denklemler Timoshenko
cubuk teorisi kullanarak elde edilmis ve elastik zemine oturan daire eksenli gubuklar igin tekrar
yazilmigtir. Formiilasyonda, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri g6z éniine alinmigtir. Qubuk
malzemesi homojen, lineer elastik ve izotropik kabul edilmistir. Skaler formdaki adi diferansiyel
denklemler, problemin rijitlik matrisini kesin olarak hesaplamak icin tamamlayici fonksiyonlar
ybntemi ile sayisal olarak ¢6ziilmektedir. Elastik zemine oturan daire eksenli kiriglerin statik analizi
icin gegitli 6rnekler ele alinmigtir. Bu galismada elde edilen sonuglarin literatiirdeki mevcut
sonuglarla uyum iginde oldugu gériilmiigtiir.

GIRIS

Elastik zemine oturan kirigsler ve plaklar muhendislik uygulamalarinda yaygin olarak
kullaniimaktadir. Elastik zemine oturan kiriglerin analizlerinde Winkler, Pasternak ve Vlasov gibi
gesitli zemin modelleri kullaniimaktadir. Literatiirde, elastik zemine oturan dogdru eksenli kiriglerin
statik ve dinamik analizleri ile ilgili birgok galigma olmasina ragmen elastik zemine oturan daire
eksenli gubuklarin analizlerine ait yeterli calisma bulunmamaktadir.

Kiral ve Ertepinar (1974) statik ylkleme altinda elastik zemine oturan kiriglerin davranisini
incelemiglerdir. Dasgupta ve Sengupta (1988) elastik zemine oturan egdri eksenli gubuklarin
¢6ziml igin G¢ digumll izoparametrik kiris elemani kullanarak bir sonlu eleman model
geligtirmigtir. Formiilasyonda, kayma deformasyonu etkisini dahil etmislerdir. Banan ve ark. (1989)
elastik zemine oturan uzaysal egri eksenli Kkiriglerin ¢oziimii igin genel bir sonlu eleman
formilasyonu geligtirmiglerdir. Haktanir and Kiral (1993) elastik ve izotropik malzemeden yapilmig
helisel ¢ubuklarin statik analizini tasima matrisi yontemine dayal rijitik matrisi yontemi ile
cahsmiglardir. Kadioglu (1994) ve Erim (1997) Winkler tipi elastik zemine oturan dogru ve daire
eksenli gubuklarin statik analizini incelemiglerdir Akéz and Kadioglu (1996) karisik sonlu eleman
formilasyonu kullanarak elastik zemine oturan degisken kesite sahip daire eksenli gubuklarin keyfi
yikler altinda statik analizini incelemiglerdir. Zubaroglu (1994) elastik zemine oturan daire eksenli
gubuklarin analizini tagima matrisi yontemi ile incelemistir. Galim ve Akkurt (2011) elastik zemine
oturan egri eksenli gubuklarin statik ve serbest titresim analizini ¢galismiglandir. Daha sonralar
Calim (2012) elastik zemine oturan egri eksenli kiriglerin zorlanmis titresimini incelemistir.

Bu calismada, elastik zemine oturan daire eksenli kiriglerin statik analizi igin etkin bir yéntem
sunulmustur. Elastik zemine oturan daire eksenli kirigleri idare eden denklemler Timoshenko gubuk
teorisi kullanilarak elde edilmigtir. Formilasyonda, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri géz
online alinmigtir. Kanonik formda elde edilen diferansiyel denklemlere tamamlayici fonksiyonlar
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yontemi uygulanarak problemin rijitik matrisi istenildigi kadar hassasiyette kesin olarak
hesaplanmistir. Bu, genel sinir sartlarina sahip problemlerin ¢éziimunde blylk avantajlar
saglamaktadir. Sonlu elemanlar yénteminde, problemi ylizlerce eleman ile tanimlamak gerekirken,
6nerilen bu yéntemde sadece birkag elemanla tanimlayarak istenilen hassasiyette kesin sonuglar
elde edilmektedir. Degigken katsayili adi diferansiyel denklemler de tamamlayici fonksiyonlar
yontemi yardimiyla ¢oziilebilmektedir.

FORMULASYON

Cubuk ekseni lizerinde herhangi bir s noktasinda yer degistirme U°ve bu noktadaki kesitin dénmesi
Q° olarak gosterilsin. T vektori ile s noktasindaki kesite etkiyen i¢ kuvvetlerin vektorel toplami ve M
ile bunlarin agirhk merkezine indirgendikleri zaman elde edilen kuvvet gifti olarak gdsterilsin. Gubuk
ekseninin birim boyuna etkiyen yayili dis kuvvet p ve moment m olsun. Cubuk malzemesi lineer
elastik ve izotropiktir. Uzaysal gubugdu idare eden denklemler vektdrel formda elde edilmektedir.

[0} (o}
yozaU +txQ°, w® =B (1)
Os Os
o o]
" +p=0, B +txT° +m=0 (2)

Cubuk kesitinin kayma merkezi ile geometrik merkezinin ¢akistigi, kesit ¢arpilmasinin ihmal
edildigini g6z 6nine alarak ve gubuk malzemesinin homojen, izotrop ve lineer elastik oldugu
kabulleri altinda blinye denklemleri $6yle verilmektedir.

TP = 4;9°, M?=D; o (,j=t n, b) (3)

i ij

Aj cubudun eksenel ve kayma rijitligini, D; ise ¢ubugun burulma ve egilme rijitligini gdstermektedir.

EA 0 0 GI, 0 0
[4]=| 0 Gam, o |,[D]=| 0 EI, o0 (4)
0 0 GAla, 0 0 EI,

A kesit alani, E ve G elastik sabitler, «, ve a, kayma diizeltme faktorleridir. /; burulma ve 1, I, ise
egilme atalet momentleridir.

Kesitin kayma merkezi ile agirlik merkezinin Ust Uste dustliigu ve kesit garpilmasinin ihmal
edildigi kabul edilirse n, b eksenleri asal eksenler olmaktadir. E@ri eksenli gubuklarin davranisini
idare eden diferansiyel denklemler t, n, b hareketli eksen takiminda agagdidaki sekilde
yazilabilmektedir.

=vyU +—T Sa
oy AUl (5a)
oU a
—L=—2U +7U, +Q, +—=T 5b
as | ATTEe TR TG (50)
U _ Ly - +%7, (5¢)
Js ’ " GA
oQ, 1
=y +—M 5d
8s Z n GI ! ( )

t
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o0Q

a—s"=—;gg, +7Q, +ELI"M" (5e)
a;z" =-7Q, +ELI,,M" (5f)
T, (50)
it aT -, (5h)
{;—Ts”z—rTn—pb (51)
8{;\;[, =xyM, —-m, (5i)
%:TM,, - xM, +T,-m, (5k)
agi" =—tM, —T,—m, (51)

Bu calismada Winkler tipi elastik zemin modeli ele alinmaktadir (Sekil 1). Burada elastik zemine
oturan kirigleri inceleyecegimizden dolay: dig yiik

p=p°~p/ . m=m‘-m’ (6)

seklinde ifade edilecektir. (6) nolu ifadelerdeki e ve f notasyonlar, sirasiyla kiristeki yikleri ve
zeminin kirise gdsterdidi tepkiyi ifade etmektedir.
pl =k U, m! =(k,), Q¢ (i=t n, b) @

i

burada k ve k; yay sabitlerini ifade etmektedir.

Sekil 1. Elastik zemine oturan daire eksenli kirig
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Duzlemsel gubuklarda tabi burulma sifir (x = 0) ve daire eksenli gubuklarda egrilik ise sabittir (y =
1/R). Dairesel bir gubukta ds uzunluk elemani ds = R d¢ olarak ifade edilmektedir (Sekil 1).
Hareketli koordinat takiminda elastik zemine oturan diizlemine dik yiiklii dairesel kirigleri idare
eden 6 adet adi diferansiyel denklem takimi asagidaki gibi elde ediimektedir.

1U

50 _ pa +rT (8a)
d o GA

dQ

—L=Q, +iM, (8b)
d¢ GI,

el Lz_Q’+iM" (80)
d g EI,

dT,

H:RkbUb—pr (8d)
dM

*’ZR(kl)IQI +Mn_le (Be)
d¢

dM
y ¢" =R (k),Q, M, +RT,—Rm, (8f)

Hem eleman rijitlik matrisi hem de yUk vektérleri tamamlayici fonksiyonlar yéntemi kullanilarak elde
edilmektedir.

TAMAMLAYICI FONKSIYONLAR YONTEMI

Sabit katsayl alti adet diferansiyel denklem (8a-f) esitliklerinde verilmistir. Bu denklemlerin her biri
yere gdre birinci mertebe tiirevleri igermektedir. (8a-f) denklemieri matris notasyonunda asagidaki

gibi ifade edilebilir.

dY(#)
de

Uzaysal gubuklar icin, durum vektdriniin elemanlari (10) ifadesinde tanimlanmaktadir.

=F(@)Y(#)+B(9) ©

Y(#) = {U(g), (¢), T(¢), M(9)}" (10)

Tamamlayici fonksiyonlar yontemi, baslangic sartlar yardimi ile (9) denkleminin ¢éziimiine
dayanmaktadir. Bu yontem ile sinir deder problemi baslangi¢ deger problemine indirgenmektedir.
(9) denkleminin genel ¢dzimu

Y(¢)=>.C, (U™ (#)+V(p) (11)

m=l

seklindedir. U™ (g) m'inci bilesenine 1, digerlerine sifir degeri verilerek elde edilen homojen
¢bzimdir. V(g)ise, baslangig sartlari sifir alinarak elde edilen 6zel ¢dziimdir. Burada C,
integrasyon sabitleri sinir sartlarindan elde edilmektedir.
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SAYISAL UYGULAMA

Bu calismada, statik yilkkleme altinda elastik zemine oturan daire eksenli kiriglerin davranigini
analiz etmek igin genel amagl Fortran dilinde bir bilgisayar programi hazirlanmigtir. Tamamlayict
fonksiyonlar ydntemine dayal baslangig deger probleminin ¢dziimii igin Butcher'in besinci mertebe
Runge-Kutta algoritmasi kullanilmisgtir. Onerilen yontemin gecerliligini test etmek amaci ile
literatUrdeki mevcut drnekler ele alinmistir.

Ornek 1 Winkler tipi elastik zemine oturan iki ucu ankastre dairesel kirig problemi incelenmistir.
Dairesel kirigin yay agikhigi a = 740° olup bes esit pargaya bolinmistir (Sekil 2). Dairesel kirige
dort adet P = 50 t siddetinde tekil yik uygulanmigtir. Dairesel kiris dikdortgen kesite sahip olup,
kesit genisligi ve yiksekligi b = h = 1.5 m, yangapl R = 8 m ve yay katsayisi k = 10 t/m? olarak
alinmistir, Malzeme o6zelikleri ise elastisite modiili E = 2.7%x10" t/m?, Poisson orani v = 0.3'dir.
Probleme ait sonuglar Tablo 1°’de verilmektedir. Tablo 1 incelendiginde, énerilen yontemie elde
edilen sonuglar ile literatiirde farkh yontem kullanarak elde edilen sonuglarin uyumiu olduklari
gozlemlenmektedir.

P

Sekil 2. Iki ucu ankastre daire eksenli kirig

Tablo 1. iki ucu ankastre daire eksenli kirise ait sayisal sonuglar

Ag Kesit Tesirleri ~ 2ubaroglu  Bu Cahigma

(1994)
b (t) 99.71 99.92
0 Mt (tm) 75.32 82.42
Mn (tm) -464.2 -467.7
To (b -89.71 -99.92
a Mt (t) 75.32 -82.42
Mn (t) -464.2 -467.7
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Ornek 2 Dért adet tekil yilke maruz elastik zemine oturan daire eksenli kirigin statik analizi
incelenmistir (Sekil 3). Simetri nedeni ile problemin dortte biri sekiz elemana bolerek analiz
yapllmigtir. Probleme ait malzeme ve kesit 6zellikleri; tekil ylik P = 1524 kN, dairenin yarigapi R =
7.63 m, kesit genisligi ve ylksekligi b = h = 0.762 m, elastisite modiilli E = 47.24 GPa, kayma
modili G = 19.68 GPa, yay katsayisi k, = 23.623 MPa ve yayin donme katsayisi (ki); = 1143
kNm/m olarak verilmigtir. Ornede ait sayisal sonuglar Tablo 2'de verilmektedir. Tablo 2
incelendiginde, dnerilen ydntemle elde edilen sonuglar ile literatlrde farkhi yontemler kullanarak
elde edilen sonuglarin uyumlu olduklari gézlemlenmektedir.

Tablo 2. Elastik zemine oturan daire eksenli kirise ait sayisal sonuglar

o(°) Ub Qt Qn Tb Mt Mn
(m) (rad) (rad) (kN) {kNm) (kNm)
[7] (kq)#0 -0,008150 0.000770 0 762 0 -1355,65
[4] (k1)=0 -0,008064 - = 762 0 -1362,78
0 [4] (k)0 -0,008063 - - 762 0 -1362,54
Bu galisma [(k4)=0] -0,008150 0,000705 0 762 0 -1361,11
Bu caligma [(ks)#0]  -0,008147 0,000702 0 762 0 -1360.11
[7] (ky)#0 -0,007096 0,000486 -0,001089 487,578 -166,640 -405,060

11,25 By galigma [(k;)=0] -0,007099 0,000445 -0,001083 489,702 -167,390 -407,433
Bu galisma [(k,)#0] _ -0,007098 0.000443 -0,001082 489,803  -166,290 -407.333

[7] (kq)#0 -0,005208 -0,000048 -0,00122 260,413 -182,480 -189,702
[4] (kq)=0 -0,005198 - 3 272,674 -184,505 -192,353
22,5 4] (k,)#0] -0,005198 - : 272,705 -183.431 -192,346

Bu galisma [(k1)=0]  -0,005223 -0,000044 -0,00122 271,201 -183,378 -190,176
Bu calisma [(ki)#0]  -0,005223 -0,000044 -0,00122  271.303 -181.982 -190,176
[7] (ky)#0 -0,003642 -0,000492 -0,000755 115,001 -110,719 -500,447
37,75 Bucalisma [(ki)=0] -0,003668 -0,000451 -0,000749 115997 -111,326 -503,070
Bu galisma [(k1)#0]  -0,003669 -0,000449 -0,000748 116,098 -110,329 -502,869

[7] (kq)gt0 -0,003050 -0,000660 0 0 0 595,125
[4] (k:)=0 -0,003115 - - 0 0 605,211
45 4] (k()#0] -0,003116 . - 0 0 605,013
Bu galisma [(k1)=0]  -0,003081 0,000604 0 0 0 598,506
Bu galisma [(k:)#0]  -0,003083 0,000601 0 0 0 598,308
[7] (k1)#0 -0,005208 -0,000048 0,001224 -269,413 182,480 189,7022

67,5 Bugalisma[(k{)=0] -0,005223 -0,000044 0,001215 -271,201 183,378 190,176
Bu caligma [(k;)#0]  -0,005223 -0,000044 0,001214  -271,302 181,982 190,176

[7] (k4)O -0,008150 0,000770 0 -762 0 -1355,65
90 By galisma [(k4)=0] -0,007099 0,000710 0 -762 0 -1361,11
Bu calisma [(k1)#0]  -0,008148 0,000710 0 -762 0 -1360,11
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Sekil 3. Elastik zemine oturan dairesel kirig

SONUGLAR

Bu galismada, elastik zemine oturan daire eksenli kiriglerin statik analizi i¢in etkin bir yontem
sunulmustur. Elastik zemine oturan daire eksenli kirigleri idare eden denklemler Timoshenko gubuk
teorisi kullanilarak elde edilmigtir. Formiilasyonda, eksenel ve kayma deformasyonu etkileri géz
online alinmistir. Skaler formdaki adi diferansiyel denklemler, problemin rijitik matrisini kesin
olarak hesaplamak igin tamamlayici fonksiyonlar ydntemi yardimiyla sayisal olarak ¢ézilmektedir.
Tamamlayici fonksiyonlar yéntemine dayal baslangic deder probleminin ¢éziimi igin Butcher'in
besinci mertebe Runge-Kutta algoritmasi kullanilmigtir.

Kaynaklar

[1] Calm, F. F., “Forced vibration of curved beams on two-parameter elastic foundation” Applied
Mathematical Modelling, doi:10.1016/j.apm.2011.07.066.

[2] Galm, F.F.,and Akkurt, F.G., "Static and Free Vibration Analysis of Straight and Circular
Beams on Elastic Foundation" Mechanics Research Communications, 38(2), 89-94, 2011.

[3] Erim, Y., Elastik Zemine Oturan Dogru ve Daire Eksenli Cubuklar, (Ylksek Lisans Tezi),
Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitlist, 1997.

[4] Akdz, AY., and Kadioglu, F., “The Mixed Finite Element Solution of Circular Beam on Elastic
Foundation” Computers&Structures 60(4), 643-651, 1996.

[5] Kadioglu, F., Elastik Zemine Oturan Dogru ve Daire Eksenli Cubuklar (Yuksek Lisans Tezi),
{TU Fen Bilimleri Enstitiisii, 1994.

[6] Zubaroglu, S., Elastik Zemine Oturan Daire Eksenli Cubuklar ve Tagima Matrisi (Yuksek Lisans
Tezi), iTU Fen Bilimleri Enstittisi, 1994.

[7] Haktanir, V., and Kiral, E., "Statical Analysis of Elastically and Continuously Supported
Helicoidal Structures by the Transfer and Stiffness Matrix Methods" Computers & Structures,
49(4), 663-77, 1993.

[8] Banan, M.R., Karami G., and Farshad M., "Finite Element Analysis of Curved Beams on
Elastic Foundations" Computers & Structures, 32, 45-53, 1989.

[9] Dasgupta, S., Sengupta, D., "Horizantally Curved Isoparametric Beam Element with or without
Elastic Foundation Including Effect of Shear Deformation" Computers & Structures, 29(6), 967-
73, 1988.

XVII. Ulusal Mekanik Kongresi
286



DINC ve CALIM

[10] Kiral, E., and Ertepinar, A., “Studies on Elastic Rods Subject to Diverse External Agencies-
Part II- Planar Rods on an Elastic Foundation” METU Journal of Pure and Applied Sciences 7
(1), 41-53, 1974.

[11]  Sokolnikoff, 1.S., and Redheffer, R.M., “Mathematics of Physics and Modern Engineering"
Tokyo: McGraw-Hill, 1958.

XVII. Ulusal Mekanik Kongresi
287



