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: Plagin x ve y eksenlerine dik kesitlerinin birim boyuna gelen

egilme momentleri

: Plagin x eksenine dik kesitlerinin birim boyuna gelen

burulma momenti

: Plagin x ve y eksenlerine dik kesitlerinin birim boyuna gelen

z eksenine paralel kesme kuvvetleri
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A Ay : X ve y dogrultularindaki sonlu farklar ag1 genisligi

a : Plagin x dogrultusundaki kenarin y dogrultusundaki kenara
orani
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OZET

Yiizeysel tasiyici sistemlerden biri olan plaklar, giinlimiizde yalnizca yap1
miihendisliginde degil, ucak ve gemi miihendisligi gibi bircok alanda da kullanilan
sistemlerdir. Belirlenen kabullere gére modellenen plaklardan, denge denklemleri
kullanilarak, plak denklemlerinin diferansiyel formu elde edilir. Plak
denklemlerinden, basit diferansiyel denklem c¢oOzlimleri yaninda ¢esitli analitik
yontemler kullanilarak da kesin ¢oziim elde edilebilir. Analitik ydntemler
kullanilarak ¢6ziime ulasilamadigi veya ¢oziimiin zor oldugu durumlarda, sonlu
farklar yontemi ve sonlu elemanlar yontemi gibi sayisal ¢oziim ydntemlerine
bagvurulur. Bu c¢alismada, cesitli mesnetlenme ve yiikkleme durumlarina gore
plaklarin malzeme bakimindan 6zel bir hali olan bazi ortotropik dikdortgen plaklarin
¢Ozlimi, sayisal bir ¢6ziim yontemi olan sonlu farklar yontemi kullanilarak bilgisayar
ortaminda yapilmistir. Calismada sonlu farklar yontemi kullanilarak elde edilen
sonuglar, literatiirde bulunan bazi izotropik ve ortotropik plaklarin analitik yontemle
elde edilmis sonuglan ile karsilastirilmistir. Sonlu farklar yontemi ile elde edilen
sonuclarin, analitik yontemler ile elde edilen sonuglara ¢ok yakin oldugu

gosterilmistir.
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SUMMARY

Plates, as a special type of shell systems are widely used in not only structural
engineering field, but also many other fields such as naval or aerospace engineering.
For design purpose, plate equations can be obtained in a differential form by using
the equation of equilibrium evaluated from the plates modelled by suitable
assumptions. Besides simple differential equation solutions, exact solutions can be
evaluated from plate equations with the help of different analytical methods as well.
When it is impossible or hard to evaluate the results with analytical methods,
numerical solution methods e.g. finite differences or finite element method can be
used. In this study, orthotropic rectengular plate equations are solved on computer
for various supporting and loading conditions by using finite differences method.
Results are compared with the results of previous studies using analytical methods. It

was shown that there is a substantial correspondence between the compared results.
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BOLUM 1
GIRiS
1.1 GIRiS

Kalinliklari, tagtyic1 yondeki boyutlar1 yaninda ¢ok kiiclik olan sistemler yiizeysel
tasiyici sistemler olarak adlandirilirlar. Kalinliklarin orta noktalarini birlestiren yiizey
de orta yiizey olarak adlandirilir. Orta ylizey bir diizlem ise diizlemsel tasiyici
sistemler olarak adlandirilir. Dig yiikler de orta diizleme dik olarak uygulaniyorsa

plak ismini alirlar.

Plaklar, yalnizca yapi1 miihendisliginde kullanilmayip, ugak ve gemi miihendisligi
gibi bir¢ok miihendislik dalinda da tasiyict diizlemlerin olusturulmasinda kullanilan

sistemlerdir.

Plak sistemlerin modellenmesi yapilitken g6z Oniinde bulundurulmasi gereken
parametrelerden biri, kullanilan malzemedir. Tiim dogrultularda birbirinden bagimsiz
ozellikler gdsteren malzemeler anizotropik, birbirlerine dik {i¢ diizleme gore elastik
simetri 6zellikleri bulunan malzemelere ortotropik, tiim dogrultularda ayni1 6zellikleri
gosteren malzemeler ise izotropik malzeme olarak adlandirilirlar. Bunun disinda
plaklar, geometrilerine gore, dikdortgen plaklar ve dairesel plaklar olarak iki dnemli
ve biiylik grup olustururlar. Mesnetlenme sekilleri ise, yapr amag¢ ve ihtiyaclarina
gore, ankastre mesnet, sabit mesnet ve bosta kenar halinin kombinasyonlarindan

meydana getirilir.

Anizotrop plaklarin ve kabuklarin analizi ile ilgili ilk ¢aligmalar ortotropi hali i¢in
sinirlandirilmistir. Bu konu ile ilgili olarak ilk g¢alismayr Gehring 1860 yilinda
yayinladig, statik yiikle yiiklii durumlar i¢in ortotropik plaklar teorisinde yapmustir.

[1]. Ortotropik plaklarin titresimini ise Hearmon dikddrtgen, ahsap ve plywood
plaklar icin temel titresim frekanslarini incelemistir [2]. Calismasinda Rayleigh-Ritz
metodunu kullanarak, cesitli sekillerde sabit ve ankastre mesnetlenmis plaklara

uygulayarak yapmis ve sonuglari deneysel sonuclarla karsilagtirmistir. Elastik



plaklarin serbest titresimleri ile ilgili caligmalar 1969 yilinda Leissa tarafindan

yapilmistir [3].

Lechnitzky, klasik plak teorisini temel alan tek katmanli anizotrop plak teorisi, 6zel
ortotropik plaklarin egilme, stabilite ve titresim problemlerini ele almak yoluyla
sunan genig kapsamli kitabin1 1957 yilinda yaymlamistir [4]. Genel {iniform yiikle
yiiklii ortotropik plaklarin ¢oziimiinii de Kantorovich’ in birinci iterasyon metodu ile

yapmuigtir.

Stavsky, 1959 yilinda anizotrop ince plaklar teorisini formiiliize etmistir [5]. 1961
yilinda Reissner ve Stavsky, Smith ve Lechnitzky’ nin daha dnce yapmis olduklari
gerilme-egilme ¢iftinin etkilerini anizotrop ince plaklar i¢in tekrar ele almiglardir [6].
Bu problemin 6rneklerini silindirik egilme tipi i¢in Stavsky’ de goriilmektedir. Hoff
ile Stavsky’ nin beraber yapmis olduklar1 ¢aligmalar1 Dietz 1969 yilinda “Composite

Engineering Laminates” adiyla yaymlamistir [7-8].

Waddoups 1965 yilinda, ince tabakali 6zel ortotrop plaklarin titresim karsisindaki
davraniglarini, hem deneysel hem de analitik olarak ele alarak incelemistir [9]. 1967
yilindan beri “Journal of Composite Materials” dergisi anizotropik ince plak
problemleri iizerinde yogunlagmistir. 1968 yilinda, boliimleri birgok aragtirmaci
tarafindan birlesik malzeme ve yapilarin temel problemleri konusunda yapilan
caligmalar1 Tsai tarafindan bir araya getirilerek hazirlanan “Composite Materials
Workshop” kitabinda yayinlanmistir [10]. Ashton ve Anderson bor-epoksi levhalarin

dogal titresim modlarin1 Rayleigh-Ritz formiilleri ile incelemistir [11].

Whitney ve Leissa genel katmanli anizotrop plaklarin temel denklemelerini Von
Karman plak denklemelerine paralel olarak formiiliize etmislerdir [12]. Bunu takiben
Whitney ve Leissa, benzer bir ¢alismay1 tam Fourier trigonometrik serileri kullanarak

yeniden yapmiglardir [13].

Ashton ve Waddoups, yine 1969 yilinda tek katmanli anizotrop plak problemleri i¢in
bir enerji formuliinii, dogrusal stabilize analizi; frekans ve mod sekili hesabi ve
diizlemsel yiiklemelerden dogan yer degistirmelerin analizini de gbéz Oniinde

bulundurarak sunmustur [14].



Kicher ve Mandell yine 1969 yilinda katmanl plaklar i¢in kritik burkulma yiikiinii
deneysel olarak incelemislerdir [15]. Deneysel sonuglarla karsilastirma yapmak

amaci ile stabiliteyi; kalsik ortotropik plak denklemleri ile analiz etmislerdir.

1970 yilinda Ashton, anizotrop plaklarin sinir kosullarini incelemistir [16]. Sonug
olarak, Rayleigh-Ritz metodunu kullanilirken bir dizi karakteristik kiris
fonksiyonunu kullanmanin, 6zel ortotropik plaklarin her durumu i¢in miikemmel
sonu¢ verdigini ortaya koymustur. Ashton’un c¢aligmasinin, burkulma yiikii, dogal
frekans, mod sekilleri ve yer degistirmelerin belirlenmesinde tatminkar sonuglar
verdigi fakat gerilmeler, momentler ve kdse reaksiyonlar1 i¢in iyi sonu¢ vermedigi

goriilmiistiir.

Ankastre ve basit mesnetli, simetrik olmayan anizotrop ince plaklarin g¢apraz
yiiklemeler altinda hesabi i¢in Whitney, Reissner ve Stavsky’nin temel denklemlerini

kullanmustir [17].

Umit Uzman, Istanbul Teknik Universitesinde 1985 yilinda hazirladigi doktara
tezinde ortotrop malzemeden yapilmis ince dikdortgen plaklarin diizlem i¢i dinamik
kenar ytikleri etkisindeki davranislarini incelemis ve sayisal yontemlerle elde ettigi

coziimler ile bir bilgisayar progranmu gelistirmistir [18].

Zafer Kiitiig, 1992 yilinda hazirladigr yiliksek lisans tezinde izotrop plak
denklemlerinin en genel ¢oziimlerini degiskenlerin ayrilmasit metodu’nu ve Fourier

serilerini kullanarak yapmugtir [19].

Batuhan Calin, 1998 yilinda hazirladig: yiiksek lisans tezinde bazi izotrop plaklarin

¢Oziimlerini sonlu farklar yontemlerini kullanarak yapmistir [20].

Ali Ergiin, 1996 yilinda hazirladig: yiiksek lisans tezinde {iniform yiikle yiiklii ¢esitli
izotropik plaklarin ¢oziimlerini sonlu elemalar yontemi ile yapmis ve bunlar1 analitik
yontem sonugclari ile karsilastirmistir [21]. 2002 yilinda yaptig1 doktora ¢alismasinda
ise herhangi bir kuvvetler sisteminin baska kuvvetler sisteminden meydana gelen
yerdegistirme {izerinde yaptig1 virtiiel igin, ikinci kuvvetler sisteminin ilk kuvvetler
sisteminden meydana gelen yerdegistirme lizerinde yaptig1 ise esitligini tanimlayan
Betti karsitlik teoremi temel alinarak yeni bir sonlu fark operatorii ¢ikararak sonlu

farklar yontemi ile yapmustir [22].



1.2 CALISMANIN AMACI ve KAPSAMI

Belirlenen kabullere gore modellenen plaklardan, denge denklemleri kullanilarak,
plak denklemlerinin diferansiyel formu elde edilir. Plak denklemlerinden, basit
diferansiyel denklem ¢oziimleri yaninda, ¢ift Fourier serileri (Navier yontemi), tek
Fourier serileri (Levy yOntemi) gibi ¢esitli analitik yontemler kullanilarak kesin

¢Oziim elde edilebilir.

Analitik yontemler kullanilarak ¢6ziime ulagilamadigi veya ¢oziimiin zor oldugu
durumlarda, sonlu farklar yontemi ve sonlu elemanlar yontemi gibi sayisal ¢oziim
yontemlerine bagvurulur. Bu yontemler analitik yontemlere ¢ok yakin sonuglar
verebilmektedirler. Ozellikle bilgisayar teknolojisinin gelismesi ve hizla bu
gelisimini devam ettirmesi de sayisal ¢6ziim yontemlerinin gelismesini ve sikca

kullanilmasini kolaylagtirmigtir.

Bu calismada, ¢esitli mesnetlenme ve yiikleme durumlarma gore bazi ortotropik
dikdortgen plaklarin ¢oziimii, sayisal bir ¢6ziim yontemi olan sonlu farklar yontemi
kullanilarak bilgisayar ortaminda yapilmistir. Literatiirde bulunan bazi izotropik ve
ortotropik plaklarin kapali ¢oziimleri ile sonlu farklar yontemi ile elde edilen
sonugclar ile karsilastirildi. Sonlu farklar yontemi ile elde edilen sonuglarin, analitik

yontemler ile elde edilen sonuglara ¢ok yakin oldugu gdsterilmistir.



BOLUM 2

MALZEME SABITLERI ve PLAK DENKLEMLERI

Bu bolimde malzeme sabitleri tanimlandiktan sonra ¢esitli malzemeler i¢in Hooke
yasalar1 elde edilecektir. Daha sonra da bu bagintilardan yararlanarak 6nce izotropik
malzeme ic¢in plak denklemleri daha sonra da ortotropik malzeme i¢in plak
denklemleri elde edilecektir. Son kisimda ise ortotropik plaklar i¢in bazi analitik

¢Ozlimler elde edilecektir.

2.1 MALZEME SABITLERI ve HOOKE YASALARI

Bir malzemede gerilme sekil degistirme bagintilarini teorik olarak elde etmek su an
icin miimkiin olmamaktadir. Malzemeler, kuvvet ve sicaklik karsisinda ¢ok farkl
davraniglar gosterirler. Malzemelerin gostermis olduklar1 bu davranislari matematik
olarak tek bir denklem veya denklem takimi ile agiklamak miimkiin degildir. Bu
nedenle, c¢esitli malzeme tipleri i¢in ideal malzeme davranisi tanimlayan ayri bir
takim denklemler kurma yoluna gidilir. Bu denklemlere biinye denklemeleri adi
verilir. Bu denklemler malzemenin fiziksel davranislarini goézlem ve istatistiksel
yontemlerle ortaya koyan matematik formiillerdir. Bu kisimda biinye denklemlerinde

bulunan sabitler hakkinda bilgiler verilecektir.

Bir malzemede, yiik ve sekil degistirme arasinda bagint1 dogrusal kabul edildiginde,
gerilme 1ile sekil degistirme tansorleri biribirlerine asagida verilen sekilde

baglanabilir.

3
o5 = Zcijklgkl (2.1)

k1=l
Bu bagint1 toplama uylagimi kulanilarak

Oii = Cijéy (2.2)
seklinde yazilabilir. Burada; o, gerilme tansorii, &, Cauchy birim sekil

degistirme tansoril ve Cy, ise elastik sabitlerin bulundugu dordiincii mertebeden bir



tansordiir. Bu tansore elastik sabitler tansorii veya elastisite tansorii adi verilir.

Elastik sabitler tansoriinde 81 sabit vardir. Fakat &, birim sekil degistirme tansorii
simetrik oldugundan ¢, = ¢, dir. Bu durumda ¢y, tansoriiniin bilegenleri k ve | ye
gore simetrik olurlar; dolayisiyla cyy =C;y yazilabilir. Bu nedenle bagimsiz
sabitlerin sayis1 27 azalir ve geriye 54 bagimsiz sabit kalir. o;; gerilme tansorii de
simetrik oldugundan c;, katsayilari bu kez i ve ] indislerine gore de simetrikdir;
yani; Cy = Cy, yazilabilir. Dolayisyla bagimsiz sabitlerin sayis1 18 azalarak geriye
36 bagimsiz sabit kalir.

Gerilme ve sekil degistirme tansorlerinin bagimsiz altisar elemanlart;

0, =0, Oy =0, O3 =03
Oy =04 O3 =05 Oy, =05
& =& Epn =& €33 =&
26,, = ¢, 28, = &5 28, =& (2.3)

seklinde tanimlanir ise (2.2) bagintisi

o =C.&. (2.4)

I [/ |

seklinde yazilabilir. Bu ifade matris formu asagida verilmektedir.

0, Ci Cp C3 Cy Cs Cy|é&
0, Cai Cpn Gy Gy Cy Gy | &
O3 _ Csi Cyp Gy Gy Gy Cye | &5 (2.5)
0, Ci Cp Gy Cyy Cus Gy | &4
Os Csi Csu Cs3 G54 Css Csg || &5
| T 1C1 Cea Csi Cas Cos  Cgs | €6

Yukarida verilen bagintilara genel Hooke Yasalar1 ad1 verilir. Enerji esaslarinda da

yararlanildiginda (2.5) de goriilen c; matrisinin simetrik oldugu goriiliir. Sonug

olarak c; =c; bagintisindan dolayl, 21 bagimsiz sabit kalir. Anizotrop

ji
malzemelerde; yani higbir dogrultuda simetri 6zelligi olmayan malzemelerde gerilme

sekil degistirme bagintilar1 bu 21 sabit ile belirlenir ve bu sabitler deneylerle bulunur.



Bir malzemede genel halde 21 bagimsiz elastik sabit olmasina karsin malzemede
diizleme ve/veya eksene gore malzeme simetrisi 6zelligi var ise bagimsiz sabitlerin

sayist azalir.

Monoklinik malzeme: Malzemede bir diizleme gére malzeme simetrisi varsa bdyle
malzemelere monoklinik malzeme adi verilir. Monoklinik bir malzemede bagimsiz

sabitlerin sayist 13 diir. X, —X, eksen takimina gdre simetri olmasi halinde (2.5)

esitliginde bulunan matris asagida verilen sekilde yazilir.

Cl 1 C12 Cl3 0 O C16
021 C22 CZ3 0 O 026
C3l C32 C33 0 O C36
06 0 0 ¢, c5 O
0 0 0 ¢, cx O
Gt Ce Ca 0 0 Cg i

(2.6)

Ortotropik malzeme: Bir cisimde biribirine dik iki diizleme gore malzeme simetrisi
var ise malzeme sabitlerinin sayist 9 dur. Bir cisimde biribirine dik iki diizleme gore
malzeme simetrisi var ise biribirine dik ii¢ diizleme gore simetri sartlar1 otomatik
olarak saglanir. Dolayisiyla biribirine dik ii¢ diizleme gore simetrisi olan cisimlerde
bagimsiz malzeme sabitlerinin sayis1 da dokuzdur. Bu tiir malzemelere Ortogonalli

Anizotropik kelimelerinin kisaltilmisi olan Ortotropik malzeme adi verilir. X, —X,,
X, —X; ve X; —X,, eksen takimlarina gore simetri olmas: halinde (2.5) esitliginde

bulunan matris asagida verilen matris seklinde yazilir.

Cl 1 ClZ C13 0 0
C21 C22 C23 0 0

C31 C32 C33 0 0 (27)
0 0 0 c, 0 0
0

0 0 0 0 c
0 0 0 0 0 c4)

Enine izotropik malzeme: Biribirine dik {i¢ diizleme gore simetrik olan malzeme, bu
diizlemlerden birinde izotrop ise yani malzeme 06zellikleri bu diizlemde dogrultuya
gbre degismiyor ise bu tip malzemeye “enine izotrop” adi verilir. Enine izotrop

malzemede bagimsiz degisken sayis1 5 dir. [zotropik diizleme dik dogrultu X, olsun.

Bu durumda elastik sabitlerin bulundugu matris asagida verilen sekle gelir.



Cll C12 C13 0 O
C21 Cll C13 0 O
C31 C31 C33 O 0
1 (2.8)
0O 0 0 E(C“ -Cc,) 0 O
0 0 cCy; O
i 0 0 0 cg|
[zotropik Malzeme: Tam izotropi halinde elastik sabitlerin bulundug1 matris;
c,, ¢, Cp 0 0 0o |
21 Cll ClZ O O 0
21 CZI Cll O O 0
1
0 0 0 E(Cn —Cy,) 0 0 (2.9)
0 0 0 0 %(c“ —Cp,) 0
0O 0 0 0 0 %(c11 —Cy,)

seklindedir. Burada goriildiigii gibi bagimsiz elastik sabit sayis1 2 dir.

Hooke Yasalari: Yukarida (2.4) ile verilen gerilme sekil degistirme bagintisi ters

dontisiim ile

seklinde yazilabilir. Burada goriilen s; matrisi ¢; matrisinin tersidir. Bu esitligin

matris formunda yazilis1 asagida verilmistir.
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Bu bagint1 ortotropik malzeme i¢in;

€ Si S, S; 0 0 0o
& Sy S» Sy 0 0 0o,
& | _ Sy Sy Sy 0 0 0oy (2.12)
&, o 0 0 s, O O0]|o,
&5 0 0 0 0 ss 0o
& [0 0 0 0 0 sg|o4)

seklindedir. Yukaridaki bagmntida bulunan s; elastik sabitleri, miihendislikte

kullanilan Young modulii ve Poisson oranina bagli olarak asagida verilen sekilde

yazilir.
1 Vi Vi
S _E_ S, = E Si3= E
1 2 33
Vi 1 _ T Vy
Sy = E Sy = E Sy = E
1 2 33
_ Vi3 —Vn 1
S5 E S; = E S33 E
1 2 33
1 1
Sy =—~— Sss = G_ Se6 = G_ (2.13)
23 13 12

Yukaridaki gosterilimde; E. sabitleri, i dogrultusunda ¢ekme veya basingtan elde

edilen Young modulidiir. Poisson oran v; ise i dogrultusunda gerilme
uygulandiginda j dogrultusundaki daralmadir; yani v; = —¢;/¢; dir. s; matrisinin

simetrisinden dolay1 agagida verilen bagintilar bulunmaktadir.

Yu VYo Vn _ Vs Vi _Va (2.14)
Ell E33 E22 Ell E33

Yukarida yapilan tanimlar kullanilarak, ortotropik malzemede Xyz eksen takimlarina

gore Hooke yasalart;

1 4 1%
& =—o,——0,-—o0,
Exx Eyy Ezz
1 14
& =——+0,+—o0,-—>0,
Exx Eyy Ezz



g, = O, O'y +—O'Z
Exx Eyy Ezz
TXY Tyz sz
YV = Vy = Vox =< (215)
’ ny ’ Gyz sz

E,, E

seklinde yazilir. Yukari verilen denklemlerde gortilen E,,, E , E,,,

|4 14 14

xy> Vyx> Vyzo

v., G,., G

v x> Vxzo Xy ° yz o

1% G,, degerleri malzeme sabitleri olup toplam on iki sabittir,

7y

fakat s; matrisinin simetrisinden dolay1 yazilan

14 14 14 14
o w Ve _ YV v _ Y (2.16)
E E E E E E

XX yy XX 7z yy 24

esitlikleri ile bagimsiz malzeme sabiti sayis1 dokuza iner. Malzeme sabitlerinden

E., E,, ve E, degerleri malzemenin siraile X, y ve z dogrultularindaki elastisite

XX 2

G, ve G

w> Oy ~ degerleri sira ile malzemenin Xy,yz ve X

modulleri G
diizlemlerindeki kayma modulleridir. v;(i, j =X,Y,2) degerleri ise daha dnceden
belirtildigi gibi i dogrultusunda gerilme uygulandiginda j dogrultusundaki enine
birim uzamalar i¢in Poisson oramdir; yani v;; = —¢,/ &; dir.

Ortotropik diizlem gerilme halinde, 1,2,3 dogrultulart sira ile x,y,z dogrultusu alinip
gerilme vektorlerinin x-y diizleminde bulunmasi halinde (2.15) bagintisindan Hooke

yasalar1 Young modiilii ve Poisson orani cinsinden;

-V
S|
€, XX yy o,
_ny 1
g, |= — 0 |o, 2.17)
E.. E,,
7xy 1 _Txy
0 0 —
G,y

seklinde yazilir. Yukarida verilen denklemlerde 5 sabit bulunmaktadir;

v By, = v,y /B, esitligi kullanildiginda ortotropik diizlem gerilme halinde 4 sabit

yeterli olmaktadir. Yukarida (2.17) ile verilen ifadenin ters doniisiimii yapildiginda

10



Exx Vyx EXX 0
o l-=v, v, 1=vyv, c
" v E E )
o, |= S L 0 e, (2.18)
l=v, v, 1=vyvy,
Ty 0 0 ny 7xy

bulunur. Bu ifade dort sabite bagli olarak
o,=E«& +Eé,
o,=E, e, +E¢,
Ty =Gyl (2.19)

seklinde yazilir. Burada E_, E; , E,, nin tammlari agagida verilmektedir.

E* — Exx E* — Eyy
X y
l=v, v l=v, v
v, E v, E
E, =E,= O L (2.20)
l=viv 1=vyv,

Enine izotropi hali:Xy dilizleminde enine izotropi olsun. Bu izotropide

*
Ex=E,=E, vy,=v,=v; G=G, ve G,=G,, =G v,=v, ve v, =v,

olacaktir. Bu durumda (2.15) bagintilar;

Vo= Ye=ar Ta= (221)

sekline gelirler. Bu bagmtilarda E, E,, v, G, G v, =v,, ve v, =v, olmak

lizere yedi sabit bulunmaktadir. Bu sabitler arasinda;

11



G = = V= (2.22)
2(1+v) E

7

bagintilar1 vardir. Dolayisiyla enine izotropik malzemede bes bagimsiz sabit vardir.

2.2 IZOTROPIK PLAK DENKLEMLERI

Yiizeysel tasiyici sistemler, kalinliklarinin ortasindan gegen ve orta ylizey olarak
isimlendirilen yiizey ve bu yiizeyin her noktasinda kalinligin verilmesi ile tanimlanir.

Yiizeysel tasiyici sistemlerde kalinlik diger iki boyutunun yaninda kiiciiktiir.

Plakta orta yiizey bir diizlemdir. Plak dis yiikler etkisiyle egildikten sonra orta
diizlemin meydana getirdigi ylizeye elastik yiizey adi verilir. Bu kisimda sabit
kalinlikli izotropik plak denklemleri ¢ikarilacaktir. Plak denklemleri ¢ikartilirken;
orta diizleme dik diizlemlerin, sekil degistirmeden sonrada diizlem kalip elastik
yiizeye dik olacaklar1 kabul edilecektir. Bu hipotez ¢ubuklarda kullanilan Bernouilli-

Navier hipotezine kars1 gelir ve Kirchoff-Love hipotezi olarak isimlendirilir.

Bir plagin orta diizlemi Xy eksen takimu ile belirlensin; sekil 2.1 Sabit kalinlikli bir

plakta plak malzemesi z=+h/2 diizlemleri arasinda bulunacaktir. Plak igindeki

herhangi bir noktanin ortalama diizleme olan uzaklig1 z ile gosterelim.

| h/2 X
A - h/2
7 -
Ve 7
Ve Ve
Ve Ve
Ve Ve
Ve Ve
Ve Ve
Ve Ve
Z Ve
Zd Ve
7 7
y l
V4

Sekil 2.1: Sabit Kalinlikl1 Plak ve Koordinat Eksenleri

Orta diizlem iizerinde bulunan bir A noktasi yer degistirme sonucunda, Sekil 2.2” de

goriildiigii gibi A' noktasimna gelsin. A noktasinin X ve Yy dogrultularinda yer

degistirmeleri ihmal edilerek AA'=w ve w = w(X,Yy) kabul edilecektir.

12



y '
Sekil 2.2: Orta Diizlem Uzerindeki Bir A Noktasinin Yer Degistirmesi

Elastik ylizeyi A’ noktasindan gegen ve zX diizlemine paralel bir diizlemle keselim.

Sekil 2.2 de goriilen arakesit C egrisinin egriligi;

1 0w
- 2.23
r ox* ( )

X

dir. Ikinci olarak elastik yiizeyi A’ noktasindan gecen ve zy diizlemine paralel bir

diizlemle keselim. Sekil 2.2 de goriilen arakesit C' egrisinin egriligi;

—=- (2.24)

dir. w=w(X,y) fonksiyonunun karisik tiirevi ylizeyin X ve Yy eksenlerine gore
burulmast olarak tanimlanir ve buna ait egrilik yarigapt r,, asagida verilmeketedir.
1 o’w

T oy (2.25)

Plaktan c¢ikarilan sonsuz kiiciik bir eleman tzerindeki gerilmeler Sekil 2.3’ de

goriilmektedir.
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>
X
pdxdy
4 ) dx ,
/ Orta Diizlem
. 1z
y le
h/2
L S S I Ox
h/2
Gy

Tyz

Sekil 2.3: Sonsuz Kiiciik Eleman

Sonsuz kiiciik eleman iizerindeki gerilmelerin olusturdugu birim uzunluga gelen

egilme momentleri M, M, burulma momentleri M, , M ve kesme kuvvetleri

Q,, Q, ise asagida verilen sekilde yazilabilir.

h/2 h/2 h/2
M, = Iaxzdz M, = Iayzdz M, =- Irxyzdz
-h/2 -h/2 -h/2
h/72 h/72 h/72
M, = [r,2dz Q.= [r,dz Q= [r,dz (2.26)
-h/2 -h/2 -h/2
I
Y d(p

h/2

el
\
7& N
o
|
|
\4\
J
|

| ] h/2

Sekil 2.4: Diizlem Kesitin Deformasyonu
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Bernoulli-Navier hipotezi gecerli oldugundan y dogrultusundaki birim uzama Sekil

2.4’ te goriilen birim genislikte alinan bir eleman tizerinde yazilan bagintidan

r,+z)de—-r.d 2
Sy:(y )yde yqo:i:_za\;v 2.27)
r,de r oy

elde edilir. Ayn1 sekilde x dogrultusunda birim genislikte alinan bir elemanda

deo-rd :
:(rx+z: d(p r, (0:%:_22‘9’ (2.28)
Jo X X

X

yazilir. Izotropik cisimler i¢in yazilan Hooke yasalarinda sekil degistirmeler yerine

w cinsinden degerleri yerlerine konuldugunda

Ez o*w o*w
( TtV
OX oy

o, = E (e, +ve,)=—
S PV g 1-v?

)

s - E (6. tve) = E.z (82W+V82W)

U BV " 1-v* "oy® ox’
2

r, =Gy, =267 2" (2.29)
OXoy

bagintilar1 elde edilir. Bu bagintilar (2.26) esitliklerinde yerlerine konulup integraller

alindiginda asagida verilen esitlikler elde edilirler.

2
M, =Dy
OX
2
My:—D(aay\;v+v

M,=-M, =Dd

3
Burada D = Eh

0w

ayz

)

o*w
ox?

)

oW

OXoy

—V)

———dir.
12(1-v2)

(2.30)

Plak Denge Denklemleri: Plak iizerinde alinan sonsuz kiigiik bir eleman Sekil 2.5 te

gosterilmistir.



=Y

M,+3Me g
dx

B M,
™ —& M., —m{—dx
M.‘.J. ¥ dy
ay
-+ -

M.+ Q:)Mﬁ dy

' |
- J, oM.y
| «‘—w M“-*-—-——dx dx

v _
l M+ o

¥ M OMe

M, —mj—dy

Sekil 2.5:Sonsuz Kiicilik Plak Elemaninin Dengesi

Sekil 2.5’de goriilen elemanin z eksenine gore izdiisim denge denklemi

yazildiginda
an aQy
(Qy + 5 dx)dy —Q,dy +(Q, + Y dy)dx —Q,dx + p(x, y)dxdy =0
X
0
0Q +—Qy +p(x,y)=0 (2.31)
OX oy

denklemi elde edilir. Ayn1 elemana etkiyen kuvvetlerin sira ile X ve y eksenlerine

paralel kenarlarina gére moment denge denklemleri yazildiginda;

oM, oM,
M dx— (M, + Y dy)dx—M dy +(M,, + = dx)dy +

16



0

+(Q, + (Syy dy)dydx + p(x, y)dxdy dy _ 0

2

(M +8dex)d —M, dy+(M +6M—yxd yadx—M  dx —
o y «ay APy y yx
-(Q, + a(?* dx)dydx — p(x, y)dxdy% =0 (2.32)
X

esitlikleri elde edilir. Bulunan bu esitliklerde ikinci mertebe terimler ihmal

edildiginde asagida verilen denklemler bulunur.

oM, oM

——Y4+0Q,.=0 2.33

ax Y Q, (2.33)
oM

M, +—2-Q =0 (2.34)
OX oy

Denge denklemlerinden elde edilen bu iki denklem ile daha Once yine denge
denklemlerinden elde edilen (2.31) denklemleri arasinda, My,=-Myx oldugu goz

Ontine almarak Q, ve Q, yok edildiginde izotropik plaklar i¢in asagida verilen

y

diferansiyel denklem elde edilir.

64W+ o*w +84W_ p(X,y)
ox* ox’ey’ oyt D

(2.35)

Kesme kuvvetleri Q, ve Q, ifadeleri igin (2.33) ve (2.34) denklemlerinde momenti

w cinsinden degerleri konuldugunda asagida verilen bagintilar elde edilir.

oM, oM 3 3
Q--Tr Ty plW, oW, (2.36)
OX oy oy’ oxoy
aM 3 3
Q =—2+ M, :—D(a ‘2"+ 0 Wz) (2.37)
oy OX oX”  oxoy

Plak Simir Sartlar:

a)Ankastre Mesnet; X =0 da bir ankastre mesnet diisiinelim. Sekil 2.6’ da ankastre
olarak mesnetlenmis bir plak goriilmektedir. Ankastre mesnette ¢cokme ve donme

olmayacagi i¢in ankastre mesnette sinir sartlari

17



w_ =0 5—9‘;" =0 (2.38)
x=0

dir. Ayrica biitiin mesnet boyunca 6w/ox oldugundan; 0°w/oxoy =0 olur.

Dolayisiyla ankastre mesnette

2
oW _p (2.39)

M, = D(l—v)axay =

dir. Yani ankastre mesnette burulma momenti meydana gelmez.

Sekil 2.6: X = 0 Noktasinda Ankastre Mesnetlenmis Plak

b)Sabit Mesnet; X =0 da bir sabit mesnet diisiinelim; sekil 2.7 X =0 noktasinda
sabit mesnetlenmis plak. Sabit mesnette cokme ve moment sifir olacagindan dolaysi;
o'w  o’w

v +v Y

W, =0 M, ]|, =—D( )=0 (2.40)

y i
VA
Sekil 2.7: x = 0 Noktasinda Sabit Mesnetlenmis Plak
dir. Xx=0 kenarn boyunca biitiin mesnet boyunca ow/dy =0 oldugundan;

0*w/oy* =0 olur. Dolayisiyla sabit mesnette;

o*w
x=0 aXZ

=0 (2.41)

sartlar1 yazilir. Ayn sekilde y =0 kenar1 sabit mesnet oldugunda

18



2 2
W =0 M| =—D(aw+vaw)=0 (2.42)
y=0 y y=0 ayZ aXZ

sartlar1 yerine asagida yazilan sartlar kullanilir.

o*w
W, , =0 =0 (2.43)

Sekil 2.8: x = L Noktasinda Serbest Kenar

Serbest kenarda ¢okme hari¢ diger degerler yani moment, kesme kuvveti ve burulma

momenti sifir olur.

=0, M, =0, QJ_=0 (2.44)

Ug simir sart1 fazla oldugundan dolayr M, ve Q, birlestirilir. Birlestirmek igin sekil

y
2.9 da goruldiigu gibi x = sabit kenarinda M, degisimini gz 6niine alalilm. Sonsuz
kiigik dy uzunluguna etkiyen M, dy momenti dy uzunlugunun kenarlarinda
M, dy/dy =M, seklinde iki kuvvete ayrilir. Sonsuz kiigiik dy uzulugunun yaninda

bulunan yine sonsuz kiicik dy uzunlugunda ise burulma momentinin degeri

(M,, +0oM, /dy)dy dir. Bu moment ise iki kuvvete ayrildiginda her bir kuvvetin
siddeti M, +0M, /oy dir. Kuvvet ciftlerinin ayni noktaya etkiyen kuvvetleri

toplandiginda oM, /dy kuvveti elde edilir. Bu kuvvet Q, ile birlestirildiginde
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N‘]\_\

M,,.—L’%f- dy

. “f
e

g\ I
.\T M.
Myt T dy

Sekil 2.9: x = Sabit Kenarinda M, Degisimi

V,=Q, - M,y (2.45)
oy

elde edilir. Bu sekilde Burulma momenti ile kesme kuvveti birlestirilmis olmakta ve

X = a da smuir sartlar1 olarak

M, =0, V| =0 (2.46)

X=a

esitlikleri kullanilacaktir. Bu sartlar w ¢dkme fonksiyonu cinsinden

o’w  o*w
= +v
. aXZ ayZ

3 3
oW @-n) T
OX Oxoy

=0 (2.47)

X=a

seklinde yazilir. Aynt durum y =b kenari iginde gegerlidir. Bu kenarda;

M 3 3
V,=Q, +=2 =0 ¥ 2y LY (2.48)
OX oy OX~0y
oldugundan y =b kenarinda asagida verilen sart yazilir.
2 2 3 3
ow, oW W 22V g (2.49)
oy 2 oy oX“0y|,_,

2.3 ORTOTROPIK PLAK DENKLEMLERI

Bir 6nceki boliimde plak denklemleri, izotropik malzemeden yapilmis plaklar i¢in
cikartildi. Plaklar, genellikle, her yonde farkli Ozellikler gosteren anizotrop
malzemelerden yapilir. Iki dogrultuda farkli dzellikler gosteren betonarme plaklar,
nervirlii plaklar, dalgali sac plaklar, tasiyicit i1zgaralar gibi sistemler ortotrop
malzemeler olarak modellenir. Ortotropik plak denklemleri ise ortotrop malzemeler

icin yazilan Hooke yasalar1 kullanilarak izotropik plak i¢in izlenen yol aynen
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izlenerek ¢ikartilir. Izotropik plaklarda, geometrik esaslardan ve denge
denklemlerinden yazilan bagmtilar degismeyeceginden, islemler sirasinda onlar

aynen kullanilir.

Hesaplarda, tiglincii dogrultuda gerilme ve sekil degisikligi olmadigi kabul
edildiginden; ortotropik malzemelerde, diizlem gerilme haline ait Hooke yasalar

(2.19) den asagida verilen sekilde yazilir.

*
o, =E.&, +E, ¢,

*
o,=E, e +Eé&,

Ty =Gy 7y (2.50)
Burada; daha 6nce (2.20) da belirtildigi gibi;
£ E,, £ _ E,
X y
l=v, v, l=v, v,
v..E v, E
£,y =By == @51
l=v, v, 1=vyv,

dir. Malzeme sabitlerinden E, ve E  degerleri malzemenin sira ile X ve Y
dogrultularindaki elastisite modulleri; G,  malzemenin Xy diizlemindeki kayma
moduliidiir. v (i, j=X,y,z) deerleri ise daha O6nceden belirtildigi gibi i
dogrultusunda gerilme uygulandiginda j dogrultusundaki enine birim uzamalar igin

Poisson oranidir; yani v; =—¢; /¢; dir.

Izotropik plaklar i¢in elde edilen

o’w . o’w _ o’w
o VA Y

(2.52)

bagintilar1 geometrik esaslardan hareket edilerek cikartildigi i¢in ortotropik plaklar
icin de gegerlidir. Bu bagintilar (2.50) denklemlerinde yerlerine konuldugunda
. O°W o’w

Oy :_Z(Ex 8X2 + Exy ayz)
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R 0w
o, =—Z(Ey 6y2 + EXy e )

o*w
oxoy

7, =—2Gz (2.53)

bagintilar1 elde edilir. Moment ifadeleri ise yukarida verilen gerilmeler z ile carpilip

plak kalinlig1 boyunca integre edilerek;

h/2 2 2
M, = [o,zdz -0, %, p %
-h/2 ax ay
h/2 2 2
M, = [o,202=~(D, "2+ D, 2%,
-h/2 ay ax
h/2 2
M, = [7,202=2D, <% (2.54)
-h/2 axay

seklinde elde edilirler. Burada D, , D,, D, ve G, ile gosterilen buyiiklikler egilme

Xy

D,=—2* D,=—Y D=—2 D= (2.55)

Yukarida (2.54) ile verilen moment ifadeleri daha once elde edilen ve (2.31),(2.33)
ve (2.34) denklemi ile verilen
M, oO°M, _’M,

Ve + 8y2 -2 oxdy =—-p(X,Y) (2.56)

denge denklemlerinde yerlerine konuldugunda ortotropik plak diferansiyel denklemi

asagida verilen sekilde elde edilir.

4 4 4
p 2 Y r2H 52""2 +D, 0 Y = p(x.y) (2.57)
OX ox oy oy
Burada:
H =D, +2D, (2.58)

dir. Kesme kuvvetlerinin ¢okmeye bagl ifadeleri daha once denge denklemleri ile

elde edilen (2.33) ve (2.34)
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Q= OX oy
o L My M, .59
y OX oy

ifadeleri kullanilarak asagida verilen sekilde bulunur.

2 2
Qx :_i(Dxa_\iv-’_ H ‘ \;v
0, OX oy

)

2 2
Q, :_ai(Dyg_\:v+H ‘ \:V
y oy OX

) (2.60)

CESITLI OZEL DURUMLAR iCiN PLAK RiJITLIKLERININ HESABI

Rijitlikler i¢in verilen (2.55) ifadeleri malzeme davraniglarinin dogasindan dolay1
cesitli farkliliklar gosterirler. Bunlar i¢in uygulamada sikca kullanilan cesitli
durumlara ait rijitlikler asagidaki gibidir.

Betonarme Plaklar: E, ¢elik cubugun E_ ise betonun Young Modiilii, v, betonun

poisson orani olmak tlizere n = E_/E_ olarak ifade edilirse (2.51) ifadelerinden

P — 2.61)

Sekil 2.10: X ve y Dogrultusunda Celik Donatilar ile Donatilmis Betonarme
Doseme Plagi.

Sekil 2.10° da goriildiigli gibi X ve Yy yoniinde ¢ift yonlii olarak donatilmis

betonarme plakta su kabuller yapilir;
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D, =——=¢ /DD (2.62)

Bu denklemlerde |, plak elemanmmn X dogrultusundaki atalet momenti, |

X = sabit bolgesindeki tarafsiz eksen civarinda verilen donatinin atalet momenti, I,

ve |, ise y = sabit bolgesindeki atalet momentleridir.

D,, i¢in verilen ifadelerle birlikte;

H=./DD (2.63)

x =y
olarak hesaplanir ve diferansiyel denklem;

4 4 4
ng‘iv+2 bp 2% ip a\:\/:p(x,y) (2.64)

D y 6X28y2 y ay

halini alir.

Yeni bir degisken olarak y, =y4/D, /D, ele alinarak (2.35) denklemi formuna
doniistiiriilebilir.

Plywood: Ug veya bes tabakanin biribirlerine yapistiriimast ile elde edilen plaklardr.
Plak x aks1 ylizey tanelerine paralel olmasi halinde Tablo 1 ile verilen sabitleri

kullanabiliriz.
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Tablo 2.1 Plywood Plak i¢in Elastik Sabitler. Birimler: GPa

Malzeme E'X E'y E’ G
Akcaagact, 5-kat........................ 12.893 [4.137 |0.503 |1.096
Afara, 3-kat............oo 13.514 [1.137 ]0.296 [0.758
Gabon (Okoumé), 3-kat................. 8.825 10.758 [0.096 |0.586
Hus agaci1 (Birch), 3-ve 5-kat.......... 13.790 |1.151 |0.530 |[1.172
Bakalit mambranlar ile hus agaci (Birch) | 11.721 |5.860 |0.420 |0.689

Dalgali Sac: Kalinlig1 h, elastisite modiilii E ve Poisson oram1 v olan dalgali sac
elemanin formu S bir yarim dalga yayinin uzunlugu olmak iizere asagidaki ifadeler

ile belirlenir.

[

-

L

.

Sekil 2.11: Dalgal1 Sac Plak

7= f sinlﬁ (2.65)

3
DXZLLZ
s12(1-v?)
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3
H=2D, =3 E (2.66)
| 12(1+v)
Burada;
7 f?
s=1(1+
( mz)
2
|:f2h1— 081 (2.67)

h
e
A0
R
» X
0
Vo

Sekil 2.12: Esit Aralikli Takviye Levhalari ile Donatilmis Plak

Plak orta diizlemine gore simetrik olarak donatilmis bir plak sekil 2.12° de
gosterilmistir. Bu plakta;

3
D, —H - Eh
12(1-v?)

3 =
D, = Eh2+ Y
120-v)  a

(2.68)
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Elastisite modiilii E ve poisson orani v olan plak elemani ile Young modiili E'y

olan ve atalet momenti | olan takviye levhasi, plak kesitinin orta aksi iizerinde

birlikte alinmastir.
Esit Aralikli ki Takim Takviye Levhalari Ile Olusturulmus Nerviirlii Plak:
Simetrik 6zellikleri saglayan plakta;

En’  ELl

X

D, = —+
120-v7) b

D = En® +E'y|2
Yo120-v)  a

Eh’

I, takviye levhasinin atalet momenti, b, x dogrultusundaki takviye levhalar

arasindaki net agiklik, 1, ve a, y dogrultusundaki degerlerdir.

Tek Tarafli Esit Aralikli Nerviirlerle Donatilmis Plak:

h
== — L x
| MH | | {
z. | R
| | |
S
01 Tl Tl - "
| | |
| | |
| | |
|| || ||
VA

Sekil 2.13: Tek Tarafli Esit Aralikli Nerviirlerle Donatilmig Plak

Sekil 2.13 te gosterildigi gibi bir plak elemaninda, E plagi olusturan elemanin

elastisite modiilii, | a, genislikli T kesitin atalet momenti, & =h/H olmak iizere
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B Eah’
o 12(a, —t+a’t)

o
a,
D, =0 (2.70)

......

sekilde hesaplanir;

. C
D.,.=D,k, +— 2.71
Xy Xy 2a1 ( )

......

b,

A7
I o

y

E£=
R
(a) (b)

Sekil 2.14: Betonarme Izgara Sistem

Bu 1zgara sistem X ve Yy dogrultularina paralel olarak konmus ve kesisme yerlerinde

biribirlerine rijit olarak tesbit edilmis iki kiris sisteminden ibarettir. Kirisler u¢larinda

mesnetlenmis ve yiikk Xy diizlemine dik olarak tatbik edilmistir. Kirisler arasindaki

a, ve b, uzakliklar1 1zgaranin a ve b boylarina gore kiigiik ve kiriglerden her

D, =L D, =—2 (2.72)

28



Konulabilir. Bu halde D, degeri sifirdir ve D, degeri X eksenine paralel olan

............

Bu durumda sekil 2.10b’ nin burulmasini gézoniine alarak burulma momentleri ile

0*w/0ox0y burulmasi arasinda su bagint1 yazilabilir;

2 2
L= oW M, =22 O (2.73)
b, oxoy a, oxoy
Bu ifadeler (2.56) denkleminde yerine konularak su denklem elde edilir;
B,o‘'w C, C, o'w  B,d'w
et () st = P(XY) (2.74)
b, ox b, a oxoy" a, oy

29



BOLUM 3

ANALITIK COZUMLER

Ortotropik plaklara ait analitik ¢ézlimler ¢ok azdir. Bunlarin bir kismi mesnetlerden
yuklenen plaklara ait c¢ozlimlerdir. Bu tip ¢oziimler tersden gidilerek c¢okme
fonksiyonu i¢in belirli ¢ok terimli kabulii yapilarak bunlara karsi gelen yiikler
bulunur. Ikinci grup cédziimler ise izotropik basit mesnetli dikddrtgen plaklarda
kullanilan Navier ¢0zlimiiniin basit mesnetli ortotropik plaklara uygulanmasidir.
Ugiincii grup ¢oziimler ise Navier ¢dziimiinde oldugu gibi izotropik plakalara

uygulanan Levy ¢6zlimiiniin ortotrpik plaklarada uygulanmasidir.

3.1 BASIT COK TERIMLI COZUMLER

AAW =0 homojen denkleminin ¢Oziimiiniin fiziksel anlami, yalniz kenar

kuvvetlerinin etkisindeki bir plagin w, (X,y) sehimlerinin bulunmasidir. Problemin
tiirline gore yer degistirme fonksiyonu secilmelidir.

a)W = sabit ;

W= C olsun

Sekil 3.1: Plak Otelenmesi Hareketi
Bu ¢oziimler plak o6telenmesi hareketidir.w, =C.x, w,=C.y dir. W, = W'y =0

Herhangi bir elastik ylizey meydana gelmez.
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bW = C.x

w = C.X olsun

e

! -
- -

Sekil 3.2: Egik Otelenme Hareketi

W, =0, w,=0,w,, =0 (3.1)
Biitiin momentler sifirdir. Bu da plak 6telenmesi hareketidir.

C) W= C.X2

M
|
Sekil 3.3: Donme Hareketi
w, =2Cx, w, =0
W, =2C, w, =0
W =0, W, =0
W, =0, W, =0 (3.2)

Bu ¢oziim X =0 kenarinda ankaster ve X=a ucunda iiniform bir Mo momenti

etkisinde olan sonsuz uzun konsol bir plag1 gosterir.
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Ile :_(Dx 8X2 ny ayz)
M, =-D, 2C
M, =M,
c=-M

2D,
W:_Mo 2

2D,

2 2

M, =-(D, Zy\iv D,y zx\iv)
M, =-D, 2C
Qx:Qy :Vx :Vy:MxyZO (33)

dw=C.(x* +y?)

Plakin tiim kenarlarma iiniform M, momentinin uygulanmasi halidir. Uniform

egilme denir. Elastik yiizey donel bir paraboldiir.

Sekil 3.4: Uniform Egilme

w=C(x’+Yy?)

w, =2Cx, w, =2Cy
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M, = ~(D,2C + D,,2C)
M, =—(D,2C +D,,2C)

Qx:Qy :VX :Vy:Mxy:O

— M X
(2D, +2D,)
M
w=-——2 (x> +y?) (3.4)
(2D, +2D,)
e) W=C.xy
Basit burulma durumudur. Asal egilme momentleri M, =+M,  olur.

Dortkenarindan sabit M, momentinin etkisinde bir dikdortgen plak ele alinirsa;

X=-a

Sekil 3.5: Basit Burulma Durumunda Plak

w, =Cy, w, =Cx

M, =M, =0
2
M, =M, =26, "% _ 1 c
oxoy
oM, M+
2G Eh’
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12M (1 + p)
- X
Eh’

R =2M (3.5)

Xy

3.2 NAVIER COZUMU

Basit mesnetli dikdortgen plaklara uygulanan bu ¢éziimde dis yiik ve w ¢okme
fonksiyonu cift trigonometrik serilere agilir. w ¢okme fonksiyonu sinir sartlarini
onceden sagladigi icin diferansiyel denklemi saglayacak sekilde cift katli Fourier

serisinin terimleri bulunur.

Sekil 3.6: Dort Kenar1 Sabit Mesnetlenmis Plak

Kenarlar1 a, b olan ve biitiin kenarlarin sabit olarak mesnetlenmis bir dikdortgen
plagt goz Oniine alalim; sekil 2.15 Plak dort kenarindaki mesnetler sabit mesnet

oldugundan sinir sartlar

2
X=0 ve x=a da 0 ZV:O
OX
o*w
y=0 ve y=a da ayzzo (3.6)
dir. Plagin p(x,y) dis yiikiinii
P =" po sin%sin% 3.7)
m=1 n=1 a

seklinde c¢ift katli Fourier serisine agalim. Burada goriilen p,, katsayilari

ab
Py = iJ.I pP(X,Y) sin%sinﬂdxdy (3.8)
ab g a b
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seklinde bulunur. Plagin w(x, y) ¢okme fonksiyonu ise

Wi y) = 33w, sin T sin L (3.9)

m=1 n=1 a b

seklinde ¢ift Fourier serisi ile ifade edilsin. W fonksiyonunun X ve Yy’ ye gore ikinci

tirevleri

; mrz., . maX . nay
WXX=ZZ—Wmn( a) sin " sin .

w, :ZZ—wmn(”T”)zsm%sm% (3.10)

dir. w fonksiyonunun X ve Yy’ ye gore ikinci tiirevleri de sinir sartlarin saglar. w

fonksiyonunun problemin diferansiyel denklemi

4 4 4
OW oW o W hixy) (3.11)

D =
X ax4 8X28y2 y ay4

saglatilarak w_ katsayilar1 bulunacaktir. wW(X,y) ve p(X,Yy) fonksiyonlarinin gift

Fourier serisine agilmis hali (2.68) denkleminde yerine konuldugunda asagida verilen

sonug elde edilir.

p
W= mn 3.12
m m* 2m?n? n* (3-12)
e By e B

D1s yiikiin sabit olmas1 halinde dis yliik p ve ¢cokme w;

_ 164, i i Lsinm—ﬂxsinn—ﬂy

0 2
ZT° moi3s..n=135.. MN a b
- - . max . on
W= Z Z Wmns1n—s1n—7zy (3.13)
Mm=1,3,5...N=1.3.5... a b

Seklinde cift Fourier serisine agildiginda w,, katsayilar1 agsagida verilen sekilde elde

edilirler.
164, 1
m T 6 4 22 4 (3.14)
T m 2m-n n
e Pt gape M e BY)
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3.3 LEVY YONTEMIi

Sekil 3.7°de gosterildigi gibi karsilikli iki kenarix=0 da ve X=a da sabit

mesnetlenmis y =Fb/2 de diger iki kenar1 herhangi bir sekilde mesnetlenmis olan

ortotropik dikdortgen plak ¢oziimiinii Levy yontemi ile yapariz.

b/2

b/2

\ B
Sekil 3.7: Karsilikl1 iki Kenar1 Sabit Mesnetlenmis Ortotropik Dikdortgen Plak

Bu plak X’e bagl iiniform olmayan bir yiik ile yiiklenince daha dnceki bdliimlerde

gosterilen;

0w 0w o'w
+D, —=p(xYy) (3.15)

D +2H
X 6X4 6X26y2 y ay

ifadesinin homojen hali;

4 4 4
D, 2% oy O p OV _ (3.16)
OX OX~oy oy
halini alir. Bu denklemin genel ¢6ziimii su sekilde segilir;
© sin(mzx/a)
w, = > f 3.17
" Z{ m(y){cos(mﬂx/a) 3.17)

Buradaki f_(y) fonksiyonunun y=1b/2 deki smir kosullarini da saglamasi

gerekir. Levy yonteminin taniminda oldugu gibi Xx=0 da ve x=a da sabit

mesnetlenmis dikdortgen plak ele alinirsa (3.17) denklemi;

W, = f ()singT) G.18)
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olarak elde edilir. Sonuclarin ayn1 zamanda X eksenine paralel sinirlar1 da saglamasi

gerekir. Sonuca ulagmak i¢in fonksiyonu Yy =+b/2 deki rastgele segilmis olan

mesnetlenme kosullarini da saglamasi gerekir. (3.18) denkleminden ;

= [d*f
Wh:z dy4 _2(

m=1

2
mz,. d f;“ PYALLCAEE S LY (3.19)
a dy a a

Bu ifade (3.15) ifadesine uygulanirsa;

m7r)2 d*f, d*f

DX(%)“ fo ~2H( i dy;“ ~0 (3.20)
olur. Karakteristik denklemin kokleri ise;

Aasa =¢%\/Diy(H +H*-D,D,) (3.21)
Boylece homojen denklem ¢6ziimii;

W, = ZOO:(Clei‘y +C,e™ +Ce™ +C4el‘*y)sin% (3.22)

m=1
Siniis serisi seklinde yiiklenen bir ortotropik dikddrtgen plak denkleminde yiikleme;

p(x) = i P sian7ZX (3.23)

m=1,2,..

seklindedir. (3.15) ve (3.18) ifadelerinin agilimindan;

d*k,

+D 3.24
ayt P (3.24)

y

2
D, (™)K, ~2H (") Ko
a a dy

olarak elde edilir. Burada k, = (p, /D, )(@/mx)* tiir. Boylece W,

> P a m X
W= m( * sin 3.25
P Z Dx\mﬂ') a ( )

m=1

Olur. w, ve W’ nin birlestirilmesi ile ¢6ziim;

Cie™ +C o™ +Cye™ +Cye o Pn ((Bys | M (3.26)
D, mr a

X

W=

0
m=

—_

olarak elde edilir. Burada C,, C,, C; ve C, sinir sartlarinin 6zel ¢oziimii ile elde

edilen integrasyon sabitleridir.
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BOLUM 4

SAYISAL COZUMLER

Plak denkleminin, ¢ok az sayida degisik yiikler ve geometriler i¢in analitik ¢oziimii
bulunmaktadir. Bulunan analitik ¢Oziimlerin 6nemli bir kismi seriler ile ifade
edilmektedir. Seriler ile ifade edilen ¢oéziimlerde, sayisal sonuglara varmak bazi
hallerde zor ve/veya uzun olabilir. Bu nedenle bir¢ok yiik ve geometri icin plak

problemin ¢oziimiinde sayisal ¢oziim yontemlerine bagvurulur.

Bu c¢alismada dikdortgen bolgelerde plak denkleminin ¢oziimiinde sayisal ¢oziim

yontemlerinden, sonlu farklar yontemi kullanilacaktir

4.1 SONLU FARKLAR YONTEMI

Sonlu farklar yoOntemi, bir problemin analitik ¢oziimiinde giicliiklerle
karsilagildiginda bagvurulan sayisal bir yontemdir. Sonlu fark yoOnteminde
bilinmeyen fonksiyonun tiirev degerleri sonlu farklar yardimi ile fonksiyon
degerlerine baglanarak diferansiyel denklem, cebrik denkleme doniisiir. Elde edilen
cebrik denklem ¢oziilerek bilinmeyen fonksiyonun degerleri belli noktalarda

bulunarak bilinmeyen fonksiyon tablo seklinde elde edilir.

Bu calismada, plak diferansiyel denklemini sonlu farklar yardimi ile cebirsel
denkleme doniistiiriilerek plagin ¢okme fonksiyonu belirli noktalarda bulunacak ve
tablo seklinde bulunan bu fonksiyondan yine sonlu farklar yardimi ile belirli

noktalarda moment, kesme kuvvetleri ve diger biiyiikliikler elde edilecektir.

Bir degiskenli fonksiyonlarda tiirevlerin fonksiyon degerlerine baglanmasi: y = f(X)

egrisini ve X ekseni iizerinde AX aralikli X X Xms> X Xn., Noktalari ile bu

m-2° m-1>° m? m+1°

noktalardaki Y, ,, Yui> Ym> Ymuos Yms. fOnksiyon degerlerini goz 6niine alalim.
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m-2 m-1 m m+1 m+2

"y

AX AX AX AX

\ Ym-1 | Ym ym+1

Sekil 4.1: Tek Boyutta Sonlu Farklar

Sekil 4.1’ de verilen y = f(X) egrisinin m noktasindaki tegetinin egimini yani,

(dy/dx),, degeri sonlu farklar cinsinden
d A
(en = (4.1)

seklinde yazilabilir. (Ay/AX), degeri sira ile ileri, geri ve ortalama sonlu farklar
cinsinden asagida verilen sekilde yazilabilir.

m+l ~ Ym A m~ Ym- A m+l ~ Ym- A
y 1 y :(_y)m y y 1:( y)m y 1 y 1:(_y

— I 4.2)
AX AX AX AX 2AX AX

Yukarida ortalama farklara ait formillerden ikinci, ligiincli ve dordiincii tiirevler

asagidaki verilen sekilde elde edilirler.

dx> "™ dx dxT" T Ax AXT"

ALy, 1Ay, Ay
( m_AX[(AX m+1 ( )m—1:|

AX AX AX
(Azy) :L(ymﬂ_ym _ym_ym—l): ym+l_2ym_ym—l
A2 AX AX AX AX?
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A(Azy) U Yeo = 2Yea t e Yo =2Vt Yoo

AX AXETT 2AX AX? AX?

A3y) _ ym+2 _2ym+1 + 2ym—l - ym—z

A" 2AX3

ANy Ny 1| Ay Ay Ay

sz (sz )m sz (sz )m+1 (AXZ )m (sz )m—l

AV Yoo =Y ma 0V =4V + Y,

— m+ m+ m m m 43

Ax“)m Ax* (43)

Iki degiskenli fonksiyonlarda tiirevlerin fonksiyon degerlerine baglanmasi: Iki
degiskenli fonksiyonlarda kismi tiirevler alinirken, degiskenlerden biri degisirken
diger degisken sabit kabul edileceginden, tek bir degiskene gore tiirevler icin elde

edilen bagintilar kismi tiirevler i¢in de gecerlidir

Ax AX
0 0 m-2 m-1 m m+tl mt+2
X AX AX X
n-2
Ay Ay
n-1
Ay Ay
n
Ay
n+1
Ay
n+2
\J Y y Y

Sekil 4.2: Plaklarda Sonlu Farklar Ag:

w=Ww(X,Yy) seklinde iki degiskenli fonksiyonu gbéz Oniine alalim. Fonksiyonun
degisim bolgesini sekil 4.2° de goriildiigii gibi, bir ag biciminde AX ve Ay
genigliginde dilimlere ayiralim. Agin (m,n) ile tanimlanan noktasindaki w

fonksiyonun ikinci, ii¢lincii ve dordiincii tiirev bagintilar1 daha dnce tek degiskenli

fonksiyonlar i¢in elde edilen ikinci, li¢lincii ve dordiincli tiirev bagintilarindan

yararlanarak
2
(a W) ~ Wm+1,n _2Wm,n + Wm—l,n
ox> ™ (AX)*
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(azw) - Wm,n+1 _2Wm,n +Wm,n—1
" (ay)’
(83W) . Wm+2,n _2Wm+1,n + 2Wm—l,n _Wm—z,n
ox> ™ 2(Ax)*
(GSW) - Wm,n+2 _2Wm,n+1 + 2Wm,n—l _Wm,n—z
oy 2(ay)
a4W) ~ Wm—2,n _4Wm—1,n + 6Wm,n _4Wm+1,n + Wm+2,n
ox*’"m (AX)*
4 w, —4w +6w_ . —4w +W
(a \:V)m ~ mn-2 m,n-1 m,z mn+l mn+2 (4.4)
oy (Ay)
seklinde bulunur. Karisik tiirev ifadelerinin bulunusu ise asagida verilmistir.
Ortalama fark bagintisina gore;
o*w OW  OW 1 | ow ow
( )m,n = _(_)m,n = (_)m,n+1 _(_)m,n—l
0yoX oy OX 2Ay | OX OX
( aZW )mjn _ Wm+1,n+1 - Wm—l,n+1 - Wm+1,n—l + Wm—l,n—l (45)
0yox 4AXAY
Ileriye dogru fark bagintisina gére;
2 w -w -w +Ww
( a W)m’n — m+1,n+1 m,n+l1 m+1,n m,n (46)
0yoX AXAY
Geriye dogru fark bagintisina gore;
2 wo.o-W. =W +W
(8 W)m’n _ Wmn m-1,n m,n-1 m—1,n—1 4.7)
0yOoX AXAY
Uciincii mertebeden karisik tiirevler ise;
( 63W ) _ Wm+1,n+1 _2Wm+1,n +Wm+1,n—1 _Wm—l,n+1 + 2Wm—l,n _Wm—l,n—l
oxoy> ™" 2(AX)(Ay)*
( 83W2 )m’n _ Wm+1,n+l - 2Wm,n+1 + Wm—l,n+1 - Wm+21,n—1 + 2Wm,n—l - Wm—l,n—l (48)
0yoX 2(Ay)(AX)
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Dordiincii mertebeden karisik tiirevler ise;

( 64W ) _ Wm+1,n+1 _2Wm,n+1 _Wm—l,n+1 _2Wm+1,n +4Wm,n _2Wm—1,n n
oxoy? ™ (A)*(Ay)
w - 2w +W
m+1,n-1 2m,n—l i m-1,n-1 (49)
(AX)”(Ay)

Yukarida verilen tiirevlerde fonksiyon degerlerinin katsayilarin1 hatirlamak ve bazi
uygulamalara yardimcit olmasi i¢in Sekil 4.3’te verilen sablonlar kullanilir.
Sablonlarda tek dereceli tiirevlerde (birinci ve li¢lincii tlirevler) ilgili eksenin yonii
onemli oldugundan, eksenin yonii sekilde gosterilmistir. Eksen yonii olarak sekilde
gosterilen yoniin tersi alindiginda, degistirilen eksen dogrultusundaki katsayilarin

simetrigini almak gerekir. Buna ait &rnek sekilde 0°w/oxdy ve 8°w/ox’ tiirevinde

gosterilmistir.
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& (O—@—O©

Xy

& N {07 PR

2 O—Oo0—0© O
& /Y xf\

e (O—O—0—0—0
+

& O—@—0——C—0

Sekil 4.3: Tiirev Fonksiyonlar1 Katsayilar Sablonu

4.2 ORTOTROPIK DIKDORTGEN PLAK PROBLEMININ
SONLU FARKLAR iLE FORMULE EDIiLMESI

Ortotropik plak diferansiyel denklemi (2.57) esitligi asagida tekrar yazilmigtir.

o*'w o'w o'w
+D, —=p(xY) (4.10)

D +2H
*ox? ox*oy’ Y oy
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Bu ifade de bulunan tiirev degerleri yerine W fonksiyonun degerleri (4.4) ve (4.9)

ifadelerini kullanarak yazildiginda

—4w,, How,  —4Aw W

D m-2,n m+1,n m+2,n
" (ax)*

4w —2(w + W + W +Ww

+ 2H m,n ( m,n+1 > m+1,n . m-1,n m,n—l) +
(AX7)(AY™)
+ 2H Wm+1,n+1 + Wm—l,n+1 + Wm+1,n—1 + Wm—l,n—l
(AX*)(Ay*)

Wm,n—2 _4Wm,n—1 + 6Wm,n _4Wm,n+1 +Wm,n+2 _

+D, " = Pn
(Ay)

P = PXeys Y ) (4.11)

elde edilir. Ifadeler W,, € gore diizenlenip ve AX/Ay=a ile gosterilir ise

ortotropik dikdortgen plaklar i¢in, plak denkleminin sonlu farklarla ifadesi asagida

verilen sekildedir.

Wm—z,n Wm—l,n Wm—l,n
“(ay)'a’ “(ay)tat Aay)'a’
+ 6 Wm,n 8 Wm,n + 6D Wm,n Wm+1,n Wm+1,n
“(ay) et Aay)'a’ " (Ay)* “(ay) et (Ay)'a?

Wm+2,n D Wm,n+2 Wm,n+l Wm,n+l Wm,n—l
“aptet 7 (Ay)! " (ay)* (Ay)*a’ " (ay)*

Wm n-1 Wm n-2 Wm+1 n+l1 Wm+1 n-1 Wm—l n+1
—4H T 2T y 2 +2 s 2T 3 2t 7
(Ay) a (Ay) (Ay) a (Ay) a (Ay) a
W
+2H (4.12)
(Aay)'a® M

Bu ifadeleri w, , parantezine alarak asagida gosterildigi gibi daha diizenli bir sekile

getirebiliriz.

w { D, }FW {—4Dx _4H }r
Tlaytet | T Ly et @ay)te?
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6D, 8H 6D, —4D, 4H
Win 7 2t T 2t 7 | T Winiin 4 _4 T 2| T
LAy e’ (Ay) e (Ay) LAy et (Ay)'«a

D, D, 4D, 4H
Wm+2,n T N4 _4 +Wm,n+2 N4 +Wm,n+l 4 ) +
(Ay) « (Ay) Ay)"  (Ay)'«a
—-4D, 4H D, 2H
Wm,n—l 4 4 2 +Wm,n—2 e N4 +Wm+1,n+1 e 42 +
Ay)"  (Ay)'«a (Ay) (Ay)" «

w L + W L + W L = p (4 ]3)
m+1,n-1 (Ay)4a2 m-1,n+1 (Ay)40(2 m-1,n—1 (Ay)4a2 m,n .

W,,, katsayilarini kolaylik olmasi agisindan farkli ifadelerle gosterebiliriz.

D, }:J {—4DX _4H }
(ay) e’ (ay)'a' (Ay)'a’
. 6D, 8H 6Dy}
+ + =
(Aytat (Aay)'e’  (ay)?
DyJ:z {_4[)3 - 4';' 2}:v [%}:A (4.14)
L (Ay) Aay)"  (Ay)'«a (Aay) a

Bu katsayilar ile olusturulan denklem asagidaki hali alir.

J+w,  T+w,  S+w,, T+w J+w Z+w_ V+w _V+

m-2,n m+1,n m+2,n m,,n+2 m,,n+1 m,,n—1

+W, L, Z+W A+w, A+w, A+w, A= P, (4.15)

m,,n-2 m+1,,n+1 m+1,,n—-1 m-1,,n+1

Bu katsayilara gore ortotropik plaklar i¢in sonlu farklar agi asagida gosterilmistir.
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Ay

@ T S T @ Do

AX

merkez noktasi

Ax=0(Ay)

Sekil 4.4: Ortotrop Plaklar i¢in Sonlu Farklar Katsayilar Semas1

Ortotropik plaklarin i¢ kuvvetlerinin, sonlu farklar ile w ¢okme fonksiyon

degerlerine bagl olarak ifade edilisi asagida verilmistir.

Moment ifadeleri:

(M ) -_D a)m+1,n - 2a)m,n + a)m—l,n _D a)m,n+1 - 2a)m,n + a)m,n—l ]
x/mn x_ (AX)2 | 1_ (Ay)z

(M ) - D _a)m,m—l - 2a)m,n + a)m,n—l ] D _a)m+1,n - 2a)m,n + a)m—l,n ]
e (Ay)* 1 (A%)*

a)m+1,n+l to
(M) = 2D,

m-1,n-1 a)m—l,n+1 - a)m+l,n—1 :| (426)

4(AX)(AY)
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AX = Ay = A oldugu durumlarda;

D

_ X 1
(M x)mn Y [a)m+l,n - 2a)m,n + a)m—l,n ]_ ) [a)m,rH—l - 2a)m,n + a)m,n—l]
A A
2 -2 ]
(M y)mn =- /12 a)m,m—l 2a)m,n + @]~ 212 a)m+1,n - 2’a)m,n + a)m—l,n
Y- ]
( xy)mn - 212 a)m+1,n+l + wm—l,n—l - a)m—l,n+l - a)m+l,n—l

Q, ve Q, [fadeleri:

Q,

W
QX — _DX|: m+2,n

0

-—(D

0

X

o*w o*w o’w ~ o’w

+H =-D
*ox? ayz) *ox’ oy > ox

- 2Wm+1,r\ + 2Wm—l,n - Wm—2,n
2(AX)’

“H

{Wmﬂ,ml - 2Wm+1,n + Wm+1,n—1 - Wm—l,n+1 + 2Wm—l,n - Wm—l,n—l }

2(Ax)(Ay)*

AX = Ay = A oldugu durumlarda;

D

Qx = _ﬁ[wmﬂ,n - 2Wm+1,n + 2Wm—l,n Wm—2,n ]_
H
_ﬁ[wmﬁ-l,ml - 2Wm+l,n + Wm+l,n—l - Wm—l,n+1 + 2Wm—l,n - Wm—l,n—l]
Ayni iglemler Q, iginde yapilirsa;
__ 2 o'w , o'w, - O'w o’w
Qy___(y >t 2)__y 3 2
o, oy ox oy oxioy
Q -_D |:Wm.n+2 - 2Wm,n+1 + 2Wm,n—l - Wm,n—z :| _
y = y

2(Ay)’

_H |:Wm+l,n+1 - 2Wm,r1+l + Wm—l,n+1 - Wm+1,n—1 + 2’Wm,n—l - Wm—l,n—l :|

2(Ay)(Ax)®

AX = Ay = A oldugu durumlarda;

Q

D

Yy

22

[Wm.n+2 - 2Wm,n+1 + 2Wm,n—l - Wm,n—z ] -
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)



H
_ﬁ[wm-#l,nﬂ - 2’Wm,n-¢-1 + Wm—l,n+1 - Wm+l,n—1 + 2Wm,n—l - Wm—l,n—l] (421)
V, ve V, ifadeleri;
aM 3 3 3
Y _ (D, 0 :V+H 82w )_ZDXyé_wz
oy ox oy’ ox Oxoy
3 3 3 3
- 0,2% (p,+20,) 0¥ yp W _ p IV _(p +4D,) = 0w
ox’ oy ox oy~ oX OX oxoy’

V. =

X

D Wm+2,n _2Wm+1,n + 2Wm—l,n _Wm—z,n _
” 2(AX)?

Wm+1 n+ 2\Nm+1 nt Wm+1 n-1 "~ Wm—l ne T 2Wm—1 n Wm—l n-1
—(D, +4D,)) — : ’ = ’ : (4.22)
2(Ax)(Ay)
AX = Ay = A oldugu durumlarda;
DX
Vx = _ﬁ [Wm+2,n - 2Wm+1,n + 2Wm—l,n - Wm—2,n ]_
(D, +4D,,)
- #[ m+ln+l 2Wm+1,n + Wm+l,n—1 - Wm—l,n+l + 2Wm—l,n - Wm—l,n—l ] (423)
Ayni iglemler V, icinde yapilirsa;
aM 3 3 3
V,=Q, - Xyz_(Dya\gv+H azw <Py azw
OX oy OX oy OX~ oy
3 3 3 3

-0, 2" (0, +20,) W _p OV __p OV _p ,4p )2V

OX ay ox oy ay OX ay

w 2w + 2w -W
Vy _ _Dy m,n+2 m,n+1 . m,n—1 mn-2 |
2(Ay)
Wm+1 n+l 2Wm n+l + Wm—l n+l Wm+1 n-1 + 2Wm n-1 Wm—l n-1
—(D, +4D,)) — : LT ’ ’ (4.24)
2(Ax)"(Ay)
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AX = Ay = A oldugu durumlarda;

D

y
Vy =T33 Dy [Wm,n+2 - 2Wm,n+l + 2Wm,n—l - Wm,n—2 ]_
24
(D, +4D,))
T a3 [Wm+1,n+l - 2Wm,n+1 T Woini = Winina T 2Wm,n—l ~ Wi i ] (425)

2

4.3 SINIR SARTLARI VE DENKLEM SAYISI

Bu bdliimde, ortotropik plaklar i¢in smir sartlar1 sonlu farklar cinsinden ifade

edilecektir.

a)Ankastre Mesnet: Ankastre mesnet i¢cin daha Once verilen (2.38) ifadesi sonlu

farklar cinsinden;

W —-W
w_ =0 ;ﬂ =%=0—>Wmm=wm4n (4.26)
. X x=0 X , ’
olur. (2.39) ile verilen ifade ise ortotropik plaklar i¢in;
2
M, =20, 7% g
OXoy
(M Xy)mn _ 2ny|:wm+1,n+l + Wm—l,n—l - Wm—l,n+l - Wm+1,n—1 } —0
4(Ax)(Ay)
Wiitnet T Wosina = Winsina — Wingina
(M) = Dy ’ ’ ’ — =0 (4.27)
2(Ax)(Ay)

b)Sabit Mesnet: Sabit mesnet icin verilen (2.40) ifadeleri ortotropik plaklar i¢in;

\N|x:0 - 0

w -2W__ +W w -2W__ +W
(M X)mn — _DX|: m+1,n (A rr;; m-1,n :| _ D]|: m,n+1 A mz,n m,n—1 :| — 0 (428)
X y

olur. (2.41) ifadeleri ise;

2
o°w _ Wm+l,n _2Wm,n + Wm—l,n
8X2 )m,n - (AX)2 m+l,n — = Wm-1,n

w =0, ( (4.29)

olur.
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¢) Serbest Kenar: Serbest kenar i¢in verilen (2.46) ifadeleri ortotropik plaklar i¢in;

=0,

X|x:a X|x:a

Winiin — 2’Wm n T Woiin Winne — 2’Wm n T W
(Mx)mn :_Dx : ’2 ; _Dl : ’2 ’ =0
(AX) (Ay)

(V ) - D Wm+2,n _2Wm+l,n + 2Wm—l,n _Wm—2,n
x/mn X 2(AX)3

(D 14D ) Vvm+1,n+1 _2Wm+1,n +Wm+1,n—1 _Wm—l,n+1 + 2\Nm—l,n _Wm—l,n—l —0
b 2(AX)(AY)* )
(4.30)
M, ifadeleri kullanilarak;
(Wm,n+l + Wm,n—l ) (Wm+1,n + Wm—l,n )
S -\ & @
mn (2D, , 2D,
(A%)*  (Ay)?
olur. V, kullanilarak;
(Wm+2,n - 2Wm+1,n - Wm—2,n )
” 2(AX)’?
" (D 14D )(Wm+1,n+l - 2Wm+l,n + Wm+l,n—l - Wm—l,n+1 - Wm—l,n—l)
W o 2(AX)(4y)’
et (D, _(B+4D,)
(Ax)*  (Ax)(Ay)®
(D +4D ) Wm+1,n+l _2Wm+1,n + Wm+1,n—1 _Wm—l,rH—l + 2’Wm—l,n _Wm—l,n—l
LT 2(AX)(Ay)?
Wm+2,n - 2Wm+1,n + 2Wm—l,n
+ D{ Ay
. (4%
m-2,n DX
2AX)?
(4.32)

olarak elde edilir.
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Bosta kenarin y dogrultusunda olmasi durumunda M ifadeleri kullanilarak;

D (Wm+1,n + Wm—l,n ) D (Wm,n+1 + Wm,n—l)
W (A T @y
e 2D 2D
(—5+—5)
(Ay)*  (Ax)?
olur. V, kullanilarak;
(Wm,n+2 - 2Wm,m—l - Wm,n—z )
’ 2(Ay)?
W, -2w +W -W -W
n (D1 +4ny )( m+1,n+1 m,n+1 m—1,n+1 : m-+1,n—1 m—l,n—l)
2(Ay)(AX)
Wi =
’ (D, _(0+4D,)
(Ay)’  (Ay)(Ax)®
(D1 " 4ny) Wm+l,n+1 _2Wm,n+l +Wm—1,n+1 _Wm+21,n—l + 2Wm,n—l _Wm—l,n—l n
2(Ay)(AX)

2(Ay)’

mn-2 — { Dy :|
2(Ay)’

D {Wm,m—z - 2Wm,n+1 + 2Wm,n—l:|
y

(4.34)

Sonlu Fark Denklemlerinin Uygulamsi ve Denklem Sayisi: Uzerinde p(X,Y)

yayili yiikii olan ve kenarlarindan rastgele mesnetlenmis bir ortotropik dikddrtgen

plak x ekseni yoniinde m sayida, y ekseni yoniinde n sayida esit pargalara
boliiniince X ekseni yoniinde mesnetler dahil (m+1) sayida, y ekseni yoOniinde
mesnetler dahil (n+1) sayida diigiim noktast (yer degistirme) olusturulmus olur.

Toplamda (m+1)(n+1) adet diigiim noktas1 olusur.

Plagin kenarlarindaki yer degistirmeler bilindiginden X ekseni yoniinde bilinmeyen
yer degistirme sayist (m+1-2)=(m—1) adet, y ekseni yoniinde bilinmeyen yer
degistirme sayist (n+1—2)=(n—1) adet olur. Toplamda bilinmeyen yer degistirme

sayist (m—1)(n—1) adet olur.
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B X

Sekil 4.5: Fiktif Yerdegistirmeler i¢cin Sonlu Farklar Aginin Plaklarda Uygulanmasi

Yer degistirmeler plak disinda, sinir kosullarima bagh kalarak fiktif olarak
genisletilir. Bu yerdegistirmeler sinirda verilen tiirev bagintilarinin ayriklagtirilmasi
ile bulunur. Plakta ankastre mesnet halinde yerdegistirme ve birinci tlirev olarak
verilen egim sifirdir. Buna bagli olarak fiktif yerdegistirmeler igin birinci tiirev

bagintist ayriklastirilarak kullanilir. Ornegin sekil 4.5° da verilen p, noktasinda

birinci tiirev merkezi farklar kullanilarak ayriklagtirildiginda;

u(pl)_u(pZ)

_ au
A - u(p,)=u(p,)+2Ax 6X(IOO) (4.35)

ou
&(po) -

bagintist elde edilir. Bu bagint1 ile plak disindaki fiktif yerdegistirme degeri plak
tizerindeki i¢ nokta degerine baglanmistir. Sayet sinirdaki tiirev degeri ankastre

mesnette oldugu gibi, sifir ise u(p,) = u(p,) olarak bulunur.

Sabit mesnette oldugu gibi simirda ikinci tiirev verildiginde ikinci tiirevin merkezi

farklar kullanilarak ayriklastirilmast ile;

azu _ u(pl)—2u(p0)+u(p2)
ox? (Py)= (AX)*
, 0%u
u(pl):2u(p0)—u(p2)+(Ax) W(po) (4.36)

bagintis1 elde edilir. Sayet sinirdaki ikinci tiirev ve fonksiyonun kendi degeri, sabit

mesnette oldugu gibi, sifir ise u(p,) =—-u(p,) olarak bulunur.
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Serbest kenarlarda oldugu gibi sinirlarda sadece yer degistirmenin tiirevleri verilir ise
sinir noktalarindaki yer degistirme degerleri de bilinmeyendir. Bu durumda merkez
nokta sinir noktalar iizerine uygulanarak ek denklemler elde edilir. Bu denklemlerde

verilen fonksiyon tiirevlerinin ayriklastirilmasi ile bulunur.

Sonucta plak disinda olusan fiktif yerdegistirmeler sabit mesnetler i¢in plak

tizerindeki yer degistirmelerin ters isaretlisi, ankastre mesnetler i¢in ayni isaretlisidir.

Sekil 4.2° de verilen sonlu farklar ag1 semasi, plak {izerindeki yerdegistirmelerden
herhangi biri merkez alinarak yerlestirilip, ag katsayilar1 ile bu katsayilara kars1 gelen
yerdegistirmelerin ¢arpilmasi ile sonlu farklar denklemleri olusturulmaya baslar. Plak
tizerinde mesnet noktalar1 hari¢ diger tiim noktalarda bu islemler yapilarak biitiin
denklemler olusturulmus olur. Bu denklemler daha once belirtildigi gibi

(m—=1)(n—1) adettir. Bu denklemlerin ¢6ziilmesi ile yerdegistirmeler bulunmus olur.

Plak kenarlarindan birinin bosta kenar olmas1 halinde, sonlu farklar ag1 merkezi bu
kenar boyunca da yerlestirilerek bir sira denklem takimi daha elde edilir. Bu takdirde

bosta kenar X ekseni yoniinde tek mesnette olursa (m)(n—1) sayida, iki mesnette
olursa (m+1)(n—1) sayida denklem olusur. Bosta kenar Yy ekseni yoniinde tek
mesnette olursa (m—1)(n) sayida, iki mesnette olursa (m—1)(n+1) sayida denklem

olusur.

Bu ¢alismada ortotropik dikdortgen plak x ve y yoOniinde 10 esit parcaya boliinerek
sonuca gidilmigstir. Tablo 4.1” de bir ortotropik dikddrtgen plagin 10 esit parcaya

ayrilmasi halinde olusan yerdegistirmeler gosterilmistir.
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Tablo 4.1 x ve y yoOniinde 10 esit pargaya boliinmiis plakta yer degistirmeler.

Wi
wi
Wi
wi
Wi
wi
Wi
wf
Wi
wi
Wi

Wi
wf
Wi
wi
Wif
Wi
Wi
wi
Wi
wi
wi

Wi Wi Wi Wit Wi Wi Wi Wi Wit Wit Wi
Wf Wi Wi Wit Wf Wf Wf Wi Wit Wit Wi
W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 | W10 | wil
W12 | W13 | wi4 | wil5 | W16 | W17 | W18 | W19 | W20 | W21 | W22
W23 | W24 | W25 | W26 | W27 | w28 | W29 | W30 | W31 | W32 | W33
W34 | W35 | W36 [ W37 | W38 | W39 | W40 | W4l | W42 | W43 | W44
W45 | W46 | W47 | W48 | W49 | W50 | W51 | W52 | W53 | W54 | W55
W56 | W57 | W58 | W59 | W60 | W61 | W62 | W63 | W64 | W65 | W66
W67 | W68 | W69 | W70 | W71 | W72 | W73 | W74 | W75 | W76 | W77
W78 | W79 | w80 | w81 | W82 | W83 | W84 | w85 | W86 | W87 | W88
W89 | W90 | W9l | W92 | W93 | W94 | W95 | W96 | W97 | W98 | W99
W100 | W101 | W102 | W103 | W104 | w105 | W106 | w107 | W108 | W109 | W110
W111 | W112 | W113 | Wi114 | W115| Wi1l6 | W117 | W118 | W119 | W120 | w121
Wi Wi Wi i wi wf Wi Wi Wi i wf
Wf Wi Wi Wit Wi Wi Wf Wi Wit Wit Wi

Wif
Wi
Wif
Wi
Wif
Wi
Wif
wi
Wif
wi
Wi

Wi
Wi
Wi
Wi
Wif
wi
Wi
Wi
Wif
wf
Wi

Tablo 4.1 e gore plakta m=10 ve n=10 oldugundan dolayr 121 adet yer

degistirme ve 121 adet denklem olusur.

Plak disinda kalan noktalarda olusan fiktif yer degistirmelerden ilki mesnetlenme

kosulundan elde edilen denklemler ile bulunur.

Tablo 4.1 ile verilen durumda, dortkenar:1 sabit olarak mesnetlenmis ise ortotropik

plak icin indisler ile beraber tekrar diizenlenirse Tablo 4.2 elde edilir.

Tablo 4.2 x ve y yoOniinde 10 esit parcaya boliinmiis dortkenar1 sabit mesnetlenmis
ortotropik plakta yer degistirmeler.

Wil
Wf2
Wi3
wf4
Wf5
Wf6
Wi7
Wf8
Wf9

-W1i
-W10
-W19
-W28
-W37
-W46
-W55
-W64
-W73

Tablo 4.2 den de goriilecegi tizere m=10

0 Wf19 Wf20 Wwf21 WwWf22 Wf23 Wf24 Wf25 Wf26 Wf27 0
0 -W1 -W2 -W3 -W4 -W5 -W6 -W7 -w8 -W9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o | wi|w2]ws| wa]ws]| we]| wr] ws|[ wo|[ o
0 W10 | w1l | wi12 | W13 | W14 | W15 | W16 | W17 | W18 0
0 | wag | woo | wor | woz | was | woa | wos | wae [ wor [ o
0 | wzs | w2o | wso| w3t | ws2| wss| wss|wss|[wss|[ o
o | wa7z | was | wao | wao | war | waz | waz | waa [ was [ o
0 W46 | W47 | W48 | W49 | W50 | W51 | W52 | W53 | W54 0
o | wss | wse | ws7 | wss | wso | weo | wer]| we2 | wes | o
0 W64 | W65 | W66 | W67 | W68 | W69 | W70 | W71 | W72 0
o | wra| wra] wrs | wre | wrz | wre] wro] wao [ wei| o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 W73 W74 W75 W76 -W77 -W78 -W79 -W80 -w8lL 0
0 W8 W9 W0 Wil W32 Wi33 Wi4 Wi3s Wi 0
ve n=10 oldugundan

(m—-1)(n—1) =81 adet yer degistirme ve dolayisi ile 81 adet denklem olusur.

W10
Wifll
Wf12
Wf13
wfl4
Wf15
Wf16
Wf17
Wf18

dolay1

Plak disinda kalan noktalarda olusan fiktif yer degistirmelerden ilki sabit

mesnetlenme kosulundan dolayr mesnete esit uzaklikta ve plak iizerinde bulunan

noktanin yer degistirmesinin ters isaretlisi olur. ikinci fiktif yer degistirme ise sonlu
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farklar sablonunun merkezinin mesnet tizerine getirilmesi ile elde edilen denklemden

elde edilir.

Mesnetlenme ve yiiklemelerdeki simetri 6zellikleri kullanilirsa w, = wy, = W,; = W,,,
W, =W, =W,, =W,,..... seklinde olacagindan indisleri yeniden diizenlenerek Tablo
4.2 den Tablo 4.3 elde edilir. Hesaplarda simetri 6zelligi kullanilmamuistir.

Tablo 4.3 Sabit yayil yiikle yiiklenmis X ve y yoniinde 10 esit parcaya boliinmiis
dortkenar sabit olarak mesnetlenmis ortotropik plakta yer degistirmeler.

0 wfe  wf7  wfg wfo Wflo Wwfo WwWf8 Wf7  Wf6 0
0 w1 -w2  -W3 -w4 -W5 w4 -W3 -W2 -Wil 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
wfl  -W1 0 W1 W2 W3 W4 W5 W4 W3 W2 W1 0 -W1l Wl
wf2  -Wé 0 W6 W7 W8 W9 | W10 | W9 W8 W7 W6 0 -W6  Wwif2
wf3  -Wi11 0 Wil | W12 | W13 | W14 | W15 | Wi4 | W13 | W12 | W1l 0 -Wil  Wif3
wf4  -W16 0 W16 | w17 | W18 | w19 | W20 | W19 | W18 | W17 | W16 0 -W16 Wwf4
wfs  -W21 0 W21 | W22 | W23 | W24 | W25 | W24 | W23 | W22 | W21 0 -W21  Wwif5
wf4  -W16 0 W16 | wi7 | W18 | w19 | W20 | W19 | W18 | W17 | W16 0 -W16 Wwf4
wf3  -W11 0 Wil | W12 | W13 | W14 | W15 | Wi4 | W13 | W12 | W1l 0 -Wil  Wif3
wf2  -Wé 0 W6 W7 W8 W9 | W10 | W9 W8 W7 W6 0 W6 Wwif2
wfl  -W1 0 W1 W2 W3 W4 W5 W4 W3 W2 W1 0 W1l Wl
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -wi w2 -W3 w4 -W5 w4 -W3 w2 -wi 0
0 wfe  wf7  Wfg8 WwWfo Wfl0 Wfo9 Wf8 Wif7  Wif6 0

Tablo 4.1 ile verilen durumda, dortkenar1 ankastre olarak mesnetlenmis ise ortotrop

plak icin indisler ile beraber tekrar diizenlenirse Tablo 4.4 elde edilir.

Tablo 4.4 x ve Yy yoniinde 10 esit parcaya boliinmiis dortkenart ankastre olarak
mesnetlenmis ortotropik plakta yer degistirmeler.

0 W19 | Wf20 | W21 | Wf22 | Wf23 | Wf24 | Wi25 | W26 | Wf27 0
0 W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Wil W1 0 W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 0 W9 | Wf10
Wif2 | W10 0 W10 | W11 | w12 | wi3 | W14 | W15 | W16 | W17 | W18 0 W18 | Wfll
Wif3 | W19 0 W19 | W20 | W21 | W22 | W23 | W24 | W25 | W26 | W27 0 W27 | Wfl2
Wi4 | W28 0 W28 | W29 | W30 | W31 | W32 | W33 | W34 | W35 | W36 0 W36 | Wf13
Wif5 | w37 0 W37 | W38 | W39 | W40 | W41 | W42 | W43 | W44 | w45 0 W45 | Wfl4
Wi6 | W46 0 W46 | W47 | w48 | W49 | W50 | W51 | W52 | W53 | W54 0 W54 | Wfl5
W7 | W55 0 W55 | W56 | W57 | W58 | W59 | W60 | W61 | W62 | W63 0 W63 | Wf16
Wi8 | w64 0 W64 | W65 | W66 | W67 | W68 | W69 | W70 | W71 | W72 0 W72 | Wfl7
Wf9 | W73 0 W73 | W74 | W75 | W76 | W77 | W78 | W79 | W80 | w8l 0 W81 | Wfl8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 W73 | W74 | W75 | W76 | W77 | W78 | W79 | W80 | w8l 0
0 Wf28 | Wf29 | Wf30 | Wf31 | Wf32 | Wf33 | Wf34 | Wf35 | Wf36 0

Tablo 4.4 den de goriilecegi iizere sabit mesnetlenmede oldugu gibi 81 adet denklem

olusur.
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Plak disinda kalan noktalarda olusan fiktif yer degistirmelerden ilki ankastre
mesnetlenme kosulundan dolayr mesnete esit uzaklikta ve plak iizerinde bulunan
noktanin yer degistirmesine esit olur. Ikinci fiktif yer degistirme ise sabit
mesnetlenme kosulunda oldugu gibi sonlu farklar sablonunun merkezinin mesnet

lizerine getirilmesi ile elde edilen denklemden elde edilir.
Mesnetlenme ve yiiklemelerdeki simetri 6zellikleri sabit olarak mesnetlenmis olan

plaklarda oldugu gibi kullanilirsa Tablo 4.4 den Tablo 4.5 elde edilir.

Tablo 4.5 Sabit yayili yiikle yiikklenmis X ve y yoniinde 10 esit pargaya boliinmiis
dortkenar: ankastre olarak mesnetlenmis ortotropik plakta yer degistirmeler.

0 Wwf6  Wf7  Wf8 Wf9 Wfl0 Wf9 Wf8 W7  WIf6 0
0 W1 W2 W3 W4 W5 w4 W3 W2 W1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Wil W1 0 W1 W2 W3 W4 W5 W4 W3 W2 W1 0 W1 Wf1
Wf2 W6 0 W6 W7 W8 W9 | W10 | W9 W8 W7 W6 0 W6 Wi2
wif3 | wil 0 W11 | wi2 | W13 | wi4 | W15 | w14 | w13 | W12 | Wil 0 W11 | Wf3
Wf4 | W16 0 W16 | wi7 | W18 | w19 | w20 | W19 | W18 | W17 | W16 0 W16 | Wf4
wifs | w21 0 W21 | W22 | W23 | W24 | W25 | W24 | W23 | W22 | w21 0 W21 | Wf5
Wf4 | W16 0 W16 | wi7 | W18 | w19 | W20 | W19 | W18 | W17 | W16 0 W16 | Wf4
wif3 | wil 0 W11 | wi2 | W13 | wi4 | W15 | w14 | w13 | W12 | wil 0 W11 | Wf3
Wf2 W6 0 W6 W7 W8 W9 | W10 | W9 W8 W7 W6 0 W6 Wif2
Wil W1 0 W1 W2 W3 W4 W5 W4 W3 W2 W1 0 W1 Wil
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 W1 W2 W3 W4 W5 W4 W3 W2 W1 0
0 wfe  wf7  wfg wfo WwWflo Wwfo9 WwWf8 Wf7  Wf6 0

Tablo 4.1 ile verilen durumda, lickenar1 ankastre olarak mesnetlenmis bir kenari ise
bosta olan ortotropik plak i¢in indisler ile beraber tekrar diizenlenirse Tablo 4.6 elde

edilir.

Tablo 4.6 x ve y yoniinde 10 esit pargaya boliinmiis tickenar1 ankastre olarak
mesnetlenmis bir kenar1 bosta olan ortotropik plakta yer degistirmeler.

0 Wf19 | Wf20 [ Wf21 | Wf22 | W23 | Wf24 | Wf25 | Wf26 | W27 0
0 w1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Wil W1 0 W1 W2 W3 W4 W5 W6 W7 W8 W9 0 W9 | Wf10
Wf2 | w10 0 W10 | W11 | w12 | W13 | W14 | W15 | W16 | W17 | W18 0 W18 | Wfll
Wf3 | W19 0 W19 | W20 [ w21 | W22 | W23 | W24 | W25 | W26 | W27 0 W27 | Wf12
Wf4 | w28 0 W28 | W29 | W30 | W31 | W32 | W33 | W34 | W35 | W36 0 W36 | Wf13
Wif5 | W37 0 W37 | W38 | W39 | W40 | W41l | W42 | W43 | W44 | w45 0 W45 | Wfl4
Wf6 | W46 0 W46 | W47 | w48 | W49 | W50 | W51 | W52 | W53 | W54 0 W54 | Wf15
W7 | W55 0 W55 | W56 [ W57 | W58 | W59 | W60 | W61 | W62 | W63 0 W63 | Wf16
Wif8 | w64 0 W64 | W65 | W66 | W67 | W68 | W69 | W70 | W71 | W72 0 W72 | Wfl7
W9 | W73 0 W73 | W74 | W75 | W76 | W77 | W78 | W79 | W80 | W8l 0 W81 | Wf18
0 0 0 W82 | w83 | ws4 | wa5 | W86 | W87 | w8s | W89 | W90 0 0 0
0 Wif28 | Wf29 | Wf30 | Wf31 | Wf32 | Wf33 | Wf34 | W35 | Wf36 0
0 W37 | Wf38 [ Wf39 | Wf40 | W4l | Wf42 | Wi43 | Wi44 | W45 0
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Tablo 4.6 dan da goriilecegi lizere m=10 ve n=10 olmasina ragmen bir kenarin
bosta kenar olmasindan dolayr (m—1)(n) =90 adet yer degistirme ve dolayis1 ile 90
adet denklem olusur.

Plak disinda kalan noktalarda olusan fiktif yer degistirmeler ise ankastre olarak
mesnetlenen kenarlarda ankastre mesnetlenme kosullarindaki gibi elde edilir. Bosta
kenardan sonra olusan fiktif yer degistirme ise bosta kenar kosullarindan elde edilen

denklemlerden elde edilir.

Mesnetlenme ve yiiklemelerdeki simetri 6zellikleri kullanilirsa Tablo 4.6 dan Tablo

4.7 elde edilir.

Tablo 4.7 Sabit yayil yiikle yiikklenmis X ve y yoniinde 10 esit pargaya bdliinmiis
iickenar1 ankastre olarak mesnetlenmis bir kenar1 bosta olan ortotropik plakta yer

degistirmeler.
0 Wf10 Wf11 Wf12 Wf13 Wfl4 Wf13 Wfl2 Wfll Wf10 0
0 w1l w2 W3 w4 W5 w4 W3 w2 w1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Wfl W1 0 W1 W2 W3 W4 W5 w4 W3 W2 W1 0 W1 Wifl
Wf2 W6 0 W6 W7 W8 W9 W10 W9 W8 W7 W6 0 W6 Wif2
Wf3 | W1l 0 W11 | w12 | wi3 | Wi4 | wl5 | w14 | wWi3 | W12 | W1l 0 W11 | Wf3
Wf4 | W16 0 W16 | W17 | W18 | W19 | W20 | W19 | W18 | W17 | W16 0 W16 | Wf4
Wwf5 | w21 0 W21 | W22 | W23 | W24 | W25 | W24 | W23 | W22 | W21 0 w21 | Wf5s
wWf6 | W26 0 W26 | W27 | W28 | W29 | W30 | W29 | W28 | W27 | W26 0 W26 | Wif6
Wf7 | w3l 0 W31 | W32 | W33 | W34 | W35 | W34 | W33 | W32 | W31 0 W31 | Wf7
wf8 | W36 0 W36 | W37 | W38 | W39 | W40 | W39 | W38 | W37 | W36 0 W36 | Wif8
Wwf9 | w4l 0 W41 | W42 | W43 | W44 | W45 | W44 | W43 | W42 | W4l 0 w41 | wf9
0 0 0 W46 | W47 | W48 | W49 | W50 | W49 | W48 | W47 | W46 0 0 0
0 Wf15 | Wfl6 | Wf1l7 | Wf18 | Wf19 | W18 | Wfl7 | Wfl6 | Wfl5 0
0 Wf20 | Wf21l | Wf22 | Wf23 | Wf24 | Wf23 | Wf22 | Wf21 | Wf20 0

Bu calismada, olusturulan dogrusal denklemler iterasyon yontemi ile ¢oziilmiistir.

Excel tablolarinda bulunan dongiisel bagvuru yardimu ile iterasyon yapilmistir.

4.4 DOGRUSAL DENKLEM TAKIMININ COZUMU iCiN
DAIRESEL DONGU

Elektronik tablolarda bir hiicreye yazilan formiil diger bir hiicreye yazilmis olan bir

degere veya formiile referans verebilir. Bir hiicreye yazilan formiil dogrudan ya da

dolayl olarak kendi hiicresine referans verir ise buna dongiisel bagvuru veya ¢evrimli

basvuru adi verilmektedir.

Dongiisel bagvuru yapildiginda, mevcut verilere gore hesaplanan hiicre degeri
degistiginde ilgili oldugu diger hiicre degerleri de degisir. Ilgili hiicrelerdeki

degerlerin degismesi dongiisel basvuru yapilan hiicre degerinin tekrar
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hesaplanmasina sebep olur. Bu tekrar hesaplanmaya yineleme adi verilir. Yineleme,
daha Onceden belirlenen yenileme sayisina esit oluncaya kadar ya da hiicrelerdeki
degerler arasindaki fark onceden belirlenen bir degerden kiigiik oluncaya kadar

devam eder.

Microsoft Excel kullanilarak yapilan bir programda, dongiisel bagvuru yapildiginda
bu islemin bir hata sonucunda yapilip yapilmadigi ve bu konu hakkinda yardim
istenip istenmedigi bir iletisim kutusu ile kullaniciya sorulur. Bu islemin bilerek
yapildig1 kabul edilen secenek butonuna basildifinda dongiisel bagvuru program

tarafindan kabul edilir.

Dongiisel basvuru yenileme sayist ve hiicreler arasinda ki fark, Excel g¢alisma
sayfasinin Araglar-Segenekler-Hesaplama kisminda belirtilir. Bu verilere gore

dongiisel bagvuru islemi tamamlanir.

Plak diferansiyel denklemi daha once anlatildigi sekilde kurulduktan sonra,
Microsoft Excel kullanilarak bir program hazirlanir. Bu programda, dikdortgen plak
elektonik bir tablo haline getirilir. Bu plak {izerinde alinan her nokta bir hiicre olarak

ifade edilir. Bir hiicreye, plak denkleminde w,, , yalmz birakilarak formiilii girilir.

Bir hiicreye girilen formiiliin diger hiicrelere kopyalanarak tiim tablo hazirlanmis
olur. Formiil girislerinin hemen arkasindan program otomatik olarak dongiisel
basvuruyu baglatir ve belirlenen sinirlara ulagincaya kadar calismayi1 yinelemeye

devam eder. Belirlenen sinirlara ulasildiginda ¢alisma durdurulur.

4.5 ORTOTROPIK DIKDORTGEN PLAK DENKLEMLERININ
BOYUTSUZLASTIRILMASI

Bu kisimda ortotropik plak denklemleri, deplasmanlar, momentler, kesme kuvvetleri,

mesnet reaksiyonlart ve kose kuvvetleri boyutsuzlastirilacaktir. Bu kuvvetleri

boyutsuzlagtirmalar i¢in Oncelikle (2.55) ve (2.58) ile verilen ortotropik plak

denklemlerine ait ifadelerin boyutsuzlastirilmasi gerekir. Bunun i¢cin X ve Yy

dogrultularindaki uzunluklar ile beraber (2.55) ve (2.58) ifadeleri kullanilarak;
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_ — D
a b (Exh ) *E,h
12 PR
_ D _ __
Dy=—2 S . =L (4.37)
Gh E.h (D, +2D,)
( ) ( Xy 1 Xy
12 12

boyutsuz ifadeleri elde edilir. Elde edilen ifadelerin kontrolunii D, igin yapacak

olursak;
— D
D,=—5= KNLVI 3 =KNM = BOYUTSUZ (4.38)
E.h (KN/M*)(M?) KNM
ER

Yiik ifadesinin de yayili yiikte oldugu gibi p, yayil yiikiin siddetine boliinmesi ile;

p(x.y) = FO0 (4.39)

boyutsuz yiik ifadesi elde edilmis olur. Daha 6nce (2.57) ile verilen ortotropik plak
denklemi elde edilen boyutsuz ifadeler kullanilarak;
—o'w - o'W — o'w

= +2H Koy +D, 5 = p(X,y) (4.40)

boyutsuz plak denklemi elde edilir. Burada bilinmeyenler sadece W boyutsuz
deplasmanlardir. Bunlarda program sonucu olarak elde edileceklerdir. Elde edilen

boyutsuz deplasmanlar kullanilarak;

— — O°'W — O°W
M, =—(D, = + D, 872)
— — O°W — O'W
My __(Dy oy’ +D, 572)
22—
_Xy :25Xy 6_V\i
OX0Yy
— —0OW — OW
Qx = X —3 - H 2 A=
OX 0y~ oX

59



~ 0w - oW
Qy = Yy 3 H—
oy oX~ oy
3 3
\7)( = _ﬁx 3 _(Dl +4ny)€—\ﬁ/2
OX0oy
357 377
V, =B, ¥ -0, +4D,)
22—
R=2M, =4D, "
OXoy

boyutsuz ifadeleri elde edilir. Elde edilen bu ifadeler sinir

kullanilarak;
a)Ankastre Mesnet:
W, =0 oLl
“ g P
b)Sabit Mesnet:
W, =0
2 2
M, =—(D, (;VZV +D, 27\/2\/) =0
¢) Serbest Kenar:
Mx|x:a=0’ X|x:a=0
— — W — O°W
Mx:_(Dx aY2+D1 ayz):()
3 37
\TX = _Ex a_V;/ _(51 +45xy)(2—v_v2 =0
X OXoy

boyutsuz sinir sartlari elde edilmis olur.

(4.41)

sartlar1 ig¢inde

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Programda sonuglar boyutsuz olarak elde edileceginden gercek boyutlu degerlere

ulagabilmek i¢in verilerin gergek degerlerinin katsayilara uygulanmasi ile elde edilir.
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4.6 ORTOTROPIK DIKDORTGEN PLAK PROBLEMININ
SONLU FARKLAR iLE COZUMU

Bu béliimde, Microsoft Office Excel programi ile hazirlanan bilgisayar programi
kullanilarak cesitli ortotropik plak problemleri ve ortotropinin 6zel hali olan

izotropik plak problemleri ¢oziilecektir.

ORTOTROPIK PLAK PROBLEMLERI: Bu béliimde Karl GIRKMANN’ 1n
Yiizeysel Tastyici Sistemler ( Ceviri: Prof. Dr. Sacit TAMEROGLU) kitabimin 395.
sayfasinda verilen dort kenar1 sabit olarak mesnetlenmis olan ortotropik plak ve plak
sabitleri ile Zekai CELEP, Nahit KUMBASAR® 1 Betonarme Yapilar kitabinin
Ornek 2.1. boliimiinde verilen hareketli yiikler ve plak boyutlart kullanilarak

¢oOziilecektir. Bu veriler ve problemin ¢éziimii;

E,. =150.000 kg/cm?® =15.000.000 KN /m* =15 GPa
E,, = 0,IE,, =15.000 kg/cm* =1.500.000 KN /m* =1,5 GPa

G =10.000 kg /cm? =1.000.000 KN /m?* =1 GPa

v, =04

v, = 0,lv, =0,04

g=2KN/m?

l,=46m 1,=36m h=0]12m (4.45)
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Deplasmanlar
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Sekil 4.10: Sabit Yayil1 Yiikle Yiiklii iki Kenar1 Ankastre ki Kenar1 Sabit Olarak
Mesnetli Dikdortgen Plagin Cokmesi
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4.7 ANALITIK COZUM iLE SAYISAL COZUMUN
KARSILASTIRILMASI

Ortotropik plak problemleri kisminda hazirlamis oldugumuz program ile

¢ozdiiglimiiz dortkenar1 sabit olarak mesnetli ve {lizerine sabit yayili yiik uygulanan

ortotropik dikdortgen plak sonucunu S. Timoshenko’ nun Plak ve Kabuklar Teorisi

kitabinin 183. sayfasinda bulunan ve Dortkenari sabit mesnetli ortotrop plak icin elde

ettigi sonug ile karsilastiracagiz.

Dortkenari sabit mesnetli ortotrop plak i¢cin Timoshenko’ nun verdigi analitik sonug;

. max . nzy
16q 00 - SIHTSIHT
W= 2° z z, m* m2n? n (4.45)
m=1,3,5..n=1,3,5... mn( D + H + D )
a4 X a2b2 b4 y

Seri hizla yakinsak oldugu i¢in ilk 4 terimin alinmasi yeterli olacaktir. X=a/2 ve

y=Db/2 i¢in w;
.y
160, <& . max S
W= (g ZSm (( 7 E) )+
T minss. a m 2m 1
Mar Pt gz e B
sin3—7zy
e 18nl1)2 T
.y . 3ny
SIin — SIn ——
16q, . ax
W= ,;3 (sin—((— 2 )t 18b T
a—4DX+WH+b—4Dy) 3(a—4DX+WH+b—4Dy)
3 sint)y sin3zy
+sin—=((—; 13 AR 62 s
(Dot oy H+ D) 9 D+ i H Y (D))
(4.46)
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X ve Yy degerlerini yerlerine koyacak olursak;

1 1
1 2 1 1 18 81
Car Dt gope e O e Dt e

16
W= )+
T

D,)

1 1

243 54 3 729 1458 729
Car P T M D) G D M

+(=I)(

) (4.47)

D,)

olarak elde edilir. Bu denklemdeki sabitler (2.51), (2.55) ve (2.58) ifadeleri yardimi

ile bulunur;

£ = oo 15000000 55403 905 kN /M
1-vyv, 1-04%0,04
., E
E,=—>—= 1200000 _y 524300 KN /M*
1-vyv, 1-04%0,04
v, E v E *
E, =B, = rn o Yot QAL 69 756 kn /M
l-v,v, l=-v,v, 1-0,4%0,04
3% 3N %
p, = WEx _ (012)*(15243.902) _ ) 0 ey
12 12
h’E, *)*(1.524.
p, B _ (012°)*(1.524.390) _ 510 5 1N
12 12
h’E 3y *
p, = "B _ (QI2)*(609.756) _ ¢ o1
12 12
3 3N\ %
D, - h1zG _ (12 (1102.000.000) 1440 KNM

H =D, +2D,, =87,80+2%1440 =2967,80 KNM

g, =2 KN/M? (4.48)
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Bu degerler (4.47) de yerine konularak;

16%2 1
W=

6
T 142195+%2967,8+ 1
4,6 4,673,6 3

2 b 3 5

219,5)

4

1

1 1 1 B
2195 +%2967,8+8—4219,5)
4,63.6 3.6

b b b b

3(

1
+

(2821954 2% 296780+

4,6* 4,6°3,6 3,6*

219,5)

1

+
( 729 2195+ 7%58 52967,80 + 72?

4,6* 4.6%3,6 3,6

219,5)

S>3 I SN SR B
3,14°[ 27,85 916,66 1779,58 20305,20

}: 0,0011419m  (4.49)

Daha 6nce elektronik tabloda buldugumuz deger ise Tablo 4.8° den 0,00115 m idi.

Analitik sonuca olduk¢a yakinsak oldugu goriilmektedir.
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Ortotropinin Ozel Hali Olan izotropik Plak Coziimlerinin Karsilastirilmasi:

Tablo 4.53’te ilk satirlar analitik ¢6ziim, ikinci satir sayisal ¢6ziim sonuglaridir.

Tablo 4.53 Iki Kenar1 Ankastre ve Iki Kenar1 Sabit Olarak Mesnetlenmis Plagin
Analitik Coziimleri ile Sonlu Farklar Yontemi ile Bulunan C6ziimlerinin

Karsilagtirilmasi.
a/b (W)x:a/z,y:blz (Mx)x:a/z‘)cblz (My)x:a/z‘)cb/z (My)x:a/zy:n

1,000 0,00192| 0,02440 0,03320 -0,06970
0,00203| 0,02531 0,03329 -0,06674

5,73% 3,73% 0,27% -4,25%

1,100 0,00209| 0,02300 0,03550 -0,07390
0,00222| 0,02390 0,03573 -0,07113

6,22% 3,91% 0,65% -3,75%

1,200 0,00223| 0,02150 0,03750 -0,07710
0,00236] 0,02244 0,03763 -0,07450

5,83% 4,37% 0,35% -3,37%

1,300 0,00234| 0,02030 0,03880 -0,07940
0,00248| 0,02104 0,03909 -0,07704

5,98% 3,65% 0,75% -2,97%

1,400 0,00240| 0,01920 0,03990 -0,08100
0,00257] 0,01975 0,04019 -0,07894

7,08% 2,86% 0,73% -2,54%

1,500 0,00247| 0,01790 0,04060 -0,08220
0,00264| 0,01859 0,04101 -0,08033

6,88% 3,85% 1,01% -2,27%

2,000 0,00260| 0,01420 0,04200 -0,08420
0,00280| 0,01483 0,04267 -0,08300

7,69% 4,44% 1,60% -1,43%
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Tablo 4.54 Dortkenar1 Ankastre Olarak Mesnetlenmis Plagin Analitik Coziimleri ile

Sonlu Farklar Yontemi ile Bulunan Coziimlerinin Karsilastirilmasi.

b/a (W)x:a/zy:n/z (MX)X:D‘y:h/Z (My)x:a/z,y:l) (MX)x:a/zy:n/z (My)x:a/z,y:blz

1,000 0,00138] -0,05130 -0,05130( 0,02310{ 0,02310
0,00137| -0,04872 -0,04872( 0,02326] 0,02326

-0,72% -5,03% -5,03% 0,69% 0,69%

1,100 0,00164| -0,05810 -0,05310( 0,02640[ 0,02310
0,00163| -0,05569 -0,05044( 0,02711| 0,02348

-0,61% -4,15% -5,01% 2,69% 1,65%

1,200 0,00188| -0,06390 -0,05540( 0,02990| 0,02280
0,00187| -0,06169 -0,05115( 0,03046( 0,02314

-0,53% -3,46% -7,67% 1,87% 1,49%

1,300 0,00209| -0,06870 -0,05630( 0,03270| 0,02220
0,00207| -0,06667 -0,05115( 0,03325| 0,02150

-0,96% -2,95% -9,15% 1,68% -3,15%

1,400 0,00226| -0,07260 -0,05680( 0,03490| 0,02120
0,00223]| -0,07069 -0,05067( 0,03552| 0,02150

-1,33% -2,63% -10,79% 1,78% 1,42%

1,500 0,00240] -0,07570 -0,05700( 0,03680( 0,02030
0,00237| -0,07387 -0,04989( 0,03733| 0,02048

-1,25% -2,42% -12,47% 1,44% 0,89%

1,600 0,00251| -0,07800 -0,05710( 0,03810{ 0,01930
0,00248| -0,07633 -0,04893( 0,03875| 0,01945

-1,20% -2,14% -14,31% 1,71% 0,78%

1,700 0,00260] -0,07990 -0,05710( 0,03810{ 0,01930
0,00256| -0,07822 -0,04786( 0,03984| 0,01847

-1,54% -2,10% -16,18% 4,57% -4,30%

1,800 0,00267| -0,08120 -0,05710( 0,04010[ 0,01740
0,00263| -0,07963 -0,04674( 0,04066( 0,01757

-1,50% -1,93% -18,14% 1,40% 0,98%

1,900 0,00272| -0,08220 -0,05710( 0,04070| 0,01650
0,00268| -0,08067 -0,04558( 0,04128| 0,01677

-1,47% -1,86% -20,18% 1,43% 1,64%

2,000 0,00277] -0,08290 -0,05710( 0,04170| 0,01250
0,00272]| -0,08142 -0,04441( 0,04173| 0,01606

-1,81% -1,79% -22,22% 0,07%]| 28,48%
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Tablo 4.55 Dortkenar1 Sabit Olarak Mesnetlenmis Plagin Analitik Coziimleri ile

Sonlu Farklar Yontemi ile Bulunan Coziimlerinin Karsilagtirilmasi

b/a (W)max  |[(Mx)max [(My)max [(Qx)max [(Qy)max [(VX)max |(Vy)max [R
1,000 0,00406| 0,04790( 0,04790( 0,33800| 0,33800| 0,42000f 0,42000( 0,06500
0,00406| 0,04751| 0,04751| 0,33828( 0,33828| 0,41928| 0,41928( 0,06113
0,00% -0,81% -0,81% 0,08% 0,08% -0,17%| -0,17%| -5,95%
1,100 0,00485| 0,05540f 0,04930( 0,36000| 0,34700| 0,44000] 0,44000( 0,07000
0,00486| 0,05503| 0,04895| 0,36002( 0,34776| 0,43851| 0,43774| 0,06673
0,21% -0,67% -0,71% 0,01% 0,22% -0,34%]| -0,51%| -4,67%
1,200 0,00564| 0,06270f 0,05010| 0,38000( 0,35300| 0,45500| 0,45300| 0,07400
0,00564| 0,06216f 0,04973| 0,37910( 0,35488| 0,45397| 0,45251| 0,07133
0,00% -0,86% -0,74% -0,24% 0,53% -0,23% -0,11% -3,61%
1,300 0,00638| 0,06940f 0,05030f 0,39700| 0,35700| 0,46800| 0,46400( 0,07900
0,00638| 0,06880f 0,05000| 0,39574 0,36047| 0,46625| 0,46423| 0,07503
0,00% -0,86% -0,60% -0,32% 0,97% -0,37% 0,05% -5,03%
1,400 0,00705| 0,07550f 0,05020{ 0,41100f 0,36100| 0,47800| 0,47100|( 0,08300
0,00708| 0,07491| 0,04992| 0,41018( 0,36485| 0,47592| 0,47351| 0,07795
0,43% -0,78% -0,56% -0,20% 1,07% -0,44% 0,53% -6,08%
1,500 0,00772| 0,08120f 0,04980( 0,42400| 0,36300| 0,48600| 0,48000( 0,08500
0,00772| 0,08048| 0,04958| 0,42270( 0,36837| 0,48352| 0,48088| 0,08021
0,00% -0,89% -0,44% -0,31% 1,48% -0,51% 0,18% -5,64%
1,600 0,00830[ 0,08620f 0,04920{ 0,43500| 0,36500| 0,49100] 0,48500( 0,08600
0,00830| 0,08550f 0,04905| 0,43342( 0,37118| 0,48930| 0,48665| 0,08189
0,00% -0,81% -0,30% -0,36% 1,69% -0,35% 0,34% -4,78%
1,700 0,00883| 0,09080| 0,04860| 0,44400( 0,36700| 0,49600| 0,48800| 0,08800
0,00883| 0,09001| 0,04841| 0,44269| 0,37355| 0,49376| 0,49128| 0,08314
0,00% -0,87% -0,39% -0,30% 1,78% -0,45% 0,67% -5,52%
1,800 0,00931| 0,09480f 0,04790| 0,45200| 0,36800| 0,49900| 0,49100{ 0,09000
0,00930| 0,09405| 0,04771| 0,45065( 0,37560| 0,49714| 0,49500( 0,08401
-0,11% -0,79% -0,40% -0,30% 2,07% -0,37% 0,81%| -6,66%
1,900 0,00974| 0,09850f 0,04710( 0,45900| 0,36900| 0,50200] 0,49400( 0,09100
0,00973| 0,09765| 0,04699| 0,45750( 0,37741] 0,49965| 0,49802| 0,08460
-0,10% -0,86% -0,23% -0,33% 2,28% -0,47% 0,81%| -7,03%
2,000 0,01013| 0,10170f 0,04640( 0,46500| 0,37000{ 0,50300] 0,49600( 0,09200
0,01012| 0,10085| 0,04626| 0,46338( 0,37907| 0,50149| 0,50052| 0,08495
-0,10% -0,84% -0,30% -0,35% 2,45% -0,30% 0,91%| -7,66%
3,000 0,01223| 0,11890f 0,04060( 0,49300| 0,37200{ 0,50500] 0,49800( 0,09300
0,01224| 0,11812| 0,04078| 0,49143( 0,39454| 0,50413| 0,51472| 0,08253
0,08% -0,66% 0,44% -0,32% 6,06% -0,17% 3,36%| -11,26%
4,000 0,01282| 0,12350f 0,03840| 0,49800( 0,37200| 0,50200| 0,50000{ 0,09400
0,01286| 0,12299| 0,03859| 0,49780( 0,41427| 0,50209| 0,52793| 0,07721
0,31% -0,41% 0,49% -0,04%] 11,36% 0,02% 5,59%| -17,86%
5,000 0,01297| 0,12460( 0,03750{ 0,50000{ 0,37200{ 0,50100] 0,50000{ 0,09500
0,01304| 0,12438| 0,03786| 0,49937| 0,43909| 0,50101| 0,54528| 0,07160
0,54% -0,18% 0,96% -0,13%| 18,03% 0,00% 9,06%| -24,63%
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BOLUM 5

SONUCLAR VE TARTISMA

Sonlu farklar yontemi kullanilarak hazirlanan programdan elde ettigimiz sonuclar
hem ortotropik plaklar i¢in hem de izotropik plaklar i¢cin S. Timoshenko’ nun
“Theory of Plates and Shells” kitabinda analitik olarak ¢6ziilmiis ve sonuclar tablo
halinde verilmis degerler ile karsilastirilarak hata oranlari hesaplanmistir. Sonug
olarak, sonlu farklar yontemi ile ¢ozdiigiimiiz problemlerin 6nemli bir kisminin
analitik ¢ozlimlere olduk¢a yakin sonuclar verdigi gorilmustiir Fakat plak
boyutlarmin birbirine oran1 « = a/b biiyiidiik¢e, hesaplanan degerlerdeki hassasiyet
kaybolmaktadir. Bu gibi durumlarda, hesaplanan nokta sayilarinin arttirilmasi
hassasiyetin yeniden elde edilebilmesi i¢in uygun bir yontem olacaktir. Ancak nokta
sayisinin arttirllmast daha ¢ok iterasyon yapilmasi anlamina gelir. Bu da hesap
isleminin uzun siirmesine neden olur. Islem miktarinin ve siiresinin azalmasim
saglamak icin simetri Ozelliklerinin kullanilmas1 faydali olur. Bu sekilde elde
edilecek moment ve kesme kuvveti ifadelerinin isaretlerine dikkat edilmesi gerekir.
Ayrica ortotropinin 6zel hali olan izotropi ic¢in sonlu farklar yontemi ile elde
ettigimiz sonuglar ile Ins. Miih. Batuhan Calin’in hazirlamis oldugu sonlu farklar
yontemi ile izotropik plak c¢oziimleri sonuglarinin birbiri ile Ortiismesi hazirlamig

oldugumuz programin giivenilirligini kanitlamstir.

Sonlu farklar yontemi dikdortgen ve daire gibi diizglin sinirlarda uygulanmasi ¢ok
kolay bir yontemdir. Ayrica Excel programindaki dairesel dongili yardimi ile sonlu
farklar yonteminde elde edilen dogrusal denklem takiminin kurulusu ve ¢oziimii
kolay bir sekilde yapilmaktadir. Diizglin olmayan sinirlart bulunan bolgelerde de
sonlu farklar yontemi kullanilir ise de boyle bdlgelerde sonlu elemanlar yontemini

kullanmak hesap ylikiinii azaltir.
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