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OZET

Stirekli lineer bir sistemin dinamigini belirleyen diferansiyel denklem girig u(t),
¢ikis y(t), t’de zaman olmak iizere siirekli-zamanda

dy ™y dy d%u ™y
ay +ag 4 +....+a, =Dby + b +....t bg
dt° de! dt de™ dar™!

ve ayrik-zamanli bir sistemde i tam say1 olmak iizere
coy()+ey(i-D)+....+ey(i-n)y=dpu(i-1)+du(i-2)+......
lineer fark denklemleri ile verilir. Durum uzay1 gésterilimi
x=Ax+Bu ve y=Cx dir

A matrisi companian matristir. Durum degiskenlerinin yer aldifi x vektoriine durum
vektori, bu vektorlerle tanimh uzaya durum uzay denir. A, B, C matrisleri sistemin
tim ozelliklerini tagir. Sistemin dinamik 6zellikleri ve kontrol edilebilirlik A, B’ye;
transfer fonksiyonu A, B, C’ye; gozlenebilirlik A, C’ye bagh tanimlamr. Dinamik
sistemlerin gegigi davramigimt karakteristik denklemin kokleri belirler. Durum
uzayinda herhangibir x, keyfi noktasindan diger bir x durumu u girigleri ile
secilebiliyorsa sisteme kontrol edilebilirdir denir. Girig sifir iken y ¢ikiglan o andaki
ve geemisteki degerlerinden yararlamlarak x durumlan hesaplanabiliyorsa sisteme
gozlenebilirdir denir. Minimal gergekleme igin gerek ve yeter kosul durum
modelinin kontrol edilebilir ve gozlenebilir olmasidir. Kararsiz durumlar kontrol
edilebilir ise sisteme kararli kilinabilir, kararsiz durumlar gézlenebiliyorsa sisteme
detecte edilebilir denir. Yan-sabit yapida kontrol edilen sistem optimal olacak
sekilde kontrolor yapis1 belirlenirki bu LQP kontrol olarak bilinir. Zamanla degigen
siirekli-zamanh ve aynk-zamanli LQP problemleri Riccati denklemlerini saglar.
Optimal kontrol teori kontrol edilen sistemin x dinamik durumunun degisen
degerinin bir fonksiyonu olarak temsil edilen optimal kontrol problemlerine yol
gosterir. x durumlanm olgilen gikislar olarak direk almak miimkiin olmadigindan
geri beslemeli kontrolor tasarimi kullamilir.  Verilen bir sistemin x durumlan
gozleyici olarak bilinen uygun dinamik sistemlerle tahmin edilir. LQP teori dinamik
sistemlerin x durumunu kontrol etmek igin u giriglerinin nasil segilmesi gerektigini
veren en genel optimal teorinin bir dalidir. Dinamik programlama denklemleri
varyasyonel hesapta Hamiltonian-Jacobi-Bellman denklemi olarak bilinir.
Pontriagin maksimum prensibi optimizasyon hesapla yapilamadiginda varyasyonel
hesabi igeren problemlerde genellestirilir.



SUMMARY

For continuos-time linear system having input u(t) and output y(t) where t
represent time the dynamic equation is the ordinary linear equation

dy ™'y dy d™u ™y du
By + 8, +...  +a——-+ 29y = by + by g=—mn +... ...+ by + bou
dt" dt™’? dt d™ d™! dt

which specifies relationships between rates of change. Difference equations
specifying relationships between point values are conventionally used to characterize
discrete-time dynamic system

cy(i) + cry(i - 1) +....+ coy(i - n) = dyu(i - 1)+ dyu(i-2) +... ...

where i is an integer counting the discrete-time instants. When the equation are
linear, matrices can be used. Continuous-time linear dynamics can be written

)-<=Ax+Bu

and discrete-time linear dynamics can be written

x(i + 1) = Ax(i) + Bu(i)

with output y given by

y=Cx

A is known as a companion matrix.



The set of n variables introduced to translate dynamics of order n into a set of

simultaneous first-order equations are known as state variables. The vector x is
known as a state vector and n-dimensional space which is known as state space.
The matrices A, B, C provide a complete specification of a linear dynamic system.
Dynamical properties which depend only on A and B and the overall transfer
function from u to output y which depends also on C where desirable properties of
controllability and observability. Transient behaviour of a linear dynamic system is
determinated by roots of characteristic solution of |sI-A |=0 are the eigenvalues
of A. A set of dynamic state equations is said to be controllable if the output u can is
a finite time transfer the dynamic state x between any two arbitrarily chosen points in
state space. When the eigenvalues of A are district controllability can be examined
by diogonalizing the matrix equations. This is done using the modal matrix of A. X
is non-singular and the modal matrix diagonalizes A.

X!AX=8

where S is a diagonal matrix whose only non zero elements on the main diagonal are
the eigenvalues of A. A general necessary and sufficient condition for
controllability of time invariant linear systems both continuous-time and discrete-
time is that controllability matrix

M,=[B AB.......A"'B]

must have rank n. A set of dynamic and output equations is said to be observable if
for zero input u, it is possible from a finite time history of the output y to determine
any value which the state x may have had at any point in time. The general
necessary and sufficient condition for observability of time invariant linear systems
both continuous-time and discrete-time is that the n x np observability matrix

M,=[CT A'C’.........(AD*'CT]

must have rank n. When a linear system is specified by a triple of matrices (A an
n x n matrix, B an n x m matrix, C a p x n matrix) its transfer function matrix is a

p x m matrix of transfer functions relating transforms of p output variables y to
transforms of m input variables u. It can be seen again that it is the eigenvalues of
the A matrix which are the poles of the transfer function and roots of the
characteristic equation. A state space model A, B, C corresponding to a given
transfer function G is known a realization of the transfer function. Possible of state
can be partitioned into four subsets.
* States which are both controllable and observable
* States which are controllable but not observable
* States which are observable but not controllable

viy



# States which are either controllable nor observable.

The number of states which are both controllable and observable is the same as order

of the transfer function. Absence of additional states is the necessary and sufficient

condition for realization to be both controllable and observable. Realization which
is minimal in the sense that the number of the states is the same as the order of the
transfer function is always both controllable and observable. If the corresponding
transfer function is known. If order of the transfer function is not known, it can be
examining the rank of the controllability and observability matrices M, and M, for
realization is minimal or not. Other causes of uncontrollability and unobservability
can arise that the relationship between states and either or both inputs and outputs

may not be linearly independent. Controllability and observability are, as a

properties which are desirable in a object which is to be subject to feedback control.

A set of dynamic state equation is said to be stabilizable if any uncontroliable states

in the set are stable. A set of dynamic and output equations is said to be detectable if

any unobservable states in the set are stable.
When the performance is measured by a scalar function there two classes of
optimal control problem:

* Fixed configuration; where the form of a controller is given and it is required to

optimize the value of some parameter such as a controller gain.

* Semi-free configuration; where the form of the controller is not specified but is to
be determination to produce whatever will be the optimal performance of a given
controlled object. Optimal semi-free control theory is introduced LQP semi-free
LQP problems are in continuous-time with realization

x=Ax + Bu
and performance criterion
t

I= f (x"Px + u'Qu)dt
3]

or discrete-time with realization
x(i+1)=Ax+Bu

and performance criterion



iz
I= Z (x'Px+ u'Qu)

1

The matrices A, B, P, Q which specify a problem may in general be time-varying as
also may matrix K specifying the solution. The LQP result is by way of simple
continuous-time or discrete-time scalar LQP problems.

For discrete-time scalar LQP problem time interval N = i, - i; + 1 optimal value I*y
of Iy minimized with respect to sequence u(i;).......u(i;) depends only on the initial
state x(i;) and on the number N of term in a sequence. Optimal value of the
performances criterion which are quadratic in the state

T*(X) = VX

optimal controls

abvy
un(X) = -knx where ki = ==
q+ b’
aZbZVZN_l
WP + aZVN_l- oA
q+ by

For continuous scalar LQP problems
X=ax +bu
and performance criterion

t

1= [ (pxrqud)it
t

All four scalars p, q, a, b are time-invariant. Optimal values of performance criterion
which is quadratic in x

I#(x,T) = v(T)x*



optimal control

bv(T)
u(x,T) = -k(T)x where k(T) = —mmmmmr
q

a non-linear difference equation of optimal control

dv bV
- =p+ 28V - -
dT q

This equation is known as Riccati Equations. Time interval T is defined by T=1, -t
like N. Convergence of the solution v(T) to a finite steady state value v. when T
goes to a infinity is a desirable property. The optimal control depends on the current
state x(t) and the time to go to T according to a linear feedback law

ut)=-K(T)x(t) havinggain K(T)=Q ' ®)B(®)V(T)

where V(T) satisfies the Riccati equations. For discrete-time equations are all of
them as the same continuous-time equations. Of any LQP problem is a linear
function of the current value of dynamic state x of the controlled object: This
provides use of linear feedback control law in the practice where controlled objects
can be described by linear equations. State regulation, where main source of the
variability is the arbitrary initial state of controlled object and the control objective is
to achieve a stable equilibrium is at the origin of the state space. Target tracing,
with the variability in the form of exogenous target motion r to be tracked by output
c of the controlled object. Disturbance rejection, where either or both state regulation
or target tracing is to be achieved in spite of the action of additional variability in
the form of exogenous disturbances x, affecting states of the controlled object.
Continuous-time scalar example shows how Riccati equations converge to a time
invariant steady state solutions in the limit as run time becomes infinite.

For continuous-time

0=P+A'V+VA-VBQ'BV

For discrete-time



V=P+A'VA - ATVB(Q + B'VB)'B'VA

The matrix V measures optimal value in performance criteria I. If P is positive
definite the state x is regulated to the origin of the state space.
General expression for optimal control

u(t) = (Yl T T-ao)y(®) - (\,/2%; + 26 (V% TT/q Vo) -an)y()

This equation for the optimal control with the original differential equation of the
controlled object show that resulting optimal control is a second order system
governed the second equation.

y+ 280y +m,° =0

®o natural frequency, & damping ratio and £ = 1/¥2 | value which is often chosen as
given acceptable transient response is optimal.

Optimal control theory leads to solution where optimal control is expressed as a
function of the current value of dynamic states x of the controlled object. With real
controlied object cannot usually be directly available as measured outputs. Real
feedback control can only be driven by y = Cx. Optimal control theory is exploited
in designing the feedback control what is known as an observer. This system is
designed using the real signal u, y to generate an estimate % of the state x. The
observer output % can be used to drive control law u = - KX. Observer uses A, B, C
matrices which are characterized of the controlled object. The observer has the same
number n of the dynamic states as to be estimated convergence towards the
estimated states x .

For linear controlled object in continuous-time

%= Ax+Bu+ K, (y- %)
or in discrete-time
% (i) =A%(i - 1) + Bu(i - 1) *Ko(y(i) - C(AX(i - 1)+Bui - 1))

Right hand side of the each equation consist of prediction term plus correction term.
The correction term can be written K (¥ - y) when § predicted value y is given
¥ =CX with X the predicted value of x. K, must be chosen sothat the observation



errorT €9, € = X - ?{ converges to zero. Convergence to zero of the observation error ¢,
depends on eigenvalues of (A - K,C) for continuous-time or of (I - K,O)A for
discrete-time systems. For continuous-time system all eigenvalues must be in the left
half plane. For discrete-time system all eigenvalues must be within the unit circle.
Matrix K, is known as the observer gain. One way is to choose K, so as to fix the
roots of observer characteristic equation or at specified values chosen to ensure good
behavior of observer. This procedure is known as pole placement. Another way to
choose K, is take account of causing any discrepancy e, between the estimate x and
true value x. Because they are due to random noises and disturbances. The necessary
condition for observer convergence that both poles be in the left half plane and also
k;, k, must be positive.

In continuous-time transfer function matrix is

H(s) = K (sI - A + K,.C + BK,) 'K,

and in discrete-time

H(s) =K(zI - (1 - K,CXA - BK)) ' K,

K. is the control gain of the feedback controller. Methods of loop recovery has been
developed which aim to recover guaranteed stability margins by making assumptions
about exogenous disturbances which have the effected of tuning the observer gain K,
s0 as to increase loop stability. The controller transfer function matrices are m x p
where m is the number of the control u and p is the number of measurement y.
Integral control; If a continuous-time system value of A, B, C, K, K, are such the
denominator coefficient d, is zero, this is an integral control.

PID control; If a continuous-time system its numerator polynomial is of higher order
then its denominator, so the denominator coefficient d; were so dominant in the
transfer function, this is the PID control.

For the LQP controller design first assumption that only the control error is available
to drive the observer. An alternative way to design controller gain K, would be to
force steady state error to zero. This is achieved by k,, = 1 which set d, in the
denominator of the transfer function. k;;< 0 ensures T’ faster then T. If T; > T, the
transfer function is that of a phase-advance controller with integral action. Very fast
observer response (a—> =) value the d; denominator coefficient dominates and the
controller transfer function approximation PI rather then PID of the controlled
object. Closed-loop behaviour of linear system is determinated by the characteristic
equation [sI - 4| = 0 where 4 having the partitioned structure. The design of an
ideal feedback controller requires specification of two gain matrices K, K,
Integrators; whose in the feedback controllers was indicated as model of the
dynamics of the class of variables which are finite polynomials in time.

Derivative action; whether in the form of velocity feedback or of phase-advance can
also be seen to serve the purpose of state estimation. Derivative action in feedback
control provides a crude because noisy, estimate of the order state.

X



The LQP theory is special case of more general optimal control theory about how
to choose input u so as to control the state x of dynamic object. The general theory
applies to problem where the dynamics of the control object have state space
realization arguments indicate that these function could be time varying but no
restriction on quadratic functions. The theory of multistage decision processes
provides powerful theorical framework for optimal control theory of both
discrete-time and continuous-time problems. The optimal control theory of dynamic
programming like LQP theory specifies control action as a function u(x) of the
current value of dynamic states x. An optimal control sequence has the property that
the initial state and the optimal first control may be remaining control constitute an
optimal control sequence with the regard to the state resulting from the first control.
Solution function f are quadratic in the state x and can be expressed in terms of
symmetric matrices V. For optimal control into dynamic programming equation
gives (P, Q symmetric matrices) in the discrete-time

Vi =P+ ATV, A - ATV B(Q + BV B) BV A

with boundary condition V; =P; + P and for continuous-time

dv
——=P+ATV+VA- VBQ'B'V
dr

with boundary condition V(0) = P;.

Dynamic programming is known in the calculus of variations as the Hamiltonian-
Jacobi-Bellman equations. Pontriagin’s maximum principle generalizes the calculus
of variations to include problems where optimization is not achieved by calculus.
New variable p is known adjoint variables and are functions of time only.

of

A new function H is known Hamiltonian

n of n
H(xu=hxui)+ 2, ~— gxu)=h+ 2 px
=1 j=1



Hamiltonian-Jacobi-Bellman equation becomes

of ) oH ) oH
—=-H and pj= — and X =-—
ot OX; op;

They known as Pontriagin’s equations. The condition for a trajectory to be optimal
is that the Hamiltonian H be a minimum with respect to the control u at every point
intime. A set of saturation inequalities is

[Jj]S UjS sz j=1,...m

on components of control u. Pontriagin maximum principle to problems having

linear dynamics with saturation constrains can lead to useful results. The optimal is

assign to every element of control u its minimum or maximum allowed value

depending on whether to the sign its coefficient in p'B is positive or negative. This

control law which requires every control variable to take one or another of two

limiting values is called bang-bang control.

Features of dynamic programming can be summarized:

* The problem has to be describe numerically.

* Constrains on the range of the state x can improve the efficiency of the search by
reducing the number of the possibilities that need be considered.

* Numerical procedures of dynamic programming share with other numerical

procedures the curse of dimensionally, an ability to handle problems of high

dimensionality.

The resulting functions of optimal control specify control action as a function of
the absolute value of time and of the current value of the state x. This feature that
optimal control is specified in the form of the feedback is in the principle of
optimality and is not shared by techniques of calculus of variations. It is the reason
why dynamic programming is suitable for analysis of problems of control.



GIRIS

Bu ¢aligmada optimal kontrolda, yaygin olarak kullamlan lineer karesel davramsg
6lgitiini temel alan ve kisaca LQP olarak bilinen kontrol problemi hem
sirrekli-zamanh hemde ayrik-zamanh sistemler igin incelenmigtir,

Tezin 1.inci Bélimiinde genel optimal kontrol problemlerini formiile etmek igin
gerekli olan n boyutlu durum uzayr tamtilmigtir.  Siwrekli ve aynk durum
denklemlerinin ¢6ziimleri kisaca incelenmis, kontrol edilebilir, gozlenebilir gibi
kavramlar verilmistir. Durum uzayi ile transfer fonksiyonu iligkileri ve gergekleme
problemi ele alinmig, kararlh kilinabilme ve detekte edilebilme tammlan ve
ozellikleri agiklanmistir.

Bolum-II” de, sistem modeli durum uzayinda verildiginde ve sistem davranisi
LQP olgutiine gore degerlendirildifinde ortaya ¢ikan iki ayn optimal kontrol
problemi (sabit yapt ve yan sabit yapi) tamtilmgtir. Bu bélimde aynica, LQP
optimal kontrol teorisi sirekli-zamanli ve ayrik-zamanh sistemler igin formiile
edilmis ve optimal kontrol kuralimn durum geri beslemesiyle gergeklenmesi
probleminin ¢oziimii ele alinmigtir. Bu genel incelemeden sonra lineer regiilator,
hedef izleme ve bozucu yok etme problemlerine yontemin nasil uygulanabilecegi
agiklanmistir. Daba sonra da, LQP probleminin sirekli-hal ¢oziimlerinin 6zellikleri
incelenmis ve yakinsaklik kogullan irdelenerek 6rnekler verilmistir.

Bolum-IIT’de ise, kontrol edilen sistemin davramglan yerine, olgiilebilen
buytklikleri olan ¢ikiglar kullanilarak gergeklenen optimal kontrol problemi ele
almmigtir. Bu amagla gozleyiciler incelenmis ve gézleyici temelli optimal kontrolor
ile ilgili temel sonuglar elde edilmis ve geleneksel yontemler ile karsilagtirmalar
yapimigtir, Boylece, durumlann tam olarak olgillemeyen sistemlerin optimal
kontrolu konusunda temel sonuglar verilmigtir. Elde edilen optimal kontrolorierin



genel yapisi tartisitilmigtir.  Ayrica kapali ¢evrimli kontrol sisteminin davramglar
siirekli-zamanli ve ayrik-zamanli sistemler igin incelenmis kontrolériin kararlilik
kriterleri verilmistir. Elde edilen sonuglar érnekler tizerinde tartigiimgtir.

Boélum-IV 'de siirekli-zamanli ve ayrik-zamanli sistemler igin
Hamilton-Jacobi-Bellman denklemleri ve Pontriagin maksimum prensibi verilmistir.
Aynica bu bolimde durumlan smirlandinlmig optimal kontrol problemi ele
alinmgtir. Problemin dinamik programlamaya iliskin formiilasyonu verilmis ve
sonuglar analitik olarak verilmese de ¢oziminii durum geri beslemesiyle

¢ozilebilecedi gosterilmistir. [1]



BOLUM 1

LINEER DURUM DENKLEMLERI VE OZELLIKLERI

L1 Durum Uzay: ve Durum Degiskenleri

Surekli lineer bir sistemin dinamigini belirleyen lineer diferansiyel denklem; girig
u(t), ¢ikis y(t), t" de zaman olmak Gizere

d’y d*'y dy
an + 8n1 F o + a; -+ 8y
dt” de+! dt
d=u d='u du
= by —=—— + by = t....... + by ———+by (I-1)
at" dt™! dt
bi¢gimindedir.

Ayrik-zamanli bir dinamik sistem ise,
coy()+ey(i- 1D+ ... cy(i-n)=dju(i- 1)+ du(i-2)+....
i tam sayi olmak iizere lineer fark denklemiyle verilir. Kontrol teorisinin birgok

konusu diger bir gosterilim bigimi olan durum denklemlerini kullanir.
n. mertebeden bir diferansiyel denklemden



n adet 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem asagidaki tanimlar kullanilarak
elde edilir.

=y
dy
Xy = -
dt
dn-ly
Xy = memmmr
de!
O halde
Hy = E3
Hy =3
Hnl = EHy,

tammlanirsa n. denklem igin

3 451 a 1
Xn = === Xn s m e X e u

ay a, ay
elde edilir.

Cikig denklemi ise y =x; seklinde olacaktir.

Durum uzay: gosterilimi

x = Ax +Bu 1-2)



sekilde matrisel bigimde yazilir.

Ayrik- zamanli sistemlerde ise durum uzay: gésterilimi

x(i+1) = Ax (i) + Bu(i) (1-3)

y=Cx (1-4)

seklindedir. Siurekli ve ayrik zamanh durum igin, sistem matrisi A, giris matrisi B,

ve ¢ikis matrisi C
r— —— p— ——
0.1 0
A= 0 o1 |,B=| o ,C=[1....0] (I-5)
2 801 1
3, &, a, 2,

seklinde olacaktir. Goriildiigii gibi A companian matris bigimindedir.

Durum degiskenlerinin yer aldifi x vektoriine durum vektorii, bu vektorlerle
tammlanan n boyutlu uzaya durum uzay: denir. Bu denklemlierin ¢6ziimii i¢in n adet
baglangi¢ degerine gereksinim vardir ve baglangi¢ durumu x, ile gosterilir.

Durum uzaymn kullaniimasinin ana sebebi; 1. mertebeden dinamik
denklemlerin ¢oziim ve analizi yiiksek mertebeli dinamik denklemlerin ¢oziim ve
analizinden daha kolay olmasidir. Diger bir sebep; matematiksel modelin durum
uzayinda verilmesidir. (I-2), (I-3), (I-4) denklemleri ¢ok girisli gok ¢ikigh dinamik
sistemlerin bir gosterilimi iken, (I-1) sadece tek girigli dinamik sistemlerin bir
gosterilimidir. Her iki durum iginde A, B, C matrisleri sistemin tiim 6zelliklerini
tagir.

Sistem dinamik 6zellikleri ve kontrol edilebilirlik A ve B'ye, transfer
fonksiyonu A, B ve C'ye, gozlenebilirlik kavrami ise A ve C'ye bagh olarak

tanimlanir.



............. > Dinamik .
------------- > Sistem

SEKIL 1-1: Cok degiskenli sistem

Bu boliim agagidaki gibi diizenlenmigtir: I-2 ve I-3 boliimlerinde kontrol
edilebilirlilik ve gozlenebilirlilik kavramlarina, -4 bolimiinde gergekleme
konusuna, I-5 bolimiinde sistemin kontrol edilemez, gézlenemez olmasinin

sebeplerine yer verilmigtir.

I-2 A ve B’ nin Dinamik Ozellikleri:

I-2.1 Gegici Dinamikler
Lineer dinamik sistemin gegici davranisim karakteristik denklemin koékleri belirler.

Bu kokler A matrisinin 6z degerleridir. (I-2) ve (1-3) denklemlerinde giris sifir

alindifinda siirekli sistemler igin sistem cevabi

Xcr(t) = x(0) e

aynik- zamanlh sistemler igin sistem cevabi x¢p(i) = x (0)s' seklindedir. Bu

denklemleri t = 0 igin ¢ozersek;

sx(0) = Ax(0)e* yvada  x(0)s°'= Ax(0) s’

buradan



sx(0) = Ax(0) ya da x(0) s = Ax(0)
diizenlenirse

[sI- Alx(0)=0

elde edilir. Buise

IsI-A]=0 (I-6)

olmast ile saglanabilir. Bu denklemin ¢6zimi [2] A matrisinin 6z degerlerini verir.

Matris formundan, karakteristik denkleme gegilir ise

a,st ta,st o tasta=0

elde edilir. Boylece A'min 6zdegerlerinin dinamik sistemin 6nemli 6zellikleri

arasmda oldugu goriliir.

1-2.2 Kontrol edilebilirlik

Kontrol agisindan 6nemli olan diger bir 6zellik de, x durumlannin u girislerinden
kontrol edebilmesi kavramidir. Durum uzayinda herhangi bir x, keyfi noktasindan,
segilen diger bir x durumuna u girigleri ile segilebiliyorsa kontrol edilebilirdir denir.
Verilen bir sistemin kontrol edilebilir olup olmadifina karar vermek kontrol
teorisinin 6nemli bir konusudur. (I-2) ve (I-3) lineer denklemleri ile sistemin kontrol
edilebilir olmas: girig u ve x durumlan arasindaki iligkiye baghdir.

A'min 6zdegerleri farkli oldugunda, kontrol edilebilirlik matris denklemleri
kosegenlestirme islemleri ile incelenebilir. Kogegenlestirme islemi; durumlara
uygun bir benzerlik doniigiimii yapilarak gergeklestirilir. Yani X, A'nin modal
matrisi [3]olmak tizere



c=X"'x

seklinde yapilir. Bu iligki; (I-2) yada (I-3) denklemlerinde kullanilirsa,

¢ yada c(i + 1) = XAXc + X'Bu
= Sc + B*u

elde edilir. Burada “S” 6zdegerlerin yer aldigi kosegen matrisdir ve
B*=X"B

seklindedir. u girisleri ile ¢ durumlan arasindaki herhangi bir baglantt B*matrisi

iizerinden olmas gerektiginden yeni durum degiskenleri igin bu déniisiim

éj yada Ci=s8i¢+ (bj1*u1 * o + bjm*um) j=1...... n

seklinde verilir. B* matrisinin j.inci satin1 sifirsa, buna kargilik gelen ¢; durumu
herhangi bir u girisinden etkilenmeyebilir ve tim diger durumlardan da
etkilenmeyeceginden kontrol edilemeyecektir.

A'min 6zdegerleri katli ise kogegenlestirme ¢ok basit degildir ve kontrol
edilebilme durumu B*’nin terimlerinde gosterilmeyebilir. Genel olarak hem siirekli-
zaman hem de aynk-zamanh lineer zamanla degismeyen sistemlerin kontrol
edilebilirligi igin gerek ve yeter kosul [4] , [5]; A'nin 6zdegerlerinin farkli olup
olmadigina bakilmaksizin (n x m) boyutundaki B, AB, .....A™'B matrislerinden
olusan n x nm boyutundaki M, matrisinin

M.=[B AB ... A™'B] d-7)

rankinin n olmasidir. Yukarida genel durum olarak verilen kontrol edilebilirlik

kavram, eger sistem tek u girigine sahip bir aynik-zamanh sistem igin incelenirse;



x(i + 1) = Ax(i) + bu(i) (1-8)

bigimindedir, ve girig matrisi ‘B’ yerine (nx 1) boyutlu girig vektori gelecektir.
Bu durumda kontrol edilebilirlik kavrami, keyfi bir x,(t) baslangi¢ durumundan
diger bir x(i) durumuna sonlu u(i) giris dizisi ile gidilebilmesi olarak

tammlanacaktir. Sistem derecesi n ise, bu sonlu deger "n" olacaktir.

I-3 Cikislar

Genel olarak kontrol edilen sistemlerde x durumu y sistem ¢ikisindan alinarak
dogrudan gozlenemez. Cikiglannin sayis1 olan p genellikle n durum sayisindan
buyiktir. Klasik kontrol teorisinde p = 1 alimr ve y skalerdir. Genel olarak ¢ikis
denklemi (I-4)’deki gibi ise; cebirsel yapidadir.

1-3.1 Gozienebilirlik

Geri beslemeye bakig agisindan en énemli 6zelliklerden biri de x durumlan hakkinda
bilginin (y ¢ikislarindan tam) elde edilip edilememesidir. Eger, bir sistemde u =0
i¢in y ¢ikiglarinin o andaki ve gegmisteki degerlerinden yararlanarak x durumlarmin
degerleri hesaplabiliyorsa, bu sisteme gozlenebilirdir denir. Verilen bir sistemin
gozlenebilir olmast durumu geri besleme ile kontrol edilebilmesinin 6n kosuludur.
Lineer sistemler igin gozlenebilirlik x durumlan ve y gikiglan arasindaki iliskiye
bagl olup A ve C matrisleri ile karar verilebilir.

Gozlenebilirlik analizi, Bélim I-2.2” deki kontrol edilebilirlik analizine

benzerdir. Eger A *nin 6zdegerleri farkl: ise modal matris “X” olmak uzere

C*=CX
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seklinde benzerlik doéntgami yapilir. Hem siirekli-zamanli hem de aynk-zamanl

nxnp boyutundaki gézlenebilirlilik matrisi M,’nun rankinin n olmasidir. M, matrisi

M,= [CTATCT ... (AT CT (1-9)

seklinde tammlanr.

I-3.2 Transfer Fonksiyonlar:

Lineer sistem A nxn, B nxm ve C pxn boyutunda iiglii matrisler ile verildiginde,
sistemin transfer matrisi; m tane u girislerinin p tane y ¢ikis degiskenlerine olan
baghiligmi veren (p x m) boyutlu rasyonel bir matristir.

Surekli-zamanh sistemler i¢in, (I-2) dinamik denklemlerinin ve (I-4) ¢iks

denklemlerinin Laplace doniigiimii alinarak

sX(s) = A X(s)*BU(s) , Y(s)=C X(s)

seklinde yazilabilir.
Ayrik-zamanh sistemler igin, (I-3) dinamik denklemlerinin ve (I-4) ¢ikis

denklemlerinin z- doniigiimii alindiginda 6zdes denklemleri, z-domeninde

zX(z) = AX(z)+BU(z) , Y(z) = CX(z)

elde ederiz.
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degiskeni s yada z’yi gostermek iizere e seklindeki birlestirilmis gosterilimi
kullanarak tek formda yazabiliriz.
Iki esitlik grubundan X(e) elimine ederek

Y(*) = G(+)U(e)

transfer fonksiyonu

G(s)=C[el - A]'B (1-10)

seklinde boyutu pxm olan bir rasyonel matristir. Daha uygun bir gosterilisi [3]

C adj(el- A)B

G(e) =
© lol-Al

bigiminde olur. Bu gosterilimde |oI - A| karakterislik polinomun derecesi n ve
orjinal matrisin kofaktérunun her bir elemani (n - 1) derecedeki bagka bir polinom-

dur. Boylece G(e)’ nin her elemam,

C,+Cop+..+Cpo™
G(e)= d-11)
d,+de+..+d, e+ e"

seklinde bir tranfer fonksiyonudur. Burada her terimde payda polinomlan birbirleri

ile ayni, pay polinomlan ise farkl: olacaktir.
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Buradan, karakteristik denklemin koklerinin ve transfer fonksiyonunun

kutuplaninin A matrisinin 6zdegerleri oldugu gérulir.

I-4 Durum Uzay1 Ger¢eklemeleri

Durum uzay: modeli A, B, C matrislerinin verilen transfer fonksiyonu G(s)’den
bulunmasi islemi ger¢ekleme olarak bilinir. Bu karg1 digiirme bire bir degildir. Her
durum uzayr modeli C[sI - A]'B ile verilen tek bir transfer fonksiyonuna sahiptir,
fakat her transfer fonksiyonuna karsi diisen sonsuz sayida durum uzay1 modeli vardir.
Gergeklemenin tek olmamasimn iki sebebi vardir:

1- Durum degiskenleri, transfer fonksiyonuna etki etmeksizin belirlenebilir.

Bunu Bolim I-4.1°de inceleyecegiz.

2- Sistemin dinamik sistem ozellikleri benzerlik déniigiimii altinda degismezdir.
Gereksiz tekrardan sakinmak igin stirekli-zamanli sistemler incelenip, sonuglar
ayrik- zamanh sistemlere aktarilacaktir.

Burada genel durum incelenecektir, boylece tek girig-tek ¢ikig (SISO) durumu

incelenmig olacaktir.
1-4.1 Ek Durum Degiskenleri

G(s)’e karg1 digen bir durum modeli A,, B, C;, ve x, orjinal sistemin durum

degiskeni olsun. Bu durum igin

(sI-A) B,
G(s)=C;adj - —
! sl - A]l

dir.

Béyle Ilave Durumlar :
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1-Gézlenemeyen durumlar seti x,

X1 A] 0 X3 B1
X2 Ay Ay || X2 B,
X1
y=[C; 0] =Cix
X

seklinde sisteme eklendiginde, yeni durum igin; durum ve ¢ikis denklemleri

asagdaki gibi elde edilir ve transfer fonksiyon matrisi

G(s) = G(s)*
dir.
Yol gosterme:
.3:'1.1 1 sl - A.l 0
gL~ =
Ay Ay Ay sl-Ag

2-Kontrol edilemeyen x; durumian
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sisteme yukarndaki gibi ilave edilirse; sistemin transfer fonksiyonunun bu durumdan
etkilenmeyecegi agiktir.
Eger, gercekleme hem gozlenemez, hemde kontrol edilemez ek durumlan aym

anda icerirse agagidaki yapida durum modeli elde edilir.

A 0 Agp B,
Ar= | Ay Ay Ap , Ba=| By | , C=[C; 0 C4]
0 0 Ay 0

Agikga goriilldigii gibi bu durum iginde, transfer fonksiyonu aym kalacaktir. Genel
blok diagram: $ekil I-2°de verilmigtir.

ng u girigleri nCN0 durumlan n, y ¢ikiglar:
| _G(9)=Cy(l-A)"' B,
CNO0 durumlan

v

CA0 durumlan

CAO0 durumlan

SEKIL I-2: Transfer Fonksiyonuna Etki Etmeyen Tiim Durumlar

Sekil I-2°deki diagram durum tiplerinin dort alt boliime aynlabilmesinin nasil
mumkin olabilecegini gosterir: hem kontrol edilebilir hemde gozlenebilir durumlar,
kontrol edilebilir ama gozlenemez durumlar, kontrol edilemez ama gézlenebilir
durumlar, ne kontrol edilebilir ne de gézlenebilir durumiar.

Hem kontrol edilebilir, hem de gozlenebilir durumlarin sayist transfer
fonksiyonunun derecesi ile aymdir. O halde, minimal bir gergekleme igin gerek ve
yeter kosul [4]; elde edilen durum modelinin hem kontrol edilebilir, hem de
gozlenebilir olmasidir. Bu durum; elde edilen durum matrisinin durum sayisinin

transfer fonksiyonunun derecesi ile ayni olmas: ile ortaya gikar.
1-4.2 Benzerlik Déniisiimleri :

Durum uzay1 modeli, sistem davranisint n boyutiu durum uzayinda yériingeler olarak

gosterir. Eger x, durum uzayinda belirlenmis lineer bagimsiz bir koordinat seti
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xr= Tx bagka bir koordinat seti ise

o

T tekil olmayan olmak kosuluyla x= T xp

x = Ax + Bu , y=Cx

‘de yerine koyarak

T'% = AT 'x; + Bu , y=CT "%

yazabiliriz. T ile dinamik denklemi garparsak

xp = TAT 'x¢ + TBu

bulunur ve elde edilen yeni durum modeli

Ap=TAT' , Br=TB ,  Cr=CT’
xp=Agxg +Byu , y=Cpxr

dir. Girig-gikis iligkilerini yeniden eklersek

G(s) = CxfsI - Ar]Br = C[sI - A]B

elde edilir. Burada Az’ nin d6zdegerleri A’nin 6zdegerleriyle aymdir.

(I-12)

Boylece verilen herhangi bir A, B, C gergeklemesi igin; T herhangi bir tekil

olmayan matris olma kosulu altinda (I-12) denklemiyle belirlendigi gibi sonsuz

sayida esdefer gergeklemeler elde edilecektir.
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1-4.3 SISO Sistemleri igin Gergekleme

SISO siirekli-zamanl: sistemler i¢in genel olarak

dy dy d”u du
----- +......tap - Y = bm — e b1 o—— +bou (1-13)
dt® dt dt™ dt

y 1]
dy du
e dt
X(th=Tq . *Ta | (1-14)
4y .
------- _dtm
[ ay @y 8y ] by -bp b |
82 9 1 "b2 . bm
T= | , T2= -
8. 1 -bm
‘ 0

denklemi ile verilir.

Benzer sekilde ayrik-zamanh sistem denklemlerini genellestirmek igin de

y(i) +...+ a;y(i-n+ 1)+ agy (i - n) =byx (i - n+m) +...+ bpx(i - n) (I-15)



X(l) = T3

y(®
y(i-1)
. + T4
y(i-n+1)
L i
-3 a
-4, -d
“Apy . . "

denklemleri kullanilir.
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u(i -n + m)

u(i-n+2)
wi-n+1)

(1-16)

A companian matris [6] oldugundan durum denklemleri; hem siirekli-zamanii

sistemler igin (I-2) ve hem de ayrik-zamanh sistemler igin (I-3) ayni A, B

matrislerine sahip ve ¢ikis denklemi (I4) aym C’ye sahip olmasi1 yukaridaki

denklemlerin bir 6zelligidir.

0 . "aO

1 -a1

A= .
S 1-an -1 —

I-5 Kontrol Edilememe ve Gézlenememe

..y 0,1]

(1-17)

Herhangibir durum uzay1 modelinin kontrol edilemeyen ve gozlenemeyen

durumlara sahip olup olmadiginin bilinmesi teorik bir 6nem tagir. Bu konu, transfer

fonksiyonunun derecesi ile durumlarin sayisinin kargilagtiriimasi ile ¢ozalir.

Bélim 14.1°de anlatildifi gibi transfer fonksiyonlarimin derecesi ile durumlarin

sayist ayni oldugunda elde edilen gergekleme minimaldir.

Yani, model hem
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gozlenebilir hemde kontrol edilebilirdir. Eger, transfer fonksiyonunun derecesi
bilinmiyorsa bu problem; Bolum 1-2.2 ve 1-2.3’de incelendigi gibi (I-7) ve (I-8)
denklemleri M, ve M, kontrol edilebilirlik ve gé6zlenebilirlik matrislerinin
ranklarmin incelenmesi ile ¢6ziilebilir.

Cok daha pratik bir problem ise; gergek sistemin matematik modelinde
gozlenemeyen ve kontrol edilemeyen durumlann neden ortaya ¢iktifi sorusudur. Bu
sorunun cevabi; kontrol edilemeyen, gézlenemeyen veya hem kontrol edilemeyen,
hemde gozlenemeyen i¢ degiskenlerin varolmasidir. Buna bir 6rek;

x; = O diferansiyel denklemini saglayan keyfi sabit x; yoringe pozisyonu ile
yonetilebilen sistemin transfer fonksiyonu

Y(s)/ U(s)= 1/Js* dir. Bu sistemin transfer fonksiyonu;

X =y . X3 =y iki durum degiskeni kullanilarak (I-2) ve (I-4) bigiminde
gergeklenir. x; yoriingesinin kontrol edilemezligi kontrol edilebilirlik matrisinin

0 0 0 0 0 0 0
A= 0 0 1 , B0 , M,=10 1J O
0 0 O 1/) 177 0 0

rankinin rank M, = 2 < 3 olmasi ile ortaya ¢ikar.
Kontrol edilememe ve gozlenememenin diger nedeni; gergeklemenin cebrik
denklemlerinden gorilebilir. Benzer sebeplerden birisi (I-5.1°de incelenen gibi);
durumlar arasindaki iligki ve girislerin / gikislanin herikisinin yada birinin lineer
bagimsiz olmamasidir. DiBer bir sebepte (Boliim 1-5.2°de incelenen gibi); sistem
dinamigi bir alt sistemin dinamigi ile aym olmasina ragmen kontrol edilemeyen veya
gozlenemeyen alt sistemlere sahip olmasidir. Ugiincli sebep (Bolim I-5.3°de
incelenen gibi); transfer fonksiyonundaki kutup-sifir silmesidir.

Kontrol agisindan daha 6nemli bir sorun, kontrol edilemeyen veya
gozlenemeyen durumlarin kararli olup olmadifidir. Bu problem Bélam I-5.4°de
agiklanacaktir.
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I-5.1 Etkilesimsizlik Durumu
Atalet Motnenti Ty Atalet Momenti J,
¥
(2= C
u u
SEKIL 1-3: Kontrol Edilemeyen Bir Sistem Ornegi

Sekil I-3’de aralarinda mekanik baglanti olmadigim hayal ettifimiz yiikii dondiren
tek bir motordan olugan bir sistem gosterilmigtir. Bu sistem; u momenti iireten
motorun rotoruna J, yiki, statoruna J; yiikii baglanarak olugmugtur.

Kontrol edilen sistemin diferansiyel denklemi

Jiyi=u
Ly, =u

ve transfer fonksiyonu

—Yl (s)_r 1
e | 1| n
Y(s) ) “;-2” 1
U (s) ”.;;“ |
L -l - =

seklindedir. Iki yiikim hareketini tamamlayabilmek igin durum degiskenleri sayist 4
olmahidir. Ornegin;

X1gy1 2 XEY1 . X3=Yyr X4§);2

dir. Yukaridaki durum degiskenleri ile durum uzay: gergeklemesinin derecesi “’4>’
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0100 0
A=| 0000| , B=|1] , C=[1010]

0001 0

0000 13,

Kontrol edilebilirlik matrisi (1-7)

0 175, 0 0
173 0 0 0
Mc=1|0 1715, 0 0
1V, 0 0 0

dir ve gozlenebilirlik matrisi (I-9) ise

O e O s
—t D e (O
OO OO
OO OO

dir. M, ve M,‘nun ranklan 2 oldugu igin sistem hem kontrol edilemez, hem de
gozlenemezdir. Bu durumun nedeni; (x;, x;) ve (X3, X4) durumlan birbirini
etkilemeyen iki alt sistemi olusturuyor ve u giriginin her ikisini siriiyor olmasidir.
Sistemin kontrol edilebilir olmas: ancak iki alt sistemin giriglerinin lineer bagimsiz
olmasiyla miimkiindiir.

Matematiksel analiz, fiziksel olarak hissettiklerimizi dogrulamms oldu. Bir

motorun irettigi kinetik enerji birbirinden bagimsiz iki yiike paylastinlamaz.
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1-5.2 Ozdes Dinamiklere Sahip Alt Sistemler

Sekil I-4°de y gikigin dretmek igin gikiglan toplanan, T, ve T, gibi zaman sabitlerine

sahip, iki benzer alt sistemin olusturdugu bir sistem gosterilmistir.

bt | 1 *1 "
14T, ! |
— 1+5T3 —» _—j
SEKIL I-4: Benzer Alt sistemler

-+

Bu y ¢ikigindan iki durum degiskeni x; ve X, hakkinda bilgi elde etmek igin
durumlara bagh olarak y’deki degisimin ne oldugunu bilmek gerekir. Bilindigi gibi,

1-3.1°de tamimlanan gozlenebilir durumlarin y'den u girisleri sifir iken bilgi elde

edilebilme kavramdir.

Matematiksel analizde x, ve x, durum degiskenleri kullamlirsa sistem

gergeklemesi

YT, 0 T,
A=| 0 YT, | , B=| UT, | , C=[k ki

bigimindedir.

I-9 denkleminden gozlenebilirlilik matrisi

k; -ky/T,
M() =
ks, -k /T

ve determinanti
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M,| = k; k; [-1/T5+1/T4] seklinde elde edilir. Boylece gozlenebilirlilik igin ;

T: # T, olmasi gerektigi ortaya cikar.

¥-5.3 Kutup-Sifir Yok Etmesi

Bir¢ok kontrol sisteminde Sekil I-5de gorildigii gibi kontrolér, kontrol edilen
sisteme kaskad olarak baghdir. Bu durumda

SEKIL I-5: Lineer Kontrol Sistemi

Kontrolor ile sisteminin derecesi ny+ng olacaktir. Burada; kontrolor derecesi ny,
sistemin derecesi ng ‘dir.

Patalojik bir durum; sistemin bir kutbu veya sifir1 ile  kontroloriin bir sifirt veya
kutbu silinmesi durumudur. Bu durumda tiim sistemin minimal gergeklemesi
mrng'den daha digiik dereceli olacaktir.

Minimal dereceli transfer fonksiyonu analiz edilirse, tim fiziksel degiskenlerin
incelenmis olmayacag agiktir. Buna bir 6mek olmak iizere asafidaki kontrolor

verilebilir:

Ry
-

Ry _ o RiBg
TX TF = "‘ﬁ;" z Tl = ‘E].'_;“B:Q"c ,TQ—RQC
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dir. Bu kontrolérii kullanan sistem

K
G(s) = -~
I+ ST2

olsun. Tum sistemin agik-gevrim transfer fonksiyonu,

1+ST1
HG(s)= K K,

(1+saT)(1+sT5)

dir. Genel olarak sistem derecesi nyt+n, = 2 dir. Fakat T; = T, oldugunda sifir
kutup silinmesi olacagindan, sistem derecesi ’1°” diigecektir. Silinen kutba iligkin
durumun kontrol edilemeyecegi agiktir.

I-5.4 Kararh Kihnabilme, Detekte Edilebilme

Kontrol edilebilirlilik ve gozlenebilirlilik geri beslemeli kontrol da bir sistemin
istenen ozellikleri olarak Bolim I-2.2 ve 1-3.1°de anlatild. Istenmesine ragmen tim
uygulamalar igin bu kosullara uymayan sistemlerle karsilagilabilir. Bu durumda hig
olmazsa sistemin geri besleme ile kontrol edilemeyen durumlanmmn kararh
kilinabilmesi istenir. Ciinkii kararlilik, bir kontrol sisteminin sahip olmas: gereken
vazgecilmez kosuldur. Bu ozellikler agagidaki gibi tammlamr. [7]

Kararh Kilnabilir Yapabilme

Bir sistemde kararsiz durumlar kontrol edilebilir ise bu sisteme “’Kararh Kiliabilir”
denir.

Detekte Edilebilme

Bir sistemde kararsiz durumlar gozlenebiliniyorsa bu sisteme °* Detekte Edilebilir’”

denir.
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1-6 Ornekler
Ornek :1
L. = L, =1
000 000 —
1
2 - 1
J () 27
W ¥ -
R:

Sekildeki sistemin durum denklemlerini
x=Ax+ Bu
y=Cx
bi¢iminde elde edelim.

dii dl.1
8- +8(ij-iy)=u => 8= -8i;+8iy+u ¢))

dt dt
di, di,
—t+8(iy-i))=x3 => ——=8i1-8i+X3 (2)
dt dt

ng dX3
e = = DTy => R— AT 3)

dt dt

di; |
X; =1 = e =X

dt
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di,
2= => = X
dt
di, 1 ‘ 1
(1) —---=-i1+i2+—-—u = ==X+ X+ —1u
dt 8 8
di, ‘
2): ~——=8i1-8ih+tx3 = x,= 8x;-8x,+ X3
dt
dx; '
(3) —— =227 iz X3= - 27X2
dt y = 8(ir-i2)=8(x1-x2)
X i 1 0 Xy 1/8
)'(2 = 8 -8 1 Xy |+ 0
X3 0 -27 0 X3 0
| | L1
A B
X
y=1[8-80] | x
N X3
C
Sistemin transfer fonksiyonu;
x=Ax+Bu => sX(s) =X(s)+BU(s)
y=Cx [sI - A)X(s) = BU(s)
X(s) =[sI - A]" BU(s)
Y(s)=CX(s)

Y(s) = CI[sI - A]" BU(s)



Y(s)
_____ =C[sI- A]"'B = G(s)
U(s)

26

1/8

s(s+1) (s+1)/8

27(s+1) s(s+9)

_ -l 7
s+l -1 0 1/8
Gis)= [8 -8 0] | -1 st1  -1/8 0
0 27 s 0
st1 -1 0
det -1 s+1 -1/8 | =(s+ 3)3
0 27 s
.
s(s+1)+27/8 S
1
G- 8 0 ’
(s+3)°
-27
-
~ T
s2 + 8 +27
8(s + 3)°
s
Ge=18 -8 0| -
(s +3)°
-27
(s+3)
2+ 27
G(5) = —mmmmmmmmmn

(s + 3)3

——
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bigimindedir. Sistemin kontrol edilebilirligini ve gozlenebilirligini inceliyelim;

(s+3) =0

kokler;

(s+3)}s+3)st3)=0

$1 = -3
Sy =- 3
$3 =.- 3
bigimindedir.

Mc=[B AB A’B]

AB ve A’B hesaplamp yerine yerlestirilse

1/8 -1/8 9/8
Mc=1] 0 -1 9
0 0 -27

elde edilir. Rank = 3 oldugundan sistem kontrol edilebilir.
Mo=[CT AT (ATYC]

ATC” ve (ATY'C" hesaplanip yerine yerlestiritirse
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8 -216 7344
Mo=| 0 216 8856
0 0 -108648

elde edilir. Rank = 3 oldugundan sistem gozlenebilirdir.

Ornek :2
i 1 1

A= , B= ve C=[1 1]
1 1 1

ol [t 1[x 1
1 - + u
X 1 | Xo | 1
o
y=[ 1]
X2

H(s)=C[sI-A]"'B

s-1 -1 B!
H(s)=[1 1]
-1 s-1 1

1 s-1 1 1
Hs)=[1 11— :l

matematiksel islemler yapilarak

2
H(s) = ==
s-2
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elde edilir. Bu sistemin kontrol edilebilirligini ve gézlenebilirligini inceliyelim:

Mc=1[B AB]

Matrisel islemler yapilarak

elde edilir, rank = 1 oldugundan kontrol edilemez,

1 0
1 0

rank =1 oldugundan sistem gozlenemezdir.

Ornek :3

durum denklemleri verilen bir sistemin kosegenlestirme iglemi yapilarak kontrol
edilebilir, gozlenebilir, kararh kilinabilir ve detekte edilebilir olup olmadifini

inceliyelim.



30

s-1 -3 2

det[sl-A]=det| 0 st2 2 | =s(s-1)(st1)
0 -1 sl

Kokler: s;,= 0, s, =1 ve s3= -1 dir.

A1 =0igin :
-2, 3 2 1 3 2
[AA D= 0 -2-0 2 |=]0 2 -2
0 1 1-A 0 1 1
1 3 27| A 0
0 -2 -2 B, = 0 = A1=-B]=C1
0 1 1 ¢ 0
Ay =1 icin:
-2, 3 2 0 3 2
AL =] 0 -24, 2 |=1]0 3 2
0 1 1- A, 0 1 0
0 3 2| A 0
0 -3 -2 B, | = 0 =>B,=C=0
0 1 0]| G 0
l;—-licm
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X=[-1 0 =2 = X'=|1 1 0
1 0 1 0 -1 -1
0 0 0
A=X'AX={0 1 0
0 0 -1
0 1 2112 ]
b*=X"=11 1 0}]-1 |=]1
0 -1 -1}]1 0
0 1 2
cC*=[1 2 1111 1 o/=[2 2 1]
0 -1 -1
0 0 0 1
z=10 1 O0}lz+1}11] u
0 0 -1 0

1 0 O
Mc=[B AB AB]={1 1 1| kontroledilemez.
0 0 0

N

2 2
Mo=[C' A'CT (ATYC"1 =] 2 0 | gozlenemez
1 0

0
0
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G(s)=C[s-A]'B

s 0 0 1 i's 0 0 1
=[2 21} 0 s1 O 1|1=1221]] 0 1/(s-1) O 1
0 0 s+ 0 0 0 1/(st1)}| O
1/s 2 2
=12 2 1] U(s-1)|=-mmmm Hommmeme-
0 S s-1

2(2s-1)
G(s) = —----
s(s-1)

Bu durumda sistem kontrol edilebilir, gézlenebilirdir. Kararsiz durum kararl: hale

getirilebildiginden kararl: kilinabilir, bu durum gézlenebilir oldugundan detekte
edilebilirdir.



BOLUM 1T

OPTIMAL LQP KONTROL

II-1 Giris

En 6nemli teorik sorulardan biri sistemi istenilen bigimde davramga iten girig
isaretinin en iyisi veya optimal olmanin hangisi oldugu sorusudur. Sistem davramst
durum uzayinda verildigi zaman ve performans bir skaler fonksiyon ile dl¢ildiigunde
matematiksel olarak iki simf optimal kontrol problemi ortaya ¢ikar:

Sabit yam : Bu problemde kontrolér yapis: sabittir. Sadece kontrolér parametreleri
i¢in optimal degerler bulunur.

Yanr1 Sabit Yap : Kontrolor yapisi belirlenmemistir, fakat kontrol edilen sisteme
optimal performans verdirecek gekilde belirlenir. Bu, aym zamanda optimal kontrol
teorisi olarak bilinir. Buradan bu konu, LQP ile gosterilen lineer, karesel performans
kriteri ile kontrol olarak incelenecektir. Boliim-IV’de ise daha genel optimal kontrol
teorisi ele alimacaktir. Bu boliimde; optimal kavramm sadece bir kriterin minimize
edilmesi degil, aym zamanda erisilebilir davramslanda ele aliacaktir, ve bunlara
iligkin genel bir 6lgme kriteri verilecekdtir.

Bolum II-4‘de LQP’nin regiilator problemi ile ilgili genel sonuglarin zamanla
degisen bozucularn izole edilmesi problemlerine nasil uygulandifini inceleyecegiz.
Bolim II-5°de zamanla degismeyen klasik kontrol kurallanmn LQP’nin sirekli
haline nasil kars1 distiigi agiklanacaktir. Bu bolimde elde edilen sonuglar lineer

sistemlerin optimal kontrolu igin geneldir.
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1I-2 Optimal Kontrol Teorisi icin LQP’ye Giris

Siirekli-zamanii sistemler durum uzayr modeli

k=Ax + Bu (II-1a)

olsun ve performans olgiitii ise

t
1= | x"Px+u’ Qu)dt (II-2a)
4
seklinde verilsin.

Veya ayrik-zamanh sistemler igin ise ayni yapt

x(i+1)=Ax+Bu (I-1b)
iy
=X x" Px+u' Qu), (I1-2b)

I

seklindedir. Optimal kontrol igareti u, X durumlan ile orantihdir ve $ekil 1I-1°deki
gibi,

u=-Kx (1-3)

lineer geri besleme formunda gosterilebilir.
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SEKIL II-1: Optimal Lineer Geri Besleme

Problemi belirleyen A, B, P, Q matrisleri genelde zamanla degisen olabilir ve bu
durumda ¢6ziimii belirleyen K matrisi de zamanla degigen olacaktir.

Yukandaki sonucu ve K’y1 belirleyen denklemlere bizi gotiiren genel analiz

Bolim-IV’un konusu olan optimal kontrolun genel denklemlerini kullanir. LQP’nin
sonuglar: basitlik agisindan skaler LQP problemleri olarak incelenecektir.
Bolum II-2-1 denklemleri basit, skaler, aynk-zamanh probleminin optimal kontrolu
igin tiiretilmigtir. Bu yontem, Boliim-IV’te anlatildii gibi optimal kontrol teorisinin
esast olan genel dinamik programlama metodunun basit bir versiyonu olarak
kullanilir.

II-2.1 Ayrik~Zamanh Skaler Problem

LQP probleminin basit bir tanitim1 igin tek u girigine sahip kontrol edilen sistemin
aynk-zamanli durum denklemi

x (i + 1) = ax(i) + bu(i) (11-4)

ve performans olgiitii

I
1= (px’(i) + qu*(D)) (11-5)

i= i1
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seklinde verilmis olsun. Burada p, q, a, b negatif olmayan ve zamandan bagimsiz
parametreler olsun.

Optimal kontrolu belirlemek igin ¢ikig noktas:; i > i; olmak koguluyla
herhangi bir x (i) durumu, baslangic x(i;)’ye ve u(ij)...... u(i-1) kontrol girigine
baghdir. (II-5) denklemi

1=px(iy) +qu’(iy)
+ plax(iy)’ + bu(iy))* + qu’Ciy + 1)
+p (a(ax(i;) + bu(iy) + buli; + 1))’ +qu’(i; +2)
Forreereeern. + qui(iy))

seklinde baslangig kosulu x(i;) ‘e ve kontrol giriglerine bagh olarak yazilir. Adim
sayisi
N =i, -i; +1 olmak iizere asagidaki tamm yapilarak

I=In( x(i1), uin), u(i; + 1), ......u(iz))
I‘nin optimal deferi I*\y Ix‘nin u(i))......... u(iy) girig dizisine ve x(i;) baslangig
kosuluna gore N iizerinden minimize edilmesiyle

min  { I (x (i), u(iy), uCiy + D, () ) } = I (x () (11-6)

u(iy),....u(iz)

seklinde elde edilir. Asagidaki islemler yapilarak

Iy(x(i))=min( min (W)
u(iy) u(iyt1),..u(iz)
=min ( min  (pxi(iy) + qui(i)+

u(i;) u(iyt),.u(iz)
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iy
1% (p )+ qui@))
i=i1+1
= min ( px’ (i) + qu’ (ir)

u(iy)

+  min (Inai(ax(ip)+ bu(ip),u(i+1),...u(i))
u(iy+1),..u(iy)

rekiirsif yapiya agagidaki tammlar ile gegilir. Iy ‘deki birinci terim px* (i+qu? (iy)

dir. Geriye kalan terim ise

Iy (X (i+1)) = Iy (ax (ip) + bu (iy))

seklindedir. Optimal deger I'y ‘de baslangig durumu x(i;) ve kontrol u(i;) yerine
X, u yazilarak

I'n (x) =min (px*+ qu’+ I'n1( ax + bu)) -7
u
elde edilir.
N’nin tiim degerleri i¢in matematiksel tiimevanimla optimal performans

I'n x)= VK (I1-8)

seklinde oldugu ve bunu veren optimal kontrol giriglerinin
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U=~ kNX (H-9)
seklinde olacag agiktir.

Tumevarimla (II-8) denklemini kullanarak

* _ 2
Iy (X) = va X

elde edilir. (II-7) denklemini yeniden yazarsak

I'y(x) = min (px*+ qu* + v-1(ax+bu)?)

u
dir. (II-9) denkleminden
I'y(x) = vex” = min ( px> + qu’ + vy.1( ax + bu)?)

u

v X = px* + qu’ + vy (a X* + 2axbu + b% u? )

unN=-~ kNX
yerine konursa
abv N-1
| (11-10)
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ve
a2 b2 VZN_l
VW=pt a’v N-] = mrmmem———m—
qt bz VN-1
ve
In= VNX2
buradan
a’ b v g
. 2 2
Iy =(pHa’ Vit = e ) X
qtb” Vg
elde edilir.

1I-11)

Bu, vy katsayilan bir lineer olmayan diferansiyel denklemi saglamasiyla (1I-8)

denkleminden I'y.; x‘de karesel ise I'y‘de x’de kareseldir. Timevarim, baslangi¢

kosulu N = 1 ve toplam kriteri px’ + qu’ dustniilerek saglanir. Minimal deger;

u(i;)’in optimal degeri
my = 0

almarak x’de karesel

I'(x) = px’

elde edilir.

(I1-12)

Yukandaki timevanm rekirsif yontemdir. N geni§ zaman araliklaninin artmasiyla

problemler iizerinde olugan bir rekirsif islemdir.

Optimal kontrol u*(i)‘nin ne



40

olduguna karar vermek igin (1I-9), (II-10) ve (II-11) sonu¢ denklemleri kullanilarak
zaman iginde i gergek amnda tammlanmig olmalidir. Kullanilan zaman arahify; i

baglangig zamam ve i, bitis zaman arasinda kalan

N=i, -i +1 (I-13)

dur.
Optimal kontrol denklemlerinde N degiskeni, kalan zamandan bitis zamam
i;’ye kadar yikselip Sekil II-2°de gosterildigi gibi tekrar geri dénecektir.

Mutlak i zamam

——— Ry — — —— — — —_—
I, 1+ 1 iz -1 iz
N’ye gidis zamam
———r—— - — — — — >
ip ~1p +1 2 1

SEKIL II-2 : N Arahginda i,’ye Kadar Yiikselme Ve Geri Doniis

Zamam

Boliim IV’de anlatilacak olan gergek zamandan ziyade doniis zamammnin terimlerinde
ortaya ¢tkan sonuglara yénelmek optimal kontrol teorinin tipik bir 6zelligidir.
Gergek zamana donmek igin (II-13) denklemi kullamlarak

u*(i) =i 11 (X (1) ) = -k iz X (i) (II-14)

elde edilir. Bu, (II-3) denkleminden aktarilan genel sonucun bir skaler versiyonudur.
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Yukandaki 6rnegin problemi {i¢ durum i = 1, 2, 3 igin simrlandinlirsa; N=3
alindiginda u (1) optimal kontrolu, birinci optimal kontrol olmalidir.

ab Va2
wH(1) = us (x(i) ) =~ K x(1) = - e %(1)
ptb’v;
ab Va
k3 = ——
q+b’ v,
az bz V21
vV, =p+ a.2 V| = ==m—ememmeene
qtb’ vi

v; =p oldugundan u*(1)‘de yerine konursa

abp(qt+pb’+a’p)
wH(1) =- x(1)
(@+pb®) +a’bpq

elde edilir. ikinci adimda; N =2 alindiginda u*(2) optimal ikinci kontroldur.

abp
u*(2) = w[x(2)] = - kox(2) = - - x(2)
q+b’p

Ve
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vVi=p

dir. Ugiincii adimda; N = 1 alindiganda optimal kontrol
v*3)=w[x(3)] =-kix(3)=0

dir.
II-2.2 Siirekli-Zamanh Skaler Problem

Bolum II-2.1 aynk-zamanh probleminin yerini tutan, bir tek x durumu ile

yonetilebilen bir basit sistemin siirekli-zamanl durum denklemi
x=ax+bu

ve performans olgiitii

1)

I=f (px” + qu)dt
5}

bi¢imindedir. Burada p ve q parametreleri pozitiftir. Bu basit 6rnekte a, b, p, q

skaler parametreleri zamandan bagimsizdir.

Bolum II-2.1°de oldugu gibi ;

* Lintegrali t,°den t,’ye kadar T ile gosterilen zaman aralifinda sadece baglangig
durumu x(t;) ve kontrol u(t)’ye baghdir.

I=1[x(ty), u(T)] Burada t;<t<t, dir.
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* I’nin minimal degeri I* “dur.

min (I) = I* [x(t;), T]
u(t)

* Analizin amaci igin; T zaman aralifit A bélinemeyecek kadar kiigik aralik olmak
iizere t;’den t; + A‘a kadar, kalan aralik uzunlugu T - A oldugundan t, + A‘dan
t, "ye kadar olmak tzere iki ayn arahga aynlir.

* Birinci arah@in sonundaki durum, Taylor serisinin birinci terimiyle

Xt +A) = x(t) + Ax(t;)

yakinsiyabilecegini ve bu kisa arahikta I’ya

A(px’(t;) + qui(tr))

terimiyle yakinsayabilecegini farzedelim.
*T - A uzunlugundaki kalan arahikta u(t)’ye gére minimizasyon

(x(t) + Ax(t;), T-A)

bi¢imindedir.
*I'min optimal degeri; siirekli-zamanh denklemine benzer sekilde (II-7)

aynik-zamanli denkleminden de tahmin edilir.

I*(x, T) = min[A(p*+qu’) + *[x + A(ax + bu ), T-A ]} (1-15)

u



Gosterilimi basitlestirmek igin baslangi¢ degeri x(t;) ve u(t;) yerine x, u yazilabilir.

Siirekli-zamanli problemlerde analizin bir ileri adim; minimum maliyet
fonksiyonu I*(x,T)’nin x, T argumanlarina gore ayirt edilebilecegini farzedelim. Bu
kabul ile yazzim basitlegtirmek igin I*(x,T) yerine I* yazsak ; (II-15) denkleminin
sag taraftaki tenimler, (x,T) noktalan igin Taylor serisinde ihmal edileceginden

oI or*

I* = min { A(px* + qu?) + I* + A(ax + bu) < - A —— +O(AD)}
u 0Xx oT

bigimindedir. A ok kigiik oldugundan O(A?) terimleri ihmal edilirse,

or* oI*

min{A(p:-(2 b quz) + A(a x + bu) ——— - A «=em- } =0 (II-16)
u ox orT

bigimindedir.
(II-15) denklemini ¢o6zmek igin; x’in karesel oldugunu farzedersek

I*(x, T) = W(T)x* (I-17)

dir. Bu, aynk-zamanh problemi igin (I-8) denklemi ile aym bigimdedir. Optimal

kontrol; minimizasyonla (II-16) denkleminden hesapla bulunur.

bv(T)
u(x, T) =-k(T)x : k(T) = -mmemm (I1-18)
q
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Bu; (II-16) denkleminde yerine konuldugunda linecer olmayan diferensiyel
denklemlerin yerini tutan ayrik-zamanh (II-11) lineer olmayan fark denklemlerine
yol gosterir. Optimal kontrol

dv b? v

~—=p+2av--—- (1I-19)
dT q

dir.

Bu denklem Riccati Denklemleri diye bilinen denklem sinifina girer. Riccati
denklem ¢6ziimiiniin varlifi, (II-17) denkleminde belirtilen karesel kabulu ile
dogrulanir.

Riccati denklemi igin simir kosul, (II-12) denkleminde oldugu gibi T = 0 en kisa
yiikselme zamani olmak iizere

b
T*(x, 0) = v(0)x* = min {f (px* + qud)dt §=0

u tl

dir ve burada p belirlidir. Buradan
v(0)=0 (1-20)

elde edilir.

Sekil (II-3) ve Sekil (II-2)’de N’ye benzer sekilde geri doniis zamam
T=t,-t (II-21)

ile belirtilen T zaman aralifinda (II-19)’un tipik bir ¢6ziimiinii gosterir.
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T t;

SEKIL II-3: Skaler Riccati Denklemi Coziimii Icin

Diagramda gosterildigi gibi T sonsuza gittiginde v(T) ¢Oziimiiniin v, belirli sabit
durum degerine yakinsamasi istenilen bir 6zelliktir. Kontrol, T = oo igin belirsiz bir
zaman arahiginda yapildiginda; herhangi bir t; = t baglangi¢ zamanindan I
integralinin v, x’(t) belirli degerine yakinsayacagim gosterir. Bu, eger hem x
durumu ve hemde kontrol u sifir olacak gekilde diizenlenirse olusan px2 + qu2
integrantinin sifira gittigini gosterir.

Sekil [1-4°de gosterilen b/(s-a) transfer fonksiyonu ile gosterilen kontrol edilen

sistem, optimal kontrol yerine sabit geri besleme kazanci

koozvm'—“

‘m kullanir.

SEKIL II-4: Siirekli-Zamanh Skaler Optimal Kontrol Sistemi
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Yakinsamaya (1I-19) Riccati denkleminden karar verilir. (I1-20) denkleminin
baglangi¢ kosulu; Sekil II-3’de gosterildigi gibi dv/dT egrisinin baglangicimin p
pozitif degerine sahip olmasiyla saglanir. Yakinsama, b nin sifir olmayan degeriyle
sag taraftaki -b’%/q terimini etkiliyerek dv/dt’nin stfira indirilmis olmasim ister.
Kesinlikle sifir olmayan skaler b kontrol edilen sistemin kontrol edilebilirlik
durumudur.

Riccati denkleminin istenilen davranigi daima dv/dt tiirevinin sonlu kalmasidir.
(II-19) denklemi skaler g’nun sifir olmamas: gerektigini gosterir. Béylece optimal
kontrol teorisi, performans olgitiniin kontrol igleminin maliyetini 6nceden
belirttigini gosterir.

Ve sabit durum ¢6ziimii (II-19) denkleminin karesel egitligi

2aq ap
Vi = mmmmm Vg = = = ()
b’ b’
ve kokleri
aq pr
Vo= (12 \/1 4 )
b? qa’

vermesi igin dv/dt sifir yapilirsa Riccati denklemine yakinsar. Bu * belirsizlik;
(II-17) denkleminin agiklamasinda v,, ¢ézimiiniin negatif olmadigr, p’nin negatif

olmadift ve q’nun pozitif oldugu soylenerek tekrar ¢ozitliirse
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Kararh kilmabilen kontrol edilen sistemler icin a<0:

Kararh kilinamayan kontrol edilen sistemler i¢in a>0:

aq

Voo = ===mm ( 1+
bZ

elde edilir.

II-3 LQP Optimal Kontrol ile Ilgili Genel Sonuclar

Skaler zamanla defiymeyen problemleri ¢ézmek i¢in Bélim I1I-2’de kullamlan
analiz, Bolim-IV’de zamanla degisen LQP problemlerini de kapsayacak sekilde
genisletilmistir. Bu boliimiin amaci igin, (II-1) denkleminin zamanla degisen LQP
genel sonuglan hakkindaki bilgileri ileride vermek daha uygun olacaktir.

II-3.1 Siirekli-Zamanh Sistemler icin LQP Sonuclar:

P, Q pozitif ve simetrik, P; ; t, bitiy zamaninda maliyet hatas: Slgiimii ise; lineer,

kararli kilinabilen sistemin durum denklemini
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x=A(D)x + B(t)u (I-22)

ve karesel maliyet fonksiyonunu

2]

1= x"(t)Pix(ty) + f (X"P(tx + 0" Q(tyu)dt
4

biciminde olsun. Problem, P; sifirdan farkli ise; sonlu zamanh kontrol problemidir.
Optimal kontrol igareti, (II-21) denklemindeki T’yi kullanarak x(t) durumundaki

degisime baglhidir. Buna gore lineer geri besleme kuralt

u(t) = - K(T)x(t)

bigimindedir ve K(T)

K(T) = Q" ®)B'(HV(T)

iliskisini saglar ve V(T) agagidaki Riccati denkleminin ¢6ziimudur.

dv
----- = P(t) + ATV(T) +V(DIA() - V(TIB®Q (OB (H)V(T) (11-23)
dT

ve sinir kogulu V(T=0)=P; dir.
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II-3.2 Aynk-Zamanh Sistemler icin LQP Sonuclar

Lineer, kararh kilinabilen sistemin ayrnik-zamanli durum denklemini
x(i + 1) = A()x + B(i)u (1-24)
olsun ve karesel maliyet fonksiyonunun

1)
= x"(i)P,x(iz) + 2 [X"P(i)x + u'Q(i)u]

Iy

oldugu durumu disiinelim. Burada Py, t, bitis zamaninda hatalarin bir dl¢iistdiir ve
P, Q matrisleri pozitif ve simetriktir.
Optimal kontrol isareti; (II-13) denklemindeki N’ye ve x(i) durumundaki degigime

bagli olarak lineer geri besleme kurali

w(1) = - Knx(i)

yazilir ve Ky

Kn=[Q @) +B" )V x1BG) I B'()VraAG)

iligkisinden bulunur. Burada V(N) Riccati denkleminin ayrik-zamanh versiyonunu



51

Vet = P(i) + AT()VrA()

-AT(H)VNBOHQ() + BT)VABAT ™" BT () VnA() (I1-25)

saglar. Bu esitlikte stmir kosulu
Vn=1=P(ip) + P4

dir.

(I-23) denklemi gibi Riccati denklemleri de uzun bir gegmise sahiptir.
Simetrik V matrisinin n(n+1)/2 elemanlaninin herbiri i¢in; ardagik lineer olmayan
dinamik denklemlerinin, (II-23) ve (II-25) matris denklemlerinde herbirinin sinirh
ve tek goziimlere sahip olup olmamasi 6nemli bir matematiksel sorudur. Iyi bilinen
sonuglardan biri [4]; A, B’nin kontrol edilebilirligidir. Bolum II-5’de incelenecegi
gibi (II-23) ve (II-25) denklemlerinde V’nin tiim elemanlanmin  simrh sabit bir
durum degerine yakinsamasi igin; hem A,B kontrol edilebilir hemde P, Q simetrik
ve pozitif olmalidir.

LQP sonuglari, kontrol problemlerinin tasariminda yol gosterici bir sonugtur.
Tiim klasik kontrol sistemlerinin nasil simflandinlacagn Bélum 114 ve II-5°de
incelenecektir. Bir 6nemli sonug da; herhangibir LQP probleminin optimal kontrol
isareti; kontrol edilen sistemin x dinamik durumunun defisen degerinin bir lineer
fonksiyonu (II-3) denklemiyle 6zetlenmis olmasidir. Pratikte kontrol edilen sistemin
lineer denklemlerle bigimlendirilmesi, lineer geri besleme kuralinin yaygin bigimde
kullamImasimn sonucudur.

Boliim II-3 ve Boliim-III’de anlatildig gibi, 6lgiim igin uygun olmayan ve
Béliim 14°de anlatildif1 gibi, x durumianmin 6nceden bilinmeyen bozucularin
etkisinde kalmasi, uygulamalarin 6nemli bir 6zelligidir. lyi kontrol i¢in durumlarin
degisimi tahmin edilmelidir. Geri besleme kontrol sistemlerinde tahmin kuralinin

esasi 6nemli bir konu haline gelmigtir.
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II-4 Regiilatér, Hedef izleme ve Bozucu Yok Etme

Bolum II-3’iin genel sonuglan; A, B ve P matrislerinin yapilarina bagl olarak
kontrol problemlerinin degisikliklerinin tiimiinii kapsar. igerdigi olasiliklar:

Lineer Regiilatér Problemi; kontrol giici simrlandinlmig durumda, sistemi orjine
veya bagka bir denge noktasina getiren kontrol kuralim elde etme problemidir. Yani

sistem
x = Ax(t) + Bu(t)
iken performans olgiitii

1 1 1
= x'(t) H x(td) + .f (x'(1) P(t) x(t) + u'(t) Qtyu())) dt
2 2 1
bigimindedir.
Hedef Izleme Problemi; kontrol giicii simrlandinimig durumda, her t aninda ve t;

varig amnda sistemin durumlarimn bir hedef isaretine miimkin oldugu kadar yakin
yapacak kontrol kuralini elde etme problemidir. Yani sistem

X = A(t)x(t) + B(t) u(t)
iken performans olgiti

1 Lt

1= x(t9) - r(t)] Hx(t) - r(t)] + ~—- f([x(t) - t(©]'P(t) [x(t) - (®]Fu"Q(t)u(t))dt
2 2t

Bozucu Yok Etme; kontrol giicii simrlandirilmis durumda, sistem durumlarina

gelen bozuculan gideren kontrol kuralim elde etme problemidir. Bu problem hem
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lineer regiilator ve hemde hedef izleme problemlerinin sistem igin aym1 anda
¢coziilmesi seklinde ¢oziiliir.

Dis degiskenler, ister hedef hareketleri ya da istersede bozucular olsunlar
zamana bagh polinom fonksiyonlar ile modellenir. Béyle bir polinomun stirekli-

zamanl genel bigimi

()=A,+Ajt+...... + Ay, )

dir ve

diferansiyel denklemini saglar. A, durum modelini saglayan n tane x, durum

degiskeni, durum uzay: gergeklemesine sahiptir.

dr d'r
X150, Xp==—, .......... Xypp = =mmmmmm——

dt de!

01 . 0
01 0
X, = Ax, dir Burada A, = ,
e 1

000 0

dir. Optimal LQP teorisi i¢in, bozuculann yukandaki gibi durum denklemleri ile

verildigini varsayalim.
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Genel LQP sonuglan, bozucu igeren problemlere uygulandifinda; A, B genel
durum uzay1 gerceklemesi Sekil II-5°de gorildigii gibi iki yada ti¢ alt sistemin

stralanmasi bi¢iminde olacaktir.

u
l AeBeB, | & ml Cg

SEKIL II-5: Yoriinge Hareketleri Ve Bozucu I¢in Alt Sistem Modeli

Alt sistem prensibi, u girislerine ve ¢ ¢ikiglarina sahip kontrol edilen sistemin A,
B,, C; durum modelini ve x , durum degigkenini kullamir. Ikinci alt sistem r
yoriinge hareketini modelleyen A,, C; matrislerini ve X, durum degiskenini kullanir.
Ugiincii alt sistem, kontrol edilen sistemin x ¢ durumunu etkileyen bozucuyu

modelleyen A,, B, matrislerini ve x, durum degigskenini kullamr. Bu durumda tiim

sistemin durum vektérii
XI'

X= | Xg
Xz

ve matrisleri



55

-
A, 0

A= A, B, | , B=| B, (11-26)
A, 0

bigimindedir. Bu gergekleme kontrol edilemez, ¢inki u girigleri x,, X, ile
gosterilen durum degiskenleri tizerinde, ne de bozucu tzerinde higbir etkiye sahip
degildir. Iyi bir kontrol;

c=Cqy X4

hedef izleyici ¢ikisa yardim eden herhangibir durumun kontrol edilebilirligi ile
kontrol edilen sistem, A,, B, durum modelinin kararh olmasim ister.

Yoriinge izleme Olgiitii

e=r-c=Cx-C;x,

oldugunda ¢'P.e bigimindeki kiiresel izleme hatast performans olgiti ile belirlenir.

P matrisi yerine

X'Px=e'Pe

yazilirsa
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CT

P=|-C'y |P.[C,-C, 0] (11-27)
0

elde edilir.

(11-26) ve (1I-27) denklemleri, genel LQP sonuglarinin uygulamalarim 6zetler.
Sekil II-6°daki 6mek; basit siirekli-zamanh sisteminin kontrol edilme problemi

digiinerek gerceklenirse, sistemin ¢ ¢ikigt sabit bozucu z etkisi altinda sabit r

hedef degerini alacaktir.
zZ
u t oy 1 C
—> - 1+ —-
g

SEKIL II-6: Birinci Dereceden Bozucu ile Kontro! Edilen Sistem

Kontrol edilen sistemin hedef hareketleri ve bozucu igin fark denklemleri

It

N g [ X
i
o © =

dir. Sekil II-5°in yerini tutan durum uzayr modeli

r 000 'y 0
c| =10-11flc|{+|1] u
z 000!z 0
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ve matrisleri

A, =-1 R B;=1 s Ce=1
A= 0 R C.=1

A,= 0 R B,=1

0 0
A=} -11 , B=]1
0 0

dir. Performans olgiitii;

1= [ rop + @ 1at=f - Cexg)” + quldt

dir. (II-27) denkleminin genigletilmig matrisi

1 -1 0
P= ‘1 1 O £ Q=q
0 0 0
. -

dir. LQP teori, bu gelistirilmis matrislerin terimleriyle belirlenen problemlere direkt
olarak uygulanir.
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I1-5 Siirekli-Hal icin LQP Optimal Kontrol

Pratik uygulama  agisindan, genel kontrolér transfer fonksiyonlan zamanla
degismeyen kontrol kurallarina da yol gosteren bir teoridir. A, B, P ve Q matrisleri
zamanla degismez ise, Boliim II-3’deki K matrisi oldugunda bu tip bir LQP kontrol
kuralin1 ortaya g¢ikarir. Kontrol edilen sistem Sekil II-7°deki gibi bir blok
diagramla gosterilir. Her bir blok, bir matris ile gosterilir. s yada z” blogu; (II-1)
ardasik denklemlerinin dinamikleri birinci dereceden siirekli-zamanl: ya da ayrik-

zamanl gésterilir.

+ X

f—b B 57! yada z-1 1?
+
-K p—

SEKIL I1I-7: Zamanla Degiymeyen LQP Optimal Kontrol Sisteminin
Blok Diagrams

Sekil II-7°deki K geri besleme kazanci LQP kabuluyle segilirse, kapah-gevrim
kararlilik tartigmasina ragmen, sonug kontrol sistemi 60 derece faz agihidir ve
bununla iligkili olarak iyi kararlihk 6zelligine ve iyi kazang degerine sahip olacaktir.

Bolam II-3.1 ve II-3.2°de Riccati denklemlerinin zamanla degismeyen V
¢oziimlerine sahip olmas: ile, optimal kontrolunda zamandan bagimsiz olacag
Boélim II-3°den goriilebilir. Sekil I1-3’in Bolim 11-2.2°deki siirekli-zamanli skaler
omegi, Riccati denklemlerinin zaman sonsuza giderken siirekli-hal ¢6ziimime limit
iginde nasil yakinsayacafim gosterir . Sonsuz zaman arahiginda LQP optimal
kontrolun siirekli-hal ¢6ziimleri Riccati denklemlerinin matematiksel versiyonunu

saglayacaktir.
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0=P+A'V+VA-VBQ'B'V (Siirekli-zaman) (I-28)

V=P+ATVA - ATVB(Q+B"VB)'B'VA (Ayrik-zaman ) (11-29)

V matrisi, I performans olgitinde x'Rx + u'Qu‘nun integralinin (ya da toplaminin)
optimal degerleriyle 6lgiilir. Boylece V’nin siirekli-hal degerine yakinsamasi,

x'Px + u'Qu integralinin sifira gidecepini gosterir. P pozitif stmrliysa, x durumu
durum uzayinin orjinindeyse integralin sifir siirekli-hal degeri elde edilir.

V’nin tim elemanlannin yakinsamasi, bazi kontrol problemieri igin gok énemlidir.
Omnegin  siirekli-hal hatasi kabul edilebilir oldugunda I élgitii iyi bir kontrolle
sonsuza gidebilir. Optimal V’nin baz1 elemanlan sonsuz olurken, digerleri (II-3)
denkleminin belirledigi sinirli, zamanla degismeyen degere yakinsamasi kabul
edilebilirdir. Buna 6mek; Bo6lim I1-5.1°de verilmigtir.[5]

Kullamlhirh@ gittikge artan CAD software [8], uygun boyutluluk, kontrol
edilebilirlik ve pozitiflik testi igin A, B, P, Q’yu giris matrisleri ve siirekli-hal LQP
optimal problemlerinin ¢6ziimiinde V, K’y1 geri doniis matrisler olarak kabul eder.
Computer ile siirekli-hal ¢6ziimleri; Boélim II-3°deki Riccati denklemlerinin
yakinsamaya izin verilen uygulamalarinda kullanihr. Buna bir 6rnek; siirekli-

zamanda ikinci dereceden bir sistemin diferansiyel denklemini

ay T aytagy=u

ve performans 6lgiitini
T
1= 7 + quiat
0

distinelim. Durum vektorii kullanarak
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y

X =
y

matrisler
0 1 0
a9 ay 1

= e e ,B={ -
5] %) :%)
10

pP= , Q=gq
00

dir. Bunlan Bélim II-3.1°deki matris Riccati denklemlerinde yerine koyasak
simetrik V matrisinin v;;, vy, Vo, elemanlan igin {i¢ ardagik Riccati diferansiyel

denklemlerinin matris versiyonu

dv 1 0 0 -ayay || vii Vi
— +
dT 0 0 1 -al/ ay Viz V22

S —— .

— — f—

Vi1 VIZT 0 1

Vi V22 L'_aofaz -a,/a2

vi; viz| [0 1 Vii V2
- qro Vag]

Vi Vol {1l/a Vi V
- e
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2
dvyy g Via
il Rl P ---;—
dT a, ga“,
dvyp N a Vi2 V22
e i -~ I vi2 - ;
dT a a ga“;
dvy a V222
e T2 Vg = 2 e Vg = memm
dT a qazz

elde edilir. Boélim II-3.1°de optimal kontrol; vy, vip, vy igin diferansiyel

denklem ¢oziimiine baghdur.

vViir V2 y

ut)=-g' [0 1/ay] ]
Vi V» h

Vi V22 i
U(E) = - emme Y = emeeee §
qay qa,

Bunlar lineer olmayan denklemlerdir, analitik olmamasina ragmenay =1, a; =1
a,=1, q=1 parametre grubu i¢in Sekil II-8’deki computer ¢oziimi igin
uygun bigimdedir.
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SEKIL II-8: Riccati Denklemlerinin Coziimii

Diagram, T zamam arttifinda, V’nin elemanlannin sabit degere yakinsadigim
gosterir. Bu degerler, optimal kontrol igin genel gosterilimi direk verecek gekilde

basitge ¢oziilebilen (11-28)

21y Vzu
1-2 vy = e =0
2
a qa-,
0y 4 V12V
- Vo t+ vy - Vig - =0
a a ga,
a4 V222
2 Viz - 2 Vay = =0
2
2 ga 2

matematiksel Riccati denklemleri ¢éziilerek bulunur. Kontrol kurah
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1 1
ut)=(Vas+— - a )y(t)-[\AﬁZazz( N>+ — -a9)-aly(®)

q q

bigimindedir.

Kontrol edilen sistemin orjinal diferansiyel denklemi ile optimal kontrol igin
birlestirilen bu denklem optimal kontrol sisteminin sonug standart denklemi ile
kontrol edilen ikinci bir

y +2gwy + Wi =0

sistemi gosterir. Bu denklemde

1

wo =, ( gt -~ )
q

dogal frekans ve

1 a21 - 2a0a 172
= (1+

2a, Va’o+1/q '

sondiirme oramdir.
Sik segileng=1/ v degeri verildiginde gegigi cevap optimaldir, béylece kontrol
edilen sistemin katsayilan



321-2303.2:0

bigimindedir. Bu durumu saglayan bir sistem atalet momentli dénebilen bir

sistemdir. Sistemin diferansiyel denklemi

y=u
bigimindedir ve katsayilan
a,=1J, a;=0 veag=0

dir. Boylece LQP teorisi, konum kontrol sistemlerinde séndiirme olarak kullanilan

—
1/N2 yaklagik degerini dogrulamms olur.
I1-5.1 Kontrol Edilemiyen Dis Etkenleri Olan Sistem Ornegi

Tammla, bozucular kontrol edilemezler. Boylece (II-26) ve (1I-27) denklemlerinin
geligtirilmis LQP problemleri; V’nin tiim elemanlaninin simrh, zamanda bagimsiz
degerlere yakinsamasi Riccati denklemlerine yol gosterir. V’nin yakinsamayan
elemanlan (1I-25) optimal kontrol problemlerinde gozikkmez ve optimal LQP kontrol
kuralinada daha dnceki gibi karar verilir.

Bolum I1-4’deki $ekil 16 buna bir 6mektir. Bir ¢ift A, B ne kontrol edilebilir

ne de kararh kilinabilen sistemin, genigletilmis matrislerle ii¢ durum degiskenlerine

0 0 i -1 0
A= -11 , B=}1 , P=}-1 1 © , Q=gq=1
0 0 0 0 O
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sahip durum modeli elde edilir. Bu problem igin LQP teorisinin simetrik V matrisi

r Vg VY

V=| Vg Vg Vg
Vi Vg Vg

bigimindedir.V matrisi 6 ardagik Riccati denklemlerini saglayan alt1 ayn elemana
sahiptir, ancak tiimii yakinsamayacaktir. Buna ragmen optimal kontrolu belirleyen

K matrisi sadece V’nin elemanliarinin iigiine

1 1
K=QBYV=—e [0 1 0]V=-m[Vy Vg Vg]
q q

baglidur.

Bunlar, karesel performans olgitindeki x' V x teriminde kontrol edilen ¢
degiskeninin terimleriyle birlesen elemanlardir. Bu elemanlar i¢in ii¢ Riccati
denklemi; (1I-28) denkleminin uygulamasi olan ii¢ matematiksel denklemi saglayan
ardasik siirekli-hal ¢6ziimlerine yakinsar.

q+qv,g+v,gvgg=0
Vg T 2qVgg -q=0
Vg - QVgg T VgeVgz =(

Bu durum igin tipik sonuglar q =1 alinarak

Vg =V2-1 , vg=-1/V21 | vy=1-7V72
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elde edilir. Bu sonuglarla kontrol kural:

1 1
)= o 1-(2'-1)e®-(1-— )z

V2! V2!
elde edilir.

Kontrol edilen sistemin c¢=u+z-c denkleminde bu kontrol kural1 yerine

konursa, LQP optimal kontrol sisteminin davranigim1 kontrol eden

diferansiyel denklemi elde edilir.

¢ =0 oldugunda elde edilen kontrol edilen ¢ degiskeninin siirekli-hal degerinin

0.5 (r+ z ) oldugu ve istenen r degeri olmadig: gériiliic. Kontrol, sifir siirekli-hal
hatalarim1 saglamak igin tasarlanmaz, kontrol isleminin maliyetini kullanarak
performans olgiitinde u'Q u terimini igeren tim cevabr optimize etmek igin
tasarlamr.

Burada sifir stirekli-hal hatasim saglayan kontrol

tum diferansiyel denklemi
ct+c=r

verir. Bu sistem I maliyet fonksiyonunun olabildigince en biyiik degeriyle LQP
sisteminden daha yavas gegigi cevaba ( 1 zaman sabiti yerine 1/ :IE zaman sabiti )
sahiptir; farklar bu basit ornekte gok kigiik olabilir, fakat her zaman bu kadar da
kugiik olacagim garanti edilemeyecektir.
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-6 Ornekler

Ornek : 1

Ayrik-zamanh kontrol edilen sistemin dinamik denklemi

x(i+ 1) = 0.74x(i) + 0.26u(i)

dir, ve performans 6lgiiti

3
I=Y [x*i)+ 0.2 v’(i)] dur.
i=1

x(4) belirli degilse ve x(4) =0 i¢in minimize u(i) degerlerini hesaplayalim.

Ayrik-zamanli Hamiltonian kullanarak

H(x, u, A, i)=¢a(x, u, k )+ AT(k+1)x(i+1)
= x(i) + 0.2u%(i) + AG+1)[0.74x(1) + 0.26u(i)]

Gerek kosul:

OH(e)

S | = 0.4u(i) + 0.26A3+1)=0 (D
du(i)
OH(e)

g Y0} = 2x(i) + 0.741(i+1) =0 2)

ax(i)
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OH(e)
______ = x(i+1) = 0.74x(i) + 0.26u(i) = x(i+1) (3)
Ah (i+1)

x(4) belirli degil ise;

Yeter kosul :

00
----- -AMi) | =0=0M4)=0 4)

ot

i=4

(1yden 0.4u(i)=-0.26A(i+1) = u(i)=-0.65A(i+1)
(3yden x(i+1)=0.74x(i) - 0.26.0.65A (i+1) =>x(i+1) = 0.74x(i) - 0.169A(i+1)
(2yden 2x(i) + 0.74A(+1) = A(i) SDMi+1) = 1.354(1)-2.7x(i)
(3)’de (2) yerine konursa =x(+1)=1.2x(1) - 0.23A(1 ) 5)
(1)’de (2) yerine konursa = u(i)=1.8x(i) - 0.88A(i) (6)

x(i+1) = 0.74x(i) - 0.169A(i+1)
AG+1) = 1.35A(31) - 2.7x(i)
u(i) = 1.8x(i) - 0.88A(i)

elde ederiz.

i=1 igin

x(2)=0.74x(1) - 0.169A(2) = x(2)=0.5x(1)
AM2)=1.3501)-2.7x(1) = M1)=0.16x(2)
u(1)=1.8 x(1)-0.88x(1) = u(1)=1.86x(2) =0.93x(1)
i=2icin

x(3) = 0.74x(2) - 0.169A(3) = x(3)=0.55x(2)

A(3) = 1.35A(2)- 2.7x(2) = M2)=2.82x(2)
u(2)=1.8x(2) - 0.88A(2) = u(2)=046x(2) =-0.23x(1)
i =3icin

x(4) = 0.74x(3) - 0.1690(4) = x(4)=0.74x(3)

A(4) = 1.350(3) - 2.7x(3)
u3)= 1.8x(3)- 0.88A(3) = u(3)=0.04x(3)
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x(4) belirli olmadigindan

00
e = A (1) =0=NM4)=0 = AM3)=2x(3)=1.1x(2) =0.55x(1)
ot
=4
sonug olarak

u(1)= 0.93x(1)
u(2) =-0.23x(1)
u(3)= 0.55x(1)
x(4) =0 ise;

i =3 denklem takiminda yerine konursa

AM4)= 4.38x(3)
A3)= 5.24x(3)
u(3) =-2.81x(3)

i =2 denklem takiminda yerine konursa

1.88x(3) = 0.74x(2) = x(2)= 2.55x(3)

5.24x(3) = 1.35A(2) - 2.7x(2) = M2)= 8.98x(3)
u(2)=-3.31x(3)

i=1 denklem takiminda yerine konursa

2.55x(3) = 0.74x(1) - 0.169.8.98x(3) = x(1)= 5.5x(3)
8.98x(3) = 1.35A(1) - 2.7.5.5x(3) = A1) = 17.65x(3)
u(1) = 1.8.5.5x(3) - 0.88.17.65x(3) = u(1)=-5.63x(3)

Sonug olarak

ul)y=-  x(1)
u(2) = - 0.60x(1)
u(3) =-0.51x(1)
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Ornek : 2

Kontrol edilen sistemin diferansiyel denklemi

ve performans olgiiti

t
I=[(E+u?)dt
0

dir. Kontrol kurali i¢in Riccati denklemlerini yazarak optimal kontrol kuralim

hesapliyalim.

Sistemin durum denklemi x=ax+ bu oldugundana=0veb=1 dir.

1 tg 1 t2
I= --I 2(x* + v? )dt = — I 2(xPx" + uQu')dt
20 2 0

P=2 ve Q=2dir

v(t) = -v(HA() - ATtV + V(OBE)Q BT (t)W(1) - P(t)

1
v(t) =v(t).1 —.1.%(t) - 2
2
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1
V(t) =~ V¥(t) - 2
2

1
0 =—vA(t)-2

2

V(1) =4

v(t) =2 veya v(t)=-2 dir.

u*(t) =- Q"B Vx

1

u*t)=--—-1.2x =-x
2
1

nL*t)=--— 1(-2)x= x
2

bulunur.

Ornek:3

Bir konum kontrol sisteminde c(t) ¢ikisi uygulanan u(t) ile kontrol edildiginde

sistemin durum denklemi

Jc=u
ve performans 6lgiitii

(¢ o]
1=[(c*+ qui)dt
0
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bigimindedir. Sistemin durum uzay: gergeklemesini yazalim:

1] 1
C= -1
J
c
X:
c
c =X ve C =X dir
X1 =¢ ve Xy = c olacaktir,
Buradan
= + 11 |u
J
elde edilir.
1 o 1 o0
I=-— [ 2(c*+qu)dt= — [ 2(cPc’ + uQu" )dt
20 20
——
0 i 0
A= ;. B=| 1 ; P=2 , Q=
0 0 ==
J

¥(t) = -v(HA(L) - AT(tv(t) + v()BQ'Bv(t) - P
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Vii Vi Vit Vi 0 1 0 0 Vi1 Vi2
1 1
Viz Vi vip v |0 O 1 0 |]|v A7)
| d b —
vVii V2 0 Vil V12
+ 1 1 1 -2
Viz V2 — [0 —] | vi2 Va2
| dLJd 2q J L

Matrisel iglemler yapilinca

, Vzl?.
V)] = meemem—— =0 = vip=0
2q
Vi2 V22
{712 =-V11+ """""""" =O j Vl].:O
2qu
. P A
Vo ==2Vipt e -2 =0 = Vn= iZJ‘/q
2qF
elde edilir.
— lpt
ut) =-Q B Vx(t)
1 1 0 0 X 1 X1
wHt) =-— [0 -] = [0 27q']
12 2q J 0 21Wqll| x, 2q X

U (L) = = e Xy
Vq
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i
W*(t) = - e Xy
Vg

Optimal kontrol sisteminin sondirme orammn 1/ V2 oldugunu gosterelim:

a =J ; a=0 , 3=0 oldugundan

1 a’- 2a0 8, 1p 1 172 —
ey (i O — ) = e (14 0/2INT/d)) =1/V2
V21 2a,Nag + /g V21

Dogal frekansin optimal kontrol kurah ile iligkisi

2 (g o vy
Wy =@ 2y + - = emmmmeemen
q \/?W?
i
i \/ 1 ,
ut)=-(\ a’ + — -a5 )e®-( Va’+2a(Vai+-— -a5-a) c(t)
q q
1 /2J ,
u(t) = - ——c(t) - \/——- c(1)
Yo Vg
1
W()* = e —
NI 425!

dir.



BOLUM 11

OPTIMAL LINEER, GERi BESLEMELI KONTROLOR

II-1 Girig

Boélum II'de anlatildig gibi optimal kontrol teori, kontrol edilen sistemin x dinamik
durumunun degigen degerinin bir fonksiyonu olarak temsil edilen optimal kontrol
¢oziimlerine yol gosterir. Ornegin Sekil II-7'deki blok diagrama sahip verilen kontrol

sisteminde; lineer zamanla degismeyen kontrol edilen sistemin durum denklemi

X vyada x(i+1)=Ax+Bu

bigimindedir. Verilen sistemde geri besleme Boliim 1I-5'de anlatildig: gibi:

u=-Kx (1I-1)

bi¢gimindedir.

Sekil II-7'deki kontrol edilen sistemden Bolim I-3'de anlatildigh gibi x
durumlan olgiilmils ¢ikiglar olarak direk alinamadifindan genelde kullailamaz.
Gergek geri besleme kontrol, sadece (I-4) egitligindeki
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y = Cx“den elde edilen gergek y gikislanyla siriiimesiyle saglanir. Boylece; gergek
lineer, geri beslemeli kontrol sistemlerinin Sekil III-1'deki blok diagrama sahip
olduklar: géruliir.

s’ | B * | s yada 7' C

Geri beslemeli kontrelor

SEKIL ITI-1: Geri Beslemeli Kontrol Sistemi

Optimal kontrol teoriden, bir gozleyici nedir tammuyla $ekil III-1'deki geri
beslemeli kontroloriin tasarimindan yararlanilir. Bu, x durumunun bir 2 tahminini
iiretmek igin gercek u, y sinyallerini kullanan bir sistem tasarimudir. % gozleyici
cikisi, Sekil III-2'de gosterilen yapiya sahip geri beslemeli kontrolor (III-1)

denklemine benzer bir;

u=-K% (I1-2)

kontrol kuralim stimek i¢in kullanilabilir. Bu yapinin optimallii LQG kontrol

ayrimi teoremiyle belirlenir.



E X | Gozeyici

Gen beslemel kontrolér

SEKIL III-2: Bir Gézleyici Kullanarak Geri Besleme Kontrolu

Zamanla degigmeyen lincer dinamik sistemler igin gézleyicilerin tasarimi
Bolium III-2'de incelenecektir. Bir lineer kontrol kural: ile siiriilen ve bir gozleyici
iceren geri beslemeli kontrolorler Bolum III-3'de incelenecektir. Boéyle LQP
kontrolorler, klasik kontrolorlerin 6zel bir dali olarak ortaya gikan birgok pratik
problemin tiim etkilerini igeren bir matematiksel durumun matematiksel optimal
¢oziimii igin idealdirler. Bazi genel sonuglarin sadece LQP problemlerine

uygulanabilir olmadigim Bélim I1I-4'de inceleyecegiz.

III-1.1 Kullanilan Notasyonlar

Bosluk uzayinda kullamlan notasyonlar; x, kontrol edilen bir sistemin ve
bozucularinin dinamik davramiglanim belirleyen bir x durum vektériiniin elemanidir.
y, kontrol edilen degisken ve istenilen degerin dlgiimlerinde oldugu gibi kontrolérii
tum olgtimlerinde temsil eden y vektoriniin elemamdir.

Sekil III-2'deki geri beslemeli kontrol sisteminin genel formatta ve durum
uzayinda kullamlan notasyonlan kullanarak yeniden ¢izimini $ekil III-3'de gériiliir.
Istenilen degerler ve bozucular gibi dis degiskenler agikca goriilmez. Bozucular
genisletilmis A, B, C durum uzayinda kullamlan notasyonlarda igerilmelidir. Burada,
bozucular ihmal edilmigtir.
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A
Gézleyict K ‘o 4 ABC

2 Geri beslemel kontrolér

SEKIL HI-3: Gézleyici ile Geri Beslemeli Kontrol Sistemi

IT1-2 Gbzleyiciler

Verilen bir dinamik sistemin x durumlan, goézleyici olarak tasarlanmig dinamik
sistemle tahmin edilebilir.  Gézleyici; verilen sistemi belirleyen A, B, C
matrislerinden alinan gézlenen sistemin y ¢ikiglart ve u girigi ile siirilir. Gozleyici,
X durumlannin  tahmin edilen ; durumlanna yakinsamasim saglamak igin n
dinamik durumlarin sayis: ayni olmahdir.  $ekil III-1'deki blok diagrama sahip

Al
lineer kontrol edilen sistemler igin, x(t)'nin siirekli-zamanli durum denklemi:

=A% +Bu+K (y-C%) (I-3)

dir veya ayrik-zamanl ?{(i) durum denklemi:

X(i) = AX(Gi - 1)+ Bu(i - 1)+ K,{y(i) - CIAX(G - 1) + Bu(i- 1)] } (III-4)

dir. (III-3) ve (I1I4) denklemierinin herbirinin sag tarafi AR +Bu ile birlikte
diizeltici terimide igerecektir. Diuzeltici terim K (v - ¥ ) yazildigindan
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<«
I

a

Eald

dir. Burada x'in koruyucu degeri X oldugundan

% (t) = X(t) ( siirekli-zamanli)

X({)=ARi-1)+Bu(-1) (ayrik-zamanlr)

bigimindedir. Diizeltici, gelecekteki tahminleri gelistirmek igin yenileme diye
bilinen hata terimi y - ¥ farkim kullanir. Gézleyici ise; sistemin orjinal girigi u ile
birlikte hata terimini giris olarak kullanacaktir. Bu gozleyiciler, Sekil II-4’de
gosterilen blok diagramlara sahiptirler.

Siirelli- Zamank Aynk - Zamanh
+o - ¥ , +
¥ ? v -
40 !
K, C C Ko
3
+ 2 ‘ : A
+e B i g-1 A sl B + 1 40 - t 0
u + + +
uii-1)
Ao A 27l e
xG-1)

SEKIL ITi-4: Gozleyicilerin Blok diagrami

K, matrisi,

€= X-X
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€, hatas1 sifira yakinsayacak sekilde segilmelidir. K, ‘daki gerek kosul; (I-2) ve (I-3)
durum denklemlerinde (I1I-3) ve (IlI4) gozleyici denklemleri sirastyla konularak
elde edilir. Siirekli-zamanli fark denklemleri;

&o=A(X - X) - Ko(Cx - C %) = (A - K.CO)e, (IL1-5)

ve ayrik-zamanh fark denklemleri;

es(i) = A[x(i- 1) - X (i - 1)] - KJ[CAx(i - 1) - CAR(i - 1)]
=(1-KC)Ae(i- 1) (I11-6)

bigimindedir.
Baylece €, gozleme hatasimin sifira yakinsamast siirekli-zamanh sistemleri i¢in;
A - K,C ve aynk-zamanh sistemler i¢in (I - K,C) A'nin 6zdegerlerine baghdir.
Suirekli-zamanh sistemler icin A - K,C*nin tiim 6zdegerleri sol yan diizlemde
olmahdir.
Ayrik-zaman sistemleri i¢in (I - K,C) A'nin 6zdegerleri birim daire iginde olmalidur.
Bunlar, karakteristik denklemin koklerinin genel kararlilik koguludur. Gozleyici

karakteristik denklemi; siirekli-zamanl i¢in;

IsI- (A -K.C) =0 (1I-7)

ve ayrik-zamanli igin;

sI-(I-K,C)A|=0 (I1-8)
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dir. Gézleyici kazanci diyede adlandinlan kazang matrisi K, 'in segimine karar veren
diger faktorler (III-2.1)'de incelenecektir.

Stuirekli-zamanh gézleyicinin Laplace déniigiimii;

(sI- A + K,C) X(s) = BU(s) + K. Y(s)

dir, denkleminin ters doniigiimii alinarak

X(s) = [s1 - A + K,C'BU(s) + [s] - A + K,.CJ" K,¥(s) (11-9)

elde edilir.

Aynk-zamanl gozleyicinin z- donigiimii;

[ - (- K.OA] X(2) = (I - K,C)BU(z) + K,Y(2)

dir, denkleminin ters déniisiimii alinarak

X@=[d- (- KOAT'(1 - K,OBU) + [2 - (1 - K,C)A] 'K, Y(2) (1I1-10)

elde edilir.
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HI-2.1 Kazanc Matrisi K,

Pratikte, bazi degerlerde gozleyici kararlilifimi saglamak igin segilmis olan K,'i
belirlemek yeterli degildir.

Sekil ITI-4'deki geri beslemeli sistem érneginde oldugu gibi, K,1 belirlemek igin bir
yol, (III-7) veya (I1I-8) gozleyici karekteristik denkleminin koéklerini sabitlemektir.
Bu iglem; kutup yerlestirme olarak bilinir, ¢iinkii (III-9) ve (III-10) denklemlerinde
transfer fonksiyonlarmin kutuplarim (s-diizleminde) karekteristik denklemin
sabitleyici koklerine gelecek sekilde kaydirr.

K,'yu segmek icin daha sistematik yol, tahmini % degeri ile gergek x degeri
arasindaki herhangi bir e, farkina sebep olan cevabi almaktadir. Ciinki esas farklar
olasilik analizinin istedigi rastgele giiriiltiilere ve rastgele bozuculara baghdir. Bu ise
Kalman filtresi olarak tammlanir.

Bir gozleyici drnegini;

G(s) =~

Js?

transfer fonksiyonuna sahip atalet momentli sistemin durumlarinin

tahmininin nasil yapilacagim digiinerek ¢éziimleyelim.

Durum uzay: matrislert
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0 1 0
A= B= C=]1
00 1)
-
kl—
Ko= segilirse
k
-
[, 6 e 1
ne-lag - a-me-[ig

i - (4 - KoC) =[9;k‘ :]

3

elde edilir ve (I1I-9) denkleminde yerine konursa;

% (5 = WDT@ + Gl T EIYE)

bulunur. Gozleyicinin karakteristik polinomu:

IsT- A+K,Cl=8"+kis+k,

dir ve kutuplarn
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dir.

Burada gozleyicinin yakinsamasi igin gerek kosul; her iki kutbunda sol yar
dizlemde olmas1 i¢in hem k; hemde k, pozitif olmalidir. Kritik séniimlii cevabi
saglamak igin kutup yerlestirmeyle ikinci dereceden gézleyicinin iki kazang elemam

k;, k;belirlenir. Bu durumda s, =s, dir. Boylece;

kz = k12/4

verilen w, dogal frekansiyla;

kz = WO ° k] = ZWO

olarak belirlenir. Burada w,, sistemin goézleyici kullandifi farz edilerek zaman

skalasina uygunlagtirmak igin segilmelidir.

I11-3 ideal LQP Kontrol

Sekil II-3'deki geri beslemeli kontrolor (II-2) kontrol kurali ile siiriilen
Boliim III-2'deki bir gozleyici igerir. Kontrolor ( goézleyici kazanci K,dan ayirt
etmek igin) kazancim K, yazarsak (I11-9) siirekli-zamanl gézleyici denklemi;

[SI - (A - K,OIX(s) = - BK,X(5) + K, ¥(s)
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bigimindedir. Her iki tarafi -K, ile garparak ve ’)\( 'in terimlerini birlestirirsek;
"N
U(s) = - KeX(s) = - KISl - A + K,C + B 'K, Y(s)
=-H(s)Y(s)

elde ederiz. Burada;

H(s) = K[l - A + K.C + BK] 'K, (II-11)

dir ve H(s) siirekli-zamanli geri beslemeli kontrolériin transfer fonksiyon
matrisidir.

Bengzer gekilde IT1-10 ayrik-zamanh g6zleyici denklemi;
[21- (1- KAl X(2) =- (I - K.O)BK, X(2) + K,Y(2)
bigimindedir. - K ile her iki taraf garparak ve AX terimlerini birlegtirirsek;
U@) = - K. K(z) = - K1 - (1- K,CY(A - BT,

=-H@)Y(@)

elde ederiz. Burada

H(z) = K[z - (I - K.C)(A - BKo)l 'K, (T0-12)
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dir, ve H(z) ayrik-zamanli geri beslemeli kontroloriin transfer fonksiyon matrisidir.

Z ) CeI-ay'B

H(®)

SEKIL III-5 : ideal LQP Kontrol Sistemleri Blok Diagram:

Sekil III-5 kontrol sisteminin bir blok diagramidir. Bu blok diagram (I-10)
transfer fonksiyon matrisine sahip bir sistemin, geri besleme kontroliinii saglayan
(HI-11) veya (II-12) denklemlerinin belirledigi H(e) transfer fonksiyonuna sahip bir
kontrolorii gosterir. Burada s veya z'den uygun olanmin kullamlacagim géstermek
i¢in (e) sembolii kullaniimigtir.

LQP teori lineer kontrolériin H(e) transfer fonksiyon matrisinin tasarimi igin
tek yol degildir. LQP teori burada kismen ideal olarak gosterilir. Ciinkii kontrolériin
(III-11) ve (IlI-12) denklemlerinin yapisina nigin sahip oldugunun ilerki bolitmlerde
kavranmasim saglar ve kismen de herhangi bir tasarimda karar verilen serbest
parametrelerin (K, , K, ' in elemanlari) bir minimal sayisim gésterir. Sekil II-7°deki
sistemde oldugu gibi tim x durumlanmin geri besleme kontroliinii siirmek igin
uygun oldugunu farz etsek bile; Sekil III-2 ve II-3’deki geri beslemeli kontrol
sistemlerinin iyi kararlik payr gibi simirlara sahip olacagimn garantisi olmadig
goriilar. Loop - recovery metodlari; loop kararlilifim arttirmak igin gézleyici
kazanc1 K, 1 ayarlayarak bozucularin etkisi azaltilarak kararhilik siminim garanti

etmek i¢in geligtirilmigtir.
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III-3.1 Bir ideal Kontrolor Transfer Fonksiyonunun Yapisi

(III-11) ve (II-12) denklemlerinin H(e) kontrolér transfer fonksiyon matrisleri mxp
(satir x kolon) boyutundadir. Burada m; wu kontrol giriglerinin sayisi, p;, vy
6l¢ciimlerinin sayisidir.

H(e)'nin i¢indeki matrisler;
(sI-A+K,C+BK,) , [zI-(I-K,C)YA-BK,)]

n x n boyutundadir.Burada n; dinamik durumlann sayisidir ve béylece daima tersi ;

1y Ad[HE]
T~ mggr

vardir. Karakteristik polinomlarin
[oI-A+K,C+BKJ , [2-(I-KC)A -BK,)

da derecesi n'dir ve Bélim I-3'de oldugu gibi H(e)in mp elemammnin herbiri bir

transfer fonksiyonu bigimindedir.

Co+ L1804+ +Cp.rmel

HO= graws ~Faowite (I-13)
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Burada payn ¢ katsayilan bir elemandan digerine farklidir, fakat payda kontroloriin
karakteristik polinomu oldugundan her eleman igin aymdir.

II1-3.2 Klasik Kontroldrler

Yaygin kullanilan klasik kontrol6rim transfer fonksiyonlan (I - 13), genel ideal

transfer fonksiyonun 6zel bir kolu olarak elde edilebilir.

integral Kontrol

Bir siirekli- zamanl sistemde A, B, C, K, K;/'nin degerleri paydanin d, katsayisin

sifir yaptyorsa kontroloriin transfer fonksiyonu;

bi¢cimindedir. Bu bir integral kontrolérdiir. Ayrik-zamanl: sistemler i¢in benzer
kosul; payda polinomunda z = 1 olmahdir.

PID Kontrol

Siirekli-zamanli PID kontrolun transfer fonksiyonunda ;

_ 1 _w 1+Tis+TiTas?
B (s) =K(1+ -gr +sT)=K --S-qaree=- (I1I-14)

pay polinomunun derecesi paydadan biiyiiktiir. PID kontrol bir limitleyici olarak
ortaya ¢ikabileceginden (III-13) ideal transfer fonksiyonunda normal olarak olugsmaz.
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Bu yaklagim; payda katsayist d; ¢ok baskin oldugunda meydana gelebileceginden
transfer fonksiyonu yaklagik olarak

CotCym+ 4, el

H(l) - Eﬁ; _____ -

bigimindedir. n = 3 igin siirekli-zamanl sistemde (I1I-14) denklemi bir PID

kontroliidiir.

III-3.3 Bir ideal PID Kontrolér Ornegi

z bozucusuna ragmen r hedef degerini alabilen birinci dereceden bir sistemi e=r-c¢
kontrol hatas: ile siiriilebilen bir gozleyiciyi farz ederek Boliim II-4 ve II-5.1°de
anlatilan ornege devam edelim. Sekil II-6'daki blok diagram kontrol sistemini

gosterir. Burada kontrol edilen sistem T sabit zamanina sahiptir.

+
f € | Hi)

SEKIL ITI-6: r-c Hatasiyla Siiriilen H(s) Kontrolor

Burada r, z bozuculari

r=0

ozdes dinamiklere sahip olduklanndan Bélum I-5.2'de anlatildigi gibi e'den ayn

gozlenemezler. Bu gozlenememezlikten, sadece iki genigletilmis durumlar



xs{esr-c]
Z-T

diistinerek sakinabiliriz

i
X 'in durum denklemi;

1
X =t-¢=0--——(-c+z+u)
T
1 1
= (f-CHtzZ-THU)= -~ (X T X + 1)
T T

bigimindedir. Durum matrisleri;

1 -1 -1 1 -1
A= — , B=-— , C=[1 0]
T 0 O T 0
dir.
Ko1
K= »  Ke=[ke1 kea]
Ko

yazarak (III-11) denklemiyle verilen kontrolériin H(s) transfer fonksiyonu;

[

s vl [ it o v 1

<~
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(ko1 ko1 + koz kep) T's + ko (kep-ker)
H(s) = (TI-15)
Ts® + (Tkor-ke1 + Dstkop(ker-1)

elde edilir.
Gozleyici kazang1 K, 'a

k
8T - & +KoCl =52 + (- + kos - -n2 =0

verilen (III-7) karakteristik denklemi diigiinerek Bolim I1I-2.1°de oldugu gibi karar
verilebilir. Standart parametrelerle denklemi yeniden;

§* +2E wos + w2 =0

yazalim. w, dogal frekans ile kritik soniimleme; K, elemanlarinin degerleri

verilerek elde edilebilecegi goriiliir.
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Ko=2w - . o=~ wg'T
T
Burada;
a
W = e
T

yazildiginda gézleyici cevabi, kontrol edilen sistemin T zaman sabiti

kargilagtirmasimin hizli olmasim saglamak igin a >1'dir.

Béylece;

2a-1 o’
kpp= = , kg =~ ——

T T
dir.
4]
Sekil II-6'daki kontrol sisteminde X — x oldufunda gozleyicinin limit i¢inde

yakinsamasi
Tc=-c-ky(r-c)-kp(z-1)+2z (1lI-16)

bigiminde davranacaktir. ¢ =0 oldugundan cgg siirekli-hal degeri

0 =- cgs- kei(r - Cg5) ~Kea(z - 1) + 2

dir ve siirekli-hal hatasi
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f-cgs= -1-—1-{_--’(1’ £) (-17)

elde edilir.

Kontrolériin kazanci K, 'a LQP analiz yéntemiyle karar verilir. Béliim II-5.1°deki

1 o _
P{O 0} , Q=q igin;

matematiksel iglemler yapilarak

1%'=-[1+.}q—1) , kg, =0

elde edilir. Buradan LQP kontrol kural:
* ! 2

ve (I1I-15) denkleminden kontrolériin transfer fonksiyonu
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yazilir. Bu LQP kontrolér (I1I-17) ile verilen strekli-hal hatast

f-Cgg= JI-E
1+.1
sifir degildir.

Kontrolér kazanc1 K /nin tasarimu igin diger bir yol surekli-hal hatasim (r-cgs)
sifir yapmak igin bir gii¢ uygulamak olacaktir. (III-17) denklemi bunun, (1I-15)
fonksiyonunun paydasinda d, = 0 yapilarak;

ko=1

'in elde edilmesiyle saglanacagim gosterir. Boylece, Bolim II-3.2'de anlatilan

integral islemi saglanmis olur. (I1I-16) denklemi;

c+Tc=r

bigimine gelir. Burada

T=T/B ve B=l-k;

dir.
Bu denklem k., 'in kapali ¢evrim cevabinin T' zaman sabitine karar verecegini ve
ki <0ise T' nun T 'den daha hizli olmasmi saglayacagim gosterir. (II-15)'den

sonug kontrolor transfer fonksiyonu;
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I+s T1

Hoss() = K
S (l+S T2)

elde edilir. Burada;

o B
K=
Qa+p-1)T’
1 QCol1)(B-1) T
Ty=(-— +wmeemrmreeeeee ) T > ——  i¢in a>1/2 ; B>1
B B B
1 T
Ty = e T< - igin a>1/2
20+8-1 B
dir.

T, > T, esitsizligi Hy(s) transfer fonksiyonuna aktanldifinda kontrolér integral
isleminde anlatildig1 gibi faz ilerlemeli kontrolér olur.
Cok mzli gozleyici cevabim (a(lden ¢ok biiyiik degerler i¢in) — o)

limitlemenin diger yolu; kontrol parametrelerinin

K-> aff/2T , T;>T/B , Ty—>0

degerlerini almasidir. Bu parametre degerleri kullamldifinda paydanin d; katsayisi
dominant olacagindan kontrolér transfer fonksiyonu yaklasik PI kontrol transfer
fonksiyonu

1

Hoss(s) = Kpi(1 + ——--) = Hpi(s)
STi
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olacakdir.

Burada; Kp=-KT; ve T;=T; dir.

Yaklagim; kontrol edilen sistemin diigiik derecesi (n = 2) nedeniyle Bolim III-3.2'de
anlatildig gibi PID'den daha ziyade PI'dir.

I -3.4 Kapah-Cevrim Kontrol Sisteminin Davranis:

Sekil ITI-5'deki LQP kontrol sistemi 2n dereceden bir dinamik sistemdir. Kontrol
edilen sistemin n tane x durumuna ilave gozleyicinin n tane X durumuna sahiptir.
(1I-5) denkleminde ; tahmini yerine e, gézlem hatasini yazarak bir aiternatif durum
uzay1 gergeklemesi kullamlarak sistem davramsim tartismak daha uygundur. Sistemi
yoneten ardagik durum denklemlert;

X yada x(i+ 1) =Ax -BK,X

=Ax-B Kc(x - eo)
e = (A K,C)e, (surekli-zamanl)
yada
e i+ 1)=({I-K,C)Ae, (ayrik-zamanlt)

bigimindedir ve bu denklemler genisletilmis durumlarin terimleri olarak

yazilir. Burada
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X vyada X(i+1)=AX , y=CX
dir.
Strekli -zamanlt pargah yapiya sahip 4 matrisi
A-BK, BK,
A=
0 A-CK,

ve benzer yapiya sahip aynk-zamanhi 4 matrisi

A-BK, BK,
A=
0  (I-KOA

bi¢iminde ve

dir.
Bu lineer sistemin kapali-gevrim davramigina genel olarak karakteristik denklemi

[sI-A]=0

ile karar verilir ve 4‘mn pargali yapisindan giderek siirekli-zamanh sistemlerde

determinant
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[sI-A|=IsI-(A-BK)|lsI-(A-KC)

ve ayrik-zamanh sistemlerde determinant;

|sI-A|=[sI-(A-BKo)llsI-(-KC)A|

carpanlariyla elde edilir.
Bu, karakteristik denkleminin birbirinden bagimsiz n kok takimina sahip
oldugunu gosterir:
1-) |IsI-(A - BK,)| = 0'n kokleri;
Kontrol kazanci K.'ye ve x durumlarimin gergek degerleriyle siiriilebilen kontrola
sahip Sekil III-7'deki sistemin karakteristik kéklerine baglidir. Bu sistem,
orjinal problemle iligkili kesinlikle esdeger sistem olarak bilinir.

2-) Gézleyici karakteristik denklemi (I1I-7) yada (I1I-8)'in kokleri gozleyici kazanci
Kya baghdur.

Boylece, bir ideal geri besleme kontrolériin tasariminda kazang matrislerinin K, ve

K, 'm 6zelliklerini istemesine ramen kontrol yada gozleyici fonksiyonlarmin sahip

olduklan ozellikleri sadece referans alarak K, ve K, 'n  herbirine ayn ayn karar

verilmis olmasida istenir.

1T -4 Genel Degerlendirme

Boélum II1-3'de ideal lineer kontrolorlere en iyi gekilde yol gosteren LQP teorisinin,

biitiin kontrol problemlerine uygulanabilecegi ileri stirtilir.



III -4.1 Problemin Ozellestirilmesi

Optimal kontrol teorisinde problem, matematiksel olarak iyi olmasina ve
matematiginin iyi belirlenmesine ragmen, problemin ¢oziimleri anlamsiz yada
onemsiz olabilirBunu 6nlemek igin kontrol problemlerinin O6zelliklerinin iyi
kavranmas: gereklidir. LQP teori (A, B, C, P, Q matrisleriyle belirlenen) bunlarin
begini gosterir.

* (A, B,) kontrol edilen sistemin karakteristikleri;
(A, A,, B,) bozuculann karakteristikleri;

*

*

(Cq. C,) olgiilen gikiglar olarak durumlarin uygun olmamasi;

*

(P ) istenilen performans;

%

(Q) kontrol islemindeki sinirlamalar.

Ardagik lineer denklemler grubunu temsil eden matrislerin tiimiiniin belirlenmesinin
gerekli olmadifi benzer o6zellikler tiim kontrol problemlerinden istenmelidir, ve
herhangi bir bagarih tasarim igin diiginiilmiis olmalidir.

IiI -4.2 Kontrolor Yapis1

Sekil ITI-2 ve Sekil II-3'de gosterildigi gibi ideal LQP kontrélér iki ayn fonksiyonu
yapar.

* Bir gozleyici, x durumunun defisen degerini tahmin eder.

+ Bir kontrol kural kontrol iglemine karar vermek i¢in tahmin kullanir.

Bu teori, biitiin geri beslemeli kontrolérlerin bu iki fonksiyonu yapmasi ve

Sekil HI-7'deki genel yapiya sahip olmasi gerekliligini ileri siirer.
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Boaucu
l G.j -.lﬁi
e }
T Tehmin ,| Kontrol C u [ Komd ——
. | Hdid | Kural | Problemi | Y

SEKIL III -7: Kontroloriin iki Fonksiyonu Yapmasi

Lineer kontrol edilen sistemler igin lineer kontrolérleri tasarlarken gerekli olsun
yada olmasin iki ayn fonksiyonun ¢ikigim bilmek istege bagh olmalidir. Klasik
kontrolorler bu basit anlayist kullanmadan tasarlanmalarina iki fonksiyonlu
tasarimda Bo6liim IT1-3.4°de anlatildig: gibi K, ve K, kazanglannin segiminde oldugu
gibi ayrilmis olmalidir. LQP olmayan problemlerde bagarili kontrolor tasarimi igin
onceden gerekli iki fonksiyonun ayrimi ¢ok daha uygundur.

11 -4.3 Kontrolér Dinamikleri

Geri beslemeli kontrolorlerde dinamikler (III-1) denklemindeki kontrol kural ile
degil gozleyici ile birlestirilir. Kontrolériin bir kismu kontrol probleminin kendi i¢
modelidirler [7] ve durum, tahmin amaci igin gereklidir.

Geri beslemeli kontrolorde kullanmilan integratérler zamanla degismeyen
polinomlarda degigkenlerin, bir grubunun dinamiklerinin modeli olarak ¢ahgstigim
gosterir. Bu, kontrol problemlerinde bozucularin modeli simfindadir. Béylece
optimal kontrol teori, geri beslemeli kontroldrlerde neden integral isleminin
kullanildifim agiklar. Integral islemi bozucularin de@erlerini tahmin eden bir
gozleyicinin ihtiyac: olan ig modelin saglamas: igindir.

Tiirev iglemi, hiz yada faz ilerlemeli bigimde olsun yada olmasm durum tahmini
icindir. Tahmin, kontrol edilen sistemin bir ilave dinamik durumudur. y 6lgilen
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¢ikisinda x, durumunu bir dinamik olarak y, y'nin tiirevidir. Bu, diger durumun
tahminidir ve tiirev islemi durum geri beslemeli kontrolde giiriiltii nedeniyle

saglanmasi zordur.

111-5 Ornekler

Ornek:1

Y(s) K
-—-—-= ——— {ransfer fonksiyonuna sahip kontrol edilen sistemin a = 1/T ve
Y(s) s(1+sT)

B = K/T oldugunda durum uzay: ger¢eklemesi

0 1 0
X x + u
0 -a B
y=[1 Ofx

dir, dogal frekans m, ve sondiirme oram £ olan bir gozleyici i¢in gézleyici kazancim

hesaplayalim:
0 1 0
A= , B= , C=11 0]
0 -a B
k
Ko:
ky



102

S+k1 -1
sl-(A-K,C)=
k2 S+ o

det [sI - (A -K,O)]=s,+ (k1 + a)s + kjo + ky

standart gosterilimde

$t+ 2&mes + @2 =0

1

20w =kt a =k =28mg - =~
T
2 C(D() 1
ko + k= o’ = ky= @7 - ~mmmm e
T T2
= =
1
2 C(D() - m———
T
K, =
2 C(Do 1
(Doz - me—— ] ———
T T

9I(=A§+Bu+Ko(y-C>’(5
Laplace déniigiimii alimip, diizenlenirse
&(s) =[sI - A + K,CT'BU(s) + [sI - A + K,CT'K,Y(s)

A, B, C K, matrisleri kullanilarak matrisel iglemler yapilirsa;
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n 1
X(s) = U(s)
s+ (kg +a)s+ko+ky [s+k)B

ki(sta)tk,
1

+ Y(s)
s2+ (ky + a)s + koo + ko |- Kk + ko(s + ky)

—_ —

7] B

A p ki(s+a)+k

X, 1

X, | S+Hlg+a)s+katk|+k)p -kk+k(s+

PUOUREE L

0o=5a ve £ =0.5 aldigimizda
1
ki =50 = —mmemm
T
| 1
kp=250% - 50t wmem + moee
T T

(1)’de yerine konursa

4
X,(s) 1

A
X,(s) | §*+(6a-1/T)s+ 50%(5a+ 1 -1/T) - a1/T - Y/T?)

i B (5a-1/T)(s+6a)+1/T; —U(s)

- L.

(s+5a-1/T)B  s(250°- ST+ 1/T% || Y(s)

k)

—
U(s)

Y(s)

M
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elde edilir.

Ornek:2

10 0 K,
A= , B= , C=I1 €] , K=
2 4 0 k,
S+1+k1 k]E
sI-(A-KC) =

k2 -2 s+ 1+ k2€
det [sI- (A - K,O)l = (s + 1)?+ (s + Dk + €[sky+ 2k; + k] =0
Bu K,=[k; k,]' kazancina sahipbir gozleyicinin karakteristik denklemidir.

2+ 2+ ki + eky)s+ (1 + ki + 2kie + kpe) =0

Karakteristik denklemin kokleri sol yan dizlemde olmasi gerektiginden

diskriminantin sifira egit olmas1 gereklidir.

Q2 +k+ €k, - 4(1 + ki + 2kj € + kpe) =0
Diizenlenirse;

[(1+k + eky) - 117 =8k, e
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(k; + ko) 2
e=l = m—————— = k=2 , k=2 K,=
k, 2
dir.
2
e=0 = k12=2k1 = k1=2 K,=
k
Transfer fonksiyonunu
e=0 e=1
4] 4]
Xi(s) 2(s+ 1) Xi(s) 2(s+2)
Y(s) (s+1)(s+3) Y(s)  (s+3)
n %)
Xx(s) k(s+1)+4 Xx(s) 2(s+3)
Y(s)  (s+1)s+3) Y(s)  (s+3)
dir.
Ornek:3

c=u+z gore davranan ¢ ¢ikigina sahip kontrol edilen bir sistemde z =0 gore
davranan bir bozucu oldugunda

oC
I=f (c*+uP)dt
0

=z

r o+
—»  H(s) LJ’.CSL s £
[
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‘yi minimize etmek igin diizenlenmigse ve sadece c gikisinin kontrolorii siirmek igin
uygun oldugunu kabul ederek bir LQP kontrolériin transfer fonksiyonunun genel

gosterilimini elde edelim.

c=u+z

£=0

. II"(.; r-¢ kol

x= , , X= , y=Cx , K,= , Ke=[ka kol
z zZ

x1=r-'c=0-(u+z)=-(x2+u)

5(1 0 1 X1 1
= —+ u
5(2 0 0 X3 0
y=[1 0fx
0 1 1]
A= , B= , C=[1 0]
0 O 0
S+k01 -1
oI - (A-K,C)=
ko S

detfsI - (A - K,O)l = §°+ kqis + kop

kot £ Vkoi*- 4k

$12

2
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ko~ 4k =0 = ko’=4ky kp>0 ve ko0
Standard gosterilimde

2+ 2Cw¢s + ®,>=0
2®o= ko
koo kot ko1

@)= k= (mm ) =on D @p= F e
4 4 2

X=AR+Bu+K/(y-CR)
Laplace doniigiimii alinip, diizenlenirse

R(s) = [sI - A+ K,CI'BU(s) + [sI - A + KCI'K Y(s)
A, B, C, K, matrisleri kullamlarak matrisel islemler yapilirsa
s skoi t koo | | U(s)

A
XI(S) 1

T e et s e e e

o) | P+ kors Hhon| koo kas || Y(s)

H(s) = KfsI - A + K,C + BK,] 'K,

A, B, C, K., K, matrisleri yerine konulup matrisel iglemler yapilirsa

s(koiks1 + Kopken) + Keikon
§7+ (Kot + Ket)s + Koa((1 - keo)

H(shop=

Stirekli-hal hatasimin sifir olmas: igin tasarlandiginda LQP kontr6lérin integral
islemiyle faz ilerlemeli kontrolor olduBunu gosterelim.
Bu durumda k,, = 1 olmalidir. Transfer fonksiyonu
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s(korker + ko2) + Keikor
s( s + kot ko)

Hoss(s) =

bigimindedir.
Cok hizl1 bir gézleyici cevabi veren tasarimda kontr6l6riin PI kontr6lor oldugunu gésterelim.
Genel formda

1+ST]

Hoss(s) = K e
S(l + ST2)

olduguna gore

s (kotke1 T kop) + koikon
keikoa ( )
keikor

(s + ko + ko1)
(ko1 + ko1)s( )
k1 + kot

Hoss(s) =

keiksn
K= comeem

ko1 + ko

Kok + ko Kot 1

T, = +
k1Ko Ko K1
1
Ty = —mmemmemm
koit Ko

T, > T,* den biiyiik ise faz ilerlemeli kontrélériin transfer fonksiyonudur.

kcl"‘)(x owe J K-> koZ



ko
T1 —) -
Koy
Tz -0
1
Hoss(s) = Kpi(1 + —-) = Hpi(s)
STi
koiker + ko
(-, -—-s+ 1)
koiker keikoo
Hoss(s) =
koi+ ko 1
s( s+ 1)
ko1 + ko
ko1
U
ko2 1
Hpi(s) = Koy = ko1 (14 ——— )
s Ko1
—
| )
Ko1
Kpi=KT;=kyp =k
K2

elde edilir.
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BOLUM IV

OPTIMAL KONTROL TEORISi

IV. 1 Giris

Boéliim II’deki LQP teori, dinamik sistemlerin x durumunu kontrol etmek igin u

giriglerinin nasil segilmesi gerektigini veren en genel optimal teorinin bir dahdir.

Bu genel teori,
x=g(xut) (strekli- zamanh) (IV-1a)
x(i + 1) = G[x(i), u(i) ,i] (ayrik-zamanli) (IV-1b)

ardagik birinci dereceden dinamik denklemlerin belirli bir grubu bigiminde durum
uzay1 gergeklesmesine sahip kontrol edilen sistemin dinamikleri olan problemlere
uygulanir. Burada g ve G uygun boyutlu herhangibir vektor fonksiyonu olacaktir.

Lineer dinamiklerinin bu genellemesini tiim kontrol edilebilen dinamik
sistemlerin kismi diferansiyel denklemlerinin kargilagtirilmasinin  saglanmasim
igerir. Performans genel yapidaki I 6lgitiyle olgulir,

t

I= ,[ h(x, u, t) dt (stirekli-zamanl) (IV-2a)
t
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1
[=2 H(x(), u(i), i) (ayrik-zamanli) (IV-2b)

i=i1

fakat Boliim-IT'de oldugu gibi h yada H karesel fonksiyonlan iizerinde herhangibir
kosul yoktur. (IV-I) ve (IV-2) denklemlerinin zamana bagli degistiklerini gostermek
i¢in g, G, h, H fonksiyonlan1 zamani veya i'yi igermelidir.

Optimal dinamik sistemlerin bu en genel grubunun nasil kontrol edilecegi
kontrol teorisinin en 6nemli sorunlarindan birisidir. Burada matematiksel teknik,
dinamik programlama olarak bilinen sorunun cevabim tercih eder.

Dinamik programlama; ¢ok kath karar verici sistemlerin, bir matematiksel
modeline dayanan biraz yanhs olan bir isimdir ve 1950'de Bellman tarafindan
geligtirilmigtir. Cok kath karar vericiye bir 6mek aynk-zaman optimal kontrol
problemidir. Buradai=1, 2....... zaman aralifinda (ya da adimlarinda) u(1), u(2)....
kontrol degerlerine karar vermek istenir. Bu teori, digital computer kullanan
niimerik ¢éziimler i¢in uygun gozitkken genel denklemlere yol gosterdifinden
dinamik programlama adim alir. Diigiik boyutlu problemlerin niimerik g¢éziimlerinin
yapildign diger tekniklere gore pratik kullamibirlik simrhidir. Bununla beraber gok
katli karar verici sistem teorisi, hem aynk-zamanli hem de siirekli-zamanl
problemler igin optimal kontrol teorisinin teorik iskeletini saglar. Bu teori, analitik
olarak ¢oziilebilen LQP problemlerine Bolum II’de anlatildig: gibi yol gosterir.

Dinamik programlama analizinin esaslan skaler LQP problemleri igin
Boliim I1-2’de kullamlan analiz bigiminden farkh bir bigimde incelenecektir. Aym
analiz metodlar1 hem ayrik-zamanli hemde siirekli-zamanh skaler problemlerinin en
genel hali Bolim IV-2’de incelenecektir. Tum smiflandirmayr kapsayan (IV-I) ve
(IV-2) denklemlerinin skaler sonuglari Bolim IV-3’de’ incelenecektir.  Genel
sonuglar, Béliim II-3’den aktarilan genel LQP sonuglanim elde etmek i¢in B6lim IV-
4°deki genel sonuglar kullamlir. Euler denklemleri ve Pontriagin denklemleri gibi
varyasyonel hesaplann diger matematiksel metodlan, zaman zaman surekli-zamanh

problemlerin uygulanmasidir. Dinamik programlama ve klasik metodlar arasindaki
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iliski Bélim IV-5’de incelenecektir ve optimal kontrol teorisinde dinamik
programlamanin neden tercih edildiginin sebepleri Boliim IV-6’da 6zetlenecektir.
Bélum II’deki LQP teoriye benzer gekilde dinamik programlamamn optimal
kontrol teorisi, x dinamik durumlannin degigen degerlerinin bir u(x) fonksiyonu
olarak kontrol iglemini belirler. Boélim II 'de anlatilan LQP sistemlerinde oldugu
gibi x durumlanm élgilen gikiglar olarak direk almak miimkin olmadigindan pratik

zorluklar vardir.

Bunun yerine,

y =g(xt) (strekli-zamanl1) (IV-3a)
y(1) = Gy[x(1), i] (aynik-zamanl) (IV-3b)

bigimindeki denklemlerle durumlarnin iligkili oldugu olgulebilen y ¢ikislan vardir.
Geri beslemeli kontrol6rlerin tasarimm ig¢in genel metod;  kararsiz ve rasgele
degiskenlerin etki ettigi kontrol edilen sistemler ele alindiginda (IV-I) denklemleri
lineer degilse (IV-3) denklemleri de lineer degildir.

IV-2 Skaler - Zamanla Degismeyen Problemler

IV-2.1. Ayrik-Zamanh Sistem

Tek girigli zamanla degigmeyen ayrik-zamanli problemlerin bir alt simfinin

genel skaler dinamik denklemini

x(i+ 1) = G[x(1), u(1)]
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ve performans 6lgiitini

1
I=2 H[x(i), u(i)]

1

bigiminde oldugunu dusiinelim. Boélim II-2.1°in LQP kismindaki gibi I ol¢itiinin
sadece x(i;) baglangi¢ durumuna ve u(i,), ....... u(i,) kontrol dizisine bagli oldugunu

gostermek igin N=1iy-1;+1 alnarak,

I =H[x(i;), u(iy)] + H{G[x(i;), u(ip}, u(i; + DI}
+H{G [G(x(i),u(ip)),u(iy+ 1)L uli; +2)}+...+H()
= IN [X(i]), U(il), u( l‘1 +1 ),U(lz)]

yazilabilir.
Verilen G, H igin u(iy),..... u(i;) gére minimizasyonda Iy’ nin optimal degeri
sadece x(i;) baslangig durumuna bagh olacaktir. Bu baglilik:
fy(X) =; x(i;) = x baglangi¢ durumundan baglayarak ve optimal kontrol kullanarak
N-zaman aralifinda I performans 6lgiitiiniin degeri.

=  min {Ix[x u(iy),...u(iz)]}
ll(i]),... Il(iz)

fonksiyonel gosterimle vurgulanir.

Yukanidaki yazilimin bir matematiksel fonksiyonu olarak tamityle Iy'nin N
minimizasyonlar1 herhangibir derecede yapilabilir. Pratikte u(i))e gore
minimizasyon

fi(x) = min { min [In]}
u(ip) u(i;+ 1),...u(iz)
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dir ve baglangi¢ x(i;) durumu yerine gosterilimin basitligi i¢in x yazilmustir. Iy'deki
birinci terim  H[x, u(i;)]'ye dikkat edersek, u(i; + 1),...u(i;) bagims1z oldugundan i¢

minimizasyon

min  {Ix} =H[x,u(i;))] + min  {H[G(xu(iy)), u(i; + D] +.+H(2)}
u(i; + 1),..u(i,) u(i; + 1),..u(iz)

yazilabilir.

Bu gosterilimdeki ikinci terim

min  {H[G(x, u(iy)), u(iy + 1] +..+ H(i2)} = fx.1[G(x, u(ir))]

U(il + 1), .U(iz)

olarak fi(x)i belirlemek igin kullanilan denklemin terimleri olarak yazilabilir. f(x)

esitligini basitlestirmek igin u(i;) yerine u yazilirsa

fiu(x) = min {H(x, u) + fu.1[G(x, W]} (Iv-4)
u

elde edilir. Bu, N'nin baslangig¢ kogulunda bilinen ¢oziim fonksiyonunu saglayan N

degerlerinde goziilebilen fy igin ardagil denklemin fonksiyonelidir. Istenen baslangig
¢ozimii N = 1 oldugunda bir tek arahikh sistem igin bulunabilir ve gosterilim

fi(x) = min {H(x, u)} (IV-5)
u

bigimindedir.
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Bu (IV-4) ve (IV-5) fonksiyonel denklemleri, optimal kontrolu tipik dinamik
programlama anlaminda formiile eder. Bumlann ¢ozimleri, u kontrollarinin
optimal yada minimize deSerini veren fonksiyonlanin bir grubunun
uygunlagtinnlmasiyla birlikte I performans 6lgiitiiniin optimal degerlerini veren fi(x)
fonksiyonlar grubunu igerir. Optimal kontrol, I’nin optimal degerleri igin verilen
gosterilimle benzerdir.
un(x) =; Baslangig durumu x(i;) = x ve N zaman araliginda sistemin u(i,) optimal

degeri.
Bu gosterimle (IV-4) denklemindeki u’nun minimize deferi un(x) olarak
yazilacaktir.

Gergek zamanda optimal kontrol u*( 1) zaman adimlanmn arian N sayisimn bir
dizisi igin, optimal birinci kontrolun bir serisi olarak (IV-4) ardagil fonsiyonel
denklemiyle verilir. i gergek zamam ve N geri doniis zamam Sekil II-2°de
gosterildigi gibi N =1, -i; + 1 denklemiyle anlatilmaktadir.

IV-2.2 Siirekli ~Zamanh Sistem

Aynk-zamanh problemler igin dinamik programlama tartigmasi,
Bélum I1-2.2°nin LQP 6ns6z kisminda anlatiidig1 gibi sirekli-zaman problemlerinin
¢Oziimiinii salamak i¢in birlikte yapilabilir.

Tek degiskenli zamanla degigsmeyen siirekli-zamanh problemlerin dinamik
denklemi

x= g(x, u)

ve performans Slgiitii
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B

I= ! h(x, u)dt (t; =t; + T olmak iizere )
t

nun genel simiflandirmas: i¢in I'nin optimal degeri.

f(x, T) =, x(t;) = x durumundan baglayip optimal kontrol kullanarak (t, t; + T)
zaman aralifinda I’nin degeri.

fonksiyonel esitligi ile belirlenir ve benzer gosterilimi kullanarak optimal kontrol

u(x, T) = ; zaman aralig baglangicinda u(t,)'in optimal degeri ve x(t,) = x basglangig
degeri.

fonksiyonel esitligi ile belirlenir.

(t;, ) zaman aralift A bélinemiyecek kadar kiigiik olma kogulu altinda (t;, t; + A)

ve ( t) + A, t;) olmak iizere iki aralifa béliinebildiginden birinci terim

Hh+A

,[ h(x, u)dt ~ h(x, u)A
4

yaklagik olarak yazilabilir ve birinci varyasyon esnasinda durum 8x arttirilirsa,

Ox = g(x, WA

yaklagik olarak yazilabilir. Optimal kontrol kullamldiginda, ikinci terim (IV-4)
ayrik-zamanh denklemin sagindaki ikinci terime benzer bir optimal ¢oéziimdiir.
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t

,[h(x,u)dt=f(x+5x,T-A)
ti+A

f(x, T) ¢6zim fonksiyonunun fark fonksiyonu oldugunu farz edersek, ikinci terim

birinci dereceden Taylor serisine,

ty of of
j. h(x, u)dt ~ f(x , T) + —-—-g(x, WA - ~——-A
t+A ox oT

yakinsar. A aralifinin {izerinde sabit oldufunu ve A'nin sifira gittigini farz ederek
iki terimi toplarsak, kontrol u'ya gére minimizasyonda I’min f optimal degeri igin
fonksiyonel fark denklemi

of of

comeme = min { h(x, u) + ———g(x, u) } (IV-6)
oT u ox

elde edilir. (IV-6) denklemindeki u'nun minimizasyonu optimal kontrol u(x, T) dir.

IV-3 Birden Fazla Durum Iceren Problemler

(IV-4) ve (IV-6) denklemlerini gikarmak i¢in kullanlan diigiinceler, skaler
problemler igin agik degildir. Zamandan bagimsiz birden fazla durum oldugunda,
Ip

x(+ ) =Gx@),u@®] , 1= Hx(i)u(i)] (ayrik-zamanh) (IV-7)
Iy
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%)

x=gx,u) , I =f h(x, w)dt (stirekli-zamanl)) (IV-8)
t

bigimindedir.
Bu diisiinceler, ayrik-zamanl ardasil fonksiyonel denkiemlere

fn(x) = min{H(x, u) + fj,[G(x, u)]} (Iv-9)
u

ve strekli-zamanh ardagil fonksiyonel denklemlere

of n of

----- = min {h(x, W)+ D, —mmngi(X, ) } (IV-10)
oT u i=1  axj

yol gosterir.

Sabit olmayan problemler igin ilave edilen bu genellestirme, B6liim IV-I'de
soylendigi gibi dinamiklerin ve maliyet fonksiyonunun her ikisi birden yada sadece
birisi zamandan bagimsiz oldugunda, gercek zaman i veya t’nin mutlak degerleri
6lgtimii i¢in ilave gosterilim ister. Kontrol u ve I'nin optimal degerleri i¢in genel
¢oziim fonksiyonlarinin agiklamasi aynk-zamanl igin,

(X, iy) =; 1p son zamaninda ve x(i; - N + 1) = x durumundan baglayarak N zaman
adimlannda optimal kontrolu kullanan I degeri.

un(X, i) =; bir sistemde t, son zamaninda ve x(i, - N + 1) = x durumundan
baglayarak u(i,- N + 1)'nin optimal degeri .

ve siirekli-zamanl igin

f(x, T, t;) =; t, son zamaninda ve x(t, - T) = x durumundan baglayarak T zamaninda

optimal kontrolu kullanan I degeri.
u(x, T, t,) =, bir sistemde t, son zamaninda ve x(t, - T) = x durumundan baglayarak

u(t; - T)'nin optimal degeri.
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Bu gosterimle; genel dinamik programlama denklemlierini formiile eden optimal
kontrol skaler problemler i¢in Bolim IV-2.2°nin sonuglarinin genellestirilmesi
olarak yazilabilir.

Ayrik-zamanh genel fonksiyonel denklemlerini yeniden diizenlersek,

fn(X, 1) = min{H[x, u, i - N+ 1] + fi1[G(x ,u ,iz - N + 1), 1]} (Iv-11)
u

ve baglangig ¢6ziimii

fi(x, i) = minH(x, u, 1) (IV-12)
u

dir.

Stirekli-zamanl: genel fonksiyonel fark denklemi

of n of
e =min{h(x, 0, - T) + D0 —g(xu b-T)) (Iv-13)
or u 1=1 0x
ve 1lk kosul
t
f(x, 0, ;) = lim {min{ ,[h(x(t), u(t), Hdt } } (IV-14)
T—0 u®)t,-T
dir.

Performans 6lgitii, bir sinirh skaler h’'mn integrali oldugunda, (IV-2.a) esitliginde
oldugu gibi (IV-14)’tn ilk kosulu



120

f(x, 0, t,) =0
dir.

Diger kriter, simr zamamnda durumun degeri iizerindeki ozel istekleri

yansitilabilir. Ornegin

%)

I=h(x;) + .“ h(x, u, t)dt
4

(I-24) LQP denkiemlerinde oldugu gibi, durum simr degerleri iizerine bir bata

yerlestirilse, siirekli-zamanh sistemlerde ilk kogul

f(x, 0, t;) = hy(x)

bigiminde elde edilir. Ayrik-zamanh sistemlerde u(i,) son kontrol x(i; + 1) durum
degerini alirsa, bu durumu gostermek ¢ok kolay olacaktir. Son kontrol, (IV-1.a)

dinamik denkleminden

X(iz+ 1) = GIx, u(iz), ip]

herhangibir minimizasyonla bulunacaktir ve ardagil fonksiyonel denkleminin
baslangig ¢oziimii

fi(x, i) = Hx, u(i), i,]
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olacaktir.

(IV-14) denkleminin siirekli-zamanh ilk kogulu; diger bir deyisle keyfi katilan
sabitin degerini sabitler, fakat ¢oziim fonksiyonunun bigimine karar vermez.
(IV-12) denklemine benzer sekilde ilk kosul

of

(=) =min {h(x, u, t;)} (IV-15)
T ™y

dir.

IV-3.1 Optimallik Prensibi

(IV-11) denkleminde oldugu gibi dinamik programlamanin ardagil fonksiyonal
denklemleri optimallik prensibi ad: ile 6zetlenebilen bir yapiya sahiptirler.

Bir optimal kontrol dizisi, optimallik prensibi geregi verilen N degeri igin optimaldir.
Optimal kontrol denklemleri direk olarak bu prensipten gikarilir.

Bolam I'V-2.1in skaler, zamandan bagimsiz, ayrik-zamanh kismi, 6rnegin kontrol

u(i;)'den elde edilen x(i; + 1) durumu

x(iy + 1) = G[x(iy), u(in)]

dir ve optimallik prensibi,optimal kontrol, (N - 1) adim i¢in I performans olgiitiinde
kullamidiginda fiy;[x(i;+ 1)] olacaktir. Burada
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fa[x(y + D] = fea[G(x (1), u(iy)]

dir.
Birinci adimda H[x(i), u(i;)]’dir, boylece optimal kontrol N adim igin
kullamldiginda performans dlgiitii

[=H[x(i;), u(iz)] + f1[G(x(1), u(iz)]

bigimindedir. Optimal kontrol, u(i;)'i igeren tiim kontrollara goére I’yi minimize
edeceginden, N adim i¢in I'nin optimal degeri (IV-4) esitliginin tekrarlanmasi

fnfx(1)] = min {H[x(iy), u(iy)] + fna[G(x(iy), uin}}
u(ip)

bigimindedir.

IV-4 LQP problemleri

(IV-11) ve (IV-13) genel dinamik programlama esitlikleri Bolim II-3’den
aktanlan genel LQP ¢6ziimlerini vermesi igin 6zellegtirilmigtir.
LQP problemleri i¢in baglangi¢ durumu olarak f ¢6ziim fonksiyonunun x durumunda
karesel ve zamamn mutlak degerine bagli V simetrik matrisinin terimleri olarak

gosterildigini farz edelim.
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(X, ip) = X Vigs1X (ayrik-zamanlr)
f(x, T, t,) =X V(t,- T)x (siirekli-zamanl)

Dinamik denklemlerin ¢6ziimi, yapilan baglangi¢ kabuliinii dogrulayacak sekilde
elde edilen ¢ozimdir. Lineer dinamiklerle birlikte (II-24) veya (1I-22)
denklemlerinin kabul edilen karesel bigimini (IV-11) veya (IV-13) denklemlerinde
yerine koyarsak, Bolim II-3.1°in genel LQP sonuglarina direk olarak yol gosterecegi
goriilar.

Bu tiiretme, zamandan bagimsiz sistemler igin gosterilecektir. Benzer tiiretme
islemiyle genel zamana bagimlh sistemler icin de verilebilir. Zamandan bagimsiz
sistemler igin V matrisleri sadece T veya N geri dénils zamanimn fonksiyonu olarak

gosterilebilir. Béylece (IV-11) ardagil ayrik-zamanh fonksiyonel denklemi

X Vyx = min{x'Px + u’Qu + (Ax + Bu) Vy1(Ax + Bu)}
u

bigimindedir ve (VI-13) siirekli-zamanli fonksiyonel fark denklemi

dv
X x = min{xTPx +u'Qu+ 2xTV(Ax + Bu)}
dT u

elde edilir. Basit bir islemle bu denklemden siirekli-zamanli denklemin

If

2(V)' =2x"V(Ax + Bu)

™=

of
— g
OX;
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'nun elde edilecegini gostermek miimkiindir.
LQP problemlerinin ¢oziilebilmesi igin yol, yukandaki dinamik programlama
denklemlerinden u'nun minimize degerlerinin hesapla bulunabilmesidir.  Bu

denklemler

d{ }

e = 20"Q + 2(Ax + Bu) Vi ;B =0 (ayrik-zamanli)
du
d{ }

...... =20'Q + 2x'VB =0 (stirekli-zamanl)
du

bigimindedir. Bu kogullar x durumunda lineer optimal kontrollan verir. Aynk-

zamanh problemler igin

un(x) = - Knx

dir. Burada

Ky =(Q + B™Vy.)'BViuA (IV-16)

dir, ve siirekli-zamanl problemleri igin

ux, T)=-K(T)x
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dir. Burada

K(T)=Q'B'V (IV-17)

dir.
Optimal kontrol i¢in bu ifadeleri dinamik programlama denklemlerine P, Q
simetrik olmak sartiyla yerlestirip matematiksel islemler yapilirsa

Vn =P+ A "V A - A"V B(Q + B'V1B) BV, A (IV-18)

elde edilir, burada ilk kosul

V,=P,+P (IV-19)

dir ve stirekli-zamanh problemler i¢in

dv
——=P+ A"V + VA -VBQ'B'V (IV-20)
dT

dir ve burada ilk kosul

V(0)=P,
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dir.
(IV-16) ve (IV-21) denklemleri, Bolim II-3’den aktanlan optimal LQP
kontrolun (II-25) ve (II-23) genel denklemlerinin zamanla degismeyen bir geklidir.

IV-5 Varyasyonel Hesap

Siirekli-zamanh dinamik programlama denklemleri; varyasyonel hesapta,
matematiksel tekniklerle elde edilen sonuglarin genellestirilmesi olarak kabul edilir.
Omegin (IV-13) denkleminde eger u optimal degerinin alindif: farz ediliyorsa, ve

efer zaman t=t, - T*nin mutlak degeri ile veriliyorsa

of n Of
—— * h(x u, Y+ 2 ——g(xu1)=0 (Iv-22)
=

ot ox;

elde edilir.
Bu, varyasyonel hesapta Hamilton - Jacobi - Bellman denklemi olarak bilinir.
Buna ragmen problem, (TV-13) denklemindeki gibi ise minimizasyon hesapla
bulunabilir, 6rnegin LQP problemlerinde ilave denklemlerin ( n,; u'nun

elemanlarimin sayis1 olmak iizere) birn, sayist

+3 =0 k=1, n, (IV-23)
u, TUoax o

yazilabilir. (IV-22) Hamilton - Jacobi - Bellman denklemleri ve (IV-23) denklemleri
varyasyonel hesabin Euler denklemi ile iligkili oldugu gosterir.
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IV-5.1 Pontriagin Maksimum Prensibi

Pontriagrin maksimum prensibi, optimizasyon hesapla yapilamadifinda
varyasyonel hesabini igeren problemlerde genellestirilir. Bir isaretleme degisimi ile
(IV-13) denkleminden direk olarak izlenir. Co-state olarak bilinen p, bir optimal
egri boyunca f ¢6ziim fonksiyonunun zamanla degisen kism tiirevlerinin degerlerini

gosterir.
of

pj = j=1,....... n
0Xi

Bu p’ler sadece zamanin fonksiyonudur. Yeni H fonksiyonu bir optimal egri
boyunca (IV-13) denkleminin parantez igindeki ifadesinin minimal degerini gosterir .
O halde {} klasik mekanik Hamiltonian fonksiyonuyla iligkili oldugundan
Hamiltonian olarak bilinen fonksiyonla gosterilebilir.

n of
Hx,u,t)=h(x,u, ) + X ——-gi(x, 1, 1)
j=1 6Xj
n
=h+X px; (Iv-24)
=1

(IV-24) denklemi, p co-statelerin varyasyonel hesapta Lagrange multiplier’la da
iliskili oldugunu gosterir.
Bu gosterilimle (IV-22) Hamilton - Jacobi - Bellman denklemi

= H
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bigimindedir ve x; durum degiskenine gére tirevini alirsak

oH  &f o of

e = e = o) = y
ox,  Axot ot ox

elde edilir, yada

R — (IV-25)

dir. Bir p, co-statete gore (IV-24) denkleminin tiirevini ahrsak,

Y §
o (IV-26)

op;

elde edelir. Bir optimal egri boyunca (IV-24) denklemine gore (IV-25) ve (IV-26)
denklemleri, Hamiltonian degerlerini belirleyen 2n ardasik birinci dereceden fark
denklemlerinin bir grubu bi¢imindedir. Bunlar Pontriagin denklemleri olarak bilinir.
(IV-25) co-state denklemleri igin ilk kosullar genellikle t, son zamamna gore
verilmesine ragmen, (IV-26) durum denklemleri igin ilk kogullar genellikle t;
baglangi¢ zamanina gore verildiginden, ¢6ziimii zor olacaktir. Boyle iki noktali ilk
kogullu problemler kolay kontrol edilmeyen problemlerdir.

Pontriagin maksimum prensibi (ki burada gergek olarak minimum olmalidir. )
(IV-13) genel dinamik programlama denklemlerinde minimizasyon kelimesi tam
yerinde kullamlmugtir. (IV-24) denkleminin H Hamiltonian’u zamamn her aninda
kontrol u'ya gére minimum olmast, egrinin optimal olmasi igin kosuldur.
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IV-5.2 Durum Simirlamah Optimal Kontrol

Kontrol teorisinde maksimum prensibi, gergek kontrol edilen sistemlerin bir
genel oOzelligi, olarak kontrol w’larin bulunan degerleri iizerinde simrlanmig
durumlara sahip siirekli-zamanh problemlerle iligkilidirler. Béyle simrlanmig
durumlarin bir matematiksel gosterilimi, LQP’nin u 'Qu terimini performans
ol¢utiinde maliyet - kontrol terimi olarak gostermek igin kullamlir. Daha ger¢ekgi
gosterilim, kontrol u'larin  Gzerindeki doyum esitsizliklerinin bir grubuyla

gosterilmesidir.

Uj] < u; < sz j:: 1,..m (IV-27)

Doyum egsitsizliklerine sahip problemler igin genel analitik ¢éziimler ¢ikarmak,
bu esitsizlikler lineer olmadifindan mamkiin - degildir. Buna ragmen simirlanmig
durumlara sahip lineer dinamikli problemler igin Pontriagin maksimum prensip
uygulamalan kullamsh sonuglara yol gosterir.

Dinamiklerin lineer oldugu bu tip problemlerden biri, miimkiin oldugu kadar
hizh x durumundan belirlenen yoriinge degerine stirilmesi istendiginde ve (IV-27)

ile

;(=Ax+Bu

dir. Performans 6lg¢iitii
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optimizasyonla karar verilmis olan t, son zamaninda problem bir minimum zaman
problemi olacaktir. (IV-24) Hamiltonian denklemi

H=1+p'Ax + p'Bu

dir. Burada son terim p'Bu kontrol u’ya baghdr.

Béylece maksimum prensiple istenen minimizasyon, u’nun lineer oldugu
p'Bu’nun u’ya gére minimizasyonudur. Bu hesapla sajlanamaz, ancak p'B satir
vektoriiniin elemanlarinin isaretlerine bagli olarak w’nun elemanlarinin negatif yada
pozitif yapilmasiyla saglanir; u’nun iizerinde herhangi bir sinirlama olmadiginda
optimal kontrol sonsuz olacaktir. (IV-27)'de siirlama oldugunda optimal kontrol,
p'B’de katsayilarmn isaretinin pozitif yada negatif oimasina bagh olarak minimum
yada maksimum miisade edilen deger, kontrol u’nun her bir elemani igin saptanir.
Bu, bang - bang kentrol diye adlandinilan iki limit degerinden biri ya da digerini
almak i¢in kontrol degiskeninin istedigi kontrol kuralidir.

Donebilen atalet momenti ile siiriilen sistemin sahip oldugu transfer fonksiyonu

Y(s) I

—————

Uis) I

ve u dénme momenti iizerinde simetrik simrlama

olabildigince hizh yoriinge durumunu belirleyebilen problem bir 6rnek olacaktir.
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Eger J atalet momenti birim deger ve durum degiskenleri x ;, X, y konum ve y hiz

iligkisine sahipse kontrol edilen sistemin dinamik denklemleri

X; T X

X0

dir.
Hamiltonian ile

H=1+px;+pu

dir. Bu, bang - bang optimal kontrol ile minimize edilir.

u= - Usign(p,) (Iv-28)
(IV-25) Pontriagin denklemleri

|P1 =0

| &/l Y|

bigiminde optimal yériingeleri belirleyen dort ardagik fark denklemlerini veren

X1 Xy

X, = - Usign(p,)
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denklemler elde edilir.

x, esitligindeki lineer olmayan isaret fonsiyonu analitik ¢oziimii 6nler, fakat
optimal kontrol, yinede A, B, C, D ilk kogullara karar verilen integrasyon sabitleri
oldugunda

Xz(t) =+ Ut+ A
x(1)=+0.5UF + At+B

p)=C
p(t)=-Ct+D (IV-29)

dir, ancak x ve u igin dort fark denkleminin ¢6ziim bigimine dikkat edilmelidir.
Bosluk uzayinda optimal egrilerin sekli, iki benzer parabollerin 6zellesmesinin bir

gosterilimini vermesi igin

X2 =+ Ux; +A? + 2UB

=+ Ux 1+ sabit

bigimindedir. x(1) ve x,(t) igin denklemlerden t zamani yok edilerek bulunur.

(IV-28) denklemiyle belirlenen bir optimal kontrol, co-state p, isaretini
degistirdiginde egriler bir grubundan digerine anahtarlamr. (IV-29) denklemi
p2(t)'nin t zamaninda lineer oldugunu gosterir ve t; < t < t, aralifimin herhangibir
yerinde isaretini degistirebilir. Herhangibir zaman yada durum uzayimn herhangi bir
yerinde bu anahtarlama, yoriinge durumunu igeren itk kogullara bagl olarak olusur.
x; =0 ile ihigkili y ¢itkigimin  yoriinge degerlerinde kayip olmadigim farz edersek, x,
daima sifir oldugundan durum uzaymmn merkezi istenilen denge noktasidir ve
optimal kontrol i¢in yériinge durumudur. $ekil IV-1’de AOB hatt1
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2Ux; + X303, 1 =0 (IV-30)

donme momentine herhangibir anahtarlama yapilmaksizin y6riinge durumunun elde
edilmesi miimkiin olduundan, durum uzayinda tiim noktalar grubunun temsil
edilmesi igin, bu iki boyutlu durum uzayinin kalamt Sekil IV-1°de gosterildigi gibi
AOB hatti iizerinde tek anahtarlama ile yoringe lzerindeki tiim noktalan

icermelidir.

A 1 &2

AR
B\

SEKIL IV-1: Minimum- zaman Egrileri

Béylece optimal kontrol kurali, herhangi bir egri lizerinde donme momentinin en
fazla bir anahtarlanmasim isteyen minimum zaman anahtarlanmasi olarak bilinen

bang - bang kontroliidiir.

u=- Usign2Ux; + X,/ x, ) (IV-31)

(IV-30) denkleminin anahtarlama hattina kontrol x, degerini referans almaksizin x,
isaretinden karar verilebilir. Buna tekil olma denir.

Yukanidaki tartiyma, durum degiskenlerinin herhangi n sayisiyla problemi
genellestirmis olabilir, fakat (IV-31) denkleminde oldugu gibi agikar ¢bziime
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genellikle yol gostermez. Kontrol edilen sistemin A matrisinin tiim 6zdegerleri reel
oldugunda her kontrol u; 'nin optimal zaman egrileri tizerinde en fazla (n - 1) defa
limit degerleri arasinda anahtarlanmasinin ispat1 nasil yapilabilir. [8] Birden fazla
kontrol degiskeni oldugunda aym: zamanda anahtarlama gerekli degildir.

Bang - bang kontrol optimal oldugunda performans ol¢iiti

t
I=Jx"Pxdt
4

dir ve LQP'deki u'qu kontrol teriminin maliyeti (IV-27) doyum smurlamasiyla yer
degistirecektir.

Bu tip problemler igin Hamiltonian

H=x"Px+p'Ax + p'Bu

dir, boylece yukanidaki sebep geregince bang - bang kontrol optimaldir.

IV-6 Dinamik Programlamaya Giris

Dinamik programlama, optimal kontrol teorinin matematiksel teknigi kullanilarak
anlatilacaktir. Dinamik programlama, (IV-11) ve(IV-13) genel denklemlerinin niimerik
¢oziimiinden dolay1 optimallik temel prensibi, Pontriagin maksimum prensibi ve
varyasyonel hesaba gore daha kullamighdir

Ayrik-zamanl problemler, (IV-11) ardasil fonksiyonel denklemini kullanarak basit
sekilde formiile edilirler. Bu denklemin yapis1 niimerik ¢6ziimii ileri siirer. Niimerik
islem siras1 agagidaki gibi 6zetlenir:
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1-Bu problemin niimerik tanimi olmahdir. Kapalt analitik bigimde verilmig
olan (IV-1) ve (IV-2) denklemlerinde G, H fonksiyonlanmn belirlenmesine ihtiyag
yoktur.
2- Optimal kontrol u’ya karar veren (IV-11) denkleminin bir minimizasyonu
niimerik analiz ile elde edilir. x durumu veya kontrol u degerleri tzerindeki
sinirlamalarn ihtimal sayist azaltilarak analizin etkinligi gelistirilebilir.
3- Dinamik programlamanin yeterli olamadi: yiiksek boyutlu problemlerde Curse of
dimensionality kullamlir. (IV-11) denkleminin nimerik ¢dziminde artan N
sayisina kargihk gelen her uygun x durumu igin optimal kontrol un(x) ve fiy(x) ¢6ziim
fonksiyonunun degerlerini kayit etmek igin gereklidir. Boylece computer hafizasimin
istedigi uygun durumlarin sayis1, durum degiskenlerinin n saysi ile dstel artar.
(IV-13) denklemini kullanarak formille edilen siirekli-zamanli problemler,
niimerik ¢6ziim i¢in uygun olmayan iki nokta siur deger problemleri (IV-25) ve
(IV-26) Pontriagin denklemlerinin terimlerinde gosterilirler. Dinamik programlama
bu tip problemlere alternatif nimerik ¢oziimler 6nerir. Birinci yol,  yukanda
anlatildign gibi bir egdeger aynk-zamanli problemi siirekli-zamanh probleme
yakinsatmak niimerik ¢o6ziim igin uygundur. Diger yol; (IV-13) denkleminde ya
¢6ziim fonksiyonu f(x, T, t,) yada optimal kontrol fonksiyonu
u(x, T, ;)" yi birbirine yakinsar yapmaktir. Bu ¢6ziim yollari, curse of dimensionality
ile limitlenmis olmasma ragmen iki nokta simr deger problemierinden
sakimimahdir.

Dinamik programlama, optimal performans: tammlayan fi(x, iz), f(x, T, t)
fonksiyonlarma yol gosteren analizin bir sonucu olarak hemen hemen optimal
kontrolu belirler. Optimal kontrolun un(x, iz), u(x, T, t;) sonug fonksiyonlan zamanin
mutlak degerinin ve x durumunun degisen degerinin bir fonksiyonu olarak kontrol
islemini belirler. Bu fonksiyonlar $ekil IV-2’de gosterilen yapiya sahip Bolum- II ve
Boliim- III’de anlatildifn gibi geri besleme kontrol kurali olarak tanimlanmigtir. Bu
ozellik
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Uy (Xiz) Kontrol
ya da b = Edilen X
ulx,T.t2) Sistem

Sekil IV-2: Durum Geri Beslemesiyle Optimal Kontrol
optimal kontrolu durum geri beslemesi bigiminde 6zellestirir. Bu ise optimallik

prensibidir, varyasyonel hesap teknikleriyle paylasilamaz. Bu nedenle dinamik

programlama, kesin belirlenemeyen kontrol problemlerinin analizi i¢in uygundur.

I-7 Ornekler
Ornek:1

Kontrol edilen sistemin diferansiyel denklemi
X=-X+1U

ve performans 6lgiti

t
I= ]+ w)dt
4

dir. Hamiltonian’1m yazarak u optimal degerinin -p/2 oldugunu gosterelim. Burada
p; co-state'dir.



HIx, x,p,u, t]=x"+u’

oHTe]
(1) ~—=-p
7).

OH[e]
@ —=0
du

OH[e]
(B) ——=x
op

x ve p i¢in ardagik diferansiyel denklemlerin bir ¢iftini elde edelim:

(@yden p=-2u

p=-2u
(1)’de yerine konursa

P

(1y’den X = - e+
2
ﬁ
X= ot
2
(3)’de yerine konursa
s’p-2p=0
s=2v2
V2 k2 N

pit)=Cie +Ce

Ci vzt G
u(t) =- e -
2 2
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+p(-x+ 1)

= 2x-p=i)

= 2ut+tp=0 =

'
= X =-X+u

X=y-u
p
2
p
2
p=2p
-2 k
e

u=-p/2

4
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V2 k N2 h
ut)=Ce + Cye
(4)’de yerine konursa

V2 & ~N2
xt)=(V211)Ce -2+ 1)Cie

[lk kosullara bagh olarak p(t), u(t) ve x(t) ¢ézimleri bulunur.

Ornek:2

Kontrol edilen sistemin diferansiyel denklemi X=-X+uve performans 6lgiiti
t
1= (x*+ud)dt
0
dir ve u = - Kx bigiminde olan bir optimal geri besleme kuraliyla
K2
K=-2+2K+ —--
2

'vi sagladigim gosterelim ve bu denklemde K’min simr degerini belirliyelim.
1.0Omekteki (1) no.lu denklemden

P =p-2x
X =-x+tu
p =kx

p = Kx+ Kx= (I-(~K)X+Ku=p-2x

1. Ornekteki (2) no.lu denklemden

p
U= e
2
p* =Kx
p K’
p =K-Kx-K-—-=Kx-2x=(K-2K+2 - —)x
2 2
Optimal olmasi igin

p =0 du.
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KZ
(K - 2K + 2 = oo )x*=0
2
. K
K=+ 2K -2
2

K’nin bu esitlikteki simir degeri;

K2
-+ 2K -2=0 denklem ¢oziiliirse
2

K=2(-1+V2 1)~ 0,8
elde edilir.
Ornek:3

Kontrol edilen bir sistemin diferansiyel denklemi

X=-X+u

ve performans 6lgutii

1

I= _f wldt
0

baslangi¢ durumu x(0) ve son durumu x(1) belirlidir. Kontrol kurah

u=Kx

bigiminde ve

. K?
= +2K
2



oldugunu gosterelim.

H[x, x,p, {] =+ p(-x + u)

OH[e] .
(1) ~e=- b =
Ox
OH[e]
(2) e =0 =
ou
OH[e]
3) ——=x =
p
(1yden p-p=0
sP-P=0
p(t) = C]et
p 1
(2yden  u(t)=-——=- -— C;e'
2 2
1
(B3yden x+x=--—Ce
2
elde edilir.
sX(s)+X(s)=0
(s+ DX(s)=0
X(t) = Czet
1

(3)’den (:46t + C4et - - C1et
2
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<
i
-

2ut+p=0

X=-Xx+u
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C
x(t) = Cpe™ - e
4
t=0icin;
x(0)=C, - C /4 = C,=x(0)+Ci/4

t=1 icin;
x(1)=(x(0) + Cy/4) e - Cie' /4

Matematiksel iglemler yapihinca

4( x(1) &'~ x(0))
C] =

1-&?

elde edilir. (5)’de yerine konulup diizenlenirse;

x(1) e! - x(0) &

Cg =
1-¢?
elde edilir.
4(x(1)e' - x(0))
(1)’den pH) = e!

1-e2

2(x(De" - x(0))

(2)’den u(t) =-
1-¢?

x()(e' - ™) + x(0)e- ™)

(4)’den x(t) =
1-e?

elde edilir.

Xx=-x+u
2u+p=0

p=Kx

p=Kx+ Kx=Kx-Kx+Ku

@

&)
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(1) ve (2) denklemleri yazilirsa

KZ
(K-2K - —)x=0
2
KZ
K = e + 2K
2

elde edilir. K i¢in sinir deger

K2

—-+2K=0
2

KK+4)=0

K=0 wve K=-4
elde edilir.
Ornek:4

Kontrol edilen sistemin diferansiyel denklemi

ve performans 61¢iiti

)

I= f widt
0

baglangi¢ ve sinir degerleri
x(0)=X , x(t)=0

dir.  Kontrol kuralinin bir egri tizerindeki sonucu
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t
x(t)=X(1--)

1)
oldugunu gosterelim.

HIx, %, p, t] =u’+ pu

oH*] | ,
(1) =—--=-p = p=0 =N
ox
OHle]
2) ————=0 = 2utp=0 =
ou
OHle]
3) - =X — X=1u =
op
C
(3)’den x(t)=-—-—t+GC,
2

(3)’de baslangi¢ ve simir degerleri yerine konursa

x(0)=X=C,
Gy 2X
X)) =--——t, +X=0 =  C{=
2 t,
X
(1yden p(t) = = 2—mv
t
X
(2y’den u(t) = - -

t

pt)=C,
G
u(t) =--—-
2
. G
X(t) = - e
2



144

t
(3)’den x(t) =X(1 - —)
)
elde edilir
Ornek:s

Kontrol edilen sistem

Y(s) 1

U(is) 1+s

transfer fonksiyonuna sahiptir ve

lul <1

doyum sinirlamasiyla mimkiin oldugu kadar mzh durum uzayinin (x; =y, x, =y )
orjinine dogru siiriilmektedir. Bang-bang kontrolun optimal oldugunu gosterelim, ve
herhangibir egri iizerinde bir kontrol anahtarlamasindan baska anahtarlama
olmadifim grafifini ¢izerek gosterelim.

(1 +5)Y(s) =U(s) ‘den
y(t) =-y(® + u(t)

elde edilir.

il
+
[ =
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H=1+p(-x;+u)=1+p(-x;+ 1)

oH

(1) ———=-p = -p=-p
0xy

oH

@) —=0 =  p=0
du

oH . .
(3) —=x; = -XtTuU= Xy

op

H(u*) < H(u)
H(x*,u*, p*,t) < H(x* u, p* 1)
1+p*(-x1*+u*) < 1+p*C-x1*+u)
p*u* < p*u

p*u* < p*u u*=-1 -p* < p*u

0 <p*(u+l)

u*=-1 p* > p*u
0 >p*Qu-1)

p* <0




146

Uit p¥ <0
u* = <ui_ p* >0
Belirsiz 0

u;’ye iligkin katsay: 0 oldugundan belirsizdir.

U = - sign(p*)
ult)

" P



SONUC

Bu galismada optimal kontrolda, yaygin olarak kullanilan lineer karesel davrams
Olgitinii temel alan ve kisaca LQP olarak bilinen kontrol problemi hem siirekli-
zaman hemde ayrik-zamanh sistemler i¢in incelenmigtir.

Tezin 1.inci Béliimiinde genel optimal kontrol problemlerini formiile etmek igin
gerekli olan n boyutlu durum uzayr tamtilmstr.  Kontol edilebilirlik ve
goézlenebilirlik kavramlan verilmigtir.

Boliim-IT’de lineer sistemlerin LQP(lineer karesel davramyg) o6lgiitii temel alinarak
optimal kontrol ile ilgili temeller verilmis ve elde edilen temel sonuglar irdelenmistir.
Sonugta elde edilen optimal kontrol kurali, durum geri beslemesi ile gergeklenmistir.

Bolim-IIT"de ise , kontrol edilen sistemin davramglan yerine, 6lgiilebilen
bityiiklitkleri olan gikiglar kullamlarak gerceklenen optimal kontrol problemi ele
alinmistir. Bu amagla gozleyiciler incelenmis ve gézleyici temelli optimal kontrol6r
ile 1lgili temel sonuglar elde edilmig ve geleneksel yéntemler ile kargilagtirmalar
yapiimugtir. Boylece, durumian tam olarak 6igilemeyen sistemlerin optimal kontrolu
konusunda temel sonuglar verilmigtir. Elde edilen optimal kontrélérlerin genel yapisi
tartigilmagtir.

Bélim-IV’de ise optimal kontrol probleminin dinamik programlamaya iliskin
formiilasyonu tartigitmig, modellenebilen bozucu giderme problemi incelenmisgtir.
Sonuglar analitik olarak verilmesede ¢oziimiiniin durum geri beslemesiyle

goziilebilecegi gosterilmistir.
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