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GENEL SERENDIiP ELEMANLARIN DOGRUSAL OLMAYAN
PROBLEMLERDE KULLANIMI

OZET

Sonlu elemanlar yonteminde, fiziksel eleman ile mastir eleman arasinda yapilan
koordinat doniisiimiinde meydana gelen doniisiim bozukluklari, mastir elemanin kenar
noktalarinin fiziksel elemandaki gibi doniistiiriilmesiyle giderilir.

Bunun yaninda, sonlu elemanlar metodunda gerilmelerin siireksizlestigi bolgelerde ag
siklastirilmasi yapilarak dogru sonuclara ulagilmasi hedeflenir. Bu siklastirma islemi
gecis elemanlan kullanarak eleman tiplerinin derecelerini genelde artirmak yoluyla
veya gecis eleman1 bolgelerinde siirekliligi de bozmayacak sekilde diigiim noktalarina
sinir sart1 tanimlanmasi ile miimkiin olmaktadir.

Tezin birinci boliimiinde, genel serendip elemanlar1 hakkinda bilgiler verilip daha 6nce
yapilmig ¢aligmalar irdelenmektedir.

Tezin ikinci boliimiinde ise doniisiim bozuklugu sorununu gidermek amaciyla kenar
noktalar1 ayarlanabilir elemanlar i¢in gelistirilen sekil fonksiyonlari ve bunlara ait
tiirevler verilmektedir.

Dogrusal olmayan malzeme davranisi kapsaminda gerilme-birim uzama iligkileri ve
plastisite ile ilgili bilgiler tezin {igiincii bolimiinde mevcuttur.

Elastoplastik davranigin sonlu elemanlar yonteminde uygulanmasinda global ve lokal
denge denklemlerinin saglanmasi gerekir. Dogrusal olmayan malzeme davranist
analizi i¢in bugiine kadar genel serendip elemanlarla yapilmis bir ¢aligma mevcut
degildir. Tezin dordiincli boliimiinde, gelistirilmis serendip elemanlarin malzeme
yoniinden dogrusal olmayan problemlere uygulamasi yapilarak sonlu elemanlar
yontemindeki dontisiim bozukluklar1 kaynakli hesap hatalar giderilmektedir.

Onerilen algoritma, dogrusal olmayan sonlu eleman analizi olup, drneklerle onamasi
tezin besinci boliimiinde yapilmaktadir. Bu amagla ilk olarak, analitik ¢6z{imii bilinen
konsol bir kirisin elastik ¢oziimii ile sonlu eleman ¢6ziimii, doniisiim bozukluklarinin
gergeklestigi bir model ile kargilagtirilmaktadir. Daha sonra plastik analiz i¢in kalin
halka seklinde bir silindir, i¢ basing etkisi altinda mevcut analitik ¢oziimler ile
karsilastirilmaktadir. Bu analizde von Mises akma kriteri kullanilmaktadir. Son olarak
i¢ basing etkisi altindaki kalin halka seklindeki silindir 6rneginin plastik analizdeki
davranisinda doniisiim bozukluklarmin etkisi ve bunlarin diizeltilmesi sonucu elde
edilen sonuclar incelenmektedir.

Tez kapsaminda elde edilen sonuglar, doniisiim bozukluklarinin giderilmesi ve gegis
elemanli model imkaninin saglanmasi seklinde iki temel kazanim olarak 6zetlenebilir.
Orta noktalar1 ayarlanabilir sekil fonksiyonlar1 ile malzeme yoniinden dogrusal
olmayan statik problemlerde de doniisiim bozukluklar1 giderilmistir.
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Onerilen algoritma sayesinde ¢ok bilinmeyenli yap: sistemlerinin analizinde gecis
elemanlarinin kullanilmasi ile verim artmakta olup, bunun yaninda modellemede
dogabilecek fiziksel modelle sonlu model (master eleman) arasindaki doniisiim
bozukluklart otomatik olarak elimine edilmektedir. Tezde onerilen formiilasyonlarin
kullanilmasi ile mevcut analiz programlarinda daha dogru ve verimli analizlerin elde
edilmesi miimkiin olacaktir.
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THE USE OF UNIVERSAL SERENDIPITY ELEMENTS IN NONLINEAR
PROBLEMS

SUMMARY

The order of a master element in the finite element analysis is crucially important when
an increased accuracy is needed for stress-strain analyses, although the computation
period becomes longer. Using the master elements starting with Lagrange elements
and ending with serendipity ones, many researchers tried to improve the accuracy level
in the obtained results. These results are very important for the stress concentration
zones in solid mechanics problems.

In the finite element analyses, the rectangular shaped serendipity elements are often
used. The procedure to obtain the serendipity element requires coordinate
transformation. For this purpose, a mapping between a finite master element and a real
physical element is done. The real locations of edge nodes on the physical element are
important and they affect the mapping process. In the conventional analyses, these
edge locations are mapped to predefined fix locations on the finite master elements. If
the edge node coordinates of the real element are somehow mispositioned, a distortion
occurs in the calculations that causes the polynomial functions in the finite master
element to be mapped into nonlinear polynomial functions in the global space.

To get rid of the mapping distortions, an adjustable finite master element was improved
in the previous studies. In these researches a modification of the 8-node serendipity
element was used. Later, an improved study to fix the accuracy of finite element results
was carried out for enriching the finite master elements with addition of interior nodes.

Due to efficieny and accuracy needs in some structural engineering problems, the edge
node points are needed to be located not on the midpoints of the finite master element.
The improved serendipity elements are capable of allowing the use of different power
of finite elements without using a constraint at the transition and have capacity to
eliminate node mapping distortions with adjustable edge node coordinates. They are
also accepted to be desirable for better accuracy and lesser computation effort in the
finite element studies.

In this dissertation, a generalization of improved serendipity elements is presented first
time for materially nonlinear problems. The formulation of improved shape functions
used in universal serependipity elements are given in the second chapter by following
statements:

Shape function of any i corner node,

1+rr)(1+s:s -t ko s—s
N(r,s) = LHEOUESS) |y Io | Pr 878,y
4 m=1 § — Iy n=1 Si =8,
[t [#1 [spl#l
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where r and s are horizontal and vertical coordinates, limits 1 and k are the numbers of
internal points on the edges.

€e

Shape function of any edge internal point m which is parallel to the “r” axis,

N, (1,5) = (r 1)2(1 +5,,5) H ]
2(r,, =1 PR g ¢

JEm, |rjl#1

[IP%4)

Shape function for any edge internal point n which is parallel to the “s” axis,

N (r,s) = (s 1)2(1 +1,1) H P
2(s; - 1) pl  Sn =S,

n
p#n,[spl#1

In the third chapter, one of the simplest yield criterion, von Mises yield criterion, is
used in the analysis and performed numerically, since the aim of this thesis is to show
the accuracy of the universal serendipity elements in nonlinear behavior. The classical
formulation is done shortly in the following steps. The total strain increment is the sum
of the elastic strain increment and the plastic strain increment as

de =def +de”
One can derive a plastic potential g as
0
de” =da=%
oo
where o stress components and d4 is a positive scalar of proportionality.

In the elastoplastic analysis, one can proceed by applying a load increment which
produces a displacement increment, and thus a total strain increment. The stress
increment corresponding to this increment in total strain can be determined by a
constitutive relation by

de = D%de

where D% is the elastoplastic constitutive matrix. By arranging the above equations,
one can get the elastoplastic constitutive relation as

T
Dag(afj D
oo\ oo d

T
) vi
oo oo

where D is the elastic constitutive matrix and f'is the yield function.

do=|D- &

As aresult, the elastoplastic constitutive matrix becomes as

T
Dgg(gfj D
D” =D— o\ 0o

= —_—
%)%
oo oo
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By performing the finite element discretization technique in the fourth chapter, one
can need to solve the following incremental equilibrium relationship

KAdu = AF

where 4F is the applied incremental force, u is the displacement and K is the stiffness
matrix.

The stiffness matrix K is given by the relationship as following
K =[ B'D”BdA

where B matrix is the strain displacement matrix and A4 is the surface area on physical
element.

The constitutive matrix D% depends on the current state of stress, the response of the
system depends on the deformation history and incremental relationship between
displacement and force gives the solution.

In the fifth chapter, to examine the validity of the proposed formulations, a thick
cylinder subjected to an internal pressure with the plane strain conditions was studied.
A von Mises yield criterion was applied and the theoretical results were compared.
The developed elements gave accurate results for the test problem used in the examples
when compared to those available theoretical results.

As a summary, the improved serendipity elements are used first time for materially
nonlinear problems. This has been done by using an adjustable finite master element
with a flexible mid-edge node locations. The improved serendipity formulation
showed that it eliminates the mapping distortion errors occurred in the case of the
standard formulations. Further future work can be done for transition elements.
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1. GIRiS

1.1 Genel

Sonlu elemanlar metodunda gerilmelerin siireksizlestigi bolgelerde ag inceltilmesi
(siklastirilmasi) yapilir. Bu siklastirma/inceltme islemi gecis elemanlar (transition
elements) kullanarak eleman tiplerinin derecelerini (mertebelerini artirarak veya
azaltarak) degistirmek yoluyla veya gecis elemami bolgelerinde siirekliligi de
bozmayacak sekilde diigiim noktalarina sinirlama (constraint) tanimlanmasi ile

miumkiindiir.

Ag siklastirilmasi/inceltilmesi, profesyonel anlamda yaygin sekilde diigiim noktasinda
bir sinirlama (constraint) tanimlamakla yapilir. Buna bir alternatif yontem Citipitioglu
(1983) tarafindan genel serendip elemanlari olarak bilinen elemanlar ile gelistirilmigtir
(Sekil 1.1). Genel serendip elemanlari, sonlu elemanlar metodunda kullanilan
izoparametrik serendip elemanlar ile birebir aymidir, farki ise mastir elemanlarin
birbirlerine gegisini saglayacak olan sekil fonksiyonlarina sahip olmasidir. Citipitioglu
(1983) tarafindan sunulan “genel serendip elemanlar” kenar i¢ diigiim noktalar1 sabit
olan koordinatlar i¢in gelistirilmistir. Kenar i¢ noktalarin yerlerinin orta noktadan
kaymas1 ve/veya ag siklastirilmasi/inceltilmesi sirasinda kenar i¢ noktanin sabit olan
bu orta noktalara denk gelmemesi durumunda doniisiim bozukluklar olarak bilinen

hesaplama hatalar ortaya ¢ikmaktadir.

Hem ag siklastirilmasini/inceltilmesini hem de doniisiim bozukluklarini ortadan
kaldiracak olan denklemler ise Kiiclikarslan (1995) ve Utku (2000) tarafindan
gelistirilmistir. Elde edilen sekil fonksiyonlari ile kiitle ve soniim matrisleri elde
edilerek genel serendip elemanlarin dinamik problemlere uygulamasi yapilmistir

(Kiigtikarslan ve Demir, 2008).



4o o3 4q 2 o3 PR (A
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(a) (b) ()
Sekil 1.1 : Genel serendip elemanlar: (a) Dogrusal, (b) Parabolik (2. derece),
(c) Kiibik.

1.2 Literatiir Ozeti

Sonlu eleman metodunda karsilagilan doniigiim bozukluklarmin ortadan kaldirilmasi
Nicolas ve Citipitioglu (1977) tarafindan incelenmistir. Buna benzer arastirmalar
Citipitioglu ve Nicolas (1979), Citipitioglu (1983) ve Celia ve Gray (1984) tarafindan
sonraki donemlerde yapilmistir. Bu arastirmalarda fiziksel elemanla mastir elemanin

ara noktalar1 arasindaki doniisiimler orantili bir sekilde 6l¢ceklendirilmistir.

Orta noktalar ayarlanabilir serendip elemanlarin formiilasyonu Utku ve dig. (1991)
tarafindan yapilmis, sonuglar1 Citipitioglu ve Nicolas (1979) ile karsilastiriimistir. Bu
caligmada, sekil fonksiyonlar1 ve tiirevlerinin ayarlanabilir kenar noktalar i¢in genel

formiilasyonlar elde edilmistir.

Genel serendip elemanlarinin kenar noktalar ayarlanabilir hal i¢in olan denklemleri
Kiigiikarslan (1995) ve Utku (2000) tarafindan elde edilmigtir. Bu arastirmalarda
Onerilen formiilasyonun sinamasi ve iistiinliigii analitik sonuglari olan diizlem elastisite
problemlerle karsilastirilmistir.  Izoparametrik standart formiilasyonlarla da

kargilagtirmalar yapilmistir.

Kenar noktalar1 ayarlanabilir serendip elemanlarina ihtiya¢ duyulmasinin bir sebebi de
betonarme kesitler iizerinde El-Mezaini ve Citipitioglu (1991) tarafindan yapilan
aragtirmada Ozetlenmistir. Dogrusal olmayan elastisite problemleri i¢in serendip
elemanlarla bir ¢calisma yapilmistir (De Bellis ve dig. (2019)). Ancak elastoplastik
malzemelerin analizi i¢in de bugiine kadar gelistirilmis serendip elemanlar igin
yapilmis bir ¢aligma literatiirde mevcut degildir. Bu tezde, gelistirilmis serendip

elemanlarin malzeme yoniinden dogrusal olmayan problemlere uygulamasi yapilarak



sonlu elemanlar yontemindeki doniisim bozukluklar1 kaynakli hesap hatalar

giderilecektir.
1.3 Tezin icerigi

Tezin birinci boliimiinde genel serendip elemanlar1 hakkinda bilgi verilip literatiir
ozeti yapilmaktadir. Ikinci boliimde genel serendip elemanlarinin genel sekil
fonksiyonlar1 ve bunlara ait tiirevler verilmektedir. Ugiincii boliimde dogrusal olmayan

malzeme davranis1 kapsaminda plastisite ile ilgili teorik bilgiler verilmektedir.

Dordiincii bolimde ise ikinci boliimde verilen sekil fonksiyonlarmin yardimi ile
dogrusal olmayan analizin sonlu eleman yonteminde nasil yapilacagi islenmistir.
Besinci boliimde sayisal 6rnekler sunulup, sinamalar yapilmas, literatiirden elde edilen

problemlerle karsilastirmalar yapilarak sonuclar hakkinda irdelemeler yapilmistir.

Son boliimde, elde edilen sonuglar hakkinda degerlendirmeler yapilmis ve gelecek

calismalar hakkinda 6nerilerde bulunulmustur.






2. GENEL SERENDIiP ELEMANLARI iCiN SEKiL FONKSiYONLARI

2.1 Doniisiim Bozukluklarimin Giderilmesi

Sonlu elemanlar metodunda, fiziksel elemanla mastir eleman arasindaki doniisim
sekilsel olarak Sekil 2.1°de gosterilmistir. Mastir elemandaki kenar ara noktalarin
koordinatlar1 standart sonlu elemanlar formiilasyonunda sabittir. Fiziksel elemandaki
noktalar mastir elemandaki koordinatlarindaki pozisyonlar ile orantisiz bir sekilde
olursa, bu durum doniisiim bozukluguna neden olur. Bu da hesaplamada elde edilecek

deplasman ve gerilme biiytikliiklerinin hatali hesap edilmesi anlamina gelir.

y

1 k n 1

Sekil 2.1 : Egrisel ger¢ek elemanin mastir eleman tizerine doniisiimii.

Bu hatalar1 (doniisiim bozukluklarini) gidermek i¢in bir orantililik sabiti herhangi bir

k noktasi i¢in tanimlanirsa

_ Vk 'Vn+1

_ 2.1
Vn+1'Vn+l

seklinde yazilir.

Bu denklemde, Vi=Pi—Po, V,+1=Py+1—Po ve 0<C<1 dir. Pr k kenar noktasinin
pozisyon vektorii, ve Po and P+ ise baslangi¢ ve bitis noktalarina uzanan vektorleri

ifade etmektedir.

k kenar noktas1 i¢in, 74 koordinat1 bu orana bagli olarak hesaplanmak istenirse:



_1+1
2

C

(2.2)

bigiminde yazilir. Bu denklemde —1<r<1 araligindadir.

Bu orantilama yoluyla kenar i¢ noktalara ait sekil fonksiyonlar1 diizeltilmekte ve
doniisiim bozuklugu giderilmektedir. Sekil 2.2 kenar i¢ noktalari sabit olmayan

serendip elemanini temsil etmektedir.

4 7 3
(-L1) -I,p) (1,1
84(-1,€) (LBre
»r
(-1,-1) (0,-1) (11
1 5 2

Sekil 2.2 : Kenar i¢ noktasi sabit olmayan genel serendip elemani.
2.2 Kenar Noktalar1 Ayarlanabilir Genel Serendip Elemanlar:

Lineer eleman tiplerinden daha yiiksek mertebedeki parabol, 3. derece veya daha
yiiksek mertebedeki eleman tiplerine gegisi saglayacak olan gegis elemamn tipi Sekil

2.3’de gosterilmistir.

(LD (L1)

1

(-1,-1) (1,-1)
l_lml

i
Sekil 2.3 : Yiiksek dereceli genel serendip elemani.

Bu eleman igin gerekli sekil fonksiyonlar su sekilde hesaplanabilir (Kiiciikarslan,

1995 ve Utku, 2000):



Kenar noktalar i¢in:

1+5r)(1+s;8)| 1o Tt K s—s
Ni(r,s)=( (L) IH—=+]—=- (2.32)
4 m=l1 I‘1 _rm n=l1 Si _Sn
[t 1 [spl#l
rve s bagl tiirevleri ise sirayla:
o , i
> Il
4 k k=1 m=1
N (r.s)= t(1+s;s) H Tty H S=Sh 4 (A+zr)(1+s;s) mk [ #1 (2.3b)
i,r\ts
4 m=1 i "Im  po Si~Sa 4 !
It 1 1 H G —Tm
m=1
L [t |1 |
- . -
> I s—sa
¢ k =t ol
N. (rs) = s;(1+rr) H r—1, +H S=Sy Jr(1+1rir)(1+sis) n#jfsyl#l1 (2.3¢)
B 4 mel = In 5o Si—Sn 4 k
Ity 1 lsp 1 [1si—sa
n=1
L [spl#l |
r-eksenine paralel ara noktalar i¢in:
(2 =D)(1+s.8)| o4
Ny, (r,s)=—=—=22 [] (2.42)
2(rm - 1) j=1 Im = rj
JEm,|rjl#1
r ve s bagl tiirevleri ise sirayla:
-, , -
2 Il
. 5 k=l =l
N, .(r,s)= w H r—1; N (r" - 1)2(1 +8,8) | k=m JZk,m,|rj|¢1 (24b)
’ r; —1 i=1 Im — rj 2(1‘ - 1)
" jim,|rj\¢1 " H Im
=1
j¢r¥1,\rj\¢1 ]
2 ‘ -
S (1 =) r-m
Nps(r,8) =—"——— H (2.4¢)
2(rm - 1) j=1 I rj

j&m,|r;|#1

J



s-eksenine paralel ara noktalar i¢in:

2_ k  s—s
Nn(r,s)z(sgﬂ H R (2.5a)
2(sy =D pol  Sn~Sp
p#n,fs, |1

r ve s bagl tiirevleri ise sirayla:

2 k —
r,(s” =1 5=,
N, (rs)="—— [] (2.5b)
205 =D | p=t Sn~Sp
p:tn,\sp|¢l
- # -
2 I s
Kk P /=1 p=l1
N (r S) _ s(l+1‘nr) H S _SP + (S _1)(1+rnr) £#n pi[’n’splil (250)
R R T 2(s2 - 1) k
p#nJsp |1 li[l Sn =8p
peiifrpled |

bigiminde yazilir.

Sekil 2.2°de kenar i¢ noktalar1 sabit olmayan serendip elemaninin temsil edildigi daha
once ifade edilmisti. Yukarida siralanan genel formiilasyonlar, ikinci derece serendip

elemant i¢in genellestirilmek istenirse, sekil fonksiyonlar1 asagidaki bi¢imde ifade

edilir.
_ _ I —a S1—¢€
Nﬂn&q50=(lrxl8) i B (2.6)
4 ~-l-a -1-¢
(I+1)(1-s)[Ta—a s,—P
N,(r,8,15,8,) = + -1 2.7
2(r,8,15,8;) y (T (2.7)
I, — S, —
N3(r,s,r3,s3):(1+r)(1+s) 3 M+ 3 B—l 2.8)
4 l-p  1-B
_ — S4—¢€
Ndn&uﬁgza'”a+” A e S| (2.9)
4 “1-p  1-¢



(r* —1)(1-s)

2(0c2 D , Eger a=l
Ns(r,5) =
0 , Eger a=1
—(SZ _12)(1 1) , Eger B=1
237 -1
N (1,8) =
0 , Eger =1
(rz—lzﬂ , Eger p=1
2(p” -1
N (r,8) =
0 , Egerp=1
w , Eger g¢#1
2(e” -1)
Ng(r,s) =

0 , Eger e=1

(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.13)

Denklemler 2.6 ve 2.9 arasi yer alan 11, 12, 13, 14, S1, S2, 83 Ve s4 fonksiyonlarinin parcali

olarak tanimlar r; ve s; fonksiyonlar i=1, 2, 3 ve 4 i¢in par¢ali fonksiyon bigiminde

asagidaki gibi yazilir.
r, Eger a=l1 r, Eger a=l1
(1) = - (1) = )
-1, Eger a=1 1, Eger a=1
r, Eger p#1 r, Eger p#1
(1) = - s 1y(r) = 3}
1, Eger p=1 -1, Eger p=1

©) s, Eger e#1 ) s, Eger =1
S1(S) = , SH(s) =
! —1, Eger e=1 2 —1, Eger =1

) s,Eger B =1 s) s, Egere#1
s3(s) = , S4(8) =
3 1, Eger B=1 4 1, Eger e =1

(2.14a)

(2.14b)

(2.14¢)

(2.14d)



Yukarida sunulan sekil fonksiyonlari, genel serendip elemanlarmin gecis elemant
olarak da kullanilabilmesini miimkiin kilmaktadir. Ornegin 4 noktalidan daha yiiksek
mertebe olan 8 noktaliya gegis Sekil 2.4’te gosterilmistir. Bu sekilde gegis bolgesi 3,

7, 11 ve 15 nolu elemanlar yardimi ile olmaktadir.
Ay

= +

E

@ @ ]

Sekil 2.4 : 4 noktalidan 8 noktali elemana gegis.
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3. PLASTISITE

3.1 Giris

Yap1 mekaniginde, yerdegistirmelerin kiiciik limitlerde oldugu ve Hooke yasasinin
gecerli oldugu varsayimiyla en yaygin kullanilan analiz tiirii dogrusal statik analizdir.
Buna karsin, asir1 yiik seviyelerinde bir dizi dogrusal davranis olmama durumu ile
karsilasilabilir. Bunlardan en yaygin olani, gerilme-birim uzama iliskisinin dogrusal
olmadig1 malzeme davranisi ile ilgili durumdur. Diger bir yaygin dogrusal olmayan
davranig ise yiikleme sirasinda geometrinin degismesi olarak bilinen geometrik
dogrusal olmayan davranig bigimidir. Bir yapmin o6nemli Olgiide biiyiikliikte
kuvvetlere maruz kalmasi durumunda, hem malzeme hem de geometrik dogrusal

olmayan davranis sekilleri analizlerde ele alinmalidir.

Hem dogrusal hem de dogrusal olmayan elastik malzemeler, yiikleme yapildiktan
sonra (kalic1 deformasyonlar olmadan) elastik olarak “yiiksiiz” bir duruma donecektir,
ancak gerilme ve birim uzama arasindaki iliski her birinde farklidir. Malzeme
yoniinden dogrusal olmama durumunun kendisi temelde farkli kategorilere ayrilabilir.
Dogrusal elastik malzemeler i¢in Hooke yasas1 gegerli iken, dogrusal olmayan elastik
malzemeler i¢in davranig bigiminde Hooke yasasi gecerli olmayip, dogrusal olmayan
bir iliski Sekil 3.1°de oldugu gibi gosterilmistir. Bu tiir malzemelerde elastisite modiilii
birim uzamanin bir fonksiyonu seklinde tanimlanir. Diger bir davranis bi¢iminde,
gerilme-birim uzama dagiliminda yiikiin ortadan kalktigi durumda, kalici birim

uzamalar olugmaktadir. Bununla ilgili dagilim da Sekil 3.2°de gosterilmistir.

Gerilme ile birim uzama arasindaki dogrusal olmayan iliskiyi basitlestirmek icin
malzeme davranisi ile ilgili matematik modeller yapilmakta olup, bunlardan biri Sekil
3.3 (a)’da gosterilen elastoplastik davranis modelidir, bir digeri ise Sekil 3.3 (b)’de
gosterilen rijit, tam plastik modeldir, eger malzemede peklesme oluyorsa bu durum da

Sekil 3.3 (c)’de gosterilmistir.
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Sekil 3.1 : Dogrusal olmayan elastik malzeme davranisi.

Sekil 3.2 : Dogrusal olmayan malzeme davranisi (elastoplastik davranis).

Plastisite teorisi bazi temel kavramlardan yararlanir: Malzemenin plastik haline geldigi
limiti tanimlayan akma kriteri, malzeme plastik olduktan sonra gerilmeler ve birim
uzamalar arasindaki iligski ve gerilmelerin akma sinirin1 agmasini 6nleyen uyumluluk
kosulu. Metallerin plastik davranisinda, plastik akigi tanimlamak igin gerekli teori
diger malzemelere gore daha

sikistirilamaz, hidrostatik etkiye duyarsizdir. Tas, beton ve graniiler malzemeler icin

F

I

e

2
/

/

/

EF

/
/

kosullar biraz daha karmagiktir.

sP

a

kolaydir.

(a)

Sekil 3.3 : Matematik modeller: (a) Elastoplastik model, (b) Rijit, tam plastik model,

3.2 Akma Kriteri

Malzemenin elastik halden plastik hale gectigi elastik bir smir vardir. Tek eksenli
gerilme testinde bu sinir akma gerilmesi Go olarak tanimlanir. Bununla birlikte, birkag

gerilme bileseni mevcut oldugunda ve ayni anda etki ettiginde, malzemenin ne zaman

&eP

(b)

Bunun nedeni

metaller genellikle

(c)

(c) Peklesen elastoplastik model.
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plastik hale geldigi durumu bir akma fonksiyonu ile belirlenir. Genellikle skaler bir

akma fonksiyonu su sekilde tanimlanir:
f(O'x,O'y,O'Z,Z'xy,TyZ,TZX,(Zl,...,Otn)=0 3.1

veya
f(o,0)=0 (3.2)

Bu denklemde o alt1 bagimsiz gerilme bilesenini, « ise n adet spesifik malzeme sabitini
tanimlar. Akma fonksiyonu, Sekil 3.4’te gosterilen gerilme dagiliminda egrinin
yiizeyini tanimlar. Iki boyutta asal gerilmeler G1 ve G2’ye bagli olarak, akma yiizeyinin

icinde kalan alan f'<0 olma durumu elastik davranisi, f'= 0 sinir1 ise plastik davranist

gosterir.

Sekil 3.4 : iki boyutta akma yiizeyi.

Farkli malzeme tiirlerine gore ¢esitli akma kriterleri gelistirilmistir. Bunlarin belli bagh
olanlan literatiirde Tresca, von Mises, Drucker-Prager ve Mohr-Coulomb akma
kriterleri olarak anilmaktadir. Devam eden alt basliklarda Tresca, von Mises ve

Drucker-Prager akma kriterleri hakkinda kisa bilgiler verilecektir.

3.2.1 Tresca akma Kkriteri

Metal test malzemesi lizerinde yapilan bir gerilme yiiklemesinde, asal gerilmelerden
faydalanilarak malzemenin maksimum bir kayma gerilmesine ulagtig1 belirlenmistir.

Buna iliskin baginti

_ | | |
[ maX(E|61 —0,(,7|02 ~03],7|0; _‘71|)

(3.3)
=max (7,,,7y,7y ) =k
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bigiminde verilmektedir. Bu bagintida, £ degeri tek yonlii gekme deneyinden

kzla

5% 3.4

olarak elde edilir. Denklemdeki 0 akma gerilmesidir.

Diizlem gerilmede asal gerilmelerden biri, o3, sifira esitlendiginde, akma yiizeyi Sekil
3.5°de gosterildigi gibi 07 - 02 diizleminde ¢izilebilir. o7 ve 02 sifirdan biiyiik

oldugunda sinirlayic1 kosullar sirasiyla

1 1

E|O_l| 2561 =k (3.5)
AB dogrusu icin ve

1 1

E|O'2| 250'2 =k (3.6)

BC dogrusu i¢in formiilleri ile verilir.

Benzer bi¢cimde, hem o; hem de o negatif oldugunda,

1 1

5|0'1|=—50'1 =k (3.7)
DE dogrusu i¢in ve

1 1

5|02|:_§O-2:k (38)

EF dogrusu i¢in elde edilir.
o1 <0ve o0;>0 oldugu durumda,

1 1

5|0'1—0'2|=5(0'2—0'1)=k (3.9)
CD dogrusu igin

ve son olarak, g; > 0 ve 0:< 0 oldugu durumda ise;

1 1
5|O'1—O'2|=5(O'1—O'2)=k (3.10)

CD dogrusu i¢in elde edilir.
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a,
C| B
| A
D a,
Tresca
E F

Sekil 3.5 : Tresca akma kriteri.
3.2.2 von Mises akma Kkriteri

Tresca akma kriterinde asal gerilmelerden birinin eksik alinmasi ve kayma
gerilmelerinin hesaba katilmamasi nedeni ile bu gerilme etkilerini igeren daha detayli
bir akma kriteri olan von Mises akma kriteri gelistirilmistir. von Mises akma

fonksiyonu

(1) =T, —k (3.11)

olarak tanmimlanmistir. Bu denklemde, J> deviatorik gerilmenin 2. degismezi, k ise

akma gerilmesidir.
Denklem 3.11 esdeger gerilme cinsinden yazilacak olursa;

f(e)=0,-0, (3.12)
biciminde yazilir.

Bu denklemde 6y akma gerilmesidir. g.ise esdeger gerilme olup,

01—02)2+%(0'2—03)2+%(J3—0'1)2} (3.13)

1

2 2 2 2
1 1 2 2 2
(0' —o-y) +3(av—o-z) +7(0'z—crx) +3TXy+3Tyz+3sz}

biciminde ifade edilir. Sekil 3.6’da Tresca ve von Mises akma dagilimlar1 iki boyut

icin kargilagtirmali olarak verilmistir.
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"./_ von Mises

|
.f"lll
/ X A
D/ 7,

\ Tresca

Sekil 3.6 : iki boyutta Tresca ve von Mises akma fonksiyonlar1.

Ug boyutta, von Mises akma fonksiyonu Sekil 3.7°de gdsterilmistir.

Sekil 3.7 : Ug boyutta von Mises akma fonksiyonu.
3.2.3 Drucker - Prager akma Kkriteri

Hidrostatik basingtan bagimsiz kullanilan akma kriterleri metaller i¢in gergekei bir
varsayim olup beton ve toprak gibi diger malzemeler i¢in gegerli degildir. Bu nedenle
beton ve toprak gibi malzemelerde, Drucker-Prager akma kriteri kullanilmaktadir. Bu

akma kriteri degistirilmis bir ¢esit von Mises kriteridir. Akma fonksiyonu

f(1,J,) =T, +al, —k (3.14)
bagintis1 ile tamimlanmaktadir. Bu denklemde [/; birinci invaryant olup,

I = %((7} +0,+0,)= %(ax +to,+ az) olarak tammlanmaktadir. Sekil 3.8’de akma

fonksiyonu dagilimi asal gerilmelere bagli olarak gosterilmistir.
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Sekil 3.8 : Ug boyutta Drucker-Prager akma kriteri.
3.3 Plastik Birim Uzamalar ve Gerilmeler

Bir yap1 notr durumdan yiiklendiginde, akma gerilmesine ulagana kadar Hooke
yasasina bagl olarak elastik birim uzamalar ortaya c¢ikar. Yiikleme arttikca ve
malzeme akmaya basladiginda plastik birim uzamalar sistemde gelisecektir. Bir
noktada yiik tagima kapasitesi, teorik olarak sonsuz biiyiikliikteki birim uzamalara
ulagmasi ile yapmin gd¢mesi gerceklesir. Bu nedenle, plastik davranis basladiginda
gerilmeler ve birim uzamalar arasinda dogrusal bir iligki yoktur. Toplam artimsal birim

uzama, elastik ve plastik birim uzamanin artimsal toplami kadardir.
de=de® +de? (3.15)
Bu denklemde plastik artimsal birim uzama de”, plastik potansiyel fonksiyonu olan

g ile iligkilendirilmektedir.

de? =128 (3.16)
oo

Denklem 3.16’da yer alan dA pozitif orantililik ¢arpani olarak tarif edilir. Sekil 3.9°da

plastik birim uzamanin gerilme ve birim uzamaya baglh degisimi gosterilmistir.
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g=0
Sekil 3.9 : Plastik birim uzama.

g fonksiyonunun deneysel olarak elde edilmesi gerektiginden, uygulamada bu
fonksiyonun akma fonksiyonuna esit oldugu kabul edilir. Literatiirde buna esdeger

akma kurali denilmektedir. Bu kurala gére denklem 3.16 yeniden yazilacak olursa

de? :dli (3.17)
oo

seklinde artimsal plastik birim uzama denklemi elde edilir.

Bu denklemi von Mises akma kriterini kullanarak agmak istersek

de? ] 20, — o,—-0, ]
de;) 20,-0.-0,
de? 20.-0,-0
der =| %% |=aa L |77 (3.18)
dyy, 20, 67,,
dyfz 62’},2
[d7z ] | 6m.
seklinde yazabiliriz. Drucker - Prager icin ise asagidaki formda yazabiliriz.
_dgf ] [20,-0,-0.]| [tac,]
de? 20,-0,-0,| |300,
de? 20,-0, -0 laoc
ds” =| % |=da L 20700y 590 (3.19)
dy}, 20, o7, 0
dy? 67, 0
LdyZ ] L 6. ] L 0 |

Hesaplamali elastoplastik analizde hesaplamalar, artimsal bir yiik artig1 uygulanarak
ilerler. Bu durum bir yerdegistirme artis1 ve dolayisiyla da toplam bir gerilme artisi

meydana getirir. Artimsal olarak gerilme ile birim uzama arasindaki biinye bagintisi
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do =D?de (3.20)

seklinde ifade edilir. Bu denklemde D¢ elastoplastik davranisi iceren biinye matrisidir.
Zienkiewicz ve dig. (1969) tarafindan ilk kez kullanilmigtir. D% matrisinin elde edilisi

sirayla asagida yapilmaktadir.
Hooke yasasi kullanilarak denklem 3.20 yeniden yazilacak olursa asagidaki formda
yazilabilir.

do =D(dz-de”) (3.21)

Denklem 3.21°de, denklem 3.17°deki plastik birim uzama yerine yazilirsa,

do = Dde —diD & (3.22)
Oo

elde edilir. Akma fonksiyonu f = 0 oldugundan,
df =Vf'do=0 (3.23)

bagintisi tiiretilebilir. Bu ifade, denklem 3.22°de kullanilirsa,

(ij (Ddg_dma_gj _0 (3.24)

o o

elde edilir. Bu denklemde de dA yalniz birakilarak aritmetik islemler yapildiginda,
pozitif orantililik ¢arpani su sekilde elde edilir.

T
(ﬁf) Dde

di=-09) (3.25)

T
(‘7) p%
oo oo
Sonug olarak; pozitif orantililik ¢arpani da denklem 3.22°de yerine yazilarak artimsal
gerilme ve birim uzama arasindaki bagint1 asagidaki bicimde son halini alir.
T
Dag(afj D
oo\ 0o d

R
) o5
oo oo

do=| D- (3.26)

Bu denklemde parantez iginde kalan kisim elastoplastik biinye matrisi D% olarak

tanimlanir.
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(3.27)

3.4 Peklesme

Cogu malzeme elastik davranistan sonra artan yiike karsi birim uzamasi daha da
cogalarak peklesme denilen davranisi gosterir. Bu peklesme izotropik peklesme ve
kinematik peklesme olmak iizere iki 0zel tiirde incelenir. von Mises akma kriteri

kullanilarak akma fonksiyonu peklesen malzemeler igin
f(6)—oy(a)=0 (3.28)

bagintis1 ile ifade edilir. Sekil 3.10°da, izotropik peklesme ve kinematik peklesme

davranisi ayr1 ayr1 gosterilmistir.

Sekil 3.10 : Peklesme modelleri: (a) izotropik peklesme, (b) Kinematik peklesme.

Tek eksenli ¢ekme deneyi altinda peklesen malzemenin gerilme ve birim uzama

degisimi Sekil 3.11°de gosterilmektedir.

Boliim 3.3°deki artimsal gerilme ve birim uzama bagintilar1 peklesen malzeme igin

uyarlandiginda, peklesme modiilii H

£, (3.29)

“1-E/E

olarak elde edilir. Denklem 3.26°daki biinye bagintis1 ise
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Sekil 3.11 : Peklesen elastoplastik malzeme davranigi.

T
Dgg[gfjn
do=|D-—2%C de (3.30)

H+(afj Da—g

oo

halini alir. Matris doniisiimii kullanilarak peklesen elastoplastik biinye matrisinin tersi

(p”) =D +%§—i(%) (3.31)

bagintisi ile elde edilir.

Yukarida elde edilen bagintilarin sayisal olarak ¢6ziimlenmesi ile pek ¢ok kati cisim
mekanigi probleminde gerilme ve deplasman hesaplamalar1 yapilabilmektedir. Bunun
icin sonraki boliimde sayisal yontem olarak kullanilan sonlu eleman metoduna ait

algoritmalar sunulmaktadir.
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4. SONLU ELEMAN FORMULASYONU

4.1 Giris

Sonlu elemanlar yontemi, yap1 mekanigi problemlerinin sayisal olarak analizinde en
stk kullanilan yontemlerdendir. Sonlu elemanlar yontemi temel olarak kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilmaya baglanmistir. Yontemde, ¢oziim
yapilacak bolgede fiziksel eleman kiigiik elemanlara ayrilir ve bu elemanlar
birbirlerine diigiim noktalar1 ile baglanarak siireklilik saglanir. Sonlu eleman
sonuclarinin elde edilmesi ise bu diiglim noktalarinda yazilmis olan denge denklemleri
ile gerceklestirilir. Bu denklemler minimum potansiyel enerji ilkesinden

faydalanilarak elde edilebilir.

Elastoplastik davranigin sonlu elemanlar yonteminde uygulanmasinda global ve lokal
denge denklemlerinin saglanmasi gerekir. Sonlu elemanlar yonteminde malzeme
yoniinden dogrusal olmayan analizler i¢in asagida verilen algoritma standartlagmis bir

¢Oziim yoludur.
Sonlu elemanlar ile modellenmis sistemde global denge denklemi
Ku=f 4.1

ile ifade edilir. Bu denklemde K rijitlik matrisini, # deplasman vektoriinii ve fise dis

yiik vektoriinii gosterir.
Rijitlik matrisi ise

K:kwﬁﬂmg (4.2)
biciminde ifade edilir. Bu denklemde B matrisi birim uzamalar ile deplasmanlar
arasindaki iliskiyi, D? ise elastoplastik davranistaki biinye bagintisin1 gdsterir.

Elastoplastik davranigta analizler artimsal bagmtilar ile yapilmaktadir. Bagka bir

deyisle artimsal yiikleme yapilarak bu yiiklemedeki deplasmanlar elde edilir.

K Au=Af (4.3)
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Bu denklemde K teget rijitlik matrisi olup, Sekil 4.1°de gosterildigi iizere hesaplama

yapilacak adimdaki teget ¢izilerek dogrusallastirilmis rijitlik matrisini gostermektedir.

Af "'

Sekil 4.1 : Dogrusal olmayan analizde artimsal adimlarin grafiksel gosterimi.

Artimsal bir yiik sisteme uygulandiktan sonra, bu yiiklemeye karsilik gelen artimsal
deplasmanlar hesap edilerek, sonlu elemanlarin her birinde Gauss noktalarinda birim

uzamalar

Ae=BAu (4.4)
iligkisi ile elde edilir. Bir adim sonra ise biinye bagintisi kullanilarak gerilmeler

do =D?de (4.5)
bagintisi ile yine Gauss noktalarinda hesap edilir.

Fiziksel problemdeki dengelenmemis yiikler elde edilen bu gerilmeler ile
=] B'cdQ (4.6)

islemi ile hesap edilir. Bu denklemde Q iki boyutta ¢6zliim alanimi tanimlamaktadir.
Denklem 4.6’de hesap edilen yilikleme ile uygulanan yiikleme arasindaki fark, artik

kuvvetleri, bagka bir deyisle dengelenmemis kuvvetleri verir.

r=q—f 4.7)

Sonlu elemanlar yonteminde artik kuvvetler i¢in miisaade edilebilir miktarda sifira
yakin degerde bir yiikleme tanimlanarak belirli bir hassasiyette islemler tamamlanir.

Bu islemler Newton Raphson olarak bilinen birtakim ardisik islemler i¢eren bir

24



algoritmadan ibaret olup, bu algoritmanin gelistirilmis veya daha ileri diizeyde olan
cesitleri de mevcuttur. Newton Raphson kullanilarak yapilan ¢éziim algoritmasinin

grafiksel gosterimi Sekil 4.2°de asagida sunulmusgtur.

fﬂ ri<e

- _——————?;i__/’l_/_‘»‘

ro=Af Su' |6u?

A u

Sekil 4.2 : Newton Raphson metodu ile ¢oziim.

Newton Raphson ydntemine ait sonlu eleman ¢oziimiine dair algoritma ise asagidaki

Sekil 4.3’te adim adim verilmektedir.

Baslama u, =0, f, =0
Yiik adim dongii baslangic1 £ =0,...,K,,,,
Kuvvet artirimi: Af,
Baglama: Au; =0, A1’ =0
Iterasyon j = 0,...
Teget rijitlik matrisi: K/
Artik kuvvet: r/ = q(uk +Au/ ) —(fi + )
Coziim: K su/ =—r/
Giincelleme: Au/™" = Au/ + Su/
Agl" =BAu]"!
Diiglim noktasinda iterasyon
Hesaplama: o/!/, A}/"!
Tolerans kontrolii Hrkj H <e|f +af

. . _ Jj+l
Giincelleme: u,,, =u, + Auj

S =L+,

Yiik adim dongii sonu

Sekil 4.3 : Newton Raphson ile elastoplastik gerilme analizi.
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Gelistirilmis Newton Raphson kullanilarak yapilan ¢éziim algoritmasinin grafiksel

gosterimi ise Sekil 4.4’de agagida sunulmustur.

7

Su=Au'

Auf u

Sekil 4.4 : Gelistirilmis Newton Raphson metodu ile ¢6ziim.

Gelistirilmis Newton Raphson yontemine ait sonlu eleman ¢6ziimiinde yukaridaki
grafikten anlasilacagr tizere rijitlik matrisi her artimsal adimda tekrar
hesaplanmamaktadir. Geligtirilmis Newton Raphson ydntemine ait sonlu eleman

¢Oziimiine ait algoritma ise Sekil 4.5°de verilmektedir.

Baslama u, =0, f, =0
Yiik adim dongii baslangict k£ =0,..., &,
Kuvvet artirimi: Af,
Bagslama: Au) =0, A4 =0
fterasyon j = 0,...
Teget rijitlik matrisi: K/
Artik kuvvet: /' = q(uk +Au{)—(fk +Af,)
Coziim: Kfou! = -1/
Giincelleme: Au/"' = Au/ + Su]
Agl™ =BAu/™
Diigiim noktasinda iterasyon

. J+l J+l
Hesaplama: o}, A1/

Tolerans kontrolii Hrk'/ H < 8|| i T A ||

: . - jt
Giincelleme: u,,, =u, + Auj

Ja =L+ b,

Yiik adim dongii sonu

Sekil 4.5 : Gelistirilmis Newton Raphson ile elastoplastik gerilme analizi.
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S. SAYISAL UYGULAMALAR

Bu boliimde 6ncelikle analitik ¢6ziimii bilinen konsol bir kirisin elastik ¢oziimii ile
sonlu eleman ¢ozimii, doniisim bozukluklarinin gergeklestigi bir model ile
karsilastirilmaktadir. Daha sonra plastik analiz i¢in kalin halka seklinde bir silindir i¢
basing etkisi altinda mevcut analitik ¢oziimler ile karsilastirilmaktadir. Bu analizde
von Mises akma kriteri kullanilmaktadir. Son olarak; i¢ basin¢ etkisi altindaki kalin
halka seklindeki silindir Orneginin plastik analizdeki davraniginda doniisim
bozukluklarinin etkisi ve bunlarin diizeltilmesi sonucu elde edilen sonuglar

incelenmektedir.

5.1 Elastik Onama Ornegi

Boliim 3’te sekil fonksiyonlari i¢in dnerilen formiillerin ve algoritmanin dogrulugunu
test etmek icin Sekil 5.1°deki betonarme konsol kiris, en soldaki kenarinda 1, 2 ve 3
nolu digim noktalarinda toplamda 30 kN’luk diisey yonde bir etkiye maruz

birakilarak incelenmektedir.

Sekil 5.1°de verilen kirisin uzunlugu 1200 mm, derinligi 300 mm, kalinlig1 25 mm’dir.

Analiz i¢in geometrik olarak esit 4 adet serendip eleman kullanilmaktadir.
Malzeme Ozellikleri: E = 20000 MPa, Poisson oran1 v =0.15 olarak tanimlidur.

Onama probleminin statik yiikleme i¢in elastisite ¢oziimii Timoshenko ve Goodier

(1970)’de diisey deplasman igin

2 3 2 3 207
v:vay +Py _Plx+Pl +Ph (I—x) (5.1)
2EI 6ElI 2EI 3EI 2GI

olarak verilmektedir.

Bu denklemde x : x-koordinatini, y : y-koordinatini, P : diisey yiiki, / . z-yoniindeki
atalet momentini, £ : elastisite modiiliinii, G : kayma modiiliind, / : kiris uzunlugunu,

h : kiris derinliginin yarisini, V: Poisson oranini gostermektedir.
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Sekil 5.1 : Konsol kiris.

Verilen geometri ve malzeme 06zellikleri i¢cin 3 nolu diigiim noktasindaki diisey

deplasman (x =0, y =—150 mm), denklem 5.1 kullanilarak v; =16.19 mm bulunur.

Sonlu eleman modeli ¢éziimiinde Sekil 5.1°deki gibi 4 eleman kullanilmakta ve
doniisiim bozuklugu olusturmak igin 2, 12 ve 22 nolu diigiim noktalar1 sirasiyla 25
mm, 50 mm ve 75 mm asag1 yonde, 7 ve 17 nolu diigiim noktalar1 da yukar1 yonde
aym miktarlarda kaydirilarak analizler yapilmakta ve standart sekil fonksiyonlarinin

diizeltemedigi bozukluklarin 6nerilen yontemle diizeltilmesi miimkiin olmaktadir.

Gelistirilen algoritma ile 25 mm kaydirmalar i¢in 3 nolu diigiim noktasindaki diisey

deplasman (x =0, y=-150mm) 15.86 mm ve standart yontemle 15.53 mm olarak

hesap edilmektedir.

50 mm kaydirmalar i¢in 3 nolu diigiim noktasinin gelistirilen algoritma ile diisey
deplasmani 15.86 mm ve standart yontemle 13.62 mm olarak hesap edilmektedir.
Kaydirma miktar1 arttikca gelistirilen yontemde degisiklik olmamakla birlikte,
bulunan miktar standart degere goére daha yakindir. Standart yontemle elde edilen

degerler ise elastisite ¢oziimiinden beklendigi gibi uzaklagmaktadir.

75 mm kaydirmalar i¢in 3 nolu diiglim noktasinin diisey deplasmani gelistirilen
algoritma ile 15.86 mm ve standart yontemle 11.64 mm olarak hesap edilmektedir.
Kaydirma en fazla oldugundan, elastisite ¢6zliimiinden en ¢ok uzaklagsma bu analiz i¢in
olmakta ancak gelistirilmis yontemde herhangi bir sapma olmamaktadir. Gelistirilmis
yontem degerlerinin elastisite ¢dzlimiinden farkli ¢ikmasi ise sonlu eleman modelinde

sadece 4 eleman kullanilmasindan kaynaklanmaktadir.
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5.2 Elastoplastik Analiz Ornegi

Bu ornekte, p ile ifade edilen i¢ basing etkisi altinda, kalin halka seklindeki bir
silindirin (Sekil 5.2) elastoplastik analizi i¢in mevcut analitik ¢oziimler ile sonlu
elemanlar ¢oziimii kargilagtirlmaktadir. Bu analizde von Mises akma kriteri

kullanilmaktadir.

Sekil 5.2 : i¢c basing etkisi altindaki kalin halka silindir.

Sekil 5.2°de verilen problemin elastisite ¢oziimleri Timoshenko ve Goodier (1970)’ de

verilmekte olup, Sekil 5.3’te verilen gerilme bilesenleri radyal gerilme (o,) ve

cembersel gerilme (0,,) cinsinden

a’ b’

o, = bz _paz (l—r—zj (52)
a’ b

O, = 02 _paz [1+r—2j (53)

olarak tliretilmistir.

Sekil 5.3 : Kutupsal koordinatlarda gerilme bilegenleri.
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Radyal yondeki deplasman ise analitik olarak

5 = a’pr

: —m{(l—vﬂ(lﬂﬁt—j} (5.4)

bagintisi ile tanimlanmaktadir.

Sekil 5.2°de tanimli problem, simetriden dolay1 ’4’ii ele alinarak ve Sekil 5.4°de

tanimh sinir sartlar1 uygulanarak incelenebilir.

b

Sekil 5.4 : Kalin halka silindirin ¥4 .

Sekil 5.4 icin sembolik bir sonlu eleman ag1 Sekil 5.5’de verilmistir. Bu sonlu eleman
aginda radyal yonde 18 eleman, ¢cembersel yonde ise 24 eleman olmak iizere toplam

432 eleman mevcuttur.

Sekil 5.5 : Sonlu eleman ag1 (18x24 elemanl).
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Mevcut algoritmanin onanmasi i¢in; i¢ yarigap a = 100 mm, dis yarigap » = 200 mm,
elastisite modiilii E = 2.1x 10* MPa, Poisson oran1 v =0.3, akma gerilmesi o, =24.0
MPa degerleriyle, peklesme olmadan von Mises akma kriterine gore elastoplastik

analiz yapilarak, uygulanan i¢ basincin i¢ yiizeydeki yaricap deplasmanina bagli olarak

degisimi Sekil 5.6’da Hodge ve White (1950) sonuglari ile kargilagtirilmaktadir.

20
s -
S 15 - _
g ¥ 4
g 10 il
2 b 4
= 7/
© / .
‘_r‘:’ c . 4 Hodge ve White (1950)
ry /7 = == Sonlu eleman ¢6zimi
>
=) 7

0 & . - ;

0 0,1 0,2 0,3 0,4

i¢ ylizeyde radyal deplasman (mm)

Sekil 5.6 : I¢ basing ile i¢ yiizeydeki deplasmanin degisimi.

I¢ basing p = 8 MPa oldugu durumda, radyal gerilmenin radyal mesafe ile degisimi
Sekil 5.7’de karsilastirilmaktadir. Sekil 5.6’dan goriilecegi iizere p = 8 MPa i¢in sistem
elastik davranmakta, dolayisiyla Sekil 5.7’deki dagilim, denklem 5.2 ile ayn1 sonuglari

vermektedir.
radyal mesafe (mm)
100 120 140 160 180 200
1 1
£ e
-
o -
£ v
T -3 =
& ” .
- P 4 Hodge ve White (1950)
©
> » -
E -5 4 P = == Sonlu eleman ¢6zimu
e« /7
7/
74 4
B
p =8 MPa

Sekil 5.7 : I¢ basing 8 MPa oldugunda kenar boyunca radyal gerilme dagilimu.
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radyal mesafe (mm)

100 120 140 160 180 200
0 EE———— 4
au
- -
2
§ -
s €
e
& 7 4 Hodge ve White (1950)
s 2
E 8 / == == Sonlu eleman ¢6zimu
/‘
-10 /
nt

p =12 MPa

Sekil 5.8 : I¢ basing 12 MPa oldugunda kenar boyunca radyal gerilme dagilimu.

I¢ basing p = 12 MPa oldugu durumda radyal gerilmenin radyal mesafe ile degisimi
Sekil 5.8°de, p = 16 MPa oldugu durumda ise Sekil 5.9’da karsilastirilmaktadir. Bu
gerilme seviyelerinde plastik bolgeye ulasilmis olup, sonlu eleman ¢oziimleri ile

Hodge ve White (1950) sonuglart birbiriyle ortiismektedir.

radyal mesafe (mm)
100 120 140 160 180 200

s # Hodge ve White (1950)

7 == == Sonlu eleman ¢6zimii

Radyal gerilme (MPa)
\

-14 A
-16 L 4

p =16 MPa

Sekil 5.9 : I¢ basing 16 MPa oldugunda kenar boyunca radyal gerilme dagilimu.
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radyal mesafe (mm)

200

100 120 140 160 180
14 L
\

=12 N\
S \
° \
£10 ] e
o N\
oo N\
Q N\
S ~
38 ¢ Hodge ve White =~
g (1950) S
< = = Sonlu eleman ¢dziimii ~ ~eo_

6 T - -

- _ _ _e
4 - -
p =8 MPa

Sekil 5.10 : i¢ basing 8 MPa oldugunda kenar boyunca cembersel gerilme dagilima.

I¢c basing p’nin 8 MPa, 12 MPa ve 16 MPa oldugu durumda, cembersel gerilme
dagilimlan sirasiyla Sekil 5.10, Sekil 5.11 ve Sekil 5.12°de karsilastirilmaktadir. Bu

karsilastirmada da elde edilen sonlu eleman ¢oziimleri ile Hodge ve White (1950)

sonugclari birbirleriyle ortiismektedir.

radyal mesafe (mm)

200

100 120 140 160 180
20
18
*

— -
TR = ~ %
2 N
Q 14 T \
E S
52 S
k. ~ o
3107 ~e _
] -~ -t _
e} 8 4 - e @
£ + Hodge ve White (1950)
O 6

4 | = = Sonlueleman ¢éziimi

2

0 " '

p =12 MPa

Sekil 5.11 : I¢ basing 12 MPa oldugunda kenar boyunca ¢cembersel gerilme dagilim.
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radyal mesafe (mm)

100 120 140 160 180 200
22
= 20 e 4 Hodge ve White (1950)
a \
E / N = == Sonlu eleman ¢6zimu
@ /
£ / \
g 18 | \
3 ’ \
5 ’ \
£ / \
S 16 | / \\
Y N
/ N\
N\
14 / N
/ >
N\
/ N\
f N
p =16 MPa

Sekil 5.12 : I¢ basing 16 MPa oldugunda kenar boyunca cembersel gerilme dagilimu.

Sonlu eleman mastir elemanindaki kenar iginde yer alan orta noktalar, Sekil 5.13’deki
gibi kenar uzunlugunun 4’li oraninda kaydirilarak doniisiim bozuklugu elde edilir.
Standart formiilasyon ile gelistirilen formiilasyon ayr1 ayri kullanilarak elde edilen

sonuclar Sekil 5.14, 5.15 ve 5.16’da karsilastirilmaktadir.

<=

Oo—0

o 0—0
[

Sekil 5.13 : Mastir elemanda orta noktanin kenar uzunlugunun % oraninda
kaydirilmasi.
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20
-
/r ............'...........
16 - A .....oooo
,
/7
z ¥
S 12 - /7 -
g /s
© /-
8 4 Hodge ve White (1950)
/- - == gelistirilmis ¢dziim
) ssssee standart ¢oziim
4 1 4
{.o
!
0 &

0 0,1 0,2 0,3 0,4
i¢ ylizeyde radyal deplasman (mm)

Sekil 5.14 : Gelistirilmis ve standart formiilasyonla i¢ yiizeydeki deplasmanin
degisimi.

radyal mesafe (mm)

100 120 140 160 180 200
0 o"'}
22 ..-"./
A
— “ ”
© .
a o’
s 4 RO &
o o
o
% -6 .."y
& 7
5 s
S -8 RO 4 Hodge ve White (1950)
o R4
. = == gelistirilmis ¢dziim
10 | ...’, gelis $¢
. eeeese standart cozil
s standart ¢dziim
2]
as 7
/
-16 4
p =16 MPa

Sekil 5.15 : p =16 MPa icin gelistirilmis ve standart formiilasyonla radyal gerilme
dagilimi.
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radyal mesafe (mm)

100 120 140 160 180 200
22
20 A 7 * ~
3 / N
S 18 O e Y
= o N\
[ 7 ~
£ .
T 16 | /7 . Sel
) v . ~
Sl 77 . D &
2 7 . # Hodge ve White (1950) =
£ 4 T Y ~ 9
8 12 * == == gelistirilmis ¢6ziim ..
o eseess standart ¢szom e
o4 T T
8 -
p =16 MPa

Sekil 5.16 : p =16 MPa icin gelistirilmis ve standart formiilasyonla ¢embersel

5.3 Doniisiim Bozuklugunun Artirilarak Incelenmesi

Bu bolimde; Bolim 5.2°deki ornek kalin halka silindir, geometri ve malzeme

ozellikleri ayn1 kalmak suretiyle sonlu eleman aginda 20 ve 24 adet serendip eleman

gerilme dagilimi.

kullanilarak analiz edilmistir.

Sekil 5.17°de herhangi bir kaydirma yapilmamistir. Sekil 5.18’de orta diiglim noktalar

1/4 oraninda ayni1 yonde kenara yakin, Sekil 5.19°da orta diigtim noktalar1 1/8 oraninda

ayn yonde kenara yakin olarak doniisiim bozuklugu elde edilmistir.

Sekil 5.20°de ise orta diigiim noktalar1 1/4 oraninda sasirtmali (zikzak) olarak, Sekil
5.21°de de 1/8 oraninda sasirtmali (zikzak) olarak kenara yakin olacak sekilde

doniisiim bozuklugu elde edilmistir. 24 elemanl hal (Sekil 5.22) referans ¢6zlim olarak

kabul edilmistir. Elde edilen sonuglar Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2°de verilmistir.
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Cizelge 5.1 : 20 elemanli ¢6ziim (aym yonde kaydirma).

Sekil 5.18 Sekil 5.19 Sekil 5.17 Sekil 5.18 Sekil 5.19 Sekil 5.22

Parametre (standart (standart (kaydirma  (gelistirilmis (gelistirilmis (24 elemanl
formiilasyon formiilasyon yok) formiilasyon formiilasyon  referans
¢Oziimleri)  ¢Oziimleri) ¢Oziimleri)  ¢dziimleri) ¢Oziim)
u 0.117908 0.091585 0.127125 0.127117 0.127122 0.127117
vii 0.117909 0.091586 0.127120 0.127108 0.127107 0.127117
Radyal
gerilme -9.0406 -5.5062 -9.1617 -9.1294 -9.1126 -9.1991
(MPa)
Cembersel
gerilme 18.1483 14.4774 18.2514 18.2787 18.2921 18.2893
(MPa)

Cizelge 5.2 : 20 elemanli ¢6ziim (sasirtmali/zikzak kaydirma).

Sekil 520  Sekil 5.21  Sekil 5.17  Sekil 5.20  Sekil 5.21  Sekil 22

(standart (standart (kaydirma  (gelistirilmis  (gelistirilmis (24
Parametre  formiilasyon formiilasyon yok) formiilasyon formiilasyon  elemanl
¢ozlimleri) ¢oztimleri) ¢oziimleri) ¢Ozlimleri) referans
¢Oziim)
u 0.117898 0.091578 0.127125 0.127005 0.126158 0.127117
Vi1 0.117923 0.091604 0.127120 0.125947 0.124760 0.127117
Radyal
gerilme
(MPa) -9.039630 -5.505190  -9.161660  -9.246120 -9.084920  -9.199130
Cembersel
gerilme

(MPa) 18.149300 14.479000  18.251400  18.259800 18.427500  18.289300

200

175 4

150 +

125 4

100 +

Fa ]

50 ~
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Sekil 5.17 : 20 elemanli problemin geometrisi, ag, eleman ve diigiim noktasi
ozellikleri.
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200 -
190 A
180 A
170 A
160 A
150 A
140 A
130 ~
120 A
110 A
100 A

160 léO 140 160 léO 260
Sekil 5.18 : 20 elemanli problem: orta diiglim noktalar1 1/4 oraninda ayn1 yonde
kenara yakin.

200 A
190 A
180 A
170 A
160 A
150 A
140 A
130 A
120 A
110 A
100 A

100 120 140 160 180 200
Sekil 5.19 : 20 elemanli problem: orta diiglim noktalar1 1/8 oraninda ayn1 yonde
kenara yakin.
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200 +
190 -
180 -
170 -
160 -
150 A
140 A
130 A
120 -
110 -
100 -

160 1.';.0 1;&0 1(:30 18I0 260
Sekil 5.20 : 20 elemanli problem: orta diigiim noktalar1 1/4 oraninda sagirtmali
(zikzak) olarak kenara yakin.

200 -
190 A
180 A
170 A
160 A
150 A
140 A
130 A
120 A
110 A
100 A

T | T T T

100 120 140 160 180 20

Sekil 5.21 : 20 elemanli problem: orta diigiim noktalar1 1/8 oraninda sagirtmali
(zikzak) olarak kenara yakin.

39



200 A
190 -
180 A
170 -
160 A
150 A
140 A
130 A
120 A
110 -
100 -

100 120 140 160 180 200
Sekil 5.22 : 24 elemanli problemin geometrisi, ag, eleman ve diigiim noktasi
ozellikleri.

Elde edilen sonuclar incelendiginde; standart sekil fonksiyonlarinin kullanildigi
durumda, eger orta noktalar kenarlara dogru kayarsa sonuclarin giderek bozuldugu
goriilmektedir. Kenara ¢ok yakin durumda (1/8 oraninda kaydiginda) sonuglar daha da

bozulmaktadir.

Ancak gelistirilmis genel serendip elemanlar kullanilirsa, doniisiim bozukluklar1 yok

olmaktadir ve sonuglar anlamli derecede birbirine yakin ¢ikmaktadir.
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6. SONUCLAR

6.1 Sonuclarin irdelenmesi

Bu tezde, sonlu elemanlar yonteminde fiziksel eleman ile mastir eleman arasindaki
gecis sirasinda ortaya ¢ikan doniisiim bozukluklari orta noktalart ayarlanabilir sekil
fonksiyonlar ile elastoplastik problemler icin incelenmis ve olusan hesap hatalar

giderilmistir.

Doéniisiim bozuklugu sorununu gidermek i¢in orta noktalari ayarlanabilir sekil
fonksiyonlar1 olan parabol elemanlar kullanilmistir. Onerilen dogrusal olmayan sonlu
eleman algoritmasi ile ¢ok bilinmeyenli yap1 sistemlerinin analizinde gerilme ve
deplasman degerlerinde dogruluk derecesi artmakta olup, bunun yaninda modellemede
dogabilecek fiziksel eleman ile mastir eleman arasindaki doniisiim bozukluklari
otomatik olarak ortadan kaldirilmaktadir. Bu kapsamda, tezin beginci boliimiinde
verilen sayisal uygulamalar ile 6nerilen algoritmanin dogrulugu smanarak verimli ve

dogruluk derecesi yliksek sonuglar elde edilmistir.

Tez kapsaminda eclde edilen sonuglardan elde edilen kazanimlar, doniisiim
bozukluklarinin giderilmesi ve ge¢is elemanlt model imkaninin saglanmasidir. Orta
noktalar1 ayarlanabilir sekil fonksiyonlari ile malzeme y6niinden dogrusal olmayan
statik problemlerde de doniigiim bozukluklart giderilmistir. Bunun i¢in dncelikle orta
noktalar1 ayarlanabilir sekil fonksiyonlar1 8 noktali elemanlar ig¢in formiile edilmis ve
sonlu eleman algoritmalar1 olusturulmustur. Analizler i¢in diizlemsel problem tipi

secildiginden Bo6lim 4°teki sonlu eleman algoritmasi buna uygun olarak sunulmustur.

Bolim 5’te yapilan analizlerin ilki formiilasyonu onamak igindir. Algoritmanin
dogrulugunu test etmek i¢in betonarme konsol bir kirig, u¢ kenarindaki diigiim
noktalarinda diisey yonde bir etkiye maruz birakilarak incelenmistir. Bu ornekte
doniisiim bozukluklari olusturularak sonuglarin nasil bozuldugu ve buna karsilik dogru
sonuglarin ne olmasi gerektigi gelistirilmis formiilasyonla gdsterilmistir. Ikinci
analizde ise i¢ basing etkisi altindaki kalin halka seklinde bir silindirin elastoplastik

analizi i¢cin mevcut analitik ¢oziimler ile sonlu elemanlar ¢oziimii karsilastirilmistir.
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Bu analizde von Mises akma kriteri kullanilmig ve 6nerilen algoritmanin dogrulugu

sinanarak iyi sonuglar elde edilmistir.

Ozetle, tezde Onerilen algoritmayla ¢ok bilinmeyenli yap: sistemlerinin analizinde
gecis elemanlarinin kullanilmasi ile verim artmakta olup, bunun yaninda modellemede
dogabilecek fiziksel modelle sonlu model (master elemanlardaki) arasindaki doniisiim
bozukluklar1 otamatik olarak elimine edilmektedir. Bilinmeyen sayisinin azaltilmasi
ile paralel islem algoritmalarinin kullanildigr yontemlere alternatif bir yontem
sunulmustur. Tezde Onerilen formiilasyonlarin kullanilmasi ile mevcut analiz

programlarinda daha dogru ve verimli analizlerin elde edilmesi miimkiin olacaktir.

6.2 Gelecek Arastirma

Bu tezde, malzeme yoniinden dogrusal olmayan analiz sadece elastoplastik ¢calisma
icin yapilmis olup, aym algoritma viskoelastik malzemeler i¢cin de uygulanabilir.
Bunun yani sira dinamik etkiler de analizlere katilarak genis bir spektrumda analizler

yapilabilir.

Genel serendip elemanlar1 diizlem problemler icin gelistirilmistir. Kullanilan
formiilasyonlar sekil fonksiyonlar1 {izerinde yapilmis oldugundan, plak ve kabuk gibi

eleman tiplerini igeren modeller de ileriki arastirmalarda kullanilabilir.
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