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OzET

Bu ¢alismada deplasman temelli ve karma formiilasyon kirig sonlu elemaniarinin analitik olarak
kargilagtirmastyapinustir. Karma formillasyon kiris elemaninda, deplasman, gerilme ve birim
uzama bagimsiz alanl degisimsel formiilasyon kullaniimigtir. Deplasman temelli ve karma
formiifasyon kiris sonlu efemaniarin bulundugu yapi sistemlerin karsilastirmasinda Matlab©®
programinda galistinlabilen acik kaynak kodiu FEDEASLab isimli yardimer yazifim kullanilmistyr,
Kargilagtirmanin yapildigi sistemler sirasiyla dikddrtgen kesitli gelik ankastre kolon ve tig agikhikli
ve birkag kath betonarme cergevedir. Karma formlilasyon elemaniarin kullamlidict sistem
analizlerinde iterasyoniu ve iterasyonsuz ¢bzum algoritmalari olmak iizere iki yontem kullanilarak
bunlarin sonuglar deplasman temelli eleman sonuclariyla karsilastinlmigtir, Sonug olarak, bu
calismada analizi yapilan sistemlerde, iterasyonlu ¢éziim yénteminin kullanifdigii karma
formiilasyon sonlu elemaniarin, iterasyonsuz karma formiilasyon ve deplasman temelli soniu
elemanlara gore daha hizh, dogru ve giivenilir sonug verdigi ortaya konarak karma formiilasyon
elemantarin medellemedeki avantajlari gosteriimistir.

1. GIRiS

Literatilrde yapi analizinde kullanilan birgok metot bulunmaktadir. Bu analiz metotlar| ¢ok genis bir
yelpaze teskil etmelerine karsin uygulamadaki kolaylik ve hassasiyetlerine gére genel olarak
Makro Metotlar ve Mikro Metotlar olmak (izere iki ana gruba ayrilirtar. Makro metotlar mikro
metotlara kiyasla daha kolay uygulanabilmelerine ragmen mikro metotlarin sundugu hassasiyeti
tasimazlar. Bu nedenle, yapi analizi sirasinda analizi yapilan sistemin ve analiz neticesinde istenen
sonuglarin hassasiyeti ve analiz igin harcanacak siire g6z 6nlinde bulundurularak hangi metodun
kullanilacagina dair dikkatli bir sekilde karar vermek gerekir.

Sonlu elemanlar yéntemi, diferansiyel denklemlerinin ¢ozimi gok zor ya da miimkiin olmayan
gercek fiziksel problemler igin dahi yaklasik bir ¢6zUm sunabilen ve bu yénilyle birgok mihendislik
alaninda kullanilan bir mikro metottur. Yéntemin baslangici 1940’lara kadar gitmesine ragmen,
sonlu eleman terimi ilk kez Clough'un makalesinde geger ve sayisal mekanikteki ilerlemelere
paralel olarak geligimini strdordr.

Yapi mekaniginde sonlu elemanlar yéntemi, genellikle yapilarin eleman (yerel) ve sistem (genel)
duzeyinde dogrusal ve dogrusal olmayan statik ve dinamik analizlerinde kullantlan bir mikro
metottur. Yéntemin altinda yatan temel teori virtiiel deplasmanlar ve/veya minimum toplam enerji
prensibidir. Metodun birgok mithendislik alaninda kullaniimasi nedeniyle teorisi hakkinda birgok
kaynak mevcuttur.

Sonlu elemanlar, deplasman temelli ve karma (melez) formUlasyon olmak lizere iki ana gruba
ayrilir ve hangi elemanin hangi durum igin kullanilacagina, analizi yapilan sisteme baglt olarak
karar verilebilir,
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Deplasman temelli kirig elemanlari, sistemin matematik modeli izerinde belirlenen ve genellikle
eleman Uzerinde esit araliklarda segilen digim noktalarindaki, sistemin yapisal davranisi da g6z
&niinde bulundurularak belirlenen varsayimsal sekil fonksiyonlari kullanilarak bulunan deplasman
degerlerini, biinye denklemlerini, yikleme kosullarini, geometriyi, mesnet kosullarini, vb. kullanarak

yapiya etkiyen kesit kuvvetlerini tespit etmede kullanilir. Kisacasi deplasman temelli elemanlar
deplasmanla alakali denge kosullarini géz éniinde bulundurur. Diferansiyel esitlikler her zaman
saglanamasa da diigiim noktasindaki eleman dengesi her zaman igin saglanir. Diferansiyel
esitliklerin her zaman saglanamamasinin neden oldugu olumsuz durum ig kuvvetlerin yeterli
dogrulukta belirlenememesidir. Glinkd, deplasman temelli elemanlar kullanilirken diferansiyel
denklemlerdeki siireklilik kosullar géz ardi edilir. Sonuglardaki hassasiyet ve dogrulugu artirmak
igin diigum noktasi sayisini ya da uygulamadaki bazi kolayliklar nedeniyle genellikle polinom
olarak segilen sekil fonksiyonlarinin mertebesini artirmak gerektiginden, deplasman temelli sonlu
elemanlar bazi durumlar igin yetersiz kalabilir. Deplasman temelli elemanlarin, diyafram ve kesme
kilitlenmesi ve sikistirilamayan ortamlarin analizi gibi durumlar igin yetersiz kalmasi nedeniyle
yakin tarihli aragtirmalar karma elemanlar Uzerinde yogunlagmisgtir.

Karma formiillasyon elemanlar, dogrusal olmayan davranist, eleman boyunca bulunan kontrol
kesitleri (izerindeki gerilme-birim uzama iligkilerinin entegrasyonundan faydalanarak modellemeye
olanak tamimaktadir. Kirig modelinin sonlu eleman yaklagiminda, deplasman temelli elemanlardan
farkli olarak kesit kuvvetleri (i¢ kuvvetler) icin dengeyi saglayan sekil fonksiyonlari ve kirig boyunca
kesit deformasyonlari kullanilir. Sadece eleman uglarindaki dugiim noktalarindaki deplasman
degerleri yeterli olacagindan, kirigteki deplasman alani igin herhangi bir varsayima ihtiyag yoktur.
Karma elemanlar degisimsel formilasyonda sadece deplasmani degil, ayni zamanda birim gerilme
ve birim uzamanin da kullanmasiyla deplasman temelli elemanlardan ayrilir. Karma formilasyon
gbzmiiniin en gok bilinen genel formu Helinger-Reissner ve Hu-Washizu degisimsel
formillasyonlandir. Kirig, kabuk, plak ve diyafram gibi elemaniarda kesme kilitlenmesinin 6nlenmesi
karma formilasyon ile saglanabilir. Deplasman temelli elemanlarda hesaplanan deplasmanlar
kilittenme sebebiyle gergek degerlerinden daha diig(ik bulunabilir fakat karma elemanlar bu sorunu
ortadan kaldirmada kullanilabilir. Buna benzer duruma sikistirlamayan ortamlarin analizinde
karsilasiimaktadir ve bu durumda degisken deplasmana ek olarak basinctir. Bunun disinda
analizlerde daha az karma eleman kullanarak deplasman temelli elemanlarin sundugu sonuglardan
daha hizli ve daha hassas sonuglar elde etmek mimkindur.

Karma elemanlarin formiilasyonu ve uygulamalari ilgili literatiirde birgok galigma bulunmaktadir.
Spacone vd. [8] kesme ve donatisiyriimasini ihmal ederek betonarme gergeve elamanlarin elastik
stesi statik ve dinamik analizinde elemanlardaki moment ve eksenel kuvvet dengesini saglayan
karma formilasyon kiris-kolon elemani geligtirir. Neuenhofer ve Filippou [7] gerceve sistemlerin
deplasman temelli ve karma formlasyon sonlu elemanlar elastik olmayan malzeme davranigi ile
analizini karsilastirarak 6nceki galigmalara nazaran daha etkill bir durum tespit (state
determination) algoritmasi énerir. De Souza [6] doktora calismasinda Neuenhofer ve Filippou'nun
karma formiilasyon elastik elemanini daha da gelistirerek ve elastik olmayan genis deplasmaniari
da dahil ederek cergeve elemanlarin analizinde karma formilasyonu kullanir. Hjelmstad ve
Taciroglu [5] lineer olmayan gergeve analizinde karma elemanlarin dayandigi varyasyonel
prensipler hakkinda ¢aligma yapmiglardir. Bir diger doktora galismasinda Saritag [4], kesmenin
kritik oldugu gelik ve betonarme elemanlar igin eksenel kuvvet, kesme ve egilme momentinin
birbiriyle etkilesimini de géz éniinde bulunduran iki boyutlu gergeve sonlu elemani formilasyonu
sunar. Saritas ve Filippou [3], g boyutlu plastik malzeme modeli icin ntimerik algoritma sunar ve
algoritmay! betonarme kirig ve kolonlarda eleman diizeyinde test ederek mevcut deney
sonuglanyla kargilagtirir. Papachridtidis vd. [2]. eleman formulasyonunda Timoshenko kirig teorisini
ve eksenel kuvvet, egilme momenti, kesme kuvveti ve burulmanin birbiriyle etkilesimini gz éniinde
bulunduran (g boyutlu malzeme modelini kullanarak gerceve yapilarin yiiksek kesme kuvveti
altinda kapasitesini karma elemanlar kullanarak inceler. Gok yeni yayimlanan bir galismadaysa [1],
Hu-Washizu fonksiyoneli kullanilarak ii¢ boyutlu bir gergeve elemani gelistiriimis ve bu elemanda
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her bir digiim noktasinda tig diiz hareket ve li¢ dénme hareketinin diginda ek serbestlik dereceleri
dikkate alinmig ve nonlineer davranig modellenmistir.

Yukarda sunulan kaynakgalardan da gériildigi gibi nonlineer analizler igin karma formulasyon
cergeve elemanlarinin gelistirimesi ve kullanimi daha da artmaktadir ve bu modelleme
yéntemeninin 6zellikle de ¢oziimleme hizi ve dogrulugu lzerinde 6zet bir calisma yapilmaya
ihtiyag duyulmaktadir.

2. NUMERiIK ORNEKLER

Bu bélimde deplasman temelli ve karma formiilasyon sonlu elemanlarin iki farkli sistem icin
karsilagtirmasi yapilmistir. ilk sistem basit celik ankastre kolon ve ikinci sistem Ug (3) agiklikli ve 2,
3 ve 4 katli olarak degisen gerceve sistemlerdir. Deplasman temelli ve karma formdlasyon kirig
sonlu elemanlarin bulundudu yapi sistemlerin karsilastirmasinda Matlab® programinda
calistinlabilen agik kaynak kodlu FEDEASLab isimli yardimei yazilim kullanilmistir. Takip eden
bélumlerde konuyla ilgili detaylar, sonuglar ve sonuglar hakkindaki yorumlar agiklanmistir.

2.1. Celik Ankastre Kolon

Tabani ankastre olan dikdértgen kesitli gelik bir kolon tepe noktasindaki yatay kuvvet artirilarak
yUklenmistir. Analizler, deplasman temelli ve karma formiilasyon sonlu elemanlar arasindaki
hassasiyet ve glivenirlik karsilagtirmasi amaciyla yapilmistir. Bunun yaninda iterasyonlu ve
iterasyonsuz ¢6zUiim algoritmali karma elemanlar da birbiriyle karsilastinlmistir,

Geligin tek eksenli davranigi igin ardisik dogrusal (bilineer) gerilme-birim uzama iligkileri oldugu
varsayilmigtir. Analizin amaci niceliklerin kendisinden gok niceliklerdeki degisimlerin belirlenmesi
oldudu i¢in birimsiz olarak incelenmisgtir. Kolonun uzunlugu 120, derinligi 15 ve genisligi 10 birim
alinmistir. Celigin elastisite moduluniin 29000, akma dayaniminin 50 birim oldugu varsayiimistir.
Analizlerde eleman geometrisinin dogrusal oldugu kabul edilmistir. Kesit, orta nokta integral kurali
kullanilarak birkag tabakaya bélinmustiir. Kiris elemaninin davranis), kiris Gizerindeki gesitli
kesitlerdeki tepkilerin dahil edilmesiyle elde edilmistir. Kesitlerin yerinin belirlenmesinde Gauss-
Lobatto ydntemi kullanmimistir.

Celik kolon boyunca degisik sayida deplasman temelli elemanlar kullanilarak elde edilen ve kesit
Uzerindeki tabaka sayisi 5 olarak sabit tutulan analiz sonuglari Sekil 1'de verilmistir. Sekil tzerinde
deplasman temelli-DF, eleman say1sI-E, kesitteki katman sayisi-/P olarak kisaltiimistir. Analiz
sonuglarina gére gelik ankastre kolon érneginde global davranigi dogru olarak yakalayabilmek igin
en az 4 tane deplasman temelli eleman kullaniimasi gerekmektedir. Sekilde gosterimemesine
ragmen, kesit Uzerindeki katman sayisini artirmak sonuglardaki dogruluk hassasiyetini
iyilestirememektedir.

iterasyonlu ve iterasyonsuz ¢6ziim algoritmast kullanilan karma formilasyon anlaliz sonuglari ayni
dogrusal olmayan davranigi vermektedir. G6zlemlenen tek fark analiz siiresinin iterasyonlu
analizde, iterasyonsuz analizden daha kisa olmasidir. Sonuglar Sekil 2'de verilmistir. Sekil
Uzerinde iterasyonlu karma formiilasyon-FFiter olar kisaltiimistir. Sekle gére, kesitinde 5 katman
kullanilan tek elemanli karma formtilasyon global davranis igin makul seviyede bir hassasiyet
saglamaktadir.

Celik ankastre kolon i¢in DF, FF ve FFlter formilasyon sonlu eleman analizlerinin ¢6ziim sureleri
Sekil 3'te kargilagtiriimigtir. Sekil Gzerindeki noktalarin dagilimi dogrusal olarak yakinsanmistir.
Sekilden de anlagilacag: tzere, FFlter en hizli sonucu veren formiilasyon olmasina ragmen su da
unutuimamalidir ki ankastre kolon 6rnegi icin karma formiilasyonda eleman sayisini gok fazia
artirmaya gerek yoktur; ¢iinkl tek eleman bile yeterli hassasiyette sonug vermektedir. Bunun
yaninda, deplasman temelli eleman kullanildiginda yeterli hassasiyet ancak 4 tane elemanin
kullaniimasiyla saglanabilmistir. Bu da zaman olarak diistniildiigiinde karma formiilasyona gére 3

XVII. Ulusal Mekanik Kongresi

637



SOYDAS, SARITAS

kat daha fazla bir stireye tekabiil etmektedir. Bu sonug da karma formiilasyonun glicinii ve
guvenilirligini gésterir.
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Sekil 1: Degisik Sayidaki Deplasman Temelli Sonlu Elemanli Celik Ankastre Kolon igin Taban
Kesme Kuvvetinin Tepe Deplasmani ile Degigimi
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Sekil 2: Degisik Sayidaki lterasyonlu Karma Formillasyon Sonlu Elemanii Celik Ankastre Kolon igin
Taban Kesme Kuvvetinin Tepe Deplasmani ile Degigimi
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Sekil 3: DF, FF ve FFlter ve 5 IP igin Analiz Siirelerinin Karsilastiriimasi

2.2. Betonarme Gergeve Sistem

3 agiklikli ve 2, 3, ve 4 katli gergeve sistemlerin analizi yapilarak iterasyonlu ve iterasyonsuz karma
formilasyon sonlu elemanlarin kargilagtirmasi yapiimigtir. Kat ytksekligi bitiin analizlerde 3m
alinmis olup 2 katl gergevenin geometrik &zellikleri Sekil 4'te verilmistir.

Cergevede kullanilan her kirig ve kolon tek karma elemanla ve eleran boyunca degisen sayida ve
kontrol kesitlerindeki Gauss-Lobatto integral noktalanyla temsil edilmistir. Her kesit 5 beton
katmanina boliinmastir. Kesit tesirlerini ve tanjant rijitliklerini elde etmek icin orta nokta integral
kurali kullaniimistir. Betonun gerilme-birim uzama iliskilerini tanimlamak igin dogrusal olmayan tek
eksenli malzeme modeli kullanilmistir. Bu rnekte betonun ¢ekme dayanimimin olmadigi kabul
edilmigtir. Analizlerdeki biitiin kolon ve kirislerin basing dayanimi 20MPa, maksimum basing
dayanimindaki birim uzama 0.002 ve maksimum birim uzama 0.008 olarak alinmistir. Donatilar,
1% peklesme oranl bilineer malzemeli olarak modellenmistir. Celigin elastisite modulii ve gekme
dayanimi sirastyla 200GPa ve 220MPa olarak alinmigtir, Sekil 4'te gsterildigi gibi tepede yatay bir
kuvvet uygulanip, tepe diigiim noktalarina esit olarak dagitilmistir.
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Sekil 4: Iki Kath Ug Agiklikii Betonarme Gergeve Sistem
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Sekil 5: Dort Katli ve Ug Agiklikli Gergeve Sistemlerin FF ve FFlter Formiilasyon igin Analiz
Surelerinin Kargilastinimasi

Agciklik basina bir eleman ve degigik sayida kesit katmanina sahip 4 kath ve 3 agiklikh gergeve
sistemlerin FF ve FFlter formilasyon igin analizi yapilarak analiz siireleri kargilastinimigtic (Sekil 5).
Sekil tizerindeki noktalarin dagihmi dogrusal olarak yakinsanmistir. Sonuglar incelendiginde, FF ve
FFiter'in her ikisi igin de goziim stiresi IP ile dogrusal olarak artmaktadir ve FFlter, FF'e gdre
neredeyse yan zamanda gozime ulasmaktadir. Ek olarak, FFlter'in gdzim stresinin kat sayisina
g6re degisimi de dogrusal bir seyir izlemektedir (Sekil 6). Sonuglardan anlagilabilecedi gibi ¢6ztm
stresindeki arti, problemin boyutlarindaki artigla orantili olarak biiyiimektedir ve karma
formillasyon elemanlar gergeve sistemler gibi nispeten daha karmasik sistemlerin dogrusal
olmayan davranig! igin de hassas ve giivenilir sonuglar vermektedir.
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Sekil 6: FFlter ve 5 IP igin Analiz Suresinin Kat Sayisina Gore Degisimi

3. SONUGCLAR
Bu cgalismada iki farkli yapisal sistem kullanilarak deplasman temelli ve karma formUlasyon kirig
sonlu elemanlarinin analitik olarak karsilastirmasi yapilmistir. Analiz sonuglarina gére karma

elemanlar deplasman temelli elemanlara gére daha az eleman sayisi kullanilan durumlarda bile
daha hizl ve ayni zamanda giivenilir sonuglar verebilmektedir.
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