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ONSOZ
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BIRLESTIRILMIiS SONLU ELEMAN VE SINIR ELEMAN METODUYLA
GERILME ANALIiZi VE DUZ DISLI CARKLARA UYGULANMASI

OZET

Bu c¢aligmada, birlegtirilmis sonlu eleman ve smnir eleman metodunun teorisi
incelenmis, digliler iizerinde pratik uygulamast yapilmistir. Bunun igin 6ncelikle
sonlu elemanlar metodu ve sir elemanlar metodu ayrintili olarak incelenmis ve
kargilagtirlmugtir. Daha sonra birlestirme yontemine iliskin sonlu elemanlar tabanl
yaklagim, sinir elemanlar tabanli yaklagim ve iteratif bolge ayristirma teknigi ayrintili
olarak belirtilmistir. Uygulama calismas: igin digli ¢arklar incelenmis, dis dibi
gerilmelerinin hesaplanmasi i¢in kullanilan yontemler anlatilmigtir. Yapilan analizler
dis dibi gerilmeleriyle ilgili ¢esitli analitik ifadelerle karsilagtirilmig, sonuclar
iizerinden yorum yapilmstir.
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COUPLING FINITE ELEMENT AND BOUNDARY ELEMENT METHODS
AND ITS APPLICATION ON SPUR GEAR STRESS ANALYSIS

SUMMARY

In this study, coupling of boundary element and finite element method is studied and
an illustrative example is given for spur gears. Therefore, finite element method and
boundary element method are studied widely and compared. Three approachs for
coupling; finite element based, boundary element based and iterative domain
decomposition techniques are examined in detail. To implement the methods on spur
gear tooth stress analysis, gears are studied and analitycal gear tooth stress
formulations are mentioned. The results of analysis are compared and discussed.
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1. GIRiS

Miihendislik ve uygulamali bilimlerde pek ¢ok problem, diferansiyel ya da integral
denklemler tizerinden ifade edilebilir. Analitik bir ¢6ziime ulagmak icin bu
denklemlerin ¢6ziimlerinin elde edilmesi gerekir. Fakat geometri, sinir sartlar1 ve
malzeme yapisi gibi birgok yerde karsimiza ¢ikabilecek karmasik yapilar (ki gergekte
problemler boyledir) kesin ¢oziimiin elde edilebilmesini engelleyebilir. Bazi
durumlarda kesin ¢6ziim elde edilse bile ¢6ziim siiresi mantikh simrlar igerisinde
olmayaBilir. Tasarim siiresini miimkiin oldugunca kisaltmak, en azindan mantikli bir
seviyeye ¢ekmek gerekir. Bu tip problemlerde bunu yapmanin yolu kesin ¢6ziim
aramak yerine yaklagik ¢oziimler elde etmekten gecer. Diferansiyel ve integral
denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in sayisal yontemler kullanilir.

1.1 Sayisal Yontemler

Sayisal yontemlerin temel &zeligi, problem bdlgesinin sonlu biiylikliikte, kolay
hesaplanabilir pargalara ayrilmasidir. Bu pargalari birbirine baglayacak ifadeler
belirlenerek ¢6ziim bolgesindeki (katt mekanigi problemleri igin) gerilme ve
yerdegistirme gibi deZiskenlerin tatminkar derecede hesaplanmasi miimkiindiir. Bu
bolgeler ne kadar kiigiik olursa ve degerlerin elde edildigi nokta sayisi ne kadar ¢ok
ise ¢dziime o kadar yakinsanir. Sekil 1.1°de pi sayisinin hesaplanmasinda eleman
say1sinin artmasinin ¢éziime etkisi gérilmektedir.

Sekil 1.1: Eleman Sayismin Artmasimin Cézlime Etkisi a) 3 Eleman b) 6 Eleman
c¢) 12 Eleman



Sayisal yéntemlerde ¢ozlime ulagsmak igin ¢ok sayida denklemin eszamanl: olarak
¢Ozillmesi gerekmektedir. Bu noktada oldukc¢a biiyikk hesaplama giicline ihtiyag
duyulur. 1950°lerden sonra, dijital bilgisayar teknolojisinin gelismesiyle birlikte
sayisal yontemler ancak uygulanmaya baglanmustir. Dolayisiyla teknoloji bagimli
yontemlerdir. Giiniimiizde bilgisayar teknolojisinin ucuzlamasi, bu ydntemlerin
kiiciik isletmeler, hatta 6grenciler tarafindan kullanimina olanak saglamigtr.

1.1.1 Sonlu farklar metodu

Sonlu farklar metodunda diferansiyel denklemler, fark denklemleri vasitasiyla
¢oziiliir. Oncelikler koordinat eksenlerine paralel artimlar ile diigim noktalar
olusturulur. Her bir artim igin fark denklemleri diizenlenir. Diigim noktalar:
birbirlerine esit mesafede yerlestirilir. Eleman yoktur ve diifiim noktalar: arasindaki
bosluklara herhangi bir Szellik atanmaz. Bu O6zellikler diferansiyel denklemlerin
icinde tamimlanmistir. Noktalarin koordinat eksenlerine paralel olmasi ve sadece egit
araliklarla dizilmesi nedeniyle karmagsik geometrili, karmasik malzeme yapisi olan ve
gerilme yigilmalarimin oldugu problemler igin kullanilmasi uygun degildir. Sonlu
farklar metodu 6zelikle 1s1 ve akis problemleri igin kullanilir. Ayrica programlanmasi
oldukg¢a kolay bir yéntemdir.

1.1.2 Sonlu elemanlar metodu

Sonlu elemanlar metodu (SEM), oldukga genis uygulama alanina sahip bir
yontemdir. Hemen hemen biitin miihendislik alanlarinda kullamlabilir. Eleman
yapist itibariyle karmasik yapili uygulamalarda kullanilabilir (Sekil 1.2). Sonlu
elemanlar metoduna iliskin piyasada ¢ok sayida yazilim bulmak miimkiindiir. Bu
nedenle kolay ulagilabilir bir yontemdir.

Sekil 1.2: Problem Geometrisinin a) Sonlu Farklar, b) Sonlu Elemanlar
ve ¢) Smir Elemanlar Metodu ile Gosterimi



1.1.3 Sinir elemanlar metodu

Sinir elemanlar metodu (SIEM), problemi sinir integral denklemleri cinsinden ifade
ederek ¢Gzer. Bu denklemlerin ¢Ozimiinii bulmak her zaman i¢in miimkiin
olmayabilir. Ozellikle lineer olmayan problemlerde uygulamasi sinirhdir. Ayristirma
islemi sadece smirlarda yapildigi igin problemin boyutu bir diiser. Ayrica
teorisindeki karmagik matematiksel ifadeler nedeniyle kolay anlagilabilir bir yontem
degildir.

1.1.4 Ag yapisiz metotlar

Bundan o6nce bahsedilen y6ntemler, problem bdlgesini davramisi bilinen kiigiik
parcalara ayirarak bu parcalar lizerinden ¢oziime gitmektedir. Burada ise, problem
bolgesinin igine ve sinirlarina serpistirilmis nod (diiglim noktasi) kiimesi kullanilir
(Sekil 1.3). Dikkat edilmelidir ki bu bir diskritizasyon degildir. Bu nod kiimesi bir
eleman af1 olusturmaz, yani nodlar arasinda bir iligki kurmaya gerek yoktur.
Uygulama alam daha ¢ok biiyiik sekil degisimi olan lineer olmayan problemlerdir.
Coziim esnasinda kullanici miidahalesi gerektigi i¢in tamamen otomatik hale
getirilmis bir yontem degildir.

nodlar

Sekil 1.3: Ag Yapisiz Metotta Diiglim Noktas: Kiimesi
1.1.5 Birlestirilmis yontemler

Yontemleri birlestirmenin amaci, birlestirilen yontemlerin istiin yonlerini aymni
problem fizerinde degerlendirmektir. Cok ¢esitli birlegtirme yontemleri vardir (Sekil
1.4). Birlestirme sadece farkli yontemler arasinda olmaz. Mesela farkli malzeme



Ozelliklerini modelleyebilmek igin problem bélgesi, birden fazla sayida suur
elemanlar bolgesine ayristirilabilir.

Birlestirme yontemleri igin genelde iki yontem kullanilir. Bunlardan ilkinde ayrik
bolgelerden biri diger bolge icin esdeger siiper elemana cevrilir. Boylece ortak bir
denklem takimi elde edilerek ¢oziime gidilir. Diger ySntem iteratif bolge ayristirma
yontemidir. Bu y6ntemde iki bélge ayr1 ayn hesaplanir. Ara yliz i¢in bir bslgeden
gelen smir sartlan diger bélgeye uygulanir ve bu sekilde sirali ve iteratif olarak
¢coziime gidilir.

Sekil 1.4: Ag Yapisiz ve Sonlu Elemanlar Metotlarinin Birlestirilmesi

1.2 Konuyla ilgili Daha Onceden Yapilmis Calismalar
1.2.1 Birlestirilmis sinir eleman ve sonlu eleman metoduyla ilgili caligmalar

Sonlu ve smir elemanlar metotlarmin birlestirilmesi fikri ilk defa 1977 yilinda Prof.
O. C. Zienkiewicz tarafindan ortaya atilmis ve ‘Marriage ala mode — finite elements
and boundary integrals’ adli dersinde gosterilmigtir. Bu konudaki ilk yaym da yine
Zienkiewicz ve arkadaglar tarafindan yapilmigtir [1].

Bu metodu uygulayabilmek i¢in {ic adet yontem gelistirilmistir. Bunlar sirasiyla
sonlu elemanlar metodu tabanli y6ntem, sinir elemanlar metodu tabali yéntem ve
iteratif bolge ayristirma yontemidir.



Ik iki yontem Beer ve Watson’un kitabinda ayrmntili olarak gdsterilmistir[2]. Bu
kitapta énce SEM tabanli yontem genis olarak incelenmis, ardindan SIEM tabanli
yontemin ifadesi verilmigtir. Daha sonra birlestirme yonteminin keskin hath ara
yiizler igin incelemesi yapilmis ve son olarak da konuyla ilgili sayisal 6rnekler
gosterilmistir. Beer ve Watson’un kitabi disinda bu konuyla ilgili ¢ok sayida galigma
bulmak miimkiindiir [3-6].

Iteratif bolge aynstirma teknigi diger iki ydnteme nazaran daha elverisli kogullar
sunar. Bilatecki’nin c¢alismasinda [7] birlestirme metodu {i¢ yoniiyle birden
incelenmis, yontemlerin {istiinliikleri tartigilmistir. Bu galigmada sayisal Srnekler
lizerinden karsilastirilma da yapilmigtir.

Iteratif bolge aynistirmasi teknifine iliskin ¢ok sayida g¢alisma bulmak miimkiindiir
[8-11]. Bu ¢alismalar bu teknik i¢in farkli yontemler sunar. Tanaka [12], yaptig:
calismada, mevcut bolge ayrigtirma yontemleri igin ara yliz gevseme algoritmalar:
gelistirmigtir.

1.2.2 Diiz disli analiziyle ilgili cahsmalar

Bu konudaki ¢aligmalart SEM ile yapilanlar ve SIEM ile yapilanlar olarak ikiye
ay1rabiliriz.

SEM kullanilarak yapilan analizlere temel olabilecek bir ¢alisma Chabert tarafindan
yapilmustir [13]. Bu galismada statik ylik altinda dis diplerinde meydana gelen
gerilmeler incelenmis, farkli dis sayilan i¢in analizler yapilmistir. Bulunan degerler
tizerinden dis dibi gerilmesiyle ilgili gesitli bagmtilar olugturulmugtur.

Tobe [14], Chabertin makalesinden farkli olarak aynm1 durumu dis modifikasyonlar
i¢in incelemistir. Bu calismada dis modifikasyonlarimin dis dibi gerilmesine etkisiyle
ilgili bagntilar ¢ikartilmistir.

Celik, digli analizinde SIEM’in kullanimiyla ilgili yaptigi ¢alismada, analiz
sonuglarint deney sonuglartyla karsilagtrmugtir [15].

Digerlerinden farkli olarak Sun, disli analizini SEM ve SIEM i¢in ayr1 ayr yapip
sonuglar1 kargilagtrmuigtir [16]. Cikan sonuglara gbre SIEM, benzer eleman
yogunlugu i¢in daha iyi sonuglar vermektedir.



2. SONLU ELEMANLAR METODU

2.1 Giris

Genelde miihendislik problemleri, fiziksel durumlarin matematiksel modelleridir.
Matematiksel modeller ise, baslangic ve smur kosullarma bagli diferansiyel
denklemlerdir. Miimkiin oldugunda, kesin sonuglar sistemin belirlenen kosullar
altindaki davramgini ayrintil: olarak ortaya koyar. Bu, analitik yaklasimdir. Diger
taraftan, kesin sonuglara ulagilamayan bircok mithendislik problemi- vardir. Kesin
sonuca ulagilamamasinin nedeni, problemin yapisindaki diferansiyel denklemlerin
karmasikligi ya da 6nceden belirlenemeyen baslangic ve smur kosullar1 olabilir. Bu
tiir problemlerin iistesinden gelebilmek i¢in sayisal yaklasimlara bagvurulur.

Mekanikte sayisal yaklagimlar, ana sistemin, davramigti dogru bir sekilde
belirlenebilen diferansiyel parcalara ayrilmasi prensibine dayamir. Yapiyr ktigtk
pargalara ayirip, bu pargalari uygun bir bigimde birlestirerek, makul 6lgiilerde
dogruluga sahip sonuglar elde edilmesi miimkiindiir.

Sonlu elemanlar metodu (SEM), gerilme analizi, 1s1 gegisi, elektromanyetizma ve
akis analizini igeren biiyiik ¢apli mithendislik problemlerinin ¢6éziimiinde kullanilan
bir sayisal yaklagimdir [17].

Sonlu elemanlar kavrami yeni degildir. Karmasik alan ve hacimlerin, geometrik
Ozellikleri belli temel figiirlerle (elemanlarla) hesaplanmasi yontemi ylizyilardir
kullanilmaktadir. Sonlu elemanlar metodunun bugiin ifade ettigi, sinir ve baslangig
kosullari belli bir sistemin, iyi tanimlanmig alt-bSlgelere (elemanlara) ayrildigini
kabul edip, bilinmeyen fonksiyon durum degiskeninin hesaplanmasidir. Durum
degiskeni her eleman i¢in yaklasik olarak tanimlandiktan sonra, elemanlarin diigiim
noktalan vasitasiyla birlestirilerek tim sistem i¢in belirlenir. Bu, kagimilmaz olarak
denklemlerin eszamanh ¢6ziimiinli gerektirmektedir. Bu nedenle sonlu elemanlar
metodu, bilgisayarlarin gelismis bir hesaplama cihazi olarak kullanilmasina kadar
yaygin olarak kullanilmamistir.

Sonlu elemanlar metodu, hesaplamali metotlar alaninda son yiizyilin en bliyik
gelismelerinden biridir. 20. ylizyihin ikinci yarisinda, yapisal miithendislik alanlarina
Ozellegmis birikiminden gelistirilerek, biitiin mithendislik kategorilerine hitap etmeye



baslamugtir. Gimiimiizde biyomekanikten nitkleer teknolojiye farkli disiplinlerdeki
problemlerin ¢6ziimiinde kullaniimaktadar.

2.2 Sonlu Elemanlar Metodunun Adimlar

SEM, geometriden, malzemeden, sinir kosullarindan ve problemin tipinden bagimsiz
olarak genel ve adim adim tanimlanmig bir prosediirii takip eder.

2.2.1 Problemin tanimi

Baslangigta 6nce problemin ne tiir bir problem olduguna (kati cisimler mekanigi,
akigkanlar mekanigi, 1s1 transferi, manyetizma vb.) ve buna bagli olarak alan
degiskeninin (yerdegistirme, sicaklik vb.) ne olacagina karar verilir.

2.2.2 Ideallegtirme

Fiziksel sistemler, dogada bulunduklari halleri ideallestirmeden hesaplamali
yontemlerle analiz edilemezler. Mesela dogadaki hicbir disk tam yuvarlak degildir.
Bir¢ok problemde idealden sapma g6z ardi edilebilir. Béyle durumlarda fiziksel
sistemler hesaplanmasi kolay ideal sekiller ya da kosullarla ifade edilir. Sistemin
geometrisinin yanisira, malzeme zellikleri ve sinir kosullan da ideallestirilmelidir.
Ideallestirme her zaman igin problemin boyutunu kiigiltiir.

Bu adum tam bir mithendislik muhakemesidir. Hangi sistemin ne sekilde
ideallestirileceginin belirlenmesi gerekir. Bu asamada yapilacak ufak hatalar analizin
sonucunda biiyiikk degisikliklere sebep olabilir. Bu nedenle sonlu elemanlar
metoduyla analiz, ¢ogunlukla tecriibe ve mithendislik birikimi gerektiren bir igtir.

2.2.3 Problem geometrisinin elemanlara ayrilmasi

Elemanlara ayrilma, SEM’in en 6nemli adimlarindan biridir. Dogal bir sistem sonsuz
sayida bilesenden meydana gelir. Boyle bir sistem Uzerinden hesaplama
yapilamayacag: i¢in sistem sonlu sayida elemandan olugan bir yapiya ayrigtirilir. Bu
islem, problemin ¢ézlimiiniin gergege yaklasirlig1 agisindan olduk¢a Snemlidir.

Elemanlarin geometrik sekli, diiglim noktalarimin koordinatlar1 cinsinden
interpolasyon fonksiyonu ile ifade edilir. Buradaki interpolasyon egrileri, genellikle
diisiik dereceli polinomlardir (lineer, kuadratik vb.).

Elemanlar, ¢6zlim bolgesinin geometrik yapisina ve problemin tipine gore farkliliklar
gosterir. Omegin, bir kafes sistemin incelenmesinde genelde tek boyutlu elemanlar
kullanilirken, bazi durumlarda istenilen ¢dziime ulagsmak ig¢in 3 boyutlu eleman
kullanimi gerekebilir.



Analiz yapilacak alanin elemanlara aynstirilmasi esnasinda iki kritere dikkat
edilmesi gerekir.

i) Sekli uygun bigcimde, uygun elemanlar kullanarak bdlmek
ii) Elemanlar tizerindeki diigiim noktalarini en uygun sekilde numaralandirmak

Probleme uygun elemanin se¢imi ¢ok 6nemlidir. Baz: eleman tipleri, elde edilmek
istenen ¢Oziimle ilgili 6zellikleri tagimayabilir. Mesela kiris elemanlar1 moment
iletirken baglant1 elemanlari iletmez.

Metodun bu asamasinda elemanlar i¢in kullanilacak interpolasyon fonksiyonlarinin
secilmesi gerekir. Alan degiskeninin, dolayisiyla buna bagh diger biiyiikliiklerin
eleman igerisinde nasil degisecegi bu fonksiyon ile tammlanir. Interpolasyon
fonksiyonu, degiskenlerin ¢O6ziim bolgesi icerisindeki yaklagik degisimini verir.
Fonksiyon gergege ne kadar yakin segilirse ¢oziimdeki yaklagiklik da o kadar fazla
olur. Polinoﬁﬂar, tiirev alma ve integrasyon iglemlerinin kolayligindan dolayi siklikla
interpolasyon  fonksiyonu olarak kullamlir. Interpolasyon fonksiyonunun
¢ikartilmasinda Pascal Ucgeni kullamlir.

Elemanlara ayrigtirma islemi yapildiktan sonra elemanlarin goriintiglerinin kontrol
edilmesi gerekir. Elemanlar ideal sekillerine ne kadar yakinsalar o kadar gercekei
sonug verirler. Uggen elemanlarn eskenar iiggene, dortgen elemanlarin kareye, 3
boyutlu elemanlarin da diizgiin dortylizlii ve kip gibi sekillere benzetilmesi
uygundur. Omegin dortgen elemanlarin g6riiniim orammin (aspect ratio) 1/3°i1
gecmemesi tavsiye edilir. Ayrica elemandaki agisal carpilmalara da dikkat
edilmelidir.

Diigim noktalarmt uygun bir bigimde numaralandirmak katsayr matrisinde
yayilmalan azaltacagindan ¢6ziim siiresini kisaltacaktir.

Sistemi elemanlara ayima isi genelde zahmetli ve zaman alici bir istir. Bu ylizden
bircok sonlu elemanlar paket programi biinyesinde otomatik eleman ayirici (mesher)
barindirir. Bu &zelligi kullanarak birtakim segenekler vasitasiyla da uygun elemana
bélme islemi yapilabilir.

2.2.4 Eleman davrams matrisinin belirlenmesi

Sistem elemanlara ayrigtirildiktan sonra, basta tanim yapilan problemin cinsine gore,
alan deZiskenleri ve dis etkenler arasindaki iligkinin formiile edilmesi gerekir. Bu
iligki, elemanin fiziksel davramigimni tammlayan katsayr matrisi ile kurulur. Kati
cisimler mekanigi izerinden bakildiginda su esitlik yazilabilir:



{f}=[k]{u} 2.1)

Burada [k] elemanin rijitlik matrisini g6stermektedir. Rijitlik matrisini tiiretmek igin
mevcut 3 yontem kullanilir:

i) Dogrudan tiiretme; sezgisel bir yontem olmakla birlikte kullanim alan: basit
elemanlarla smirlidir.

ii) Varyasyonel metod; varyasyonel ifadeler iceren herhangi bir tip problemin
¢coziimiinde etkilidir.

iii) Agirhiklandirilmig artanlar metodu; herhangi bir tip diferansiyel probleme
uygulanabilir.

2.2.5 Eleman matrislerinin birlestirilmesi

Bu agamada her eleman icin bulunan denklem sistemleri birlestirilerek tiim ¢6ziim
bélgesinin 6zelliklerini ifade eden, sistemin toplam serbestlik derecesi sayisinca
denklem takimi elde edilir.

Diigiim noktalar1 lizerinde alan degiskininin degeri, bu noktay:r paylasan her
elemanda aynidir. Eleman 6zelliklerinin birlestirilmesi sirasinda farkli elemanlardaki
ortak diigiim noktalarina ait denklemler toplanarak birlestirme yapilir.

[KI{U}={F} 2-2)

Diigim noktalarinin dogru bi¢imde numaralandirilmasi bu asamada biiyikk Gnem
tagimaktadir. Genel denklem takimimi ifade eden matris birgok sifir igerir. Dogru
numaralandirma, sifirdan farkli sayilarin késegen iizerinde toplanmasimi saglar.
Sadece kosegen tizerinde belli bant genisligindeki sayilart hafizada saklamak,
zamandan ve maliyetten tasarruf anlamina gelir. Daha matematiksel bir dille
anlatmak gerekirse, B bant genigligi olmak {izere:

B=R+1)*NDOF 2.3)
olarak gosterilebilir. R aynm1 elemandaki diigim noktasi numaralar arasindaki en
biiyiik fark ve NDOF elemanin serbestlik derecesini g@stermektedir. Burada, bant

genisligini kiigliltmek i¢in diglim noktalarimi uygun sekilde numaralandirarak R’yi
kiigtiltmek gerekir.

2.2.6 Baslangic ve sinr kosullarinin eklenmesi

Birlestirme islemindeki esitlikler hicbir baglangi¢ ve simir kosulu igermedigi i¢in elde
edilen genel rijitlik matrisi tekildir. Yani rijit cisim hareketi mevcuttur. Baglangic ve



sinir kosullarinin (bilinen dig ve i¢ kuvvetler, bilinen yerdegistirmeler) eklenmesiyle
denklem 2.2, denklem 2.4’e indirgenir.

[K'{U}={F} 2.4
Burada, {F"} bilinen kuvvetleri, {U’} ise bilinmeyen yerdegistirmeleri gosterir.
2.2.7 Sistem denklemlerinin ¢6ziimii

Elde edilen denklem takimi smir ve baslangic kosullarinin eklenmesiyle
¢oziilebilecek duruma gelmistir. Bu agamada denklem takimi eszamanli olarak
¢oziillir. Sonugta istene alan degiskenlerinin degerleri bulunur.

(U}=[KT'(F} @5)
2.2.8 Bagimh degiskenlerin hesaplanmasi

Denklem sisteminin ¢6ziilmesinden sonra istenirse bulunan alan degigkenleri
kullanilarak buna bagimli diger degiskenler hesaplanabilir. Mesela, bir gerilme

analizinde alan degigkenleri yerdegistirmelerdir. Elastisite teorisi kullanilarak birim
sekil degisimleri ve buradan da Hooke kanunu kullamlarak gerilmeler hesaplanabilir.

2.3 Sonlu Elemanlar Metodunun Teorisi

Sonlu elemanlar metodunun teorisinin daha anlagilir olmasi igin su agamada bir
boyutlu yay eleman: esas alinarak baslanabilir.

k %
— AWV
.__......p.F

Sekil 2.1;: Bir Boyutlu Yay Eleman

Sekil 2.1°de gbsterilen yay elemaninin yay katsayisi k, sisteme etkiyen kuvvet F, ve
bu durum i¢in yayda meydana gelen sekil degisimi u ile gosterilmigtir. O halde bu
sistem, F = ku denklemiyle ifade edilebilir.

10
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Sekil 2.2: Yay Eleman1 Uzerindeki Kuvvetler ve Sekil Degistirmeler
Sekil 2.2°de verilen yay elemam i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir;
E+F=0 E, =k.(u,~w)=ku,—kuy,

F=-F K =k(—u, +u) =—ku, +kuy, (2.6)

. (F u, k —k
) = 1. {F}={ F} {u}={u } - & o
2 2

Buradan, yay elemaninin matris esitligine gegilirse;
El (k& —k|ju
Efl |-k k||u

F
{F}={fe}={ﬁf

2

} Eleman kuvvet vektorii

k -k
[k]1=[k]= [ - } Eleman katilik matrisi 2.7

} Eleman yerdegistirme vektorii
2

Uy
=)=

{/} =& Hu}

Iki adet yay elemanini seri baglayarak Sekil 2.3te goriilen sistem elde edilir. Burada,
her bir yay elemaninin iki bag noktasina (1 ve 2 nolu noktalar) ve bu bag noktalarinin

da birer tane bilinmeyene sahip oldugu goriilmektedir. Bu durumda her yay
elemammnin iki bilinmeyeni (#, ve u,) yani iki serbestlik derecesi bulunmaktadir.

Sistemin toplam serbestlik derecesi ise ligtir.

11
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Sekil 2.3: ki Yaydan Olusan Bir Sistem
E+FE+F=0

E=-F-F=ku—(k+k)u+ku F =k, ~ ) = kyu, — k.,

Fi=k(u-u,)=ku,—ku, (2.8)
{F}=[K].{u}

El |k -k 01y

=~k (h+k) -k |ju

e

0 —k k | u

[K] sistemin toplam katihik matrisi olup, eleman katihik matrislerinin

birlestirilmesiyle elde edilir.

[K]1=[k]1+[k,]
R K |k K
w4 3] wly ¥

k -k 0] [o o o] [k -k O

[K]=|-k & O+ 0 k —k|= “kx (h+k) —k,
0 0 0 0 -k, Kk, 0 —k, k,

2.3.1 Katibk matrisinin tiiretilmesinde virtiiel isler prensibi

Eleman rijitlik matrisini elde etmek i¢in virtiiel isler prensibinden faydalamlabilir. Bu
prensibe gore tatbik edilen kuvvetler ile dengede olan bir yapimn virtiiel yer
degistirmesi halinde dig kuvvetlerin virtiiel isi, yapidaki i¢ gerilmelerin virtiiel sekil
degistirme enerjisine esittir.

SU, =6W, 2.10)

12



68U, : i¢ gerilmelerin virtiiel sekil degistirme enerjisi

SW,: dis kuvvetlerin virtiiel isi

Yapidaki gerilme ve birim sekil degistirme dagilimlarini hesaplamak icin 6ncelikle
birim gekil degistirmeler ile yer degistirmeler arasindaki bagintiyi belirlemek
gerekmektedir. Eleman igindeki herhangi bir noktanin yer degistirmesi o noktanin
koordinatlarinin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyon diigtim noktalarinin koordinatlari
cinsinden ifade edilebilir. Bu polinom ifadesi ile diigiim noktalarindaki degerlerden
elemanin i¢indeki herhangi bir noktanin yer degistirmesi tayin edilebilmektedir. Bu
fonksiyon interpolasyon fonksiyonu olarak adlandirilir.

{u} =[N]{u}* 2.11)
{u} yer degistirme bilesenleri u(x,y) ve v(x,y)

[N] interpolasyon fonksiyonu

{u}* diigiim noktalarmdaki yer degistirme bilesenleri

Birim sekil degistirme -~ yer degistirme bagintis1 bu durumda asagidaki gibi ifade
edilebilir.

{e} =[01{u} =[21[N {u}* = [Bl{u} 2-12)

[B] gradyen matrisi
{€} birim sekil degistirme stitun matrisi
[0] diferansiyel operator matrisi

Gradyen matrisi birim sehl degistirme bilesenleri ile diilim noktas: yer degistirme
bilegenlerini birbirine baglamaktadir.
Gerilme matrisi gu sekilde yazilabilir;
{o} =[E][Bl{u}’ (2.13)
Virtiiel diigiim noktas: yer degistirmeleri {6u°} i¢in virtiiel birim sekil degistirme

enerjisi;

8U, = [(6e) (o3av @19
14

D1s kuvvetlerin virtiiel isi;

13



Virtiiel igler prensibinden asagidaki ifade elde edilir.
[t6eY {o1aV = {60y { £} (2.16)
14

Gerilme ve birim gekil degistirme ifadeleri yerine esitlikleri konursa;

[touY [BIIENBlu"}aV = {5uY {f} (2.17)
14

Virtliel ve gergek yer degistirmeler hacimsel integrallerden bagimsiz oldugundan
asagidaki esitlik elde edilir.

{ouy’ U[B]T[E][B]dV) {uy={6uY {f} (218)

Esitligin her iki tarafindan {§u°}" silinirse, diigtim noktalarindaki yer degistirmeleri,
tatbik edilen kuvvetlere baglayan agagidaki ifade elde edilir.

[E}{u} ={/} @.19)
Bu ifadenin eleman katilik matrisi;
[]= [[BI'[EI[BWV 2.20)

Iki boyutlu problemlerde ise ¢ eleman kalinhif1 ve 4 eleman alami olmak {izere su
ifade kullanilir:

[k]= [[BY [E][BYdA @21)

Bu sekilde kabul edilen yer degistirme fonksiyonunu esas alan herhangi bir elemanin
genel matematik ifadesi elde edilmis olur. Elemanin katilik matrisi interpolasyon
fonksiyonlarinin formuna ve gradyen matrisini olusturan tiirevlerine baglidar.

2.3.2 Interpolasyon fonksiyonlar:

Sonlu elemanlar metodunda, diigiim noktalarinda elde edilen sonuglardan hareketle
tanimlanir. Bu fonksiyon alan degiskenlerinin ¢ozlim bolgesi igindeki yaklasik
degerini verir. Interpolasyon fonksiyonu gercege ne kadar yakin segilirse ¢oziimdeki
yaklagiklik da o derece artar. Tiirev alma ve integrasyon islemlerindeki kolayliktan
dolay1 en ¢ok tercih edilen fonksiyonlar polinomlardar.

Ornek olarak Sekil 2.4’te gbsterilen iicgen elemam kullanilabilir. Bu eleman iki
boyutlu diizlem deformasyon hali i¢in kullamilmaktadir.

14



v

i(yiz)

i Vi
FA 4 Wi ¥ W

Sekil 2.4: Uggen Eleman ve Diigtim Noktalarmdaki Yer Degistirmeler

Diizlem deformasyon halinde tiggen eleman igin yer degistirmeler genelde dogrusal
kabul edilir.

@Y =vw, vw, vow] (2.22)

v=o,+a,y+o,z
M } Eleman fonksiyonlars 2.23)
W=, + 0y 0z
Vv, =a e,y +a,z,
v, =0y +a,y, +a,z, + Ug bilinmeyenli ii¢ denklem (2.24)

Ve =0, +Q,Y, +a,z,

Diger bir deyisle;
vz 1 Y, i Z; al
vie=il vz e (2.25)

yazilabilir. Bu denklem sistemi asagidaki gibi ¢oztilebilir. A, tiggenin alami olmak
lizere:

o, =l/2A(a‘v‘ +ay, +akvk)

(4

a, =1/2A(By, +by, +b,v, ) (2.26)

[ K1

[

a, =1/2A(c‘v. +c,v; +ckvk)

15



1 y z
2A=1 y;, z;
L » z
( y
det|”/
W
a b ¢
, bj ¢, |= —det Y
Ve
a b, c
detyi
Y

14 :1/2A[(a,. +hy+ez)v,+(a, +bjy+cjz)vj +(a, +bky+ckz)vk]

W=1/2A[(ai +by+cz)w, +(aj +bjy+cjz)wj +(a, +bky+ckz)wk:l

elde edilir. Burada;

N, =1/2A(a, +by+cz)
N,=1/2A(a,+b,y+c;z)
N, =1/2A(a, +b,y+¢,z)

Z;
2y

Z,

i

Zy

i

Z;

1 ) 1 )
—det % det i
Zy 1y
1 z 1 v
det % —det %
1 z 1 y
1 z 1 :
—det ‘| det %
1z 1y,

\

/

@.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

2.31)

fonksiyonlarina gekil fonksiyonlari denir. $ekil fonksiyonu diiglim noktalar:
disindaki bir noktada bilinmeyen degerleri bulmak i¢in interpolasyon isleminde

kullaniimaktadar.

Yukaridaki ifadeler su sekilde diizenlenebilir:

V=NV, +NJV,+NJV,
W=NW,+NW,+NW,

—

SRR ERE

16
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Sekil fonksiyonlarmin Smemli bir 6zellifi, bazt noktalarda 1 baz noktalarda 0
degerini almasidir. Burada N, i noktasinda 1 diger j ve k noktasinda ise 0 degerini

alir. N; ve N, icin de aym durum gecerlidir.

Diizlem zorlanma durumunda birim gekil degistirme bilegenleri ¢, ¢,, y,, noktasal

yer degistirmeler kullanilarak agagidaki sekilde ifade edilebilir.

g, =0v/dy =(0N,/dy)v,+(0N, /ay)v, +(BN, /ay)v,
&, =0ow/oz =(N,/oz)w, + (8N, /oz) w, + (8N, /oz) w,
Ve = ov/ oz + ow/dy (2.349)
= (0N, /0z)v, +(ON, | oz) v, + (N, 0z) v, + (8N, /ey) w, +(2N; [ oy ) w,
+ (6N i/ 6y) W

2.3.3 Sonlu elemanlar metodunda bant genisligi kavram

Sonlu elemanlar analizinde her bir elemana ait katilik matrislerinin birlestirilmesiyle
elde edilen toplam katilik matrisinde bant genisligi kavrami olduk¢a dnemlidir.

Toplam katilik matrisinin k6segeni lizerindeki terimler de dahil olmak iizere, saga

dogru bir satir {izerinde yer alan sifirdan farkli elemanlarin sayisinin en biiyitigiine
yarim bant genisligi denir. Bant genisligi, B =(F +1)S seklinde ifade edilir. Burada;

B: Bant genisligi,

F: Biitiin elemanlar dikkate alinarak, bir elemanda iki diigiim numaras: arasindaki en
biiylik fark,

S: Diigiim noktalarindaki serbestlik derecesidir.
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3. SINIR ELEMANLAR METODU

3.1 Giris

Miihendislik tasarim y6ntemleri, glin gegtikce daha zor ve birgok disiplini ilgilendirir
hale gelmektedir. Uygun maliyetli bir makina tasarlayabilmek i¢in bilgisayar destekli
mithendislik uygulamalarimin  kismen laboratuar testlerinin yerini almasi
gerekmektedir. Bilgisayar teknolojisinin ve giicliniin artmasiyla, sayisal
modellemenin de avantajlarii kullanarak, integral denklem bazli modelleme
teknikleri, birgok miihendislik uygulamasimin gercellenmesinde kullanilabilir. Bu
integral denklemlerini ¢6zmenin en genel ve efektif yolu siur elemanlar metodudur

(SIEM).

Sonlu elemanlar metodu (SEM), endiistride genel amagli bir analiz araci olarak
kullamlmaktadir. SIEM’in kullanimi ise SEM kadar yaygin olmamakla birlikte,
bugiin geldigi nokta, SEM’e alternatif olabilecek diizeydedir.

SEM kullanicilari, neden diger bir hesaplamali ydntem kullanmaya gereksinim
duyalilm diye sorabilirler. Kanitlanmistir ki; SEM, bircok mithendislik
uygulamalarinda yetersiz ve verimsiz kalmakla birlikte ‘hantal’dir. Aym1 zamanda
bilgisayar destekli mithendislik (BDM) uygulamalariyla birlestirilmesi zordur [20] .

SIEM’in en biiyiik cazibesi, problemin boyutunda yaptigx kiictiltmedir. Iki boyutlu
analizlerde ¢izgi smurlann diskritizasyonu yapilirken (Sekil 3.1), {ic boyutlu
analizlerde ylizey diskritizasyonu yapilir. Bu, SEM ve diger analiz yéntemleriyle
kargilastinildiginda modellemeye sarf edilen ¢abanin azaldifimi gsterir. Bununla
birlikte, gerilme ve genleme gibi bilinmeyen parametreler, ylizey tizerinde
degerlendirildiginden, SEM’e gére ¢ok daha kiiciik denklem sistemleri elde
edilmektedir.

SIEM’in hacim yerine ylizey diskritizasyonu yapmasindan dolayr SIEM kodlar:
kolaylikla kati modelleme programlari ve eleman a1 gelistiricileriyle birlikte
kullamlabilir. Bu 6zellik, tasanm isi acisindan dnemlidir. Ozellikle bir dizi degisiklik
gerektiren uygulamalarda SEM’e gore bliyiik avantaj saglamaktadir. Eleman aginin
kolayca olusturulmasinin yami sira, tasarimda yapilan degisiklikler, eleman agimn
tamamen degistirilmesini gerektirmez.
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Sekil 3.1: Aym Parga Icin SEM ve SIEM Ayristirmasi

SIEM’in SEM liizerindeki diger bir avantaji, yilizeydeki gerilme yigilmalarmdaki
performansidir. Yapilan caligmalar géstermektedir ki; SIEM, koseler gibi gerilme
yogunlasmasi olan bolgelerde ve kirilma mekanigi problemlerinde yiiksek
dogruluklu sonuglar vermektedir [20].

Ayni seviyede eleman a1 icin SIEM’in ¢6zlim siiresi SEM’den daha uzundur. Fakat
¢oziimlerde aym dogrulufu yakalayabilmek i¢in SEM’in daha sik eleman afi
kullanmasi gerekir.

Bilgisayar teknolojisinin gelismesi, problemin ¢6ziim sathasim oldukga kisaltmis, 2
boyutlu analiz siiresi saniyelerle, 3 boyutlu analiz siiresi dakikalarla ifade edilmeye
baglanmigtir. Béyle bir ortamda tasarimcinin en ¢ok vaktini alan kisim modelleme
ve elemanlara aynigtirma adimlaridir. Bu baglamda SIEM diger analiz metotlarina

gbre avantajlidir.

SIEM’in birgok avantaji, teorisindeki karmagik matematiksel ifadelerden kaynaklidir.
SIEM, bilgisayarda dogru bi¢cimde kodlandiginda ¢ok yonliiliikk ve yliksek derecede
dogruluk saglanabilir, fakat, zayif kodlama, feci sonuglara neden olacaktir. Bu
nedene yazilim fireticileri SIEM’in teorisini bagtan sona dogru bir bigimde 6grenip
kodlamalidir.
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3.2 Smir Elemanlar Metodunun Teorisi

Siir elemanlar metodu ve sonlu elemanlar metodu arasinda birgok temel farklilik
vardir. Bu farkliliklardan biri de agirliklandirma fonksiyonlarindan gelir. Sinir
elemanlar teorisine gegmeden Once bu yoOntemde kullanilan agirliklandirma
fonksiyonunu geligtirmekte fayda var.

3.2.1 Dirac — Delta fonksiyonu ve temel ¢oziimler

Sinir elemanlar metodunu 6zel bir probleme uygulamadan 6nce agirliklandirma
fonksiyonu olan temel ¢6ziimiin (fundamental solution) elde edilmesi gerekir. Bu
fikir temelde siradan diferansiyel denklemlerdeki 6zel ¢bziimle aymidir. Temel
¢oziimler Dirac Delta fonksiyonuna baglhidir.

3.2.1.1 Dirac - Delta fonksiyonu

Bu sira dig1 fonksiyona sezgisel bir yaklasim yapmak i¢in, sekil 3.2°de g6sterilen ve
biiyiik bir plak {izerine etkiyen kuvvet dagilimlar incelenebilir.

A

2 .,
3
2
w3
1
ws
1
2 wi
= 111 T
4 3 2

Sekil 3.2: w;, Birim Kuvvetlerinin Grafik Gosterimi
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Biitiin kuvvetlerin ortak 6zelligi olarak:

[o,@x)ax =1 (3.2)
Burada n arttifr takdirde kuvvetin etkidigi alan azalacak ve bununla birlikte
kuvvet / birim alan artacaktir.

Kolayca goriilmektedir ki, » arttikga kuvvetin etki ettigi alan daha da kiigiilmekte,
kuvvetin biiytikliigii artmakta fakat toplam etkiyen kuvvet sabit kalmaktadir. #’nin
sonsuza gittigini digiiniiliirse: # — o« x = 0’da noktasal kuvvet 6(x)’i elde edilir.

Buradan:

5(x)=limw, (2) ¢3)

Dirac Delta fonksiyonu elde edilir. Burada ilgilenilen fonksiyon bu degildir, ¢iinkii,
fonksiyon orijin diginda her yerde sifir ve orijinde sonsuzdur. Buna karsin

[w,(x)dx =1 oldugundan  [5(x)dx =1elde edilir.

Aslinda Dirac Delta bir fonksiyondan ¢ok bir dagilumi ifade eder. Herhangi bir
stirekli h(x) fonksiyonu igin:

?6(x)h(x)dx=h(0) (3.4)

elde edilir.

Bunu kisa bir gekilde ispat etmek gerekirse:

0(x)’in tanimindan;
?6 (x)h(x)dx = ll_l;.l;lo Tcon (x)h(x)dx 3.5)

wp(X)’in tanimindan;
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1
. n'
=lim > ! h(x)dx (3-6)

n

Ortalama deger teoreminden, £ (~l,—1~) icin;
nn

=1im-"-’h(§)% 3.7)

n—w )
n— o ve £ -0 i¢in;
= h(0) (3.8)

Burada 6nemli olan Dirac Delta’nin bir noktadaki degerinden ¢ok oradaki integral
davramgidir. Bu fonksiyonun diger baz1 6zellikleri agagidaki gibidir.

[8(&-xyn(x)dx = h(&) 3.9)

Burada, Dirac Delta dagilimmin x=0 yerine x=¢ etrafinda olduguna dikkat
edilmelidir.

0 &<t
H(E-1)= | £t (3.10)
icin;
0(-x)=H'(-0 (3.11)

Burada, Dirac Delta, Heaviside basamak fonksiyonunun egimini ifade eder.
5(5-xn-y)=6(~-x)6(n~-y) (3-12)
Iki boyutlu Dirac Delta, tek boyutlulanmn ¢arpimindan elde edilebilir.

3.2.1.2 Temel ¢oziimler

Burada yapilmasi gereken, iki degiskenli Laplace Esitligi i¢in temel ¢oziimii (aym
zamanda serbest uzay Green Fonksiyonu olarak da gecer) bulmaktir. Bir belirli
esitlifin (particular equation) temel ¢Oziimii, esitligin simr eleman ifadesindeki
agirhklandirma fonksiyonudur. Bu nedenle bir belirli esitligin temel ¢6zliimiiniin
bulunabilirligi 6nemlidir. Birgok yaygin esitligin bilinen temel ¢6ziimleri mevcuttur.
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sy, O'u  0%u eer
QeR*’de Py + 5}7 =0 Laplace Esitligi ¢oziilmeye ¢alisilsin:

Bu esitligin ¢oziimii:

2 2
%x—(;l+-gy—?+5(§—x,n—y)=0 3.13)
denkleminin R?>deki ¢oziimiidiir. Metot, (€,1) noktasinda tekillik arz eden R2’deki
Viw=0"mn ¢bziimiinii bulma ¢abasidir. Bu, goriildiigti adar zor bir is degildir.
6(& ~x,n—y), (&1n) noktas: etrafinda simetrik oldugu siirece ¢ozlimiin de bu nokta
etrafinda simetrik olmas1 beklenir. Bu nedenle bu nokta iizerinde lokal bir polar
koordinat sistemi oldugu kabul edilir.

Diyelim ki:
r=y(E—x’+@-») (3-14)
buradan,
2
Vo =l—a—[ri39’-)+i2922 3.15)
ror\ or) r° 00
elde edilir.

Y o’w .
r>0, 8(—x,n—y)=0 ve simetri kogullar1 altinda, =5t =0’dwr. Buna gore,
iistteki esitlik,
li(ri‘?) =0 (3.16)
ror\ or

halini alir. Bu esitlik diiz integrasyonla ¢6ziildiigli zaman,
o= Alogr+B 3.17)

sonucu elde edilir. 4 ve B katsayilanim Bulmak igin delta fonksiyonunun integral
6zelliginin kullamlmasi gerekir. Denklem (3.13)’ten,

j V’0dD = — j 5dD =-1 (3.18)
D D

bulunur. Burada, D, r=0"1 kapsayan bolgedir (Sekil 3.3). Yukaridaki entegralleri
hesaplayabilmek i¢in basit bir b6lge se¢ilmesi gerekir.
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Sekil 3.3: Temel Coziim Katsayilarinin Hesab1 I¢in Kullamlan Bolge

D, &£ >0 yarigapinda ve merkezi »=0’da olan kiigiikk bir disk ise, Green — Gauss
teoremine gore, 6D, D’nin ylizeyi olmak {izere:

[V’wdD = | 9 is (3.19)
D oD an

D, r=0 merkezli bir disk oldugundan r ve n aym yondedir;
- ji‘ﬂ S (3.20)
o OF

D, & yanigapl: bir disk oldugundan ve denklem (3.17)’den:

= 4 27me (3.21)
&
=27 A (3.22)

Buna gore, denklem (3.18)’den:

1

A=—— 3.23
o (3.23)
Dolayisiyla:
1
o=—-—Ilogr+B (3.24)
2
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Burada, B hala keyfi bir deger olmakla birlikte genellikle sifir olarak kabul edilir. Bu
kabulle birlikte iki boyutlu Laplace Esitligi’nin temel ¢oziimii:

W= ——l—logr (= —l—logl) (3.25)
2z 2 r

olarak bulunur. r = /(& —x)* + (1 ~ »)? *dir.
Ug boyutlu Laplace Esitligi’nin ¢oziimii de benzer bir teknikle bulunabilir.

0=— (3.26)

Burada, r, li¢ boyutta sl¢iilen mesafedir.
3.2.2 Iki boyutlu simr elemanlar metodu

Gelinen noktada, iki boyutlu Q bélgesinde V?u = 0’1 ¢6ziimii i¢in sinir elemanlar
metodunu geligtirilebilir. Burada kullanilan ana adimlar temelde sonlu elemanlar
metodununkilerle benzerlik géstermektedir. Ilk 6nce bir agirliklandirilmis integral
esitligi kullanarak Laplace Esitligi’nden integral esitligi tliretilmeli, ardindan da
Green — Gauss Teoremi kullanilmalidur.

0= [Vuoda= | O odl — [Vuveodo (3.27)
Q on Q
0= jéﬁ 0dT - [VuVadQ (3.28)
aQ an Q
= [ par - ju@dﬁ [uVwd@ (3.29)
S On o On a

Galerkin, sonlu elemanlar metodunda agirhiklandirma fonksiyonu w’yi, u’ya
yaklagsmak i¢in kullanilan ana fonksiyonlardan biri olarak kullanilir. Burada ise
Laplace Egsitligi’ne temel ¢6ziim olmasi i¢in kullanilir.

Denklem (3.29)’da Dirac —~ Delta 6zelligini kullanarak:

[uVwdQ=-[us(£-xn-y)dQ2=-u,n)  (En)eQ (3.30)

Q

Yani, bolge integrali bir nokta degeri ile degistirilmistir. Béylece:
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ow ou
u(é,n)+agj;u51—dT—62[5;a)dT (E,meQ (3.31)

Bu esitlik sadece sinir integralleri igerir. Bu nedenle, sinir integral esitligi (boundary
integral equation) olarak anilir. Bu esitlik, ¢6ziim bdlgesindeki herhangi bir noktada

u’nun degeri ile ¢6ziim bolgesi sirinda u ve —Zﬁ ’yi ihtiva eden integral ifadesini
7

iligkilendirir. Daha kullanigli bir ifade ise, sinirdaki bir noktada #’nun degeri ile siir
integralini iligkilendirmektir. denklem (3.31) (£,n) e Q’da gegerlidir. Eger, (£,1) Q

disindaysa:

[V wdQ=-[us( -z -y)d0=0 B (332)
Q Q ,

ifadesi yazilabilir. Burada, ikinci integralin integrand: (£,7) disinda biitiin

noktalarda sifirdir. Ayrica bu nokta, integral bélgesinin digindadir. Ozellikle dikkat
edilmesi gereken husus ise, tekil (£,7) noktasinin £ bolgesinin sinirinda olmasi

durumudur. Son olarak elde edilecek ifade, basitge denklem (3.31) deki u(é ,n)’nin

%u(&j,n) ile yerdegistirilmesi sonucu meydana gelecektir.

(& ,n) € Q noktasina P denilirse; _[quwdQ integralini hesaplayabilmek ic¢in £
Q

bolgesini, P’nin etrafinda ¢ yarigapli diski icine alacak sekilde genisletmek gerekir
(sekil 3.4). Bu genigletilmis bolgeye Q' densin. Ayrica, [' =T UT’, olsun.

Sekil 3.4: Tekil Nokta Smur Uzerindeyken Genisletilmig Bolgenin Gosterilmesi
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P noktasi artik genigletilmis Q' bolgest icerisinde kaldig i¢in denklem (3.31) s6yle
degistirilebilir:

uP)+ | u—a—dT— j M odT (3:33)

T_ Ul n Ir_ ol
Simdi bu esitligi hi% kogulu altinda incelemek gerekir. Sirayla dort adet integral

degerlendirilecektir.
Oncelikle, w’nin tammindan:

fu 99 - ju—(—-;—logr)dr (3.34)

r on

T', tizerinde 56- E—Q— oldugundan:

n Or
= Iu—(?—(——l—logr)dT (3.35)
r, or\ 2z
1 (u
=—— |—dT (3.36)
Zﬂrsr

I, tizerinde r =¢ oldugundan:

=——— j wdT - ly(Pyns (337
2w e 27 €

P noktasinda tek tlirevi olan bir ylizey igin ortalama deger teoreminden:

lim ua—wdT hm( ! @7&9):—1{@ (3.38)
&d0 k on &0 2% € 2
Benzer bir iglemle,

. ou . 1 Ou

lgglrj'wé—’;dT = 1%(—5;50)@ logs) =0 (3.39)
elde edilir.

Geriye sadece I"_, {izerindeki integrandin incelenmesi kaldi. Bahsi gegen integraller
i¢in, lirré =TI_, »T" kosulu altinda:
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( I (integrand) dT] I(mtegrand) ar (3.40)

Boylece:
ou
j——wdT = [~ wdr (3.41)
a—)O 7 on
ow
j ——udT = [<= wdr (3.42)
e—>0 7 on

Denklem (3.33) ve denklem (3.42) birlestirilirse:

u(P)+ ju dT—— u(P)+ j-—codT (3.43)

ya da,

~u(P)+ ju—-dT j O oodT (3.44)
on

elde edilir.

Burada dikkat edilmesi gereken husus P’nin yiizey tizerinde tekil tanjant1 olan bir
noktada bulunuyor olmasi gerekliligidir. P, herhangi bir kdse nokta tizerinde

bulunuyorsa, % katsay1s1 —2(1— ile degistirilir. o, sekil 3.5’te gosterildigi gibi koge
7

noktasinin i¢ agisidir.

Sekil 3.5: P Noktasindaki a Agisi
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Sonug olarak agagidaki sinir integral esitligi elde edilir:

ow ou
Pywu(P)+ |\u—dTl = |—wdT 3.45
o(Pyu(P) Ju ~ » (3.45)

T
Burada, ¢(P) yukarida bahsedilen katsayidir. ¢(P) katsayisi, PeQ iken 1, PeTl ve
I', P noktasinda tiiretilebilir iken%, Pel ve I', P noktasinda tiiretilemez iken

2 s dir,
2

Denklem (3.45), #’nun yiizey dagilimlarini, —g% ’yi ve u’nun P noktasindaki degerini

bir araya getirir. #’nun yiizey dagilimlari ve Z—u biliniyorsa P noktasindaki u
)

deZerini hesaplanabilir. Bunun i¢in ilk 6nce denklem (3.45)’1 kullanarak #’nun yiizey
dagilimlan ve %’— bulunur. Ardindan da gerekiyorsa €)’daki herhangi bir nokta icin
n

¢bzlim bulunur.

Denklem (3.45), sonlu elemanlar metodunundaki hacim integrallerinin aksine sadece
yiizey integralleri icerdigi icin, problemin genel boyutu bir diiser. Bu durum hacmin
yiizeye orammin fazla oldugu problemlerde tasarruf saglar. Ayrica, karmagik bir
seklin iic boyulu elemanlara ayrilmasi i¢in harcanan efor ylizeyin elemanlara
ayrilmasinda harcanan efordan oldukga fazladir.

3.2.3 Sinir integral esitligi icin sayisal ¢oziim prosediirii

Ik adim I' yiizeyini elemanlar kiimesine ayristirmaktir.

r =LNJP ; (3.46)

Denklem (3.45) kullanilarak:

c(Pyu(P) + Z j dT Z j = wdT (3.47)
J-1 r J-1 r

Standart ana fonksiyonlar her T, eleman {izerinde uygulanir.

ou,
U= Py VE ;= —&f =D Pl (3.48)
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Burada, u; ve ¢;, I'; elemanmnin u ve g degerleri, u,ve g, ise I'; elemam

j
{izerindeki o diigiim noktasindaki (nod) u ve g degerleridir. Bu ana fonksiyonlar,
standart sonlu elemanlar ana fonksiyonlarindan biri olabilir. Problem iki boyutlu
olmasina ragmen, tek yapilmasi gereken fonksiyonlan tek boyutlu eleman {izerine
uydurmaktir (interpolate). Genelde u ve q igin kullamlan ana fonksiyonlar ayni
olmak zorunda degildir (tipik olarak da bdoyledir). Geometri i¢in kullamlan ana

fonksiyonlardan bile farkli olabilirler ama ayni1 alinirlar (izoparametrik formiilasyon).

c(P)u(P)+ZZu}a j qoa——dT qum j @, 0dl (3.49)

Jj=l a Jj=l o

Bu esitlik I' iizerindeki herhangi P noktas: igin gecerlidir. P noktasi, i nodunun
iizerinde oldugu kabul edilirse:

cu, +ZZuﬂz j(pa ’dT ZZqﬂ J-(paa)dT (3.50)

=l a Jj=l a

Burada, ,, i nodundaki temel ¢6ziimii temsil etmektedir. Denklem (3.50)’yi daha

genel bir bicimde yazmak gerekirse:

a;= | %%%dz" ve b= [p,o0dl (3.51)
Ty T,

icin;

cu, +le ;Za:q’“ (3.52)

Denklem (3.51) sadece i nodu i¢in yazilmugtir. L adet nod i¢in adet egitlik yazabilir,
daha sonra bu esitlikler matris sistemi icerisinde birlestirilebilir.

Bu esitligi sonlu elemanlar metodundaki Ku=f esitlifine benzetmek miimkiindir.

Burada, u ve g vektorleri 4 ve g’nun nodal degerleridir. Dikkat edilmelidir ki, 4
matrisinin J siitun ve satirindaki degeri a7 ile aymi olmayabilir. Aym1 durum B

matrisi igin de gegerlidir.

Iyi tamimlanmis bir problem igin, her nod icin u ve g degerleri belirtilmelidir.
Boylece L adet bilinmeyene karsin L adet denklem elde edilmis olur. Yukaridaki
esitlik sistemin tekrar diizenlenirse:
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Cx=f (3.54)

Burada, x bilinmeyenler vektoriidiir. Bun, lineer denklem ¢oziiciler kullanarak
¢oziilebilir. Diger taraftan, biiyiik sistemler i¢in daha 6zel ¢oziictiler gerekmektedir.

A ve B matrisleri (dolayisiyla da C matrisi), sonlu elemanlar metodundaki katilik
matrisi K’nin aksine tamamen doludur. Bununla birlikte genelde de simetrik degildir.
A ve B matrislerinin boyutlan ylizeydeki nod sayisina baghdir (sonlu elemanlarda
bolgenin tamamindaki nodlar s6z konusuydu). Hangi yntemin daha kolay ve ¢abuk
¢oziimii verecegi yiizey — hacim oranina baglhidir.

x vektorli, ¥ ve g¢’nun smirdaki bilinmeyen degerlerini ihtiva eder. Bunlar
bulunduktan sonra smirdaki biitiin u ve q deZerleri bulunabilir. Eger bélgenin
simrinda degil de igerisinde bir noktanin ¢dziimii isteniyorsa, denklem (3.55)
kullanilabilir.

N Y
u(P)= ZZq oD —-ZZu a0 (3.55)

Jj=1 a J=l a

Denklem (3.55)’in sag tarafi higbir bilinmeyeni barmmdirmamakla birlikte, P
noktasiyla temel ¢Oztimti kullanarak yiizey integrallerinin  ¢Ozimiini
gerektirmektedir.

3.2.4 Katsayi integrallerinin sayisal hesaplanmasi
Bu bolimde g ve b; integrallerinin iki boyutlu problemler igin nasil

hesaplanacag: incelenmistir. Hatirlamak gerekirse, o, =—-21—logr,. ve 1;, 1 noduna
T

olan mesafe olmak {izere:

a; = r’[ o, %OnidT ve bf = J @, 0,dT (3.56)

Bir lokal & koordinaty igin:

b = [, (©)o,&)|I (&) dE (3.57)
. da, T2 00, . dn

| 0.7 2@z = [0, O SO GOz (-59)

kullamlabilir. Ayrica, Jacobien Matisi J(E) :
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_dr_ds_ (&Y (@)
J(é)'}if}'dg _\/(dg) +(d§] (3.59)

seklinde bulunabilir. Burada, s ark uzunlugunu, % ve % ise x(&) ve y(&)

intepolasyon ifadelerinin tiirevleridir.

Temel ¢6ziim, (x;, ¥y i nodunun koordinatlar1 olmak tizere:

@, === 1og(7 (&)
T

7€) =& ~ %) + (&)~ )

(3.60)

% ifadesini bulmak i¢in g’— = Vr, o 71 formiilasyonu kullamlabilir. Burada 7, dig
n 7]

normal birim vekt6riinii belirtmektedir. Normal birim vektdriinii bulmak i¢in, tanjant
vektdriintin (x'(€),y'(€)) uygun ydnde —725 kadar déndiiriiliip normalize edilmesi

gerekir. a; ve by integrallerinin integrandlarindaki ifadeler, &’nin her degeri i¢in

hesaplanabildiginden, uygun kuadratiir planlari kullanilarak bunlarin sayisal
hesaplamalari yapilabilir.

Eger i nodu I, elemanindan aynlmigsa standart Gaussian kuadratiirii integralleri
¢bzmek igin kullamlabilir. Eger i nodu I'; ‘nin igindeyse (ya da yakinsa) ry’nin sifira,
w;’nin ise sonsuza gittigi gortiliir (Sekil 3.6). Integral hala mevcuttur, fakat, integrand
tekillesmistir. Bu tiir durumlarda 6zel tedbirler alinmas: gerekir.

i nodunun T'; eleman: iginde oldugu durumlar, integralin biiyiiklik agisindan en

biiyiikk olmasina ve diyagonal olarak baskin matris egitliklerine yol agar. Bu tiir
durumlarda terimler sonucu biiyiik sekilde etkileyeceginden integrallerin yliksek
dogrulukta ¢6ziilmesi gerekir. Bu, SIEM’in dezavantajlarindan biridir.

Biitlin integralleri anlasilir ve basit bir sekilde ¢6zmek igin, tekil noktanin mevcut
elemana uzaklifina bagh olarak degisken sayili kuadratiir noktalarinin kullanildig:
Gaussian kuadratiirii kullanilabilir. Bu yontem pek verimli ve sik olmamakla birlikte,
gerceklestirilmesi daha kolaydir. i nodunun mevcut eleman igeriginde olma durumu
icin kullanilabilecek diger bir yontem ise log tipi fonksiyonlar integre etmek icin
tasarlanmus Ozel kuadratiir planlandir. Eger Laplace esitlikleriyle ugrasiliyorsa bu
tercih edilebilir. Diger taraftan bu log tipi 6zel planlar genel durumlar igin
kullanilabilir degildir. En genel form Gaussian kuadratiiriidiir. Kuadratiir noktalarimin
sayisini arttirarak hata miktarini istenen seviyeye ¢ekecek birtakim adaptif
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entegrasyon planlar: da kullanilabilir. Ayrica eleman alt elemanlara bolerek integrali
bu alt elemanlar {izerinden ¢dzmek de miimkiindiir.

Iy

node 4

Sekil 3.6: i Diigiim Noktasimin Elemana Yaklagmasiyla 7,’nin Azalisin1 G6steren

Resim

Sinir integral esitliklerini ¢6zmek icin bir¢ok ydntem halihazirda mevcuttur. Ayrica
bu konudaki ¢aligmalar devam etmektedir.

3.2.5 Ug boyutlu simir elemanlar metodu

Ug boyutlu smir elemanlar metodu, yukarida tartisilan iki boyutlu metodla biiyik
benzerlikler tagir. Ug boyutlu smir integral esitligi, iki boyut icin verilen denklem
(3.45) ile aymdir. Niimerik ¢6ziim prosediiri, bolim 3.2.3’te gbsterilene paralel
ilerlemekle birlikte, aj ve by, tic boyut igin diizenlenmelidir. Iki prosediir
arasindaki tek reel fark, katsay1 integrallerinin integrandlarinin nlimerik olarak nasil
hesaplanacagidir. Bu ifadeler su gekilde gosterilebilir:

af = r!q;a — (3.61)

= [ [0, 608 22 6 8) T8 60 ey (3.62)
00 7 on

by = [@,0dl (3.63)
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i

= I Ps (51’52)(01‘(619§2)l‘](él’éz)ldgldgz . (3.64)

0

Temel ¢dziimler ise:
1.(8,6,) = \/(x(fgpéz) —x ) + (&8 -y +(2(6,6,) - ) (3.65)
icin
1
0,(§1,8,) = m (3.66)

seklinde gosterilebilir. Burada, (%; , Vi , z) 1 nodunun koordinatlaridir. Daha énce

gri:Vr,. en oldugu belirtilmisti. Ug boyutlu problenﬂerde n dis normal vektoril,
n

2 =[£x—,§y—,—a—z—) ve f, =(—ai,—@,—?ij tanjant vektdrlerinin ¢arpiminin
08, 06, 08, 08, 0%, 05,

normalize edilmesiyle elde edilir.

J(&,8,), t, ve t, iki tanjant vekt6r olmak lizere, ]It1 xt, || ifadesi ile verilir. Bu ifade

iki boyutlu sonlu elemanlarda farklidir. Orada iki boyutlu ylizey, iki boyutlu uzay
icindeyken, burada iki boyutlu yiizey ii¢ boyutlu uzay igerisinde ifade edilir.
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4. SINIR VE SONLU ELEMANLAR METODLARININ
KARSILASTIRILMASI

Bu bolimde iki yontemin birbirine gore belirgin farkliliklari incelenmis ve
kargilastirilmigtir. Bu farkli 6zelliklerin bir avantaj ya da dezavantaj olmasi, yapilan
uygulamaya ya da kullanilan yazilima gore degisiklik gosterebilir. Bu ydntemlerin
birbirlerine gore iistiinliikleri agagida maddeler halinde verilmistir.

4.1 Smiur Elemanlar Metodunun Ustiinliikleri

4.1.1 Elemanlara ayirma

Daha 6nce bahsedildigi tizere SIEM, SEM’e gbre problem boyutunda eksilme saglar.
Aslinda bu, SIEM’in SEM’e g6re en biiyiik istiinliigdiir. Diger bir ¢ok zellik,
boyut azalmasinin sonucu olarak ortaya ¢ikar.

Boyutta meydana gelen azalma elemanlara ayirma isleminde de kendini gosterir. Ug
boyutlu problemlerde SEM i¢in biitlin ¢6ztim bolgesi elemanlara aynlirken, SIEM
icin sadece ylizeyli elemanlara aywrmak yeterlidir. Aymi sekilde iki boyutlu
problemlerde de SEM alan diskritizasyonu yaparken SIEM sinir ¢gizgileri elemanlara
aymir (Sekil 4.1). Bu durum ozellikle bilgisayar destekli modelleme(BDM)
sistemleriyle entegrasyonu kolaylagtiran bir 6zelliktir.

Sekil 4.1: Kanat Profilinin SIEM ve SEM ile Ayrigtinnlmis Hali
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SIEM’de elemanlara ayirma iglemindeki diger bir iistlinliik ise eleman stirekliliginin
gerekmemesidir. SEM’de biitiin elemanlar birbirine diiglim noktalar1 {izerinden
baglanmak zorundadir. Dolayistyla eleman aginda yapilacak ufak degisiklikler bile
tiim elemanlarin yeniden yapilandirilmasimi gerektirebilir. SIEM’de bdyle bir
zorunluluk yoktur. Yiizey diskritizasyonu gerektiren problemlerde bile stireklilik sart
degildir.

Eleman ag olusturma kolayligi, her adimda eleman afimin yenilenmesi gereken
iteratif ¢6ziimlii problemlerde, olduk¢a kolaylik ve zaman kazanci saglamaktadir.
Catlak ilerlemesi ve temas durumu bu tip problemlere 6rnek olarak gosterilebilir.

4.1.2 Problemi ¢ozme siiresi

Yapilan aragtirmalar gostermistir ki; aym sayida eleman yogunlugu icin SEM,
SIEM’e gore daha az islem gerektirmektedir. Dolayisiyla hesaplama ig¢in harcanan
efor daha azdir. Bu durum eleman sayisi artip problemin boyutu biiylidikkge etkisini
azaltir. Hatta yeterince biiyiik problemler i¢in SIEM daha az islem sayisina sahip
olur. Bettess [22] yaptig1 ¢alismada, bu durumu bir kiip icin incelemistir. Eleman
sayist nxnxn olan SEM modeli igin gerekli islem sayis1 (n’ +9n°)/2 iken, kiiptin
bir yiizeyindeki eleman sayis1 mxm olan STEM modeli i¢in bu sayr 216m° /3 *tiir.
Goriilmektedir ki n=m =135 eleman yogunlugu sonucunda gerekli matris islemi
sayist iki yOntem i¢in esit olmaktadir. Burada g6z Onilinde bulundurulmas: gereken
bir durum da bu ¢aligmada SIEM i¢in i¢ noktalar kullanilmamig olmasidir. Ayrica
dikkat edilmelidir ki incelenen sekil bir kiiptiir. Her sekil igin bu kosullar gegerli
degildir. Hacim — yiizey orani kii¢iik olan problemierde eleman sayisi fazla olsa bile
SIEM’in avantajli olabilecegi s6ylenemez.

Burada de@erlendirilmesi gereken durum matris ¢6ziim siiresi degil analiz igin
harcana toplam siiredir. Bir miihendislik analizi sadece denklem ¢ozme islemi
tizerinden degerlendirilemez. Uc temel asamanin gerceklestirilmesi gerekir. Bu
asamalar sirasiyla 6n islem, ¢6ziimleme ve son iglemdir.

On islem, analiz edilecek problemin tammlanmasi, modellenmesi ve elemanlara
ayrilmasi gibi adimlan igine alir. Yukanda da belirtildigi gibi SIEM’in elemanlara
ayirma isleminde belirgin bir #istiinliigli vardir. Ozellikle analiz boyunca eleman
yapisinin stirekli degistigi problemlerde (temas analizi, ¢atlak ilerlemesi gibi) SEM
oldukga hantal kalmaktadir.

Giintimiizde bilgisayar teknolojisinin de ilerlemesiyle iki boyutlu analizlerde
¢dziimleme siireleri saniyelerle, {i¢ boyutlu analizlerde ise dakikalarla dl¢iilmektedir.
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Dolayisiyla ¢Sziimleme asamasinda SEM SIEM’e gore daha hizli olsa da bu ¢ok
radikal bir Uistiinliik sayilamaz.

Son islem bolimiinde de problem boyutunun bir derece azalmasindan kaynakli
SIEM’in belirgin bir tstinligii oldugu sdylenebilir. Ug boyutlu elemanlarin
enterpolasyon fonksiyonlarinin hesaplanmasimin iki boyutluya gére daha uzun
stirecegi agikardir.

4.1.3 Istenmeyen bilgi miktarm azalmas:

Birgok mithendislik probleminde kritik durumlar yiizeylerde meydana gelir. Boyle
durumlarda yiizeyle ilgili verilerin elde edilmesi yeterlidir. SEM biitiin ¢oziim
bolgesine ait sonuglar1 hesaplarken SIEM sadece smur ile ilgilenir. Istenildigi
takdirde i¢ bolgelere ait analiz sonuglari ayrica hesaplanabilir. Boylece kullanici
istedigi verileri elde etmek i¢in tiim bolgeyi taramak zorunda kalmaz [21].

4.1.4 Ayni seviyede eleman yogunlugu icin daha yaklagik sonuglar

Yapilan ¢alismalar sonucu goriilmektedir ki; aym seviyede eleman yogunlugu igin
SIEM genelde daha yaklagik sonuglar vermektedir [23]. Banerjee ve Butterfield [24],
kitaplarinda bu konuyla ilgili karmasik geometrili endiistriyel uygulamalar {izerinden
karsilagtirmali hesaplamalar yapmis, bu fikri destekleyen sonuglar bulmuslardir.
Aynca Cruse [25], c¢atlak etrafindaki gerilme yiZilmasi fakt6rinii inceledigi
calismasinda, SEM’in aym yaklagiklik i¢in ¢ok daha fazla eleman yogunlugu
gerektirdigini belirtmisgtir.

Aslinda analiz sonuglarini eleman yogunluguna bagli olarak yorumlamak yetersizdir.
~ Incelenmesi gereken durum, aym yaklagiklikta sonuglar igin gerekli hesaplama
eforudur. Daha 6nce de belirtildigi gibi, 6zellikle diisiik eleman yogunlugu iceren
modellerde, SEM daha az matris islemi yapmaktadir. Bu nedenle iki durumun
birlikte degerlendirilmesi icap eder. Mukherjee ve Morjaria [23] bu konuda bir
calisma yaparak su sonuglari elde etmiglerdir:

1. Ayni eleman yogunlugu icin SIEM daha yaklagik sonuglar vermektedir.

2. SIEM’in sonu¢ yakinsakligi, i¢ noktalarn sayisiyla hissedilir bir sekilde
degismemektedir. Diger taraftan, harcanan efor i¢ nokta sayisiyla dogru
orantili sekilde artmaktadir.
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3. Eger simrdaki sonuclar analiz edilecekse, ayn1 yaklagiklikta sonug i¢in daha
az efor harcanacaktir. Eger bolgenin i¢ tarafi incelenecekse, duruma gore
SEM daha az eforla ayni1 seviyede yaklagiklig1 yakalayabilir.

Dikkat edilmelidir ki bu ¢alismadaki model kare geklindedir. Yani SIEM i¢in daha
uygun bir kosulda yapllrms’ur. Diger taraftan modelde kullanilan eleman yogunlugu
nispeten kiiciiktiir. Bu da SEM igin daha uygundur. Burada bulunan sonuglar bu ve
benzeri kosullar i¢in gecerlidir, degisik yapilar i¢in aymi sonuglara ulagilacagi
diistiniilemez.

4.1.5 Sikistirlamayan malzemeler i¢in uygulanabilirlik

Yer defistirme temelli, diizlem gerinme sonlu elemanlar formiilasyonu, Poisson
oraninin 0.5 oldugu durumlarda (sikigtirilamaz malzeme) basarili olamamaktadir.
Oysa smir elemanlar formiilasyonu bu tip problemlerin altindan kolayca
kalkabilmektedir. Dolayisiyla lastik — kauguk tiirli malzemelerde STEM, SEM’e gore
¢ok daha uygundur [21].

4.1.6 Sadece smir kosullarinda yaklasiklik

SEM, diferansiyel denklem igin yaklagiklik yaparken, SIEM simr kosullari igin
yapar. Elde edilen siir integral denklemi i¢in herhangi bir yaklagiklik yoktur, kesin
olarak ¢6ziiliir. Dolayisiyla i¢ bolgede siirekli ve yiiksek ¢oziintirliikli sonuglar elde
etmek miimkiindiir. Bu durum bir yandan da SIEM i¢in bir dezavantajdir, ¢linkdi,
sinir integral denklemin kesin ¢6ziimii her kosul i¢in (6zellikle lineer olmayan
problemlerde) bulunamayabilir.

4.1.7 Sonsuz ve yari sonsuz bdlgeler icin uygulanabilirik

Sinir elemanlar metodunda sonsuz ve yar1 sonsuz bolgeler igin sinir kosullar1 tam
olarak uygulanabilirken, sonlu elemanlar metodunda bu degerler igin yakinsama
yapilir.

4.2 Sonlu Elemanlar Metodunun Ustiinliikleri
4.2.1 Genis uygulanabilirlik kosullar

SEM, lineer olsun ya da olmasin, hemen her tiirlii problemde kullanilabilir. Hatta
birgok lineer olmayan problem tipi i¢in vazgegilmezdir. Diger taraftan SIEM, lineer
olmayan problemler i¢in genelde uygun olmamakla birlikte lineer problemlerin de
tamamina ¢Oziim bulamaz. Bunun sebebi, sinir integral denklemi igin bir temel
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¢6ziimiin bulunma gerekliligidir. Temel ¢6zitimii bilinmeyen birgok lineer problem
vardir. SIEM baz1 kogular i¢in tistlin olsa da genelde uygulanabilirligi sinirlidr.

4.2.2 Seyrek ve simetrik matris yapisi

SEM’in ¢6ziim matrisi biiylik olmasmna ragmen seyrek ve simetrik bir yapiya
sahiptir. Degerler genellikle diyagonal tizerindedir. Degerlerin diyagonalden sapma
miktarina bant genigligi denir. Bant genigligi diginda kalan yerler sifirdir. Sonlu
eleman yazilimlar1 sadece bant igerisinde kalan bolgedeki degerleri depolayarak
hafizadan tasarruf ederler. Simetrik matrisler i¢in hafizada saklanan bélge yar: bant
genisligi kadardir. Iyi yapilandirilmis bir eleman ag1 igin bant genigligi kiiglik olur.
Buna karsilik SIEM’in ¢6ziim matrisi tamamen doludur. Bu da daha fazla hafiza
ihtiyact yani daha fazla hesaplama giicii gerektirir.

4.2.3 Kabuk analizi

SEM siiphesiz kabuk analizi problemlerinde SIEM’e gére daha iyi sonuglar
vermektedir. Bunun temel sebebi, SIEM’in kabuk analizi i¢in uygun olmayigidir. Bu
tip problemler 6ncelikle ylizey — hacim oram yliksek problemlerdir. Yani SIEM
modelleme 6zelligini kaybeder. Diger bir sorun ise, sinir eleman diigiim noktalarinin
kabuk kalinlifinin her iki tarafindan birbirlerine ¢ok yakin olmalaridir. Bu durum
integrasyonda hatali sonuglara neden olabilmektedir.

4.2.4 Kolay matematik

Bugiin SEM’in SIEM’den daha popiiler olmasinin en biiyiikk nedeni, SEM’in
matematiksel teorisinin mithendisler tarafindan daha anlagilir bulunmasidir. STEM’in
teorisi daha zordur ama beraberinde getirdigi bircok avantaj, teorisindeki karmagik
matematiksel ifadelerden kaynaklanmaktadir.
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Basilan yayin sayisi

L L et
(Y51 (104,084 ref.)] ISV (14,696 ref. AN

Sekil 4.2: 1965 — 1999 Aras1 Yaymnlanan Caligma Sayilar
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4.2.5 Bilimsel kaynak ¢oklugu

Sekil 4.2°de 1965 — 1999 seneleri arasinda yaymlanmis g¢alisma sayilarmin
karsilagtirilmasi gésterilmistir. Buna gore, SEM ile ilgili 7 kat daha fazla calisma
yapildig: goriilmektedir. Bu, bir SEM kullanicisi igin ortalama 7 kat fazla kaynak
demektir.

4.2.6 Yazilim ¢oklugu

Giinlimiizde, hem modelleme programlarma entegre hem de tek bagma ¢ok sayida
sonlu elemanlar yazilimi mevcuttur. Ansys, Marc, Abaqus ve Hypermesh, dnde
gelen sonlu elemanlar yazilumlandir. I-DEAS, SolidWORKS, CATIA gibi
modelleme programlarn kendi iglerinde sonlu elemanlar analizi modiilii
bulundurmaktadirlar. Ayrica, probleme 6zel yazilim bulma imkam ¢ok daha fazladir.
Ornegin Superform, plastik sekil verme iglemlerinin analizi i¢in ¢ok kullamlan
yazilimlardan biridir. Diger taraftan piyasadaki sirur elemanlar yazilimi sayis1 bir elin
parmaklarini gecmemektedir. Beasy ve BEST, genel amagh smir eleman
yazilimlaridir,

40



5. BIRLESTIRILMIS SINIR ELEMAN VE SONLU ELEMAN METODU

5.1. Giris

Onceki bolimlerde SEM ve SIEM incelenmis, birbirlerine goére avantajlan
siralanmigti.  Stiphesiz, iki yontemin birbirlerine tartismasiz {stiinliik sagladif:
kogsullar mevcuttur. Bunun yaminda Oyle durumlar vardir ki en iyi ¢dzimi
bulabilmek i¢in iki yontemin birlestirilmesi gerekir.

Birlestirilmis analizin sik olarak kullamldig: temelde ii¢ adet kogul mevcuttur [7]:

a) Yerel nonlineerlik: Bu tip problemlerde nonlineerlik, problem bdlgesinin ufak bir
boliimiinde yogunlagmistir. Geri kalan bolgeler igin lineer yaklagim yapilabilir.

b) Sekil optimizasyonu: Bélgenin sadece bir kismi optimize edilecekse, sadece o
bolgede sekil degisimine izin verilir.

c) Boyut degisimi ya da sonsuz/yari sonsuz bolge: Bazi durumlarda ¢oziimiin
kolaylastirilmasi i¢in problem iginde bazi bolgelerde boyut kiigiiltmesi ya da sonsuz/
yar1 sonsuz bodlge yaklasim yapilabilir.

Birlestirme iglemi i¢in ii¢ adet teknik gelistirilmistir:

i) SEM tabanh yaklasim: Bu yaklagimda SIEM bolgesi esdeger sonlu siiper elemana
doniistlirlilerek sonlu elemanlar matrisine entegre edilir.

ii) SIEM tabanli yaklasim: Burada bir 6nceki yaklasimin tam tersi gegerlidir. Yani
SEM bolgesi esdeger siur siiper elemanina doniigtiiriilerek sinir elemanlar matrisine
entegre edilir.

iii) Iteratif bolge ayristirma teknigi: Bu yontemde SEM ve SIEM bolgeleri iteratif
bir sira halinde birbirinden ayr1 olarak ¢oziiliir. Iki bslge igin de sinir kosullan diger
bdlgenin ¢oziimiinden elde edilir.

Bu boliimde bu ti¢ teknik ayrintili olarak incelenmis, kuvvetli ve zayif ozelikleri
degerlendirilmistir.

41



5.2 SEM Tabanh Yaklasim

Standart yaklagim, SIEM bolgesinden gelen katkilar ile sonlu elemanlar katilik
matrisinin diizenlenmesidir. Bu fikir, diislince olarak basit gibi goriinse de sayisal
uygulamada karisik durumlar mevcuttur. Bu zorlugun kaynagy, sinir eleman ve sonlu
eleman matrislerinin birbirleriyle uyusmayan yapisidir. Sonlu elemanlar matrisi
seyrek ve gogu zaman igin simetrik iken, simir elemanlar matrisi, baz1 6zel teknikler
uygulanmadig: taktirde, kalabalik ve asimetriktir.

Birlestirme islemi adma yapilan ilk aragtirmalarda, smir elemanlar denklem
sistemiyle orijinal sistemin transpoze matrisinin ¢arpimi uygulanmigtir. Bu teknik,
fazla beceri gerektirmemekle birlikte zaman alicidir. Ayrica, ortaya ¢ikan simetrik
denklem sistemi ‘hasarli’dir [7]. Bu sebepten dolay: artik kullanilmamaktadir.

Simetrik denklem elde etmek i¢in kullamilan diger bir y6ntem ise, varyasyonel
prensibinin sinir ve hacim integrallerinin toplami olarak yazilmasidir. Standart
minimizasyon kullanilarak smur eleman bélgesi siiper sonlu eleman olarak
tanitilabilir. Bu prosediir simetrik denklem sistemi olusturur fakat, sinirdaki
¢cekmelerin dagiliminda ek sinirlamalar getirir.

Sinir elemanlar matrisine simetri kazandirmanin dogal bir yolu, Galerkin ifadesinin
kullanilmasidir. Sistemin tamamen simetri kazanabilmesi igin, iki integral
ifadesinden biri segilmelidir: standart olan1 veya onun tiirevi. Bunlardan hangisinin
secilecegi sinir kosullarina baglidir. Simetrik matrisin elde edilmesi iki boyutu veya
diiz elemanlar i¢in kolay olsa da ii¢ boyutlu veya egri elemanlar igin zordur [5]. Bu
konuda yakin zamanda yapilmis galigmalar mevcuttur [4,6,18].

SEM tabanli yaklagim {i¢ dezavantaja sahiptir. Bunardan ilki, matriste yapilacak
modifikasyonlar icin SEM ve SIEM kaynak kodlarina ulagsma gerekliligidir. Yani
mevcut ticari SEM ve SIEM yazilimlar kullanilarak ¢oziime ulasilamaz. Diger bir
dezavantaj ise, elde edilen sonlu eleman matrisinin ¢ok biiylimesidir. Bunun sebebi
sinir eleman bélgesinden olugturulan stiper elemanin dolu matris yapisinda olmasi ve
bilinmeyenlerinin sayisinin ara yiizdeki yerdegistirmelere esit olmasidir. Bu ydntem
igin diclincii zorluk ise simr eleman etki matrisindeki ¢ekmelerdir. Sonlu eleman
denklemlerindeki tek bilinmeyen yerdegistirme oldugu igin ek olarak gelen
bilinmeyenlerin kondensasyonu gerekmektedir.
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5.2.1 SEM tabanh yaklagimin teorisi

Sonlu elemanlarda, elde edilen eszamanli denklem takimi, diigtim noktalarindaki
yerdegistirmeler ile kuvvetler arasinda iliski kurar. Diger taraftan, sinir elemanlarda
bu iliski yerdegistirmeler ile cekmeler arasindadir.

Sekil 5.1°de ortak bir ara yiiz ile baglanmis iki bolge goriilmektedir. Burada 4
bolgesi sonlu elemanlar bolgesini, B bolgesi ise simir elemanlar blgesini
gOstermektedir. Sonlu elemanlar bslgesi i¢in su denklem sistemi elde edilir:

[KT' {u}* ={F}* (5.1)

[K[*{u}? = {F}A

Se BE.REGION @

Sekil 5.1: Bir Geomekanik Problemi i¢in Sonlu ve Sinir Eleman Bélgeleri [2]

Burada {u}A ve {F }A , A bolgesindeki diigiim noktalan igin sirasiyla yerdegistirme
ve kuvvet vektorleri olup, [K ]A katilik matrisidir. Sinir elemanlar bélgesinde ise su

denklem sistemleri yazilabilir:
[Ar] {u}” =[AUT {1}” (5.2)

Burada {u}B ve {t}B, B bdlgesinin ara yiiziindeki yerdegistirme ve ¢ekmeleri,
[AT]B ve [AU ]B ise nodal diizenleme ile elde edilmis katsayr matrislerini

gOstermektedir. Buradaki yaklagim, denklem (5.2)’deki ifadeyi denklem (5.1)
formunda ifade etmektir. Bunun igin ¢ekmelerin nodal kuvvetlere ¢evrilmesi icap
eder.
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Nodal smir ¢ekme degerleri ile nodal nokta kuvvetleri arasindaki iligki virtiiel is
prensibi ile kurulabilir. e elemaninin / diigiim noktasindaki kuvvet, F°, ¢ cekmesine

su sekilde baglanabilir:
F? = [Nyds (5.3)
S

Bu denklemdeki integral, S, elemamnm uzunlugu ya da alami boyunca alinir. J
diigiim noktasindaki ¢gekmelerin enterpolasyonunu kullanarak:

J
(=N 5.4)
=

denklemi elde edilir. ¢;, e elemamnin digiim noktalarindaki gekme olmak iizere,
denklem (5.4), denklem (5.3) ile birlestirirsek su ifade elde edilir:

f;il( v asy; (5.5)

t° ile F* arasindaki iligkiyi matris formunda yazilirsa:
F* = M° (5.6)
Burada:

NI ... NiI

M= (5.7)

NeI - NOI

Yukaridaki ifadede I, problemin iki ya da {i¢ boyutlu olmasma gore, 2x2 ya da 3x3
birim matrisi ifade eder. Ayrica:

N;I= [N,NdS (5.8
Se

Denklem (5.2), ara yiiz diiglim noktalarindaki gekmeler igin ¢ziilebilir:
{1} =0fu} (.9)
Burada Q, birim yerdegistirmelerden kaynakli ¢6ziim matrisidir.

0=[AUT"[AT] (5.10)
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Ara yiiziin yumugak hatli oldugunu kabul ederek denklem (5.6)’dan, nodal ¢ekme
degerleri, kiiresel nodal nokta kuvvetlerine doniistiiriilebilir.

(FY =M{5}" = MO{u}’ (5.11)

Burada M, M* eleman katkilariyla yapilandirilmig, diyagonal olarak baskin bir
matristir. Buna gore sinir eleman bélgesinin katilik matrisi su denklem ile verilebilir:

K]’ =MQ (5.12)

Bu katilik matrisi, genelde sonlu elemanlardaki kadar simetrik degildir, ¢linkd,
N;=N, i¢in M simetrik oldugu halde Q birgok durumda simetrik degildir.
Goriilecektir ki, smir eleman yogunlugu arttikca katsayr matrisi daha simetrik hale
gelecektir.

Minimum potansiyel enerji prensibi, katilik matrisinin hesaplanmas: i¢in alternatif
bir yontem olabilir. Sekil 5.1°deki smir eleman bélgesi, ara yiiz {izerinden sonlu
eleman bolgesine etkiyen ¢ ¢ekmesi ile degistirilirse, sonlu eleman bdlgesinin

potansiyel enerjisi:

T =

]. T 1 Ti\
— dV ——= |\u' tdS 5.13
2JG £ ZJu (5.13)

ifadesiyle verilebilir. Burada ikinci integral sadece ara yliz izerinden alinir.

Sonlu eleman bolgesi i¢in standart diskritizasyon prosediirii kullamilarak, birinci
integral ve nodal nokta kuvvetlerinin enerjisi su sekilde yazilabilir:

T

Sty 1T - (0) (7Y .14

Ikinci integral de aynstirnilirsa:

%i [(Neur) Neieas (5.15)
e=1g,

Burada E sinirdaki eleman sayist olup,

N°=[IN,...IN, ] (5-16)

Denklem (5.15) {u}B ve {f} icin yeniden diizenlenirse:
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() m{p) (5.17)

Burada M, denklem (5.11)’dekiyle aymdir.

{f } global cekme vektorii,
{f}=-{1" =-0ofw)’ (5.18)
ifadesiyle verilebilir. Buna gore denklem (5.13)’lin ayrigtirilmig hali:

w= () KT () (FY 45 (1)) Mo fu)? (519)

Biitiin yerdegistirmeler igin potansiyel enerjiyi minimize edersek:

on AgA 4 TR 0P = :
a{u}“[K] {u}" ~{F} +[K] {u} =0 (5.20)
Burada,

[k]” =%[(MQ)T +MQ] 21

olup, ara ylizdeki katilig1 gostermektedir.

Bir sonraki adimda {u}A yerdegistirme vektori, {u}F ve {u}l vektorlerine boliiniip

denklem (5.20) tekrar diizenlenirse:

(KT {u}” +[KT {u} —{F} +[K] {u} =0 (5.22)

Burada [K ]F ve [K ]I , sonlu eleman bolgesinin icinde ve ara yiiz fizerindeki katilik
katsayilarini igeren alt matrislerdir. Ara yiizdeki uygunluk kosulu olarak:

{u} ={u}’ | (5.23)

yazilirsa su denklem elde edilir:

[[Kr,[K]’+[K13}{§:§}—{F}A=o 524

[K ]1 +[K ]B toplamu, simr eleman bélgesinin normal yoldan sonlu eleman b&lgesine

stiper sonlu eleman olarak birlestirilebilecegini g6stermektedir.
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[K]B katilik matrisinin bu sekilde tiiretilmesi tamamen dogru degildir. Ciinkii,

denklem (5.15)te hem yerdegistirmeler hem de c¢ekmeler i¢in bir dagilim farz
edilmigtir. Bu sekilde bir dagilim i¢in, diskritizasyon islemi nedeniyle ek sinirlamalar
gelir. Yine bir 6nceki yontemdeki gibi sinir eleman yogunlugu arttirldig: takdirde
olusan hata azalacaktir. Ayrica bir 6nceki yontemde [AU]| matrisinin(denklem

(5.10)) tersinin alinmasi gerekirken burada gerekmemektedir.

5.3 SIEM Tabanh Yaklasim

Birlestirme iglemine alternatif bir yaklasim da, SEM bolgesini SIEM alt bolgesine
cevirip sliper siir eleman olarak SIEM bolgesine eklemektir. Ancak bu yontem
pratikte pek kullanilmaz. Bilindigi tizere SEM — SIEM birlestirmesi daha ¢ok kii¢tik
lineer olmayan kisimlarin SEM tarafindan kolayca halledilebilmesi igin kullanilir.
Dogal olarak SEM bélgesinden gelen matrisler de lineer olmayan olacaktir. STEM
¢oziiciilerinin daha ¢ok lineer matris ¢6ziimleri i¢in tasarlandifi diigtiniiliirse, bu
yaklagim ile lineer olmayan igeren problemlerin ¢oziilemeyecegi anlagilmaktadir.
Buna ek olarak SEM denklemlerini SIEM alt bolgesi olarak tamimlamak igin ara
yiizde c¢ekmelerin olusturulmasi gerekmektedir. Bu serbestlik derecelerini
olusturmak igin sayisal tiirev alma islemleri gerekmektedir. Bunun sonucu olarak
biiyiik tepe kesme (truncation) hatalar olusabilir [7].

5.3.1 SIEM tabanh yaklagmmm teorisi

Sekil 5.1°deki problem tekrar ele alimrsa, ara ylizdeki bilinmeyenler bu sefer
yerdegistirmeler ile cekmeler olacaktir. Denklem (5.2)’teki bilinmeyenler denklemin
sol tarafina atilirsa:

[[ar]’ ,—[AU]B]{g}B }: 0 (5.25)

Cok sayida bilinmeyen olmasina ragmen yeterli sayida denklem bulunmamaktadir.
Ek denklemler sonlu elemanlar bélgesinden gelir. Sonlu eleman bélgesinde [K ]A

pargalanirsa, denklem (5.1) i¢in:

K ¥ K IF I F I
KD o] _feey 526
(X1 5T )l{}]  |{F
Burada I ve F, swrasiyla ara yiizdeki ve i¢ sonlu eleman bdlgesindeki diigiim
noktalarim gostermektedir.
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Ara yiizdeki kuvvetler {F}I ve gekmeler {t}I arasindaki iliski kullanilarak su ifade

elde edilir;

(e il S
Ara yiizdeki uygunluk sartlar1 yazilirsa:

{u} ={u}’ (5.28)
{1y =-{" (5.29)

Denklem (5.25) ve denklem (5.27)’yi birlikte kullanarak asagidaki denklem takimu
elde edilir:

[ar], [aUT, o [{&°] (o
k], M, [K]" 3§ t=10 (5.30)
&% o (KT )|w) UEY

Bu denkiem artik tiim bilinmeyenler i¢in ¢6ziilebilir durumdadir.

5.4 Iteratif Bolge Ayristirma Teknigi

Yukarida belirtilen yaklagimlarin ortak sakincast SEM ve SIEM kodlarinda bulunan
matris ifadelerine ulagabilme zorunlulugudur. Bu zorunluluk, kullanicinin birlegtirme
iglemi i¢in ticari SEM ve SIEM yazilimlan kullanmasim engeller. Bélge ayrigtirma
teknigi, iteratif bir prosediirle bu sakincanin iistesinden gelmektedir. Bu yaklasinda
SEM ve SIEM matrisleriyle ilgili herhangi bir bilgi gerekmemektedir. Yani matris
islemleri, simetriklestirme ve sayisal tiirev alma iglemleri yapilmaz. Bununla birlikte
yeni matris olusturulmadi i¢in veri depolamasi konusunda optimal bir ¢dziimdiir.

Bu yaklasimin en biiyiik sakincasi her iterasyonda iki bolgedeki denklemlerin tekrar
tekrar ¢oziilmesidir. Bu nedenle ¢6ziim siiresi digerlerine nazaran uzundur.

5.4.1 Tteratif bilge ayristirma tekniginin teorisi

Bolge aynstirma teknigine iligkin literatiirde ¢ok sayida calisma mevcuttur
[8-11,19]. Burada bu teknik Feng ve Owen’in ¢akismasindaki sekliyle verilmigtir
[11].
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Sekil 5.2°de orijinal problem sonlu eleman ve swmir eleman bolgelerine ayrilmigtir.
Bu bolgeler i¢in sirasiyla su esitlikler yazilabilir:

(KH Kn) ”}f - flf (531)
K21 K22 Up fp .

(Hu le] ug}:(Gu Guj {rg 532
H, Hy Up Gy Gy Iy

Ara yiizde igin uyguniuk denklemleri:

{up} ={ul} (5.33)

{t1}+ M {n} (5.34)

Sonlu eleman modeli Sinir eleman modeli

Sekil 5.2: Bolge Ayrigtirma Teknigi
Iteratif birlestirme metodu icin su sira takip edilebilir [19]:

1. Problem bélgesi iki alt bélgeye ayrilarak sonlu eleman ve simr eleman bolgeleri
ilgili metotlarla modellenir.

2. Ara yiizdeki yerdegistirme i¢in baslangic degeri verilir (mesela { uf;} =0).

3. Smur eleman alt bolgesi igin denklem (5.32)’den ara ytizdeki {tﬁ} degerleri elde

edilir.
4. Sinir eleman ara ylizii icin nodal kuvvetler denklem (5.34)’ten elde edilir.

5. Bulunan kuvvetlere gore denklem (5.31)’den ara yiizdeki {u,’,.} degerleri bulunur.
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6. Bu asamada yakinsama testine gegilir. Yakinsama testi igin agagidaki ifade
kullanilabilir:

“{”fs,ml} ~{us, }“
s}

Buradag,, Onceden tamimlanmig yakinsama toleransidir. Eger yakinsama

(5.35)

<g,

saglanmigsa bu adimda durulur. Eger saylanmamigsa bir sonraki iterasyon igin
{ufg’m} :(l—a,){ug,,,}-i-a,{uéyn} islemi yapilir. Buradaa,, yakimsamayi

hizlandirmak i¢in kullanilan gevseme parametresidir.

7. Yakinsama saglanincaya kadar 3. adimdan 6. adima kadar olan kisim tekrar edilir.
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6. DISLIi CARKLAR

6.1 Genel ifadeler ve Smiflandirma

Disli ¢arklar; aralarinda bir kayma olugmadan, iki mil arasinda kuvvet ve hareket
ileten elemanlardir. Gii¢ iletme bakimindan, mekanizmanin bir déndiiren ve bir veya
birka¢ déndiiriilen eleman1 vardir. Genellikle mekanizmanin kiigiik dislisine pinyon,
digerine cark denir. Millerin konumuna gére disli ¢arklar ve ¢ark mekanizmalar: su
sekilde siniflandirlabilir:

6.1.1 Aln disli carklar

Eksenleri aym diizlemde paralel olan iki mil arasinda gii¢ ve devir ileten carklara
silindirik veya alin disli ¢arklar denir. Dislerin y6nii ¢ark eksenine gore paralel ise
diiz silindirik, egik ise helisel silindirik veya c¢ift helisel silindirik digli ¢ark adini
alirlar. Ayrica carklar, birbirinin diginda veya iginde yuvarlamalarina gore dis veya ig
silindirik disli c¢arklar seklinde adlandirilirlar. I¢ disli carklar diiz, helisel ve ¢ift
helisel olabilirler. Sekil 6.1°de alin digli ¢arklara iliskin resimler goriilmektedir.

Sekil 6.1: Alin Digliler: a) Diiz Digli b) Helisel Digli ¢) Cift Helis Disli
d) Herringbone Digli e)l¢ Disli ) Kremayer Digli
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Herhangi bir digli ¢arkin yarigapt sonsuz yapildiginda kremayer denilen gubuk
seklinde bir disli eleman elde edilir. Bu elemanin diiz veya helisel silindirik disli
carkla calismasma gore diiz kremayer mekanizmasi veya helisel kremayer
mekanizmasi meydana gelir. En 6nemli kullamlig yeri kesici bigak olarak digli
imalatindadir. Ayrica dik yamaglara tirmanan trenlerde, bazi tip asanstrlerde; digli
tekerleklere sekilsel baglantili bir ray (kilavuz) olarak kullanilirlar.

6.1.2 Konik disli carklar

Eksenleri ayni diizlemde bulunan fakat kesisen iki mil arasinda gii¢ ve devir ileten
carklara konik digli carklar denir (Sekil 6.2). Konik digliler, dislerin uzunluk
y6niindeki durumlarina gére diiz veya helisel olabilir.

R

Sekil 6.2: Diiz ve Helisel Konik Digliler
6.1.3 Spiral disli carklar

Eksenleri aym diizlemde olmayan miller arasinda gii¢ ve devir ileten digli garklara
spiral digli ¢arklar denir (Sekil 6.3). Bu dislilerin pratikte ¢ok kullanilan 6zel bir hali,
uzayda eksenleri birbirine dik olan sonsuz vida mekanizmasidir. Bu mekanizmanin
silindirik ve globoid tipleri vardir. Ayrica spiral disli ¢cark grubuna dahil olmayan
fakat eksenleri aym diizlemde olmayan ve kesismeyen hipoid konik disliler de vardir.
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6.2 Diiz Disli Carklarda Temel Biiyiikliikler

Bir diiz digli garka iliskin temel biiyiiklitkler sekil 6.4’te gOsterilmis olup ana

Sekil 6.3: Spiral Digli Carklar

boyutlar1 ve aralarindaki bagintilar agagidadir.

Sekil 6.4: DIN 867°ye Gore Diiz Alin Disli Cark [26]

Dis sayis1
Taksimat dairesi ¢api

Taksimat (hatve)

Modiil

iz=d,/m

1dy=zm

Dly=mz
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Dis bas1 dairesi ¢ap1

Taban dairesi ¢ap1

Dis kalinlig

Dis aralif

Eksenler aras: uzaklik

Miisterek dis yiiksekligi
Dis bag1 ytiksekligi
Taban yitksekligi

Dis basi boslugu
Toplam dis yiiksekligi
Kavrama agis1

Cevrim orani

Dis genigligi

Kavrama taksimat1

Kavrama orani

6.3 Disli Cark Malzemeleri

Disli garklarin mukavemet ve ylizey basinci bakimindan yiik tagima kabiliyetlerinin
genis Ol¢lide etkileyen Gnemli bir faktér malzemedir. Genellikle giic ileten digliler
¢elikten; hassas cihaz alaninda oldugu gibi yalniz devir ileten digli ¢arklar bronz,
naylon, teflon ve sinterlenmis malzemelerden yapilir. Onemsiz ve gok diistik hizlarda
caligan digli ¢arklar dskme demirden de imal edilebilir.

Celikler, birim hacme gore bliyiik yik tasima kabiliyetine ve birim agirhiga goére
nispeten diisiik maliyete sahip olduklarindan, digli ¢arklarin imalinde en ¢ok
kullanilan malzemelerdir. Pratikte karbonlu ve alasimli ¢elikler olmak {izere birgok

d,=d,+2.m
df=d0—2.hf
tO
S, = —
)
tO
e, =—
L)
_4tz
0 2 .
hg=2.m
h=m

thy =m+S, ~1,2.m
:S, =0,2.m
th,=2m+S, =~2,2.m
ta, =20°

i=2z,/z

:b

it, =1,.co80

= ElEz/te
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celik ¢esidi kullanilmaktadir. Bunlarin bazilar1 DIN standardina gére tablo 6.1°de
verilmistir. Son zamanlarda disli ¢arklarin imalatinda naylon ( polyamid 6 ) ve teflon
gibi plastik malzemeler kullamlmaktadir. Biiyiik bir séniimleme kabiliyetine sahip
olan bu malzemeler sessiz ¢alisma istenilen yerlerde kullamilmaktadir.

Tablo 6.1: Disli Cark Malzemelerinin Mekanik Ozellikleri

Malzeme oK ?%ﬁ‘mﬂlﬁ oGD | PGD

Grubu Smges | [V ] e T Vanae | DV/mm' || [N/mm™]
. St50 | 500... 600 1500 190 340
Geé“’ll.flna.lat 560 | 600...700 1800 210 (200)| 400
clhiden St 70 700...850 2100 240 (220)| 460
C25 | 500..600 1400 170 440
C45 | 650..800 | 1850 | 1850 | 200 540
C60 | 750.900 | 2100 | 2100 | 220 620
Cle“l’ilkagﬁ 34Crd | 750..900 | 2600 | 2600 | 260 650
37MnSi5 | 700...800 2300 300 640
42CtMod | 950..1100 | 3000 | 3000 | 290 670
34CtMo6 |1000..1300] 3100 | 3100 | 320 770
C15 | 500..650 | 1900 | 6360 | 230 1600
Sementasyon | 1OMRCES [ 800..1100 | 2700 | 6500 | 440 1630
Coer ™ [ 20MnCrS [1000..1300] 3600 | 6500 | 480 1630
15CiNi6 | 900..1200 | 3100 | 6500 | 500 1630
18CINi8 |1200..1450] 4000 | 6500 | 500 1630
Endiksiyon | Ck45 | 650..800 | 1900 | 5600 | 270 1100
veya Alevle | 34CrMo4 - 2700 5900 480 1070
sertlestirilmis | 42CrMod4 | 950...1100 | 2800 | 6100 | 430 1360
Cifﬁn 34CiNIMo6 | 1000...1300| 2500 | 5900 | 450 1270
Nitrirleme | Ck45 | 650..800 | 1900 . 350 1100
(Banyo) | 42CrMod | 950..1100 | 2750 - 430 1220

Gaznitiirleme | 31CrMoV9 - 3200 | 7000 | 500 -

Dokme GS 52 520 1500 | 1500 | 150 340
Celikler GS 60 600 1750 | 1750 | 170 420
e GG 20 200 1700 | 1700 50 270
Do GG 25 250 2000 | 2000 60 310
GG 35 350 2300 | 2300 80 360
Store GGG 42 420 1800 | 1800 | 200 360
D [[GGG 60 600 2500 | 2500 | 220 490
GGG 100 | 1000 3500 | 3500 | 240 700
Temper | GIS35 | 350.400 | 1400 | 1400 | 190 320
Dokim | GIS65 | 650..700 | 2350 | 2350 | 230 460
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6.4 Disli Carklarm Imalat:

Disli ¢arklarin talagh imalatinda kullanilan metotlar iki grupta toplanabilir.
1) Kopyalama Metodu (Form Freze)

2) Yuvarlanma Metodu (Cubuk Disli Takim, Helisel Freze, Pinyon Bigak)

Kopyalama metodunda imal edilen dis sekli Kesici Takimin aymsidir. Kesici
Takimin profilinde herhangi bir hata aym sekilde dis profilinde olusur. Az sayida
imalat icin kiiciik atSlyelerde tercih edilmektedir. Imalatta Universal Freze
Tezgahlari kullanilir, ‘

Yuvarlanma metodunda dis sekli Kesici Takimin ve Ham Diglinin izafi hareketi ile
hasil edilir. Bu metotla imalat daha kisa siirede biiyiik hassasiyetle gerceklestirilir.
Orta ve biiyiik 6lcekli igletmelerde seri imalatta kullamlir.

Talags1z imalat metodu; dzellikle kiigiik alin ve konik digli ¢ark imalatinda uygulama
alam1 bulmaktadir. Yaygin olarak (6rnegin mikro teknoloji, ayrica ev ve biiro
makinalarinda) ptskiirtme dokiimli plastik maddeden yapilmis digli ¢arklar
kullanilir.

6.4.1 Form freze

Form freze ile imalatta bigak ham dislide dis boslugunu hasil etmektedir. Isleme
strasinda Form Freze kendi seklini dis bosluguna kopya eder ve bdylece yan yana iki
dislinin iki yarim profilini meydana getirir ($ekil 6.5).

Sekil 6.5: Form Freze

6.4.2 Cubuk disli takim

Sekil 6.6°da Cubuk Disli (Kremayer) takimla dis imalati prensibi goriilmektedir.
Takimin hareketi, v tiniform hizli sagdan sola diizgiin bir yer degistirmedir. Ham
dislinin hareketi ise, v h1zina ve 7, ham disli yarigapma baglh olarak, @ =v /7,
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denklemi ile ifade edilen uniform agisal hizli bir donme hareketidir. Takima aym
zamanda taslagin dénme eksenine paralel olarak bir ileri-geri hareketi verilmektedir.

taksimat _
dogrusu

kavrama acist
taksimat

dairesi ham digli

{disli taslain}

Sekil 6.6: Cubuk Digli Takim ile Disli Imalat:
6.4.3 Helisel frezeleme

Helisel Freze sonsuz vida olarak ele almmabilir (genel olarak agiz sayisi 1°dir).
Vidaya eksenel yonde yivler acilarak kesici bicak serisi olusturulur. Vidanin eksenel
kesiti cubuk disli olarak diistiniiliir. Frezenin dénmesi imajiner kremayerin Gteleme
hareketini simiile eder. Kesme iglemi esnasinda Freze ve Ham Disli ¢ark kendi
eksenleri etrafinda donerler. Freze donme hareketine ilave olarak cark eksenine

paralel 6teleme hareketi yapar.
Freze ve Ham Digli d6nme hizlan arasindaki baginti asagida verilmistir.

M e 6.1)

n, veng Frezenin ve Ham Dislinin huzlar
zp : frezenin vida a1z sayisi
zg : dislinin dis say1s1

Helisel Freze ile (Azdirma) profil olusturma Sekil 6.7°de goriilmektedir.
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Sekil 6.7: Helisel Freze ile Disli Imalat:
6.4.4 Pinyon seklinde takim (Fellows)

Pinyon bigak gercekte, dis alinlarinin yiizeyleri taslanip arka kisimlar: bosaltilarak
kesici ag1z haline getirilmig bir diglidir. Bu kesici ile profil hasil etme biri takim olan
iki digli ¢arkin es ¢aligmasim simiile etmektedir (Sekil 6.8). Temel dairesi yarigapi 75,
olan pinyon takim asagidaki ifade ile tayin edilen temel dairesi yarigap 7 olan disli
carki hasil eder.

(6.2)

Z. : takimin dis say1si

Zg : dislinin dis say1s1

4 L/- Bigak Hareketi

Sekil 6.8: Pinyon Bigak ile Disli Imalat1
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6.5 Disli Carklarda Meydana Gelen Kusurlar

Digli ¢arklarda meydana gelen kusurlar su sekilde siralayabiliriz:
- Dig dibi kirilmast

- Dis yan yiizeylerinde karincalanma ( pitting )

- Dis uglarinda aginma (grippage)

6.5.1 Dis dibi kirilmasi

Dis kirilmasi, genelde disli malzemesinin dayanma limitinin ¢ok {izerinde periyodik
gerilmelere maruz kalmasi ile ortaya ¢ikar. Zaman igerisinde ¢ekme bolgesinde
catlak olusumu baglar. Catlak belli bir mesafe ilerledikten sonra tamamen ya da
kismen kopar (Sekil 6.9).

Sekil 6.9: Dis Dibinde Catlak Ilerleyisi

Bazen tahmin edilenden daha fazla kék gerilmelerine maruz kalan dislilerde, gerilme
yogunlasma bdlgeleri bu durumun ortaya ¢ikmasinda yardimci olurlar. Bu tiir
gerilme yogunlasma bolgeleri kok dibindeki gentikler, kalintilar, mikro diizeyde 1s1l
islem catlaklari, taglama yaniklar1 ve parca tizerindeki kalic1 gerilmelerdir.

Bu tip hasarlar genelde ¢ok kiiciik devir sayilarinda dénen, zaman zaman ¢aligan, ¢ok
biiylik déndiirme momentlerini ileten ve darbeli yiikler altinda caligsan dislilerde
meydana gelir.

6.5.2 Dis yan yiizeylerinde karmcalanma

Dislilerde maksimum yiizey basinci ani dénme merkezinde meydana gelir. Bu
noktada kayma hareketi yon degistirir ve saf yuvarlanma hareketi vardir. Dolayisiyla
yag filmi bu noktada kopar. Temas durumunda maksimum kayma gerilmesi yiizeyde
degil, ylizeyin biraz altinda meydana gelir. Tekrarli yiikler yiiziinden bu noktada
zamanla gatlak olusumu baglar. Catlaga sizan yag basincimin da katkisiyla gatlak
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ilerleyerek yiizeye ulagir. Bu nedenle yiizeyde pul pul dékiilmeler meydana gelir
(Sekil 6.10).

Sekil 6.10: Dis Yiizeylerinde Karincalanma

6.5.3 Dis uclarinda agmma

Iki dis temasa gegtikleri anda yiiksek kayma hiz1 ve yiiksek yiizey basincindan dolayi
anlik biiyiik sicakliklar meydana gelir. Sicakligin da etkisiyle yilizeyden kopan kii¢iik
partikiiller siirtiimme yiizeyi boyunca stiriiklenerek dis baginda kazinmis sekilde
radyal izler birakirlar. Bu hasar, malzeme secimi, sertlestirme ve yaglama gibi
yontemlerle 6nlenebilir.
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7. YAPILAN CALISMALAR

Bu béliimde uygulama olarak dig dibi gerilmelerinin sonlu eleman, sinir eleman ve
birlestirilmis sinir eleman ve sonlu eleman metoduyla analizi yapilarak elde edilen
sonuglar ¢esitli analitik ifadelerle kanlagtirlmistir.

7.1 Dis Dibi Gerilmesi Hesaplama Ydontemleri

Dis dibi gerilmelerinin hesabinda kullamilan analitik ifadeler iki kisimda
incelenebilir. :

Bu ifadeleri elde etmenin ilk yolu basit mukavemet hesap yoOntemlerinden
faydalanmaktir. Dis dibine etkiyen gerilmeler, egilme gerilmesi, basma gerilmesi ve
kayma gerilmesidir. Bu konuda cesitli yaklagimlar vardir. Bu yaklasimlar DIN,
AGMA ve JGMA standartlarinda tamimlanmis olup en etkili sonug vereni Cornell
metodudur [27].

Diger yontem ise, sayisal metotlar kullanilarak elde edilmis sonuglardan analitik
ifadelerin tiiretilmesidir. Bu konuda 6nemli iki ¢alisma Chabert’in [13] ve Tobe’nin
[14] caligmalaridir.

7.1.1 Cornell metodu

Cornell metodu, analitik metotlar arasinda en iyi ¢6ziim veren ifadelerden biridir.
Yapisinda, egilme gerilmeleri, basma gerilmeleri ve kesme gerilmeleri ile birlikte
gerilme konsantrasyonu ifadelerini barindirir. Cornell metodu igin gerilme ifadesi su

sekilde gosterilir [27]:

B FCaS’qS) ( B )‘” [gx_z_j oz ( [n J TANG

o—( - *[l+026* > 7 + hs*ls*l-— A v+ TANG —_}% (7.1)
Burada:

h, : Kok bolgelerinde maksimum gerilmelerin oldugu noktalarin birbirine uzaklig:.

I, : Yikiin uygulandig1 noktanmn 7 ’ye uzakhig.

1': Uygulanan yiikiin merkez ¢izgisi {izerindeki izdiigiimiiniin 7, *ye uzaklig1
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r : Kok yuvarlatma yarigapi.

¢ : Kuvvet dogrultusunun yatay eksenle yaptig1 ag.
W : Dis genigligi.

v : Gerilme yakinlik katsayisi.

F : Kuvvet.

Ilgili semboller Sekil 7.1°de gdsterilmisgtir.

h;

ls’

A A 4 hs

Sekil 7.1: Cornell Metoduyla Ilgili Sembollerin G&sterimi
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7.1.2 Chabert’in gerilme ifadesi

Chabert, ¢aligmasinda[13] standart kavrama agis1 ve modifikasyon kosullar1 altinda
cesitli dis sayilar icin dis dibi gerilmesi ifadesi elde etmigtir. Bunu yaparken sonlu
elemanlar analizi sonuglarindan yola ¢ikmistir. Buna gbére cekme tarafindaki
maksimum gerilme:

o= [3+(38—50£)l}—f— (7.2)

m/)z |bm

ifadesiyle verilebilir. Burada:

p : Kesici takim kdse yuvarlatmasi.
m : Modiil.

z : Dig sayis1.

b : Dis genisligi.

7.1.3 Tobe’nin gerilme ifadesi

Tobe de Chabert gibi sonlu eleman analizi sonuglarindan faydalanarak dis dibi
gerilmesine iligkin bir ifade ¢ikartmigtir [14]. Chabert’in ¢aligmasindan farkli olarak
modifikasyon kosullarin da igermektedir. Tobe’nin gerilme bagintisi asagidaki
gibidir:

_F_[ (Lra2) +3,50}.6@[(2,50(1}o,soj&z] a3
b.m z z z m

Burada g, ve a, modifikasyonla ilgili katsayilar olup asagidaki gibi ifade edilir:

a,=2,50-18,00.x (7.4)
a, =2600exp(-2,75x)  (x<0,4) (7.5)
a, =2600exp(-2,75.0,4) (x20,4) (7.6)
Ayrica:

x : Modifikasyon katsayisi.

A, : Yik uygulanan noktanin dis tepesine mesafesi.
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7.2 Dis Profilinin Olusturulmasi

Bir evolvent diiz disli carkin geometrisi iki b6limden olugur. Calisan bolge evolvent
iken kok bolgesi trokoiddir (Sekil 7.2). Geometriyle ilgili bagmtilar Fetvaci ve
Imrak’in galismasinda bulunabilir [28]. Bu ¢alismada digli profilinin olusturulmas:
icin Basic dilinde yazilmig bir program kullanilmigtir. Programin kaynak kodlart EK
A’da verilmistir.

ez dogrusu

vent 4

:EVéi

trokoid

)

Sekil 7.2: Diiz Disli Cark Geometrisi
7.3 Yapilan Analizler

Birlegtirilmis siir eleman ve sonlu eleman metoduna iligkin uygulama ¢aligmasi diiz
diglinin dis dibi gerilmelerinin tespiti tizerinden gergeklestirilmistir. Sirasiyla sonlu
elemanlar, sinir elemanlar ve birlestirme yontemi ile analizler yapilmistir. Analizi
yapilan digliye ait temel biiyiikliikler Tablo 7.1°deki gibidir.

Tablo 7.1: Analizi Yapilan Digliye Ait Biiytikliikler

Degisken Deger Degisken Deger
m 3 x 0
z 20 F 500N
%y 20° b Smm
p 0.375*m g 2*m
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Analize gecilmeden dnce EK A’da verilen Basic dilinde yazilmig program ile dis
profiline ait nokta koordinatlar1 elde edilmigtir. Programa girdi olarak modiil, dis
sayisi, kavrama agis1 ve gember kalinlik faktorii girilmis, ¢ikt1 olarak profili olusturan
nokta koordinatlarimi iceren dosya alimmugtir. Bu dosya, analizde kullanilan paket
programa okutulabilmek i¢in uygun formatta olmadigindan programin kodunda ufak
degisiklikler yapilarak ciktinin uygun formata gelmesi saglanmigtir. Ayrica program
¢iktis1 olarak verilen ikinci bir dosyadan, profilin baz noktalarina ait normal agilarn
elde edilebilir. Bu agilar yiik tatbik agis1 olarak kullanilabilir.

Yapilacak analizde siur gartlarinin dogru uygulanmasi biiyiik 6nem tasimaktadir. Bir
yandan dogrulugu arttrmak diger yandan da ¢dzlim siiresini makul 6lclilerde
tutabilmek gerekir. Bu noktada ideallegtirme dogru bigimde yapilmasi gerekir.
Chabert’in ¢alismasindaki model [13] 6rnek almarak, simur sartlar1 bu galismadaki
sekliyle uygulanmigtir. Buna gore dislinin gébek ve cember bolgesi sabitlenmis,
kuvvet dis bagindan, profile dik olarak uygulanmigtir. Chabert’in modeli, ¢ember
kalinhik faktorii 1.5*m’nin iizerinde olan digliler i¢in gecerlidir. Dolayisiyla bu
analizde uygulanabilir.

Yiik uygulamasinda tekil yiik kabulii yapilmigtir. Saint Venant prensibine gore, aymi
bélgeye etki eden iki farkli yiitk dagilimi, yeteri kadar uzak bir bélge icin aym etkiyi
yapar. Yani uygulanan kuvvetin yayili ya da tekil olmasi dis dibi gerilmelerini
etkilemeyecektir. Bu nedenle karmasik simir sartlar: eklemenin geregi yoktur.

Probleme bakilirsa uygulanan kuvvet neticesinde disli ekseni dogrultusunda gerilme
olusmayacagi agikardir. Bu nedenle diizlem gerilme kabulii yapilmis, problem
kolaylik agisindan iki boyutta incelenmisgtir.

Analiz sonuglarinin daha iyi kargilastirilabilmesi i¢in tic metotla da ¢dzlim yapabilen
bir ticari yazilim kullanilmigtr.

Disli malzemesi igin kullanilan degerler asagidaki gibidir:
E=2FE5 MPa

v=0.3

7.3.1 Sonlu elemanlar analizi

Kullanilan yazilimin sonlu elemanlar modiilii, standart sonlu elemanlar yazilimlariyla
benzer olup ti¢ ana boliimden olugmaktadir; 6n islemci, ¢6ztimleyici ve son islemci.
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On islemci bolimiinde ilk olarak malzeme bilgileri girilmistir. Daha sonra 6n
igslemcinin bir  alt modiilii olan modelleyiciye gecilmistir. Burada daha 6nceden
olusturulmug nokta koordinatlar: okutulup programa aktarilmigtir.

Olusturulan noktalar, uygun egrilerle birlestirilerek disli modeli olusturulmustur. Dig
dibi bélgesinde gerilme yigilmasi olacagindan bu bdlgenin diger kisimlara gére daha
gercekei modellenmesinde fayda vardir. Biitiin kok bolgesi i¢in tek parga spline
egrileri kullanmak yerinde bir fikirdir, ¢linkii, yilizeydeki stireklilik kosullari, gerilme
dagilimindaki siirekliligi de etkilemektedir. Fakat kullanilan yazilimda bu tip egriler
bulunmadigindan dolay1 k6k bolgesi yaylar vasitasiyla modellenmistir.

On islemci bélimiiniin en dnemli adimy, eleman aginm olusturulmasidir. Bu noktada
Sun’un modelinden faydalanilmig, benzer bir eleman a1 olugturulmugtur (Sekil 7.3).
Eleman tipinin sonuglara etkilini inceleyebilmek i¢in iki farkl1 eleman icin iki farkl
analiz yapilmistir. Kullanilan elemanlar sirasiyla lineer ve kuadratik elemanlardir.

Sekil 7.3: Disli Modelinin Elemanlara Ayrilmig Hali

Elemanlara ayirma iglemi yapildiktan sonra sinir sartlari girilmistir. Sinir sart1 olarak
gbbek ve gobege bagh kenarlarda hareketler kisitlanmis, dis basinda profile dik
nokta kuvvet uygulanmaigtir.

Daha sonra ¢6ziimleyici boliimiine ge¢ip olusturulan sistemin ¢dziilmesi i¢in gerekli
komut verilmisgtir.
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Kullanilan yazilimda son iglemci bliimii iki modtilden olugsmaktadir. Bunlardan ilki
sonuglarin grafik olarak gozlenmesini saglarken, digeri sonuglar1 ayrintili olarak
metin halinde verir

Sekil 7.4’te sonlu elemanlar analizinden elde edilen sonuglar dogrultusunda disli
lizerinde gerilme dagilimi goriilebilir. Ayrica, analiz sonuglarinin degerlendirilmesi
bollim 7.4’te yapilmugtir.

\
N\
/

/

Sekil 7.4: Disli Uzerindeki Gerilme Dagilim1
7.3.2 Sinir elemanlar analizi

Sinir elemanlar analizi, sonlu elemanlar analizindekine ¢ok yakin bir prosediir takip
eder. Yazilimin sinir elemanlar modiilti yine ti¢ b6liimden olugymaktadir; 6n islemci,
¢ozlimleyici ve son iglemci.

Bu analiz i¢in 6ncelikle malzeme &zellikleri belirtilmis ve ardindan modellemeye
gecilmistir. Onceden hazirlanan nokta koordinatlan dosyasi okutularak programa
aktarilmigtir, Daha sonra bu noktalar {izerinden c¢esitli egrilere disli modeli
olusturulmugtur. Diglinin k6k bdlgesi yaylarla, geri kalan kisimlar lineer ¢izgilerle
olusturulmustur.
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Burada kullanilan analiz prosediirii elemanlara ayirma kisminda sonlu elemanlardan
ayrilmaktadir. Simir elemanlarda alan diskritizasyonu yerine egri diskritizasyonu
yapilir. Bu nedenle bu agama oldukg¢a kolay ve hizli yapilir. Dikkat edilmesi gereken
bir husus, eleman dig normallerinin, kapal1 bir bolge olusturacak sekilde (sonlu bslge
analizi i¢in) malzeme bolgesinin digina dogru uzanmas: gerekliligidir (Sekil 7.5).
Eleman olugturmak igin saat yoniiniin tersi bir rota izlenirse uygun ydnlenme elde
edilebilir (delikler i¢in tam tersidir).

Sekil 7.5: Sinur Elemanlar Modelinde Eleman Dig Normalleri

Bu analizde de bir 6nceki gibi eleman tipinin ¢6ziime etkisini gézlemleyebilmek i¢in
iki farkli eleman tipi kullanilmigtir. Bu elemanlar sirasiyla lineer ve kuadratiktir.

Elemanlara ayirma isleminin ardindan sonlu elemanlardaki simir kosullarimin aynisi
bu modele uygulanmistir. Burada tek fark uygulanan kuvvetin diigiim noktasindan
degil eleman iizerinden uygulanmasidir. Bu durum yazilim 6zelliklerinden kaynakli
bir degisikliktir. Sonuglarin c¢ok etkilenmemesi i¢in bir 6nceki analizde kuvvet
uygulanan diiglim noktasmin yanina ¢ok kiigiik bir eleman olusturulmus bdylece
kuvvetin uygulanma noktasi bahsedilen diiglim noktasina miimkiin oldugunca
yaklagtirilmstir.

Modelleme tamamlandiktan sonra 6n islemci bolimii terk edilerek c¢oziimleyici
boliimiine gegilmistir. Bu boliimde ilgili komut verilerek sistem ¢oziimlenmistir.

Son iglemci bSliimii sonlu elemanlardakinin aymidir. Sadece, sinir elemanlar igin
gerilme dagiliminin grafik g6sterimi mevcut degildir. Bu da yazilimdan kaynakli bir
durumdur. Elde edilen sonuglar boliim 7.4°te tartisilmigtir.
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7.4 Analiz Sonuclarinmm Degerlendirilmesi

Cornell, Chabert ve Tobe’ye ait analitik ifadelerden elde edilen sonuglar ile sonlu
elemanlar ve smir elemanlar analizinden elde edilen sonuglar Tablo 7.2°de
gOsterilmisgtir.

Tablo 7.2: Kullanulan Yontemler ve Elde Edilen Sonuglar

Kullanilan Yontem Cekme Tarafindaki Maks. Gerilme

SEM (lineer eleman) 130.2 MPa
SEM (kuadratik eleman) 131.9 MPa

SIEM (lineer eleman) 152.8 MPa.
SIEM (kuadratik eleman) 155.0 MPa
Cornell Metodu 139.1 MPa
Chabert’in denklemi 132.1 MPa
Tobe’nin denklemi 131.7 MPa

Elde edilen sonuglara bakildiginda analitik hesaplar ve sonlu elemanlar analizi
sonuglar1 birbirine uyum gosterirken sinir elemanlar analizi sonuglar1 bu gruptan
belirgin olarak daha fazla ¢ikmigtir.

Sonlu elemanlar analizi sonuglar ile é.nalitik sonuglar arasinda % 2-3 farkla
benzerlik olmustur. Burada Chabert ve Tobe’ye ait ifadelerin SEM {izerinden elde
edildigi goz ardi edilmemelidir.

Sinir elemanlar analizi sonuglari, sonlu elemanlara nazaran daha yiiksek gikmisgtir.
Meydana gelen % 16 gibi bir fark ihmal edilebilir boyutlarda degildir. Bu sonug
aslinda bir bakima Sun’un c¢aligmasindaki sonuglarla benzerlik gostermektedir.
Sun’un ¢alismasinda da simur elemanlardan elde edilen sonuglar digerine gére daha
yiiksektir. Fakat oradaki fark % 5 civarnindadir. Ayrica Sun, elde ettigi degerleri
deney sonuglariyla kargilagtirmis, simur elemanlarin daha iyi sonuglar verdigini
belirtmistir. Burada dikkat edilmesi gereken bir husus da Sun’un analizlerinin ti¢
boyutlu modeller iizerinden yapilmasidir. Sekil 7.6°da, SEM ve SIEM analiz
sonuglarina goére dislinin k6k bdlgesindeki gerilme dagilimi gorilmektedir.
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Sekil 7.5: Dislinin K6k Bolgesindeki Gerilme Dagilim1

Saglikli bir karsilagtirma yapabilmek igin analiz sonuglarimin deney sonuglariyla
kargilagtirilmasinda fayda vardir. Diger taraftan burada referans alinan ifadeler kendi
iclerinde tutarh ifadelerdir. Ornek vermek gerekirse, Cornell Metodu, ilgili galismada
kargilagtirilan deney sonuglarina maksimum % 5 hatayla yaklagmigtir. Chabert’in
calismasinda ise 18 dig sayisina sahip bir digli i¢in deney sonuglarina % 3 civarinda
yaklagilmugtir. Bu kogullar g6z oniine alindiginda sonlu elemanlar analizinin daha
gercekei sonuglar verdigi gériilmektedir. Teorik olarak simirlarda meydana gelen yiik
birikmelerinde simr eclemanlar metodunun daha 1iyi ¢oziimler vermesi
beklenmektedir. Fakat sonucun bu dogrultuda ¢ikmamasi sonucu goritilmiistlir ki
segilecek yontem kadar kullamlacak yazilimin da ¢dzlime etkisi olmaktadir. Analiz
yapilmadan 8nce yazilimin ilgili problem igin dogrulama (verification) érneklerinin
bulunup bulunmadigina bakmak gerekir.

Bu uygulama ¢aligmasinin asil amaci birlestirilmiy y6ntemin sonuglarim
karsilagtirmaktir. Fakat, analiz sonuclarindan elde edilen veriler tatmin edici degildir.
Sonuglara bakildiinda sinir elemanlar ve sonlu elemanlar arayiiziinde yerdegistirme
stireklili3gi mevcutken bu stireklilik gerilmelerde yoktur. Ara ylizdeki gerilme
degerleri arasinda yaklagik 2 kat farklibhk gézlemlenmigtir, Yazilimin simr eleman
tabanl yaklagim kullandig: diisiiniiltirse, araytiz bolgesinde sonlu eleman kuvvetleri
ve smnir eleman g¢ekmeleri arasindaki iligkinin saglanamadifi distliniilebilir. Bu
nedenlerden dolay1 birlestirilmis yontem sonuglar1 kayda deger veriler olarak
goriilmemigtir.
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Sonlu elemanlar analizi ve sinir elemanlar analizi sonuglarina bakildiginda sonlu
elemanlarin daha iyi netice verdigi goriilebilir. Diger taraftan sonlu eleman modeli
olusturmak igin harcana ¢aba simir eleman modeli i¢in harcana ¢abanin olduk¢a
iistiindedir. Bu noktada dislinin g6évdesinin sinir elemanlarla, k6k bolgesinin ise
sonlu elemanlarla modellenmesi, kabul edilebilir sonuglarin daha az ¢aba harcanarak

elde edilmesini saglayabilir.
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8. SONUCLAR VE DEGERLENDiRMELER

Bu calismada sonlu elemanlar metodu, sinir elemanlar metodu ve birlestirilmis simr
eleman ve sonlu eleman metodu incelenmis ve yapilan uygulamayla
degerlendirilmistir.

Oncelikle sayisal yontemlerin gerekliligi tartigitlmis ve yaygmn kullamlan birkag
sayisal yontem kisaca anlatilmis ve kargilagtinlmagtir.

Giinlimiizde en ¢ok kullamlan sayisal yontem olan sonlu elemanlar metodu, ayrintili
bir bi¢cimde incelenmis, teorik esaslar belirtilmigtir. Ayrica konu anlatilirken ¢esitli
ptif noktalar: belirtilerek yazi zenginlegtirilmigtir.

Incelenen diger bir sayisal yontem ise siur elemanlar metodudur. Bu metodun
uygulama kosullar1 belirtilmis, teorik esaslar1 verilmistir.

Iki yontem ayrintil olarak incelendikten sonra cesitli kosullar i¢in karsilagtirilmustir.
Kargilastirma yapilirken ¢ok sayida bilimsel ¢alismadan faydalanilmis, iki yontemin
uygulamalari i¢in sinirlar belirlenmistir.

Birlestirilmig sinir eleman ve sonlu eleman yodntemi, {i¢ ayr1 yaklasim {izerinden
degerlendirilmigtir. Bu yaklagimlar sirasiyla SEM tabanh yaklasim, SIEM tabanlt
yaklagim ve iteratif bdlge ayristirma teknigidir. Bu ti¢ yaklasim ayn ayr incelenmis,
teorik ve matematiksel ifadeleri verilmis ve birbirlerine {istiinliikleri tartigilmisgtir.

Uygulama asamasinda kargilagtirma ifadeleri belirlenmis, sirayla sonlu elemanlar
analizi ve smir elemanlar analizi iki farkli eleman tipi igin yapilip bahsedilen analitik
ifadelerle karsilagtinlmigtir. Karsilastirma sonucunda sonlu elemanlar analizinin
belirtilen referans ifadelere daha yakin sonug verdigi goriilmiistiir. Bu sonug teorik
tahminlerle uyusmamakla birlikte farkli yazilumlar igin farkli sonuglar elde
edilebilecegini gostermigtir. Bu durum, ¢0ziilecek problem igin sadece metod
seciminin yeterli olmadigi, kullanilacak yazilimin da probleme uyum gostermesi
gerektigi anlagiimistir.

Birlestirilmis analiz, kaynagi tam olarak belirlenemeyen bir nedenden dolayi
karsilagtirma yapilamayacak mertebede kotli sonuglar vermistir. Bu problem,
kullanic1 hatasindan kaynaklanabilecegi gibi yazilimdan da kaynaklamyor olabilir.
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SEM - SIEM ara yiiziinde yerdegistirme stirekliligi oldugu halde gerilmelerin
siireksiz olmasi, ara yilizde ¢ekme (traction) ve kuvvetler arasindaki iligkinin tam
olarak saglanamadigimi gostermektedir. Bu da ikinci savi gli¢lendirir. Kaynak
yetersizliginden dolay1 yazilimin tam stiriimii edinilememis, dolayisiyla teknik destek
alinamamagtir.

Sonug olarak uygulamas: yapilamasa da, birlestirilmis ySntemin esaslar1 her yoniiyle
Ggrenilmis, ileride yapilabilecek ¢alismalar i¢in altyap: olugturulmusgtur.
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EK A

10 REM revise 9 Ocak 1997

20 INPUT"modul";M

30 REM standartno  ya gore dis profili genere eden program
40 REM bicak ISO R53 yuvarlatma 375*m

50 REM yazilim * cuneyt fetvaci* 1995

60 REM profil genere eder ve fem paket program kodu ile model hazirlar
70 REM *** parametrik yuk yeri 32 1

80 REM

90 INPUT"pinyon dis sayisi ";Z1

100 INPUT"kavrama acisi ";DA.

110 INPUT"cember kal faktor *;J

120 BA=M

130 B1=1.25*M

140 RD=DA*3.141592/180

150 R=M*Z1/2

160 RTAX=R

170 RT=R+M

180 RDD=R-1.25*M

190 RB=R*COS(RD)

200 T1=M*3.141592/2

210 RF1=R*SIN(RD)

220 RF2=BA/SIN(RD)

230 RF3=(RF1-RF2)"2

240 RB2=RB*RB

250 RE=(RF3+RB2)"5

260 PRINT RF,RB,RDD

270 REM trachoid

290 REM A=(B1-BA)/(1-SIN(RD))

300 A=375*M

310 B=BI1-A

320 BB=(T1/2)-(B*TAN(RD))+A/COS(RD))) :REM ucgen
330 PRINT BB

340 P=M*3.141592

350 REM
360 PB=P*COS(RD)

370 KAVOR=((SQRRT*RT-RB*RB))*+(SQRRT*RT-RB*RB))-(R+R)*SIN(RD))/PB
380 KITA=((SQRRT*RT-RB*RB)}+(SQRRT*RT-RB*RB))-(R+R)*SINRD))
390 RAP=SQR(RB*RB+H((R+R)*SIN(RD)-SQR(RT*RT-RB*RB))"2)

400 RHSC=SQR(RB*RB+H((R+R)*SIN(RD)-SQR(RT*RT-RB*RB)+PB)"2)
410 RW=SQR(RB*RB+(SQRRT*RT-RB*RB)~KAVOR-1)*PB)"2)

420 RLSC=SQRRB*RB+(SQR(RT*RT-RB*RB)-PB)"2)

430 REM
440 REM DELTT=BB/R : REM **#***Toqth Space

450 DELTT=((P/2)-BB)/R : REM origin of tooth : rem beta
460 OPEN"kompl.dat" FOR OUTPUT AS #1

470 OPEN"fillet.dat"FOR OUTPUT AS #2

480 PRINT#2,"a=";A.

490 PRINT#2,"m=";M

500 PRINT#2,"deltt=";DELTT

510 PRINT#2,"z=",Z1

520 PRINT#2,"rtak=";R

530 PRINT#2,"ekar=";R*2

540 PRINT#2,"kava=";DA

550 PRINT#2,"kavr=";RD

560 PRINT#2,"kavor=";KAVOR

570 PRINT#2,"daci=";90/21

580 PRINT#2,"rim="RDD-M*J) :REM KALINLIK MODUL KATI
590 PRINT#2,"j=",J

600 PRINT#2,"base=";RB

610 PRINT#2,"kita=";KITA

620 CLOSE#2

630 REM merkez noktasi

640 REM PRINT#1,"k",",,",0,",",0 : REM center of tooth
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650 REM disdibinin geometrik yeri

660 DX=0 :DY=RDD

670 LRDD=]*M

680 DYC=RDD-LRDD -

690 DER=3.141592/Z1

700 CX1=DX*COS(DER)-DYC*SIN(DER)
710 CY1=DX*SIN(DER)}+DYC*COS(DER)
720 PRINT#1,"k",",,",CX1,",".CY1

730 PRINT#1,"k",",,",-CX1,",",CY1

740 DX1=DX*COS(DER)-DY*SIN(DER)
750 DY1=DX*SIN(DER}+DY*COS(DER)
760 PRINT#1,"k",",,".DX1,",".DY1

770 PRINT#1,"k",",,".-DX1,",".DY1

780 REM
790 TMIN=0

800 TMAX=B/(R*TAN(RD))

810 FOR RVAR=TMIN TO TMAX+.01 STEP TMAX/8

820 O1=(R-B1+A)*SIN(DELTT+RVAR)

830 02=R*RVAR*COS(DELTT+RVAR)

840 031=SQR((B*B)+R*R*RVAR*RVAR))

850 032=A/031

860 033=(B*SIN(DELTT+RVAR)+(R*RVAR*COS(DELTT+RVAR))
870 CXF=01-02-(032*033)

880 CO1=(R-B1+A)*COS(DELTT+RVAR)

890 CO2=R*RVAR*SIN(DELTT+RVAR)

900 CO31=SQR((B*B)}+(R*R*RVAR*RVAR))

910 CO32=A/031

920 CO33=-(B*COS(DELTT+RVAR)+R*RVAR*SIN(DELTT+RVAR))
930 CYF=CO1+CO2+(C0O32*C0O33)

940 PRINT#1,"k",",,",CXF,",".CYF

950 PRINT#1,"k",",,",-CXF,",",CYF

960 PRINT CXF,CYF . RVAR,SQR(CXF*CXF+CYF*CYF)

970 IF RVAR=TMAX THEN TRA=SQR(CXF*CXF+CYF*CYF)

980 NEXT RVAR

990 OPEN"taks.dat"FOR OUTPUT AS#3

1000 OPEN"fillet.dat"FOR APPEND AS#2

1010 FOR RVAR=TRA TO RTAK+.03 STEP (RTAK-TRA)/2

1020 X=RB/RVAR

1030 REM IF RVAR=RB THEN 13700

1040 ANG=1.570796-ATN(X/SQR(1-X*X))

1050 EV=TAN(RD)-RD

1060 EVX=TAN(ANG)-ANG

1070 REM T1=(3.141592*M)/2

1080 T=2*RVAR*((T1/2*R))+EV-EVX)

1090 T2V=(T/2)/RVAR

1100 Y1=RVAR*COS(T2V)

1110 X1=RVAR*SIN(T2V)

1120 REM sieakofeoksfesiook ook ok

1130 IF RVAR=RTAK THEN 1140 ELSE 1200

1140 BETAT=ANG-T2V

1150 PRINT#3,"atak=";T2V*180/3.141592

1160 PRINT#3,"betat=";BETAT*180/3.141592

1170 PRINT#3,"btr=";BETAT

1180 CLOSE#3

1190 REM s vk o o o ofe sfe fe o o ofe s e s ke sk

1200 PRINT RVAR,T X1,Y1,T2V

1210 REM #*k

1220 FSAY=FSAY+1

1230 PRINT RVAR,ANG-T2V,T2V*180/3.141592

1240 PRINT#2,"yuk";FSAY;"=";ANG-T2V

1250 PRINT#2,"koor";FSAY,"=";T2V*180/3.141592

1260 PRINT#2,"crad";FSAY;"="RVAR

1270 REM *##*

1280 PRINT#1,"k",",,".X1,%,",Y1

1290 Q=-X1: QY=Y1

1300 PRINT#1,"k",",.,".Q,",", Y1

1310 NEXT RVAR

1320 REM
1330 REM OPEN"fillet.dat"FOR APPEND AS#2

1340 FOR RVAR=RTAK TO RT+.03 STEP (RT-RTAK)/3
1350 X=RB/RVAR

1360 IF RVAR=RTAK THEN 1610

1370 ANG=1.570796-ATN(X/SQR(1-X*X))

1380 EV=TANRD)-RD

1390 EVX=TAN(ANG)-ANG

1400 REM T1=(3.141592*M)/2
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1410 T=2*RVAR*((TI/2*R)HEV-EVX)

1420 T2V=(T/2)/RVAR

1430 REM IF RVAR=RT THEN 1690 ELSE 1740
1440 IF ABS(RVAR-RT)<.00001 THEN 1450 ELSE 1510
1450 PRINT#2,"rt=";RT

1460 BETA=ANG-T2V

1470 PRINT#2,"atip=",T2V*180/3.141592

1480 PRINT#2,"beta=";BETA*180/3.141592

1490 PRINT#2,"betar=";BETA

1500 REM CLOSE#2

1510 YI=RVAR*COS(T2V)

1520 X1=RVAR*SIN(T2V)

1530 FSAY=FSAY+1

1540 PRINT RVAR,ANG-T2V,T2V*180/3.141592
1550 PRINT#2,"yuk™;FSAY;"="ANG-T2V

1560 PRINT#2,"koor";FSAY;"=",T2V*180/3.141592
1570 PRINT#2,"crad";FSAY;"="RVAR

1580 PRINT#1,"k",",," X1,",", Y1

1590 Q=-X1 : QY=Y1

1600 PRINT#1,"k",",,".Q,"," Y1

1610 NEXT RVAR

1620 REM
1630 PRINT#1,"k",",,",0,"," RT

1640 CLOSE#1,2

2000 REM revise 9 Ocak 1997

2080 INPUT"pinyon dis sayisi ";Z2

2100 INPUT"cember kal faktor ";JC

2110 BA=M

2120 B1=1.25*M

2140 R2C=M*Z2/2

2150 RTAKC=R2C

2160 RTC=R2C+M

2170 RDDC=R2C-1.25*M

2180 RBC=R2C*COS(RD)

2190 T1=M*3.141592/2

2200 RF1C=R2C*SIN(RD)

2210 RF2=BA/SIN(RD)

2220 RF3C=(RF1C-RF2)"2

2230 RBC2=RBC*RBC

2240 RFC=RF3C+RBC2)™.5

2250 PRINT RFC,RBC,RDDC

2260 REM trachoid

2280 REM A=(B1-BA)/(1-SIN(RD))

2290 A=375*M

2300 B=Bl-A

2310 BB=(T1/.2)-((B*TAN(RD))+(A/COS(RD))) :REM ucgen
2320 PRINT BB

2330 P=M*3.141592

2340 REM
2350 PB=P*COS(RD)

2360 KAVOR=((SQR(RT*RT-RB*RB))+(SQRRT*RT-RB*RB))-R+R)*SIN(RD))/PB
2370 KITA=((SQR(RT*RT-RB*RB)}+(SQR(RT*RT-RB*RB))-(R+R)*SIN(RD))
2380 RAP=SQR(RB*RBH((R+R)*SIN(RD)-SQR(RT*RT-RB*RB))"2)

2390 RHSC=SQR(RB*RB+((R+R)*SIN(RD)-SQR(RT*RT-RB*RB)+PB)"2)

2400 RW=SQR(RBC*RBC+(SQR(RTC*RTC-RBC*RBC)~KAVOR-1)*PB)"2)
2410 RLSC=SQR(RBC*RBC+HSQRRTC*RTC-RBC*RBC)-PB)"2)

2420 REM
2430 REM DELTT=BB/R : REM ****¥*Tooth Space

2440 DELTTC=((P/2)-BB)/R2C : REM origin of tooth : rem beta

2450 OPEN"kompl2.dat" FOR OUTPUT AS #4

2460 OPEN™fillet2.dat"FOR OUTPUT AS #5

2470 PRINT#5,"a="A

2480 PRINT#5,"m="M

2490 PRINT#5,"delttc=";DELTTC

2500 PRINT#5,"22=",72

2510 PRINT#35,"rtake=";R2C

2520 PRINT#5,"ekar=";R+R2C

2530 PRINT#5,"kava=";DA

2540 PRINT#5, "kavr=";RD

2550 PRINT#35,"kavor=";KAVOR

2560 PRINT#5,"daci2=";90/Z2

2570 PRINT#5,"rim2="RDDC-M*JC) :REM KALINLIK MODUL KATI
2580 PRINT#5,"jc=",JC

2590 PRINT#5,"base2=";RBC

2600 PRINT#5,"kita=";KITA
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2610 CLOSE#5

2620 REM merkez noktasi

2630 REM PRINT#1,"k",",,",0,",",0 : REM center of tooth
2640 REM disdibinin geometrik yeri

2650 DXC=0 :-DYC=RDDC

2660 LRDDC=JC*M

2670 DYCC=RDDC-LRDDC

2680 DER2=3.141592/72

2690 CX1C=DXC*COS(DER2)-DYCC*SIN(DER2)
2700 CY1C=DXC*SIN(DER2)+DYCC*COS(DER2)
2710 PRINT#4,"k",",,".CX1C,",".CY1C

2720 PRINT#4,"k",",,",-CX1C,",".CY1C

2730 DX1C=DXC*COS(DER2)-DYC*SIN(DER2)
2740 DY 1C=DXC*SIN(DER2)+DYC*COS(DER2)
2750 PRINT#4,"k",",,".DX1C,",".DY1C

2760 PRINT#4,"k",",,",-DX1C,",". DY1C

2770 REM
2780 TMIN2=0

2790 TMAX2=B/(R2C*TAN(RD))

2800 FOR RVAR2=TMIN2 TO TMAX2+.01 STEP TMAX2/8

2810 O1C=(R2C-B1+A)*SIN(DELTTC+RVAR2)

2820 O2C=R2C*RVARZ2*COS(DELTTC+RVAR2)

2830 031C=SQR((B*B)+HR2C*R2C*RVAR2*RVAR?2))

2840 032C=A/031C

2850 O33C=(B*SIN(DELTTC+RVAR2))+(R2C*RVAR2*COS(DELTTC+RVAR2))
2860 CXFC=01C-02C~032C*033C)

2870 CO1C=R2C-B1+A)*COS(DELTTC+RVAR2)

2880 CO2C=R2C*RVAR2*SIN(DELTTC+RVAR2)

2890 CO31C=SQR((B*B)+{R2C*R2C*RVAR2*RVAR2))

2900 CO32C=A/031C

2910 CO33C=-B*COS(DELTTC+RVAR2))HR2C*RVAR2*SIN(DELTTC+RVAR2))
2920 CYFC=COI1C+CO2C+(C032C*CO033C)

2930 PRINT#4,"k",",,",CXFC,",",CYFC

2940 PRINT#4,"k",",," -CXFC,",",CYFC

2950 PRINT CXFC,CYFC,RVAR2,SQR(CXFC*CXFC+CYFC*CYFC)

2960 IF RVAR2=TMAX2 THEN TRAC=SQR(CXFC*CXFC+CYFC*CYFC)
2970 NEXT RVAR2

2980 OPEN"taks.dat"FOR OUTPUT AS#6

2990 OPEN"fillet.dat"FOR APPEND AS#5

3000 FOR RVAR2=TRAC TO RTAKC+.03 STEP (RTAKC-TRAC)/2

3010 X=RBC/RVAR2

3020 REM IF RVAR=RB THEN 13700

3030 ANG=1.570796-ATN(X/SQR(1-X*X))

3040 EV=TAN(RD)-RD

3050 EVX=TAN(ANG)-ANG

3060 REM T1=(3.141592*M)/2

3070 T=2*RVAR2*((T1/(2*R2C)}+EV-EVX)

3080 T2V=(T/2)/RVAR2

3090 YI=RVAR2*COS(T2V)

3100 X1=RVAR2*SIN(T2V)

3 1 10 R_‘EM ¥ vl s ske e ofeofe ok ok

3120 IF RVAR2=RTAKC THEN 3130 ELSE 3190

3130 BETAT=ANG-T2V

3140 PRINT#5, "atak2=";T2V*180/3.141592

3150 PRINT#5,"betat2=";BETAT*180/3.141592

3160 PRINT#S, "btr2=";BETAT

3170 CLOSE#5

3 180 REM e e ofe o 3 ok sfe e o ofe o o s ake s ok

3190 PRINT RVAR2,T,X1,Y1,T2V

3200 REM ****

3210 FSAY2=FSAY2+1

3220 PRINT RVAR2,ANG-T2V,T2V*180/3.141592

3230 PRINT#6,"yuk2",FSAY2;"=";ANG-T2V

3240 PRINT#6,"koor2";FSAY2;"=",T2V*180/3.141592

3250 PRINT#6,"crad2™;FSAY2;"=";RVAR2

3260 REM ***#

3270 PRINT#4,"k",",,", X1,",". Y1

3280 Q=-X1:QY=Y1

3290 PRINT#4,"k",",,",Q,",". Y1

3300 NEXT RVAR2

3310 REM *
3320 REM OPEN"fillet2.dat"FOR APPEND AS#2

3330 FOR RVAR2=RTAKC TO RTC+.03 STEP (RTC-RTAKC)/3
3340 X=RBC/RVAR2

3350 IF RVAR2=RTAKC THEN 3600

3360 ANG=1.570796-ATN(X/SQR(1-X*X))
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3370 EV=TANRD)-RD
3380 EVX=TAN(ANG)-ANG

3390 REM T1=(3.141592*M)/2

3400 T=2*RVAR2*((T1/(2*R2C))+EV-EVX)

3410 T2V=(T/2)/RVAR2

3420 REM IF RVAR2=RTc THEN 1690 ELSE 1740

3430 IF ABS(RVAR2-RTC)<.00001 THEN 3440 ELSE 3500

3440 PRINT#6,"rto=":RTC
3450 BETA=ANG-T2V

3460 PRINT#6,"atip2=";T2V*180/3.141592

3470 PRINT#6,"beta2=";BETA*180/3.141592

3480 PRINT#6,"betar2=";BETA

3490 REM CLOSE#2

3500 Y1=RVAR2*COS(T2V)

3510 XI=RVAR2*SIN(T2V)

3520 FSAY2=FSAY2+1

3530 PRINT RVAR2,ANG-T2V,T2V*180/3.141592
3540 PRINT#6,"yuk2"FSAY2;"=": ANG-T2V

3550 PRINT#6, koor2"FSAY2;"="T2V*180/3.141592
3560 PRINT6,"crad2";FSAY2;"="RVAR2

3570 PRINT#4,"k"," " X1,",".Y1

3580 Q=-X1: QY=Y1

3590 PRINT#4,"k",".".Q,",". Y1

3600 NEXT RVAR2

3610 REM
3620 PRINT#4,"k" " ,"0," * RTC

3630 CLOSE#4,6
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