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NICEM DEVINBILIMDE OLASILIKCIL EVRIM KURAMI,
EVRILTEC DEVINBILIMI, KONAC BUKUMU VE YANASIK ACILIMLAR:
BAKISIK USTEL GIZILGUCLU DIZGELER

OZET

Nicem Isleybilim (ing: Quantum Mechanics), durumu duyularla dolaysiz algila-
namayacak, ancak, aygitlar yardimiyla algilanabilecek diizeyde kiiciik nesnecikler
tizerinde caligilan bir bilim dalidir. Bu nesneciklerin konum, devinirlik (momentum),
erke (enerji) gibi tiim bilgilerine dalga islevi (ing: wave function) yardimiyla
ulasilmaya c¢aligilir. Bu iglev “Shrédinger Denklemi”’nin ¢6ziimiidiir. Gore tiirevli bir
denklem olan Schrodinger Denkleminin ¢éziimiiniin belirlenisinde yasanan sorunlar
tiirli yontemlerin gelistirilisi ile asilmaya calisilmistir.  Ancak, bir nicem dizge
icin ige yarayan ve c¢Oziimii onemli Olciide yalinlagtiran yontem bir bagka dizgeye
uygulanirken sorunlar ¢ikabilmekte, verimin diisiisii ve tistelik ¢oziimden uzaklagim
goriilebilmektedir. Bu anlamda, 6zelsizde (genelde) gecerli bir yontem gelistirmek
biiylik Onem tasimaktadir.  Bilisim Enstitiisii Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri
Toplulugu (BEBBYT) iiyelerince son yillarda yapilan ¢aligmalar ile bu ¢oziim kar-
magasini giderebilecek ve tiim durumlarda uygulanabilecek yontemler gelistirilmesi
amaglanmigtir.  Olasilik¢il Evrim Kurami (OLEVKU) Prof. Dr Metin Demiralp’ce
iretilen ve topluluk calismalariyla gelistirilen, bu savin odaginda olan yontemlerden
biridir. Nicem dizgelerin olasilik¢il dogasi, bu yontemle ¢calismamiz i¢in en énemli
giidiileyis (motivasyon) kaynaklarindan biridir.  Ciinkii, gelistirmeye calistifimiz
coziime yaklagimin temelinde beklenen degerlerin devinimi bulunmaktadir. Aslinda,
bu yontemin kullanimi nicem dizgeleriyle kisitl degildir. OLEVKU, sag yanlar ikinci
derece cokcokterimli islevler olan birinci kerteden, belirtik (ing: explicit), 0zerk (ing:
autonomous) siradan tiirevli denklem takimlarinin herhangi birinin baglangic deger
sorununu ¢6zmek icin kullanilabilir. Kuram, ¢ok degiskenli Taylor toplamdizilerinin
Ozelsizlestirimi olan Kronecker iis toplamdizilerine dayanmaktadir. Tiirli dogrucul
cebir araclariyla katsayr dizeylerinin 68elerindeki esneklikleri kullanisin yararlar1 bu
yontemden kaynaklanmaktadir. Ancak bu sav kapsaminda uygulayimcil olarak Nicem
Devinbilim sorunlar1 ele alinmastir.

Nicem devinbilim sorunlarininin ¢6ziimii de dalga islevinin uzbilimcil (matematikgil)
yapisindan dolay1 giicliikler tasimaktadir. Bu savda dalga islevini belirlemeksizin,
baglangic degerlerini ve gore tiirevli denklemi (GTD) siradan tiirevli denklem (STD)
kiimesine doniistiirerek kullanan bir yaklagim gelistirilmeye calisilmaktadir. Dizge
Hamilton Islecinde goriinen islegleri kapsayan, islevcil olarak bagimli, ancak, dogrucul
olarak bagimsiz 6gelerden olusan “Islec taban kiimesi” ele alinarak ve bu kiime
ogelerinin beklenen degerleri arasinda bir siradan tiirevli denklem kiimesi olusturup
herhangi bir islecin beklenen degerini bu kiimenin ¢oziimii lizerinden belirleyise
calismak bu savin amaclarindan birisidir. OLEVKU ile beklenen degerlerin zamanda
deviniminin agiklanisina ¢alisilmaktadir. Sonugta, kuramsal yapisini olusturdugumuz
bu yontem ile bir nicem dizgenin erke diizeylerinin ve karsilik gelen beklenen
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degerlerin belirlenisine ¢abalanmistir. Gostermelik (6rnek) dizge olan “bir ozgiirliik
dereceli uyumsuz iistel bakisik salinga¢ (ing: one-degree-of-freedom anharmonic
exponential symmetric oscillator)” dizgesinin yapisindan kaynaklanan sorunlar her
calisma evresinde yeni bir ¢oziim arayisina iteklemis ve bu da kuramin gelisimi i¢in
onemli katkilar saglamigtir.

Savin her bir boliimii, kuramcil ve/veya uygulayimeil katkilar icermektedir. i1k boliim,
giris niteliklidir. Savda ilgilenilen sorun ve savin amaci yeterince ayrintili olarak
aciklanmaktadir. Sorun, ¢6ziim yontemleri ve topluluk calismalarimiz ile ilgili bilimcil
yazin arastirimlar1 bu boliimde verilmistir.

Hamilton Isleci ve 6teki dizge islegleri ile 6zelsiz (genel) Schrodinger denklemi ikinci
boliimiin baginda verilmektedir. Sonrasinda, uygulayislar icin 6zel olarak sectigimiz
bige olan “Ustel Uyumsuz Bakigik Nicem Salingag (ing: Exponentially Anharmonic
Symmetric Quantum Oscillator)” tanimlanmaktadir. Coziimleyisleri yalinlagtirmak
icin kullanilan “Dogabilimcil Birimsizlestirim” kavrami, o boliimiin geri kalaninda
verilmigtir. Yukarida sozedilen “Olasilik¢il Evrim Kurami” bu boliimde ayrintili olarak
aciklanmaktadir. Ayrica, “Uzay Genisletim” kavrami da boliimiin temel iceriginden
once verilmistir. Ikinci boliim, uyumsuz iistel salingacin evrim dizeyi ile nicem
devinimin temel tanimlari ve denklemleri ile sona ermektedir.

Uciincii boliim, beklenen deger devinimi denklemlerinin olusturulusuyla baslamakta
ve “Uzbilimcil Sendelenim Kurami (ing: Mathematical Fluctuation Theory)” ile
ilerlemektedir. Burada, “Sendelenimsizlik Yaklastirim1” kavrami da verilmigtir. Daha
sonra, beklenen deger deviniminde sendelenim olgusu incelenmektedir. Bu arada,
zamanda toplamdizilerin (ing: series in time) sendelenim agilimi ve yakinsaklik
coziimleyisleri de incelenmektedir. Ortaya ¢ikan durumda, “Ozelsizlestirilmis Dalga
Cikini (ing: Generalized Wave Packet)” taniminin ¢oziimleyisleri yalinlastirabilecegi
sonucuna varilmigtir. Bununla ilgili oneriler bu boliimiin sonunda verilmistir.

Uzay genigletiminin yeniden ele alindigi dordiincii bolimde, ikinci derecelilife
indirgeyis saglandiktiktan sonra OLEVKU kullanimi ele alinmigtir.  Beklenen
degerlerinin devinimi i¢in belirlenen igle¢ tabani ile iki terim 6zyineleyisli siradan
tiirevli yoney denklem olusturulmug ve bu denklemi ¢6zmek icin bir yontem gelistiris
adimlar1 da bu boliimde verilmistir. Uzay genisletimine dayali bir yontem olan
“Degismezlik Eklenimli Uzay Genigletim (DEUG)” tanimlanmis ve siradan tiirevli
yoney denklem de yeniden diizenlenmis ve essiz olmayan katsayr dizeylerini elde
etmek icin kullanmilmigtir.  Dordiincti bolim, DEUG’u “Evrilte¢ Devinimi’nde
kullanarak, dordiil (ikinci dereceden) bir ¢okterimli elde ederek, “Tek Tekterimli
OLEVKU” ile en yiiksek dereceden tekterimli denklemi olusturduktan sonra ¢oziimii
gerceklestirisin kuramcil bilgisiyle sona ermektedir.

Bes ve altinci boliimlerde “Kona¢ Biikiim (ing: Coordinate Bending)” yontemi
ayrintili olarak anlatilmistir. YOntemin ortaya cikisi, gelistirilisi, “Konag¢ biikiimciil
islev” secimi besinci boliimde verilirken, ilk uygulayis “Disarlak Sobekgil Konag
Biikiimii (ing: Hyperbolic Coordinate Bending)” de yine bu boliimde yapilmistir.
“Saptirim Acilimi (ing: Perturbation Expansion)” nin ayrintili anlatimi, acilimin en
baskin 68esinin bulunusu ile yanasik 6zdegerlerin Mupad betikleriyle elde edilisi ve
coziimlemeler de bu boliimiin sonunda verilmisgtir.

“Biitiinlesik Bakisik Tiimlevcil Ustel Kuyu Gizilgiiclii Nicem Dizge” icin “Konag
Biikkiim” yonteminin aciklandigi altinci boliimde, s ile simgelenen gizilgiic
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degistirgesinin erkenin ¢ok biiyiik degerleri dolaylarinda calisilacagi ongoriilerek bir
saptirirm acilimindan nasil yararlanilabilecegi ve bu yolda Nicem Uyumlu Salinga¢’in
(ing: Quantum Harmonic Oscillator) dizgecil 6zelliklerinin yardimci olarak nasil
kullanilabilecegi giindeme getirilmis ve yukarida belirtilen cok biiyiikliik baglaminda
bir saptirim agilimi gelistirilebilecegi de vurgulanmistir.  Saptirim ag¢iliminin en
baskin 6gelerine odaklanilmus, erke degeri belirleyisinde kesin anlatimlarin nasil elde
edilebileceginden sdzedilmis, ancak, daha yalin bir yapilandirim elde edebilmek icin
baskin erke anlatimlar1 yerine onlarin kiyilandirimina agirlik verilmistir. Saptirim
aciliminin taban 6geleri boliimiin sonundan biraz 6nce verilmistir.

Savda elde edilen sonuclar, Oneriler, ve de uyarilar yedinci boliimde verilmis ve
bdylece savin ana boliimleri biitiinlegtirilmistir.

Sav kapsaminda calisilan ve kuramcil olarak olusturulan oteki caligmalar da savin
sonunda ek boliimler olarak sunulmugtur.
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PROBABILISTIC EVOLUTION THEORY, EVOLVER DYNAMICS,
COORDINATE BENDING AND ASYMPTOTIC EXPANSIONS:
QUANTUM SYMMETRIC EXPONENTIAL POTENTIAL SYSTEMS

SUMMARY

Classical mechanics investigates the motion behaviours of objects, which can be
perceived directly with the senses, under various forces. The models under
consideration are in macroscale and they are created with position and momentum
data. Determination of both momentum and position of a particle with absolute
accuracy at the same time is impossible in microscale. This point of view, proposed by
Werner Heisenberg in 1927, is called the “Uncertainty Principle”. The Uncertainty
Principle is one of the fundamental principles of Quantum Mechanics. Quantum
Mechanics deals with the states of particles indirectly perceptible with devices. In the
theory of quantum mechanics, a function containing all the information/state (position,
momentum, energy...) of a particle is defined. This function is called “Wave Function”.
The requested information is found with the help of this function. The wave function is
the solution of the Schrodinger equation, which is a partial differential equation. The
determination of the wave function is one of the main issues of quantum mechanics
problems. Cases that can be solved analytically are very few in number and can only
occur under certain specific conditions. For most of the quantum systems, determining
spectral properties is not easy. The use of approximation methods comes to the fore
here. Considerable number of approximation methods have been developed for various
special cases. However, when a method, which works for a problem and facilitates
the solution significantly, is applied to another problem, certain difficulties may arise,
efficiency decreases and divergence from the solution can be seen. There is a need to
develop a method that is general-oriented and is used to calculate observable values
without solving the Schrodinger equation.

The observables of quantum mechanics are determined from a known wave function
through the expectation values of suitable set of operators. = However, their
determination by wave function is not a situation that can be easily overcome as it
appears. The process calls for integral computation over the wave function. For this,
first of all, the wave function has to be determined. In this case, it is required to solve
the Schrodinger equation one way or another. The aim here is to avoid this solution
process. Even if we seem to be using the wave function, it is possible to perform this
avoidance action by disabling it and creating equations that take the expected values
as unknown. The equations between expected values are not necessary to be merely
algebraic. Taking derivative over time and then creating ordinary differential equations
is also preferable to a partial differential equation solution. For this purpose, an
approach is developed to solve quantum mechanics problems in this thesis. According
to this approach, instead of the wave function itself, the initial structure at the beginning
of the motion is preferred, so that it is desirable to solve a set of ordinary differential
equations instead of a partial differential equation. In this regard, it is aimed to use a
“Operator Basis Set” that includes operators appearing in the system Hamiltonian and
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newly defined operators which are functionally dependent but linearly independent
to the system operators. It is envisaged that the basis set will be closed under the
action of commutation that is to say that commutator of each element and system
Hamiltonian can be described by a linear combination of basis set elements. Under
this prediction, it is a fact which can be easily demonstrated that the expected value
of any operator, which can be described with a linear combination of finite or infinite
terms on these basis set elements, can be given with an equivalent linear combination
on the expected values of these basis set elements, due to the linear structure of the
expected value. Therefore, it is one of the preliminary goals of this thesis to create a set
of ordinary differential equations between the expected values of the set elements and
determine the expected value of any operator mentioned above through the solutions
of this equation set. The determination of the variations of the expected values in
time with the set of ordinary differential equations obtained in this way is called
Probabilistic Evolution Theory (PREVTH). PREVTH is constructed and developed by
Prof. Dr. Metin Demiralp at the base and related with the fields of the topics studied by
members of “Group for Science and Methods of Computing (G4SMC)”. Probabilistic
nature of quantum systems is the motivation for us to work with this method. Because
expectation value dynamics is at the basis of the approach we are trying to develop. In
fact, the use of this method is not limited to quantum systems. PREVTH can be used to
solve any initial value problem of first order explicit autonomous ordinary differential
equation sets with second degree multinomial right hand side functions. The theory
is based on the Kronecker power series which are the generalization of multivariate
Taylor series. The advantages of using flexibilities in the parameters of coefficient
matrices with various linear algebra tools results from the method.

The content of this thesis has contributed to the development of PREVTH in many
ways. Each section contains theoretical and/or practical contents regarding the
contribution.

The first section is the introduction section. The problem of interest and aim of the
thesis are explained globally in detail. The literature review about the problem, the
solution methodologies and our group studies are given in that section.

The general Schrodinger equation with Hamiltonian and other system operators
are given in the beginning of the second section. Later, the Exponentially
Anharmonic Symmetric Quantum Oscillator, the model we have chosen specifically
for applications, is defined. The concept of “Physical Dimensionlessness” for
convenience in the analysis is given without loss of generality in the continuation
of that part. The “Probabilistic Evolution Theory” mentioned above, is described
in detail in this section. Also the concept of “Space Extension” is given before the
essential content. The second section ends up with the basic definitions and equations
of quantum dynamics of anharmonic exponential oscillator with evolution matrix.

The third section begins with the formation of expectation value dynamics equations
and continues with the “Mathematical Fluctuation Theory”. Here, the concept of
“Fluctuationlessness Approach” is given. Afterwards, the fact of fluctuation in
expectation value dynamics is studied. Meanwhile, fluctuation expansion in time series
and the convergence analysis are studied. In the resulting case, it is concluded that the
definition of “Generalized Wave Package” may facilitate analysis. Suggestions for this
are given at the end of this section.
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In the fourth section where space expansion is reconsidered, a reduction to the second
degree is achieved and then the use of PREVTH is handled. A two-term recursive
ordinary differential equation is created on the operator basis set for the dynamics of
the expectation values, and the steps of developing a method for solving this equation
are also given in this section. A method based on space extension, “Constancy Adding
Space Extension (CASE)” is described and used to get rearranged and non-unique
coefficient matrices in ordinary derivative equations set. The fourth section ends
up with the theoretical knowledge of using the CASE in the “Evolver Dynamics”
obtaining a quadratic (second degree) polynomial and solving it after getting the
highest order monomial equation with “Single Monomial PREVTH”.

In the fifth and sixth sections, the “Coordinate Bending” method is explained in detail.
While the emergence and development of the method with the selection of coordinate
bending functions are given in the fifth section. The first practice “Hyperbolic
Coordinate Bending” is also made in this section. Analysis for anharmonicity
parameter at infinite limit is given before the determination of dominant asymptotic
eigenvalues. Asymptotic eigenvalues are obtained by scripting in Mupad and analyzed
later. “Perturbation Expansion” concept is also given at the end of fifth section.

In the sixth chapter in which Coordinate Bending methodology for “Integrated
Symmetric Exponential Well Potential Quantum System” is expained, how to make use
of perturbation expansion by assuming that the potential energy parameter represented
by x will work around very high energy values, how the systemic properties of
the*“Quantum Harmonic Oscillator System” can be used through this way are discussed
and it is emphasized that perturbation expansion can be developed in the context of
the high values mentioned above. While focusing on the most dominant term of
the perturbation expansion, it was mentioned how to obtain precise expressions in
determining the energy value, but, in order to obtain a simpler structure, emphasis
has been placed on the upper and lower bounds of dominant energy instead of its
expressions. The basics of perturbation expansion are given just before the end of the
section.

The results obtained in the thesis, suggestions, and warnings are given in the seventh
section and thus the main parts of the thesis have been integrated.

Other topics studied and theoretically created within the scope of the thesis are
presented as appendix sections at the end of the thesis. These are the search
for approximate solutions in recursive equations with the help of dominant above
series, obtaining non-recursive ordinary differential equation and search for solution
with “Delay Differential Equations” new Hamilton operator definition with interval
folding, space pruning method, solution search with Rayleigh and Ostrowski ratios for
applications based on “Differential Difference Equation”.
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1. GIRIS

Duyularla dolaysiz algilanabilir (ing: macro) diizeyde, konum (ing: position) ve
devinirlik (ing: momentum) bilgileri kullanilarak elde edilen biceler (ing: models) ile
nesnelerin tiirlii giicey (ing: force) altinda devinimleri basal isleybilim (ing: classical
mechanics) yardimi ile incelenebilmektedir. Nesnenin konumunun ve hizinin kesin
dogrulukla belirlenebilisi durumu aygitlarla dolayli algilanabilir (ing: micro) diizeye
inildiginde ortadan kalkmaktadir. Heisenberg belirsizlik ilkesi ile agiklanan bu duruma
gore bir eksicigin (ing: electron) devinirlik ve konumu ayni anda kesin dogrulukla
Olciilemez. Belirsizlik ilkesi, dolayli algilanabilir diizeydeki nesnecikler ile ilgilenen
Nicem Isleybilimin (ing: Quantum Mechanics) en temel ilkelerinden biridir. Nicem
Isleybilim kuraminda nesnecigin tiim bilgilerini/durumunu (konum, devinim, erke,...)
iceren bir Dalga Islevi (ing: Wave Function) tanimlanir. Istenen bilgiler bu islev
yardimi ile bulunur. Dalga islevi, gore tiirevli denklem (ing: partial differential
equation) olan Schrodinger denkleminin ¢oziimiidiir. Dalga islevinin belirlenisi
nicem igleybilimcil sorunlarinin ana konularindan biridir. Kesin (ing: analytic)
olarak coziilebilen durumlar sayica oldukc¢a azdir ve ancak belirli 6zel kosullar
altinda gerceklesebilir. Tiirlii 6zel durumlar icin azzimsanmayacak sayida yaklagtirim
yontemleri gelistirilmis olsa da, 6zelsize (genele) yonelik nitelikte olan ve Schrodinger
denklemini ¢c6zmeden gozlemlenebilir degerleri bilgisayimla (hesaplamayla) bulmaya

yarayan bir yontem gelistiris gereksinimi vardir.

Nicem isleybilimin gdzlemlenebilen biiyiikliikleri, bilinen bir dalga islevi iizerinden
uygun bir takim igleclerin (ing: operators) beklenen degerleri (ing: expectation values,
expected values) araciligiyla tanimlanabilen degerlerdir. Ancak, bunlarin dalga islevi
tizerinden belirlenisi, goriindiigii diizeyde kolaylikla asilabilecek nitelikte bir durum
degildir. Her seyden 6nce dalga iglevi lizerinden tiimlev (integral) bilgisayimi ve bunun
icin de dalga islevinin belirlenigini gerektirir. Bu ise, Schrodinger denkleminin, dyle
ya da boyle, ¢oziimiinii gerektirir. Buradaki amag ise bu ¢oziimden kacinmaktir. Bu

da, dalga islevini kullantyor gibi goriinsek bile onu devre dis1 birakmaktir. Dolayisiyla,



dalga islevi degil de beklenen degerleri bilinmeyen olarak alan denklemler olusturmak
bu ka¢inim eylemini gerceklestirebilecek nitelikte goriinmektedir. Beklenen degerler
aras1 denklemlerin ille de yalnizca cebircil nitelikli olusu gerekmemektedir. Zamana
gore tiirev alimini giindeme getirmek ve dolayisiyla siradan tiirevli denklemler (ing:
ordinary differential equations) olusturmak da gore tiirevli denklem ¢oziimiine karsin

yeglenebilecek eylemlerdendir.

1.1 Savin Amaci

Bu savda (tezde) nicem isleybilimcil sorunlarin ¢6ziimii i¢in, dalga islevini degil onun
yalnizca devinimin baslangi¢ anindaki yapisini kullanan ve gore tiirevli denklem yerine
siradan tiirevli denklem takimi ¢oziimiinii giindeme getiren bir yaklagim sergilenmek
istenmektedir. Bu dogrultuda, dizge Hamiltonyen’inde goriinen islecleri kapsayan,
onlara iglevcil olarak bagli olup dogrucul olarak bagimli olmayan islecleri de iceren
bir “Islec Taban Kiimesi’nin kullanima alinim1 ereklenmektedir (hedeflenmektedir).
Bu kiimenin, dizge Hamiltonyen’i ile degistirim eylemi altinda kapali olacak, yani
her bir kiime ©gesinin dizge Hamiltoniyen’i ile degisecinin (ing: commutator),
yine bu kiimenin &geleri tiiriinden bir dogrucul birlesim ile anlatilabilisine 6zen
gosterecek bicimde olusturulacagi ongoriilmektedir. Bu 6ngoriim altinda, bu kiime
Ogeleri lizerinde sonlu ya da sonsuz terimli bir dogrucul birlesimle anlatilabilen
herhangi bir islecin beklenen degerinin de, beklenen degerin dogrucul bir yap tasiyist
nedeniyle, bu kiime oOgelerinin beklenen degerleri iizerinde esdeger bir dogrucul
birlesimle verilebilecegi kolayca gosterilebilecek bir olgudur. Dolayisiyla, kiime
ogelerinin beklenen degerleri arasinda bir siradan tiirevli denklem takimi (STDT)
olusturarak yukarida belirtilen tiirden herhangi bir iglecin beklenen degerinin bu STDT
coziimleri iizerinden belirlenisi bu savin Onciil amaclarindan birisidir. Bu yoldan
elde edilen STDT ile beklenen degerlerin zamanda deviniminin belirlenisi “Olasilik¢il
Evrim Kurami (OLEVKU)” (ing: Probabilistic Evolution Theory (PREVTH))
olarak adlandirilan ve tabanda Prof. Dr. Metin Demiralp’ce iretilip “Bilisim
Enstitiisti Bilgisayim Bilimi ve Yontemleri Toplulugu (BEBBYT)” iiyelerince degisik
dogrultularda gelistirilmis ve gelistirilmekte olan konularinin alanina girmektedir. Bu

baglamda, kuramin ana cizgilerinde topluluk i¢indeki caligmalarda ortakliklar sz



konusudur. Ancak tiim caligmalar birkesim ¢cok 6nemli ayrintilarda, gerek kavramcil

gerekse uygulayimcil diizeyde, 6zgiin ayriliklar icermektedir.

Calisma sirasinda inceleyisleri yalinlastirabilmek i¢in “Dogabilimcil Birimsizlestirim”
uygulanmig ve denklem iclerindeki biiyiikliikler uygun o6lceklendirim carpanlart ile
birimsizlestirilmigtir. “Uzay Genigletim” yontemi ile boyut arttirrmi yaparak ve
dolaysiziislii (ya da Kronecker) toplamdizilerindeki esnekliklerden yararlanilarak
yapicil indirgeyisler elde edilmigstir.  “Degismezlik Eklenimli Uzay Genisletim
(DEUG)” ile siradan tiirevli denklem takimlarindaki katsayi dizeylerinin egsiz
olmayacak bi¢cimde yeniden diizenlenebilecegi ve bunun ¢oziimleyisleri yalinlastirmak

icin kullanabileceg8i gézlenmistir.

Beklenen degerlerin devinimi icin igle¢ taban kiimesinin iizerinde iki terimli
Ozyineleyigli (ing: recursive) STD olusturulmus ve elde edilen bu denklemin
¢oziimiine yonelik bir yontem gelistirimine gidilmistir. Isleclerin beklenen deger
denklemleri iizerinde uzbilimcil sendelenim kurami ve sendelenimsizlik yaklastirimi
incelenerek, elde edilen denklemlerde erke korunumu yasalar1 ve yakinsaklik kosullari
gozlemlenmigtir.  Baglangic beklenen degerleri belirlenisi i¢in Ozelsizlestirilmis

(genellestirilmis) dalga cikini olusturumu yoluna da gidilebileceginden s6zedilmistir.

Evrilte¢ Devinbiliminde DEUG kullanarak yalnizca dordiil (ikinci derece) ¢okterimli
elde ediminin ve “Tek Tekterimli OLEVKU” (ing: Single Monomial PREVTH) ile en
yiiksek dereceli tekterimli denklem elde edilerek coziime gidilebileceginin kuramcil
bilgisi verilmistir.

Yeni bir yontem olan “Kona¢ Biikiimii” ile bicelenen dizgenin konaci disinda
bir konag¢ ile ¢alisarak elimizdeki sorunu, ¢6ziimii bilinen dizgeleri andirtmak ve
bu bicimde izgecil degerleri elde etmek amaciyla iki ayr1 boliimde arastirimlar
gergeklestirilmistir. Bu boliimlerde saptirim agilimu ile diizeltim terimleri eklenerek
gercek coziime yaklasik deger elde edilisi iizerine kuramcil ve uygulayimcil

aragtirimlar da anlatilmistir.

Savda, uygulayimcil olarak “bir 6zgiirliik dereceli uyumsuz iistel bakisik salinga¢ (ing:
one-degree-of-freedom anharmonic exponential symmetric oscillator)” dizgesi bice

olarak alinmigtir. Bu, savin 6zgiin uygulayimcil kesimlerinden birisidir.



Sav evrelerinde iizerinde caligilan ve kuramcil yapilari olusturulan diger konular da ek
boliimler olarak savin sonunda verilmistir. Bunlar 6zyineleyisli denklemlerde biiyiiltke
(ing: majorant) toplamdizi yardimiyla yaklasik ¢oziim arayislari, Ozyineleyissiz
siradan tiirevli denklem olusturumu ve Dogrucul Gecikimli Siradan Tiirevli
Denklemler ile coziim arayislari, aralik katlilagtirrmi ile yeni Hamilton isleci
tanimi, uzay budayis yontemi, Siradan Tiirevli ve Degisimli Denklemler tabanl

uygulayislarda Rayleigh ve Ostrowski oranlar ile ¢oziim arayislaridir.

Calismanin sonucgta ulagilmak istenen amaci ise dizgenin evrim dizeyinin sifir
0zdegerlerini ve onlarin her birine karsilik gelen 6zyoneylerini belirlemektir. Bu,
kavramcil tabandaki 6zgiinliiktiir. Daha o6tedeki amag ise yalitilmig, ve dolayisiyla
ozerk durumda olan, dizgelerin erke degerlerini ve onlara karsilik gelen beklenen
degerleri belirlemek icin, en azindan yaklastirnm amacli, yontemler gelistirmektir. Sav
calismasinda ulasilan sonuclar, bu sonuclara iliskin yorumlar ve de uyarilar savin son

boliimiinde verilmistir.

1.2 Bilimcil Yazin Arastirmasi

1900’14 yillarin basindan bu yana, iizerinde arastirnmlar gerceklestirilen nicem
devinbilimde 6nemli asamalar gergeklestirilmisti. ~ Ozellikle 1927 yilinda ileri
siiriilen, Heisenberg belirsizlik ilkesi [1] yeni bir yaklasimin kapisimi aralamistir.
Nicem devinbilim sorunlar1 i¢in Onerilen ¢oziimler arasinda Schrodinger denklemi
[2] ve Feynman erisimyolu tiimlevi bagmtilandirimi (ing: Feynman path integral
formulation) [3] kullanim kolaylig1 ve yaygin kullanighliklar ile one c¢ikar [4, 5].
Dogrudan ¢oziimleri 6zel durumlar i¢in bulunabilen bu denklemlerin, 6zelsiz (genel)
cOziimlerini belirlemek bilim bireylerinin yillardir ugrastig1 ve giiniimiizde de tizerinde
oldukca ¢aligilan 6nemli bir sorundur [6—8]. Hemen her nicem devinbilim okunaginda

birbirlerine iistiinliikleri tartisilan tiirlii yontemler bulunmaktadir [5,9-11].

Prof. Dr. Metin Demiralp’in de nicem devinbilim alaninda arastirimlart olmus ve
siradan tiirevli denklemlerin ¢oziimiine yonelik gelistirdigi yontemleri [12-15] tiirlii
sorunlara uygulamistir. Bilimcil arastirnm ortag1 H. Rabitz ile gelistirdikleri saptirim
acilimi ve onu andiran yontemler ile nicem dizgelerin eniyileyisli denetimi sorunlarina

etkin ¢coziimler getirmiglerdir. [16—18].



Uyumlu ve uyumsuz salingag biceleri nicem devinbilim sorunlarini anlamaya yonelik
ele alinabilecek en yalin bicelerdendir. Cok sayida arastirim bu iki sorunu temel alarak
gergeklestirilmigtir [5, 11, 19-22]. BEBBYT icerisinde de gelistirilen yontemler bu

sorunlar1 ¢cozmek icin uygulanmis ve dneme deger sonuglar elde edilmistir [23-28].

Son yillarda Prof. Demiralp ve toplulugunca gelistirilen Olasilik¢il Evrim Kurami
ise baglangic deger kosullu siradan tiirevli denklemlerin ¢oziimiine degisik bir bakis
acis1 getirmis ve dogrucul olmayan denklem takimlarini, dogrucul 6zerk denklem
takimlarina doniistiirerek c¢oziisii ereklemistir [29-39].  Emre Demiralp, Metin
Demiralp ve Luis Hernandez Garcia’nin ortak aragtirimlari, bu yontemin devinir
dizgelere (ing: dynamic systems) uygulayislarin icerir [40,41]. BEBBYT iiyelerince

yapilan aragtirimlar ile bu yontem olgunlastirilmaktadir [42-62].






2. ARTI ERKEDE YERLESIK DIPLI SONSUZ KUYU GIZILGUCLU
DIZGELERIN DEVINBILIMI

Herhangi bir nicem (ing: quantum) dizgenin (sistemin) devinimini betimleyisimize
yarayan esitlik asagida (2.1) ile verilen “Schrodinger Denklemi” dir. Dizgeyi olusturan
nesnecik ya da nesneciklerin tiim durum bilgileri, Schrodinger denkleminin de ¢oziimii
olan ve “dalga islevi” (y) olarak adlandirilan, biiyiikliik araciligiyla tanimlanir [4].
Dalga islevi zaman (¢) ve konum (x) degiskenlerine bagimli olarak deger alabilen bir

biiyiikliiktiir.

0 ~
n YD fyen. (0= v @1

Burada, H Hamilton islecini (ing: operator), 7 indirgenmis Planck degismezini
(evrencil bir biiyiiklik olan Planck Degismezi’'nden, h’dan, h = % ile tretilir)
simgelemektedir. Schrodinger denkleminin ¢6ziimii Hamilton iglecinin yapisinin ne
diizeyde yalin oldugu ile ilintilidir. Dizgenin Hamilton igleci onun toplam erkesini
(enerjisini) betimler. Ozgiirliik diizeyi 1 olan ve V(q) gizilgii¢ (ing: potential) islevi
altinda devinen bir dizgenin Hamilton isleci asagidaki esitlikteki gibi devincil (kinetik)

kesimle gizilgii¢ kesiminin toplami olarak yazilabilir.

N R
H= o PV (@ (2.2)

Burada p, g, ve de, u sirasiyla devinirlik ve konum iglegleri (ing: operators) ile kiitleyi

(ing: mass) simgelemektedir. Devinirlik ve konum islegleri bir f(x) islevine

pf(x)=—itf'(x),  Gf(x)=xf(x)  x€(—oo,) (2.3)
biciminde etki ederler.

Schrodinger denkleminin ¢oziimii nicem igleybilim (ing: mechanics) sorunlarinin
en basinda gelir.  Dalga islevini kesin olarak belirlemek oldukca az sayida
dizge icin olanaklidir. Birkesim o6zel dizgeler i¢in denklemi c¢ozmeye yarayan
yaklagtirrm yoOntemleri bilimcil yazinda (literatiirde) bulunmaktadir. Ancak,

Schrédinger denklemini ¢ozmeden istenilen biiyiikliikleri elde edebilecek ve de
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Ozelsize uygulanabilecek bir yontem bu an i¢in gelistirilmis degildir. Schrodinger
denklemi, birden ¢ok bagimsiz degisken ve onlara bagimh tiirevleri icerdiginden
dolay1, gore tiirevli (ing: partial derivative) bir denklemdir. Denklemdeki zamana gore
tiirevin kertesi (mertebesi), (2.1) bagintisindan da goriilebilecegi iizere, 1°dir. Konuma
gore tiirevin kertesi ise ele alinan dizgenin (2.2)’de verilen Hamilton islecinden
goriilebilir. Hamilton isleci i¢indeki devincil erke (ing: kinetic energy) anlatiminin,
devinirlik iglecinin en yiiksek ikinci derece anlatimlarinmi icerisinden dolayi, konuma
gore tiirev de ikinci kerteden olur. Zamana ve konuma gore degisik kertelerden tiirev
icerisinden dolay1, bu Schrédinger denklemini “parabolik™ gore tiirevli denklem olarak
nitelendirebiliriz. Bu denklemleri ¢ozerken baglangic ve/veya kiyr (ing: boundary)
degerlerine gereksinim vardir. (2.1)’de dalga islevinin r = O anindaki degeri yp(x)
ile simgelenmis ve boylelikle bir baglangic deger sorunu tanimlanmistir. Baglangi¢
anindaki iglev acik olarak verilmigsse, ilkecil olarak, oOteki tiim arti ¢ anlar ic¢in
dalga islevi belirlenebilir [6]. Ancak bu arasgtinmda amag¢ dalga islevinin baglangi¢
yapis1 disindaki iglevlere gerek kalmaksizin, beklenen degerler iizerinden bilgisayim

(hesaplama) yapacak yontemler gelistirmektir.

2.1 Bakasik Ustel Uyumsuz Salingac Dizgesi

Nicem devinbilim sorunlarini anlayisa yonelik olarak ele alabilece§imiz en yalin
biceler (ing: models) uyumlu ve uyumsuz salingaclardir. Sav kapsaminda, Hamilton
Isleci’nde gizilgii¢c anlatimi asagidaki gibi tanimlanan, iistel yapi iceren, bu nedenle
bakisik iistel uyumsuz salingac (ing: symmetric exponential anharmonic oscillator)
olarak adlandirdigimiz bige iizerine odaklanacagiz. Ozelsiz kavramcil bakislar diginda,

ozellikle, uygulayimcil kesimlerde odagimizda bu dizge bulunacaktir.

V(g =o (e"Z2 —T) (2.4)
Burada  birim islecti. a ve k gizilgiic genligi ile uyumsuzluk (ing: anharmoni-
city) degistirgeleri ad1 verilen ve bigeyi tanimlayan bilinenler olan biiyiikliiklerdir. x
“Yay Degismezi” olarak da adlandirilabilecek niteliktedir ve, aslinda, bir anlamda,
esneksizlikle de ilgilidir. Yine de onun yeterince kii¢iik degerlerinde gizilgiiciin esnek
bir yay1 yaklagik olarak betimleyebilecegini gdormek hi¢ de gii¢ degildir. Gergekten de,
¢’nun 6zdegeri olarak da diisiiniilebilecek olan konum degiskeni x’in sifira yeterince

yakin degerler alisinda, gizilgii¢ islevi, onun toplamdizicil agiliminin en kiiciik {islii
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konum degiskeni anlattminin alikonuldugu anlatimla yaklasik olarak gosterilebilir ve
gizilgii¢ yerine arkg” /2 yazilabilir. Uyumlu salingag, 6zelsizde oldugu gibi, kg>/2 ile
gosterildiginde, ax’nin k’nin yerini aldig1 goriiliir. Ancak, bu durumda, gizilgiiciin
iki degistirgesi (¢ ve k) oldugundan, bu degistirgeler, uyumlu salingacin esneklik yay

degistirgesi olan k’ya, ayr1 ayr1 degil, carpimlari izerinden bagimli olur.

(2.4) esitligiyle verilen gizilgiicteki iki degistirgeyi, en yalin ama uyumlu olmayan bir
salingacin degistirgelerine baglamak istersek odaga alabilecegimiz en yalin uyumsuz
salinga¢ dordiincti dereceden bakigik salingactir (ing: Fourth Degree Anharmonic
Oscillator). Bu salingacin konum degiskeni x tiiriinden anlatimi, 6zelsizde kullanilan
yapistyla, kyx? /2 4 kyx* /4 olup burada k; ve ky, sirasiyla, uyumlu (ing: harmonic) ve

uyumsuz (ing: anharmonic) yay degismezleridir.

(2.4) esitligindeki gizilgiiciin o ve k degistirgeleri yukarida sozii edilen dordiincii
dereceden cokterimli (ing: polynomial) yapisindaki bakisitk uyumsuz salingag
bicesindeki k; ve k> degistirgeleri tiiriinden belirlenmek istenirse, konum degiskeni
x’in 0’a en kiiciik iislii ilk iki toplamcil anlatimda tutarli olarak yanastifinda, gizilgii¢

islevi i¢in asagidaki yanasik esitlik yazilabilir.

~2 2
q ok o Ok 4
k) —1 )~ =— A 2.5
a(eXP( 2) ) 2q+4q (2.5)
Buradan,
ax = ki, ax’ =2k, (2.6)

esitlikleri yazilabilir ve bunlarin « ile K i¢in k| ve k; tiirlinden ¢oziimleri

K 2k

o= —1 =
n Tk

2.7)

sonuclarina ulagilabilir. Gizilgiicte « ile simgelenen ¢arpan degistirgenin kullaniminin
gerekgesi, yalnizca, bu iki degistirgeli en yalin gizilgiice yanasim saglanist degildir.
Ustel terimin birimsiz olusundan dolay1, gizilgiice erke birimi kazandirimi da, ancak,

bu carpan ile saglanabilmektedir.

Tanimlanan dizge i¢in isleclerin dalga islevine etkilerini gdzoniinde bulundurarak

Schrodinger Denklemi (2.1)’1 yeniden yazacak olursak,

Loy W2 9’y K2
1 W——EW‘F(X(@Z _1)1//7 X e <_°°7°°) (2.8)
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dizgenin evrimini tamimlayan parabolik gore tiirevli denklemi elde ederiz.

Bu gizilgiiclin tanimladig1 dizge, arti1 erke degerlerinde yerlesik sonlu dipli sonsuz
kuyu bicemindedir. Bu dizge gibi gizilgiicii tek doniimlii kuyu betimleyen bagka
dizgeler de bulunmaktadir. Ornek verecek olursak nicem uyumlu salingac (ing:
quantum harmonic oscillator), suézdegi 6gecigi (hidrojen atomu), sonsuz dordiil kuyu
(ing: infinite square well) sorunlar1 giindeme getirilebilir [6]. Bu dizgelerin birbirleri
aralarinda ortiisen Ozellikleri bulunmaktadir. Erke degerlerinin olusturdugu kiimenin

ayrik izgeli olusu, erkelerin sayilabilir sonsuzlukta ve de art1 degerli olusu gibi.

Savda bu altboliimdeki gizilgiice boylesine onem verilip odaga alis nedeni, gizilgii¢
islevinin, konum degiskeninin sonsuza gittigindeki, davraniginin, bilimcil yazinda bu
ana dek incelenmis bulunan bigelere gore, cok daha yliksek ve karmasik tekillikte olusu

yanisira, yazarin ve danigmaninin bilgileri ¢ercevesinde, incelenmemis bulunusudur.

2.2 Dogabilimcil Birimsizlestirim (Boyutsuzlastirim)

Inceleyislerimizi yalinlastirabilmek icin daha az sayida degismez ve degistirge ile
caligabiliriz. Birimli dogabilimcil (fiziksel) bir biiyiikliik uygun bir ol¢eklendirim
carpant ile esdeger birimsiz biiyiikliige doniistiiriilebilir. Bunun evrigi (tersi) de
her zaman olanakhdir. Oteki bir deyisle, birimsiz biiyiikliik de uygun carpan ile
dogabilimcil birimli biiyiikliige geri doniistiiriilebilir. Olceklendirim igin bir boyutsuz
birim carpani secisimiz gereklidir. Bunu, biiyiikliiklerin 6zlerini (kiitle, uzunluk ve
zaman gibi) veya tiirlii birlesimlerini secerek yapabiliriz. Ancak, bu birlesimler tiim
islemler boyunca tutarli olmalidir. Bilimcil yazinda tiirlii 6rnekleri ve uygulayislari
olan birimsizlestirimi [63] bu savdaki dizgeye uygulayabilmek i¢in 6ncelikle asagidaki

biiyiikliikleri tammmlayalim.

_ X
X _

_ t
t V]
Ipd Xbd

2.9

Burada #,; ve x4, zaman ve konum iizerinde birim 6l¢eklendirim i¢in kullanilacak olan
bilinmeyen degistirgeleri simgelemektedir. Yeni tanimlari gizilgiicii (2.4)’de verilen
dizgenin Hamiltonyeni ile kullanirsak bakisik uyumsuz iistel salingag i¢in (2.8)’deki
Schrodinger denklemini

81/_/(2,5) _ 1 [/ tpgh 8211_/@,?) Oltpg %xz .
o 2(uxid) 0% +< h> e?  —LyED 210
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anlattimiyla yazabiliriz.  Burada birimsiz biiyiikliikler iizeri cizgili simgelerle
gosterilmisgtir. Ayiraglar arasindaki biiyiikliikleri, inceleyisleri yalinlagtirmak

amaciyla, 1 alabiliriz.

tpalt
e | 2.11)
HXpq

Sonug olarak birimsiz ¢ikisi beklenen bu biiyiikliikler icin bu denklemleri ¢ozecek

olursak

h

A _ 2.12
bd = o Xpd (2.12)

3
=

esitlikleri yazilabilir. 7,5 ve xps nin birimlerini inceleyecek olursak; Planck
degismezinin erg X sec, gizilgiic genliginin erg ve kiitlenin gr birimli oldugu
bilgisinden yola cikarak, 4 ve xpq sirasiyla sec ve cm birimli olarak ortaya ¢ikar.

Birimsiz biiyiikliiklerle Schrodinger denklemi

_—y = 2_ —_ =
l_al//(x,t) r 107y (x,0) y (e%xz

2 & —1)1,/()7,0, k= o (2.13)

yapisinda yeniden yazilabilir. Bu denklem, Schrédinger denkleminin dizge Hamilton
Isleci ile ilk yaziminda, 7, u, o degistirgeleri 1 alnarak, ve k yerine k yazilarak
da, elde edilebilirdi. Savin geri kalaninda birimsiz denklem, iist¢izgili biiytikliiklerde

istcizgi kaldirilarak, asagidaki bicimde, kullanilacaktir.

oy (x,1 192y (x,t ky
l. "’a(f ):_Eg—§)+(e§2—l)w(x,t) (2.14)

Birimsizlestirim sonucunda elde ettigimiz devinirlik ve konum iglegleri ile bu

denkleme karsilik gelen Hamilton isleci asagidaki yapidadir.

~_ .0 . -~
pE—la, q=x, H=

k=2 o~

P+ (efq —I) (2.15)

Bundan sonraki kesimlerde (2.14)’te verilen tek degistirgeli denkleme odaklanilacak-

tir.

2.3 Olasilik¢il Evrim Kuramm

Ozelsizde, dogabilimcil sorunlar dogrucul olmayan denklem kiimeleri ile betim-
lenebilmektedir.  Bu durum, sorunun yapisina bagimli olarak, bir¢cok gii¢liik

getirmektedir.  Dogrucul olmayan dizgeleri dogrucul yapiya getirerek ¢ozmeyi

11



amaglayan bir¢ok aragtirrm gerceklestirilmistir. Taban kiime’si acilimlar1 da dogrucul
olmayan siradan tiirevli denklemlerle verilen sorunlari degismez katsayr dizeyli,
sonsuz sayida dogrucul siradan tiirevli denkleme doniistiirerek ¢oziisii amaclar.
Toplulugumuzca son yillarda gergeklestirilen aragtirrmlarda bu sorunlari taban kiime’si
acilimi ile ¢ozebilecek bir yontem gelistirilisi amaclanmistir.  “Olasilik¢il Evrim
Kuram1” [29-41,64-66] en son gelistirilen ve iizerinde ¢alisilan yontemlerden birisidir.

Bu savin yan amaglarindan biri de bu yontemin gelistirilisine katkida bulunmaktir.

Nicem devinbilim (ing: quantum dynamics) sorunlarininin ¢éziimii de, dalga islevinin
yapisindan dolayi, giicliikler tasimaktadir. Bu savda dalga islevini belirlemeksizin,
baslangic degerlerini ve gore tiirevli denklemi siradan tiirevli denklem (STD) kiime’si
durumuna getirerek kullanan bir yaklasim gelistirilise ¢calisilmaktadir. Dizge Hamilton
Isleci’nde goriinen islecleri kapsayan, islevcil olarak bagimli, ancak, dogrucul olarak
bagimsiz 6gelerden olusan “Islec Taban Kiime’si” ele alinarak ve bu kiime dgelerinin
beklenen degerleri arasinda bir siradan tiirevli denklem kiime’si olusturup, herhangi
bir islecin beklenen degerini bu STDnin ¢oziimii lizerinden belirleyise ¢alismak
istenmektedir. OLEVKU ile beklenen degerlerin zamanda deviniminin agiklanigina
calisiimaktadir.  Sonugta, kuramcil yapisini olusturdugumuz bu yontem ile bir
nicem dizgenin erke diizeylerinin ve karsilik gelen beklenen degerlerin belirlenisine

cabalanacaktir.

Bu yontemi anlamak ve Nicem Devinbilim sorunlarina uygulanisini géstermek i¢in bir
kesim kavramlar1 vermek gerekmektedir. Bunun i¢in siradan tiirevli, tek degiskenli,

Ozerk (ing: autonomous) bir baslangi¢ deger sorununu ele alacak olursak,
x=f(x(r), x(0)=a 1€][0,0) (2.16)

yazabiliriz. t bagimsiz degiskeni simgeleyen bir biiyiikliik olup, 6zelsizde, zaman de-
giskeni olarak adlandirilir, f ise betimleyici islevdir (ing: descriptive function). Bu
islevin yapisi bizi ¢6ziim konusunda yonlendirir. Denklem belirtik (ing: explicit) ve

Ozerk yapida verilmistir.

Tanimlayici iglev olan f’nin, x-karmasik diizleminde ¢oziimciil oldugu Ongoriiliirse,

Taylor acilimi kullanarak, asagidaki gibi dogrucul bir birlestirimle anlatilabilir.

1) = ¥ £ (st 20 2.17)
j=0
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Burada

FO )

fi="—5 (2.18)

ile katsayilar verilmis olup x") acilim konumunu simgelemektedir. (2.17)’de verilen

esitlik, aslinda,
k
x(t) = <x(t) —x“)) . k=0,1,2,... (2.19)

ile tamimlanan iglevlerin dogrucul birlesimlerinden bir anlatimla sol yandaki islevi
tanimlamis olur. Bu iglevler, islevcil olarak bagimli oluslarina karsin, dogrucul olarak
bagimsizdirlar. Bu durumda x;’lar sonsuz boyutlu islev uzaymin tiimiinii orten ve

zamanla degisen taban islevleridir.

Zamanla evrilen bu dizgelerin degisim durumunu belirlemek amaciyla, x;(7)
islevlerinin zamana gore tiirevlerine gereksinim vardir. Bunun i¢in (2.19)’un her iki

yaninin ¢’ ye gore tiirevi alinirsa, (2.16) ve (2.17) esitliklerini kullanarak

i) = {(x(t)—x(r)y}/=k<x(t)—x(r))k_]x(t)

= k(a0 =) TN £ (x) =) =k Y £ () —)

(x(e) =) ]_goj(xo ) Py 7 () )

= Y kfixi—14(1) (2.20)
j=0

yazilabilir. Bu esitlikleri kullanarak, bu sayilabilir sonsuz sayida siradan tiirevli

denklemin biitiinciil yapis1 asagidaki gibi yazilabilir.

X()(l‘) 0O O 0 o - xo(t)
X1 (1) fo i Lo f5 x1(2)
X2 () 0 2f 2fi 2f2 - x(t)
ng (t) - 0 0 3f0 3f1 s X3 (l‘) (221)
W) | Lo 0 0 af || )

x(t) = [xo(t) x1(¢) x2(¢) ...]" yapisinda bir yoney tammlayarak dizgeyi tikiz bicimde

anlatabiliriz.
x(t) = Ex(r)

Burada E, 6geleri bilinen degismez degerlerden olusan (2.21) yoney denklemindeki

dizeydir. E dizeyi sz konusu dizgenin evrimini tanimlar. Bu nedenle, “Evrim Dizeyi”
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olarak adlandirilir. Siradan tiirevli denklemlerin ¢oziimiinden animsanacagi iizere,

(2.22)’nin 6zelsiz ¢oziimii
x(t) = ¢®x(0) (2.22)

bicimindedir. x(¢) ve xi(¢) nin tanimlar1 kullanilarak, elde edilen yeni dizgenin bas-

langi¢ deger yoneyi x(0) asagidaki gibi yazilablir.

0 (8) <a —1x(r))
x(0) = ﬁ;g(,; = (a—x(’)>2 (2.23)

(2.22) esitligini kullanarak x(¢)’yi, oteki bir deyisle, ¢6ziim yoneyini buluruz: ancak,
amacimiz x(¢)’yi belirlemekti. Co6ziim yoneyinin yapisina bakacak olursak tek bir
islevin dogalsayi usliilerini igerdigini goriiriiz. Ancak, iceris, ilk bakista pek de yalin
goriinmez. Yine de durum, sanmildigindan ¢ok daha yalindir. Bunu gostermek igin,

yalnizca, yoneyin ikinci 6gesini kullanarak

Xy = esz(t)
= e e®x(0)

= x(t) —x" (2.24)

esitligini elde edebiliriz. Bu esitlikte, e;, 1 degerli ikincisi disindaki, sayilabilir sonsuz
sayidaki, tiim 6geleri O olan Kartezyen birim yoneyi simgelemektedir. Buradan x()’yi
cekersek

x(1) = ez eFx(0) 4 x) (2.25)
tek degiskenli siradan tiirevli bir baslangic deger sorununun ¢oziimiinii belirlemis
oluruz. Bu sorunda x{")’nin f(x)’in kokii olarak segilisi cok 6nemlidir. (2.21)’de
verilen iist Hessenberg bicemindeki Evrim Dizeyi’nin yapisi bu se¢cime bagimli olarak
list iicgencil duruma gelir. Ust iicgencil dizeyde ozdegerler kosegen iizerindeki
ogelerdir. Boylelikle, bu 6zel durumda, E’nin 6zdegerleri, f; degerinin biitiinsay1

(tamsay1) katlarim kullanarak (2.25) elde edilirler.
Iki degiskenli durum igin
xi(t) =fa(),x(), x(0)=a

)52(1‘) :f(x1 (l‘),XQ(l‘)), XQ(O):az (2.26)
14



yoneycil siradan tiirevli denklem kiime’si yazilabilir.  Bilinmeyen ve zamana
(r) (r))

bagimli olan konum islevlerince tanimlanan betimleyici f| ve f; islevleri, (xl X5

konumunu kullanarak, ¢okdegiskenli Taylor toplamdizisine, asagidaki gibi, agilabilir.
. _ . (i) _ (r) J - (r) k i—1.2 2.27
fita(@),xm0)) =) ) fix(a@) —x") (n@)-x"), i=1, (2.27)

j =0

Burada fj(llz ile f; islevinin ilk degiskenine gore j., ikinci degiskenine goreyse
k. gore tirevinin jlk! ile bolimiine esit katsayr degeri simgelenmektedir. Bu
actlimi kullanarak Olasilik¢il Evrim Kuramui ile ilerlemek olanaklidir.  Ancak,
arastirimlarda yiizlesilebilecek karmasay1 onlemek icin birkesim yoney tanimlayislar
gerceklestirmek igleri yalinlastiracak goriinmektedir. Boylece,
(r)
xX1t)—x
S(t ) — ( ) %r) )
x2(t) — x5

| AGa()x())
f(r) = { f; (xi(t%xi(t))] (2.28)

tanim esitlikleri yazilabilir. Bunlarda, s dizge (ing: system) yoneyini simgelemektedir.

(2.28) kullanilarak f(¢) asagidaki dolaysiz iis agilimu ile gosterilebilir.
f(r)= Y O (2.29)
k=0

Esitlikteki s’nin k. dolaysiz uisliisii, k sayida s yoneyinin dolaysiz ¢arpimi anlamina
gelmektedir. Dolaysiz carpim, bilimcil yazinda Kronecker Carpimi, Capraz Carpim
veya Tensor (gerey) Carpimi olarak da gecer ve birinci ¢arpanin her 6gesi ile ikinci
carpanin 6gelerinin tiimiiniin carpilip ilgili 68enin yerine obek (ing: block) olarak

yerlestirimi biciminde tanimlanir. [67, 68]

k
sH=R)s= sRs®---@s®s (2.30)
=1 (k-1) dolaysiz ¢carpim

Tanima gore s’nin dolaysiz iisliileri asagidaki gibidir.

®0

S = 1
¥l = 5
_ ) -
(01 (1) ="
@ xl(t)—xgr) xz(t)—xér)
xz(t)—xg) xl(t)—x(lr)
Q%
<x2(t)—x2

(2.31)
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Bu durumda, s’nin k. dolaysiz iisliisii 2¥ sayida 6ge iceren bir yoneydir. Dolaysiz
iis acilimimin (2.29) katsayilarimi belirlerken eldeki yoneylerin boyutlarina 6zen
gosterilmelidir. Bu, toplamcil anlatimlarin yoneycil tiiriiniin korunumu i¢in gereklidir.

£(¢), 2 x 1 yapida bir yéneydir. Bu durumda ilk katsay1 £°) da 2 x 1 olmalidir.

(r) (r)
£0) — [ ? gb)’i%,); ] (2.32)
2\ o2

Toplamdizi aciliminda ikinci toplamcil anlatim asagidaki gibi yazilir. s®!, 2 x 1
tiiriinde bir dizey oldugu icin, (1) de 2 x 2 tiiriinde olmahdur.
A5 (a0 =) + 157 ()~
s = (2.33)
A5 (00 =27) + 157 (xa0) -
Burada, i ve j, sirasiyla, yataysiray1r ve diiseysirayr belirtecek bicimde biitiinsay1
degerler alabilmektedir. Bir yandan da, betimleyici islevlerin ¢okdegiskenli Taylor
acilim katsayilariyla ilgilidirler. Bu baglamda, i, f; islevini; j ise, tiirev kertesini
cagrnistiir.  Ust simgeleyiste goriinen ¢ ingilizcedeki “coefficient” sozciigiinii
cagrigtirarak Taylor acilimlariyla ilinti saglamaktadir. Yine o iistsimgeleyiste goriinen

1 ise betimleyici yoneyin hangi dolaysiz iisliiniin katsayist oldugunu anlatmaktadir.

(%) (%)

8x1 r 8x2 r

1) — (2.34)
8x1 r axZ r

yazilabilir. Burada, r altsimgesi acilim konumunda belirleyisi anlatmaktadir.

Boylece,

Andiran bicimde belirlenebilen £2) de, bagintilandirim ara asamalar1 belirtilmeksizin,

asagidaki esitlikle verilebilir.

9 fi 9% fi 9% fi 9% fi
1 (32x1)r (3x19x2>r (8x29x1)r (az_M)r
2 = 5 (2.35)
| (9°h 9%/ 9%/ 2%,
(92x1)r (3x19x2)r (9x29x1)r (92—962)r

Oteki tiim £¥) katsayilari da, k. gore tiirevleri iceren 2 x 2* tiiriinde dizeylerdir.

Zamanla degisen s“¥(¢) yoneyleri, aralarinda, islevcil olarak bagimli olsalar da,

dogrucul olarak bagimsizdirlar. Bu durumu kullanarak tek degiskenli durumda
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dogrucul bagimsiz taban kiime’lerini anlatan x;(¢)’nin tiirevlerini alarak ilerledigimiz
gibi, iki degiskenli sorunlarda da, asagidaki gibi tanimlanan s;(z)’larin tiirevi alinarak

ilerlenebilir.
se(r) = s%k(r) (2.36)

Dolaysiz carpim iglemi degistirimli (ing: commutative) olmadig1 i¢in tiirev alirken

siralanimlar gozetilerek Leibniz kurali uygulanmalidir.
k=1 oo .
st) = Y s | Y s () | @s®h ()
j=0 m=0

oo k—1
= Y Y ¥ () @fms () @ sP k(1) (2.37)
m=0 j=0

Dolaysiz iis alis isleminin dagilis 6zelligi varoldugundan, 2 x 2’lik birim dizey olan I

kullanilarak
s (1) = (Is())® = 1%7s% (¢) (2.38)
anlatim1 yazilabilir. Bu anlatim1 kullanarak toplam anlatimlarin i¢ini diizenleyebiliriz.

$23(1) @ s (1) 84— (1) = (19557(1)) & (£ 1))
® (I®(k—j—l)s®(k—j—l) (ﬂ)

= (P @ @Eet=i=0) sknl() - (2.39)
(2.37)’deki tiirevli denklemi
si(t) = Y Epms™" (1), k=0,1,2,... (2.40)
m=0

gibi bir anlatim ile yazabilmek i¢in (2.39)’ta m yerine m — k + 1 yazarak icerideki

toplam1 Evrim Dizeyi yapisinda giindeme getirebiliriz.

k=1
Ein = Y It Dereti-l rm=0,1,2,.. (2.41)
Jj=0
Dolaysiz iis agiliminin katsayilari ) ler m < 0 icin taniml1 degillerdir. Ayrica, m <

k — 1 durumunda da biitiin Ey ,,, 6bekleri sifirlanir. Bu degerler ile E ve s()’yi yazacak

olursak
0 0 0
E E E
(= 1,0 1,1 1,2

0 E» Epp - (2.42)
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s(t) = [s20 2! 67 ... 1" (2.43)

iist Hessenberg biceminde bir E dizeyi elde ederiz. Tiirevli denklem, en tikiz bi¢cimde,

asagidaki gibi yazilabilir.
$(1) =Es(t) (2.44)

(2.44)’te verilen sonsuz, dogrucul ve bagdasik (ing: homogenous) yoney siradan

tiirevli denkleminin 6zelsiz ¢oziimii
s(t) = e'Es(0) (2.45)

esitligiyle verilebilir. Bu son denklemin ¢oziimii ile ilgili konular tek degiskenli
sorunlar ile andiriglar tagimaktadir. Bu durumda da, acilim konumlari tanimlayici
islevleri ayn1 anda sifirlayacak bicimde secilerek, E dizeyinin {ist ticgencil yapiya gelisi
saglanabilir. 1ki denklemi eszamanl sifirlayacak konumlar bulunamadigi durumlarda
taban kiime’sine varolan 0gelere islevcil veya dogrucul bagimli sonlu ya da sonsuz
sayida yeni 0ge ekleyerek sorun agilabilir ve yine iist ticgencil yapida bir Evrim Dizeyi
elde edilir. Bu bi¢cimde taban kiime’sinin boyutunu arttirisina dayanan yonteme “Uzay
Genigletim” denir [69-72]. Ayrintilar1 ileride anlatilacak bu yontem ile boyut artirimi
ederine karsilik indirgeyimcil yalinliklar elde edilir. Elde edilen Evrim Dizeyi’nin

0zdegerleri kullanilarak da dizgenin ¢6ziimii (2.45) belirlenebilir.

2.3.1 Uzay genisletim

Uzay genigletimi, taban kiime’sine sonlu ya da sonsuz sayida yeni 0ge eklenimine
dayanir. Yeni 68eler, ozelsizde, varolan 68elere islevcil ya da birkesim durumlarda
dogrucul bagiml olarak verilen yeni anlatimlarla giindeme getirilir. Bu anlatimlarin,
sanki bu bagimliliklart yokmus gibi kullanimiyla tiirlii anlatimlarin daha yalin yapilara
kavusturulusu amaglanir. Sav aragtinmlar siiresince bu olgudan gerekli konularda

yararlanilmistir.

2.3.2 Uyumsuz iistel salingacin nicem devinbiliminde Poisson Kiimesimgelisi

cebiri ve uzay genisletim

Schrodinger denklemindeki gore tiirevli denklem yerine isleglerin beklenen degerleri

ve dalga islevinin baslangi¢ amindaki yapisimi kullanan siradan tiirevli denklem
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kiime’sini ¢oziisii yegliyor olusumuzu belirtmistik. Ancak, bu amagla, dnce, ¢oziilecek
siradan tiirevli denklem kiime’sini ve eslik edecek baslangi¢c kosullarin1 olusturmak
gerekir. Bu olusturum, aslinda, hi¢ de yalin bir eylem degildir. Onceden de dile
getirildigi gibi beklenen deger aracilifiyla sonuca varilabilecek bir olgu yaratmak
gerekmektedir. Nicem devinbilimde, bir yerde beklenen degerden sozediliyorsa,
odakta birkesim isleclerin olusu gerekir. Islecler varsa onlar arasindaki degistirim olay1
da ister istemez giindeme gelecek demektir. Nicem devinbilimde 6zellikle {i¢ tiir isle¢
biiyiik 6nem kazanir. Bunlar, evrencil ve taban isle¢ nitelikli devinirlik ve konum
islecleri ile odaktaki dizgeyi, bir bicimde, yansitan Hamilton Isleci’dir. Bir ozgiirliik
diizeyli dizgelerde bunlarin toplam sayis1 3 olup 6zgiirliikk diizeyinin her bir artisina
karsilik toplam sayi iki yiikselir. Bu savda odaklanacagimizi belirttigimiz dizge i¢in
ozgiirliik diizeyi 1 oldugundan, bizi ilgilendiren islecler, devinirlik (p), konum (g), ve

de, Hamilton (ﬁ) islecleridir.

Burada odakta, (2.4)’te verilen gizilgii¢ ile tanimlanmis bakisik uyumsuz iistel salingac
dizgesinin Hamilton Isleci ile konum ve devinirlik isleclerini igeren bir dizge yéneyinin
Poisson kiimesimgelisini (ing: bracket) ele alarak yola ¢ikacagiz. Oncelikle, Hamilton

Isleci ile devinirlik islecinin Poisson kiimesimgelisini asagidaki gibi belirlemek

olanaklidir.
~ 1 U PN . . b o
{H,p} = {(p>.p}+{v@).pt=—{p.V@}t=-Y vi{p.q’}
j=0
o j—1 .

= -Yv,Yd{paqg !
j=0 (=0

= - jVjCYJ’1 =V (q) = —okgexp (k7> (2.46)
j=0

Burada, {p 2,}?} =0 olusu ve {p,g} = I indirgeyimeil esitligi ile gizilgiicii betimleyen
V islevinin toplamdizi agilimindan yararlamilmistir. Bunlardan indirgeyimcil esitlik,
ilerleyen kesimlerde yeniden Oniimiize ¢ikacak ve igsimizi yalinlagtiracaktir. Hamiton

ve konum isleci i¢in Poisson kiimesimgelisi belirlenimine gececek olursak
{6} =3 AP @) =5 (@ + FLp.aH =P 47)
2u 2u H
sonucuna ulasilir. Dizge yoneyimizi birimsizlestirilmis islecler tiiriinden agagidaki gibi

. 1~
= { 51 } — [ p{f] (2.48)

tanimlayabiliriz.



Ancak, bu yapida tanimlayacagimiz bir dizge yoneyi ile (2.46)’deki iistel yap1 bizi,
dizge yoneyinin Hamilton igleci ile Poisson kiimesimgelisi anlattminda sayilabilir
sonsuz sayida katsay1 iceren ve dizge yoneyinden olusturulacak genisletilmis yoney
izerinde yapilanan bir dogrucul birlesime gotiiriir. Oysa, bu tiirde ama sonlu sayida
toplamcil anlatim iceren yapilar yeglenecek durumdadir. Uzay genisletiminden
yararlanarak dizge yoneyine yeni bir 68e eklenimiyle bu durumu agmak icin ¢abalamak

diistiniilebilir. Boylece, yeni dizge yoneyi icin,

5 37
s=| 5 | = il (2.49)
53 exp (k%)

yapisinda verilen anlatim, tanim olarak giindeme getirilebilir. Burada, ilk iki 68e
icin onceden gergeklestirilen belirleyisler gecerli kalir. Yeni eklenen 6genin Hamilton

isleci ile Poisson kiimesimgelisine bakacak olursak

R ~2 kT ) a2\ b
{H,exp (k%) } = ﬂ {pqexp (k%) +exp (k%) qp} (2.50)

esitligini elde ederiz. Bu durumda, dizge yoneyinin Hamilton isleciyle Poisson
kiimesimgelisinin birinci, ikinci, ve de, liclincii 6gesi, dizge yoneyine gore, sirasiyla,
ikinci, birinci, ve de, ti¢iincii derecedendir. Bu durum, (2.46), (2.47), ve de, (2.50)
esitliklerinden goriilebilir. Oteki bir deyisle, bu genisletilmis uzay iizerinde, Hamilton
islecinin dizge yoneyi ile Poisson kiimesimgelisi esitliklerinin betimleyici yoney islevi
dizge yoneyinin bir 3. derece c¢okterimlisi olup sonlu sayida toplamcil anlatim

icermektedir.

2.3.3 Evrim yetkinisleci ve dolaysiz iislii toplamdiziler

Yukarida, dizge Hamilton Isleci ile dizge islecler yoneyi arasindaki Poisson
kiimesimgelisi’nin sol yanda yalniz olarak bulundugu, sag yanin ise 68eleri yalnizca
dizge yoneyine bagimli olan denklemlere, “Dizge Devinimi Poisson Kiimesimgeli
Denklemleri” adini verebilecegimizi onceki kesimde dile getirmistik. Bunlara, daha
da yalin olarak “Poisson Kiimesimgeli Denklemleri (PKD)” adin1 da verebiliriz. Bu
denklemlerde, ya Hamilton iglecinin verilip dizge yOneyinin belirlenecegini, ya da
dizge yoneyinin verilip Hamilton islecinin belirlenecegini, ongdérmek olanaklidir. Ad’a
“denklem” sozciigiiniin yerlestirilim nedeni bu durumdur ve ileride aranan biiyiikliigiin

dizge yoneyi oldugu ongoriime odaklanacagiz. Bu durumda, Poisson Kiimesimgeli

20



Denklem’in iglenisini yalinlagtirmak ve bir anlamda tikizlagtirmak i¢in dogabilimcil
birimsiz Poisson kiimesimgelisini veren bir “Yetkinigle¢ (ing: superoperator)” (&)
tanim1 yapalim. (2.46) esitligini kullanarak
~ tr 5o~ —~ o~
75=1 {H,p} — G55 2.51)
Dr
yazabiliriz. Burada @ ve k birimsizlestirim icin kullanilan degerleri ve degistirgeleri

yapilarinda toplayan degerleri simgelemekte olup asagidaki gibi tanimlanabilirler.

- -
Wrp k=kg (2.52)
Prqr

o

Esbicimde (2.47) ve yeni tanimlanan birimsiz kiitle degeri kullanilarak

~ lr 5o~ 1 ~

95 =1 {H,q} — & (2.53)

qr u
=t (2.54)

Lpr
esitlikleri yazilabilir. (2.50) i¢in de esislemler uygulanirsa
A g2 k

75 =1, { Ao (KL ) | = o= (s 45250 59

esitligi elde edilir. Dizge yoneyinin dolaysiz iislerini kullanarak elde edecegimiz

carpanlar ile eylemimizi siirdiirecek olursak

P, q=—q (2.56)

ST
Il

1 1
Pr qr

olmak iizere, dolaysiz iisler asagidaki gibi yazilabilir.

51 b
®l < —
S® — 52 = q:Z s
53 exp (k%)
~R2 Do~ o~~~ D~ o~~~ 9T
S = [Sl $152 $153 8251 7 §253 §351 83 253] (2.57)

Bu durumda, (2.51), (2.53), (2.55) esitliklerinden yalinca ayirdina varilabilecegi gibi,
uzay genisletim bizi sonsuz sayida terim iceren bir dogrucul birlesimden, yalnizca ii¢

toplamcil anlatimli bir dogrucul birlesim yapisina gotiirmektedir. Boylece,

I8 =D(S+Dys%? + Dsg%3 (2.58)
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ve

1 _
D, = :ezelT, D, = e (e2®e3)T,

e3(ejRe;®es +e3®e2®e1)T (2.59)

tanim esitlikleri yazilabilmektedir. Bunlardan (2.58) ile verileni dizge yoneyinin Evrim
Yetkinigleci altindaki goriintiisiinii yine dizge yoneyine ve onun dolaysiz iislerinden
iki ile ii¢ iissiine baglamaktadir. Bu durum, biitiinliik saglamak acisindan, bizi dizge
yoneyinin Ozii yanisira tiim artt iislerinin Evrim Yetkinigleci altinda goriintiilerinin
belirlenimine itekler. Evrim igleci, bir ¢arpim {izerinde, sira gozeterek, tiirevdeki

Leibniz kuralina gore dagilir. Bu ise, sonucta, agsagidaki esitliklerin yazimina olanak

saglar.
. j-1 _ . . .
8% = Zs®k (@/S\)S@)(J*lfk) :Ej,j§®J +Ej.,j+1/s®(]+l)+Ej7j+2§®(]+2) (2.60)
k=1
j—1 .
Ej; = YL%eDeL®U™h =012,
k=1
j—1 .
E i1 = YL¥eDeL®U " h =012,
k=1
J—1 .
Ejjp = Y L¥eDeL 10 j=012,.. (2.61)
k=1

Burada, E; ;, E; i1, ve de, E; ;> ile Evrim Dizeyi olarak adlandirabilecegimiz
sayilabilir sonsuz sayida yatay ve diisey sirast olan bir dizeyin asal kdsegeninin,
sirastyla, Ozii ile en yakin birinci ve ikinci iist kdsegen obekleri simgelenmektedir.
E; ;i Ej i1, vede, E; jio, sirastyla, 3/ x 3/, 3/ x 3771 ve de, 3/ x 3/ tiiriinde sayil

0geli dizeylerdir.
(2.60) esitligini 6zyineli bir yap1 olarak yorumlamak olanaklidir. E8er,
6;=5%, j=0,1,2,... (2.62)

tanimina gecilirse, (2.60) yerine asagidaki 6zyineli iligki kurulabilir.

987:Ej7j8j+Ej,j+18'j+1-|—Ej,j+28'j+2, j=0,1,2,... (2.63)
Buradan,
oo Eoo Eo
6=| < |, E=| 2.64
EnO : Enn ( )



tanimlariyla,
26 =Eo (2.65)

sonsuz boyutlu igle¢ esitlik takimina gegilebilir.  Bu esitlik, E dizeyinin &
yetkinislecinin, dizge islec yoneyinin dolaysiz iisliileri iizerinde, dizey gosterilimi
oldugu yargisina gotiiriir. Bu durum, & icin “Evrim Yetkinigleci” adlandiriminin tutarl
oldugunu gosterir. E dizeyinin yapisi, dizge yoneyinin nasil tanimlandigina bagimlidir.
Dizge yoneyi tamimui degistikce D dizeyleri de degisir ve Evrim Dizeyi’nde degisiklige
neden olur. Bu nedenle, dizge yoneyi 6gelerini bir taban isleci kiime’sinin 68eleri gibi

yorumlamak olanaklidir.

Yukarida egik koyu simgelerle yazdigimiz iizere, oradaki dizey gosterilimiyle, Evrim
Yetkinisleci’nin belli bir soyutluktan somutluga gecirildigini sOyleyebiliriz. Bu yiizden

bu bulgu kuramcillik yanisira uygulayimciullik agisindan da ¢ok onemlidir.

Buradaki yapisiyla, Evrim Dizeyi iist obekcil tiggen niteliklidir. Onun da 6tesinde,
tic yapisik kosegenli bir yapidadir. Bu durum o isleglerinin 6zyineleyimcil olarak

belirlenimine olanak saglar ve ¢coziimleyise cok énemli yalinliklar getirir.

2.3.4 Evrim dizeyinde esneklik yaratimi ve kullanim

Dizge islec yoneyi 0gelerinde degistirimlilik (ing: commutativity) s0z konusuysa,
yoneyin 0ziinde olmasa da, 2’den baslayarak artan dolaysiz iisliilerinde, isle¢ 68eleri
ne olursa olsun, yoneyin birkesim degismez 6geli yoneylere dikgen olacag bilinen bir
olgudur. Bu durum, bu dizge isle¢ yoneyinin, bu dikgen oldugu yoneylerin ortiigii
uzayda bir bileseni olmayacagi, o uzayin tiimleyicisinde bulunacagi anlamina gelir.
Bu ise Evrim Yetkinisleci’nde, bir anlamda, tekillik bulundugu ve essiz evirtilebilirligi
konusunda 6zenli davranmak gerektigi anlamina da gelir. Ik bakista olumsuzluk
gibi goriinebilen bu olguyu Poisson Kiimesimgeli Denklem’e belirsiz degistirgeler
yerlestirmek ve sonra da bu degistirgeleri birkesim istediklerimizi yerine getirmek
amaciyla kullanarak birkesim eniyileyislere ya da indirgeyislere geg¢isimiz olanakl

goriinmektedir.

Bu kesimde, ilk olarak nicem isleybilim (kuvantum mekanigi) isleclerinin 6zelsiz
bir indirgeyimcil esitliginden yola cikarak isimize yarayacak denklemler iretise
cabalanacaktir. bu baglamda, devinirlik ve konum islegleri arasindaki Poisson
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kiimesimgelisinin sagladig1 esitligi odaga alabiliriz.
{P.ay=1 = iny 5 —551) =1 (2.66)

Yukaridaki denklemi sagdan veya soldan dizge yoneyinin 68eleri ile carpacak olursak

. D~ A~~~ ~ . ~ o~ o~ ~ 0 ~

iy (sl §2— 81 szsl) =51, ifigys (slszsl — 5287 ) =5 (2.67)

. ~N o~ o~ 2~ ~ . ~ D~~~ ~

ifgys (52515 — 5551 ) =5, ingys (5155 —$25152) = (2.68)
ihsys<s/\33'\13/\2 SA35AZSA1):§3a ihsys(SAlfz}—Azig):S? (269)

esitliklerini elde etmis oluruz. (2.67), (2.68), ve de, (2.69), esitliklerini daha

tikizlagtirmak i¢in asagidaki yoney tanimlari giindeme getirilebilir.

u = i (e Qe e —e Qe e)
W = i (erRe e —eRe,Rer)
W = i (e3Re e —esRe®ep) (2.70)
Vi = ihg(e@e e —ex®e ®er)
Vi = iy (eRe e —er; e Rey)
Vi = ihys(e@ey®es—ey®e ®e3) 2.71)

Burada ve daha onceki incelemelerimizde, altsirasayili e’lerle simgelenmis biiyiik-
likler goriinmektedir. Bunlar ilgili Kartezyen uzayimn ol¢iin (ing: standard) birim
yoneyleridir. Bu yoneylerden her biri ilgili uzayin boyutu sayisinda 6geden olusur ve
degeri 1 olan biri diginda tiim 6geler 0 degerlidir. 1 degerli 6genin yoney icindeki
konumu yoOneyin altsirasayis: ile belirtilir. Burada, 2, 3, 4 gibi degisik boyutlu
uzaylarda ¢alisabilisimize karsin, bu yoneylerde hangi uzayda olduklart bir bakista
goriinmemektedir. Eger, uzay boyutu ile ilgili ayirimin goriintiilendirimi isteniyorsa,
yoney simgesinin sag iistiinde siradan (ayc¢a bi¢cimli) ayiraclar arasinda say1 vererek

boyut belirtimine gidilebilir. Bu yoney tanimlar1 (2.67), (2.68), (2.69) yerine

u/s% =els, vis¥ = els, j=1,2,3 (2.72)

yazimina olanak saglar. Bunlardan da, dogrucul birlestirimle, o;’lar karmagik deger

de alabilen sayillar olabilmek iizere,

3
E Z OCjUj+(Xj+3Vj), E Z OC]-l-OCJ+3 (2.73)
: ]:]
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tanimlariyla
u(e)’'5 —e’ (@)s=0 (2.74)

alt1 degistirgeli sayil esitlige ulasilir. Bu sayil esitlikten, e’lerle carpim yoluyla, her bir

e carpimt i¢in yeni degistirgeler kullanarak asagidaki yoney esitligine de ulasilabilir.

(elu (@) +e(a?) +eu (a(3)>T)§®3—
(ele (a“)>T tege (a(2>>T tese (a(3>) T) S=05., (2.75)

Burada, en sagdaki koyu 03 ile 3 x 1 tiiriinde sifir dizeyi (yoneyi) simgelenmekte
olup a/) (j = 1,2,3) ile simgelenen 6 dgeli yoneyin dgeleri bu an icin belirsiz olan
() ) H0) ) o 0) )

o, Oczj , 03", oc4j , 057, O£6(j degismezleridir. Bu durumda, bu son esitlikte 18

belirsiz degistirge, ya da, esneklik bulunmaktadir.
Bu esitligi daha tikizlagtirmak i¢in asagidaki tanimlar yapilabilir.

B; = elu(a(1)>T+e2u<a(2)> +e3u<a(3)>T

B, = eje (a(l)) +ese (a(2)> + eze (a(3)> (2.76)

T

Burada B simgesi, bir anlamda, “Bagimlilik” s6zciigiinii ¢agristirmakta, bu simgenin
altsirasayist olan 1 ve 3 ise dizge islec yoneyinin hangi dolaysiz iissiiniin dogrucul

birlesim katsayisi oldugunu gostermektedir.

Boylece, (2.75) denklemini asagidaki daha tikiz bicemde yazmak olanaklidir.
B3s®? —Bys =03, (2.77)

Bu esitligin sol yani (2.58) esitliginin sagina yerlestirilirse (2.58) bozulmaz. Bdylece

onun yerine asagidaki esitlik yazilabilir.

75 = (D; —B)5+D,5%% 4+ (D3 +B3)s™3 (2.78)

Bu durumda, D; ve D3 dizeyleri yerine, sirasiyla, D; — By ile D3 4 B3 gelmis olur.
Buna karsin, bu yeni gelen dizey yapilarda 18 belirsiz degistirgelik bir esneklik de
yaratilmis olur. Bu esneklikler, ilgili degistirgelere 6zel degerler verilerek giderilebilir
ya da azaltilabilir. Bu siirecte, istenilenin ne olduguna bagiml olarak, olanaklar

cercevesinde, secimler yapilabilir. Sozgelimi, D; — B dizeyinin istenilen ya da ona
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en yakin yapida oldugu duruma gegebilmek olanakli olabilir. Bu bile ¢ok dnemli
yalinliklar getirebilir. Ancak, burada, bu an i¢in bu diizey icerikle yetinerek ileride

konuya belli bir diizeyde odaklanimi us’ta tutacagiz.

2.3.5 Uzay genisletimiyle esneklik cogaltimi

Daha cok sayida esneklik degistirgesini giindeme getirebilmek icin bir asama &teye
giderek uzay1 genisletmek olanaklidir. Boylece, dizge yoneyi olarak, sdozgelimi agagi-

daki yapiyla yola ¢ikilabilir.

1 o~
5 WP
~ 5 7.4
s=| 2 | = 7, (2.79)
53 exp <kq7>
54 CIrZ]\_]

Buradaki dizge isle¢ yoneyinin ilk tic 6gesi onceki kesimde inceledigimiz ii¢ 6geli
dizge isle¢ yoOneyiyle ortiisiir. Dolayisiyla, buradaki yenilik sondaki 5y bilesini
tizerindeki 6gecil esitliktir. O esitlikten agagidaki ek esitlige gecilebilir.

~ lr PN 1/\/\/\
D5 =1 {H,q 1} = RS (2.80)

r

Bu yeni isle¢ , s, tanimu ile uzay genisler. Buradan katsay1 dizeyleri asagidaki gibi

yazilabilir.

1 _
D, E:ezelT, D, = ae; (e2®e3)T,

K
k T 1 T
D3 = ﬁeg (e1RerRe;t+e3Re,®e) , Dy= —ﬁe4 (es®e; ®eyq)" (2.81)

Yeni 6genin katilimiyla ortaya agagidaki gibi indirgeyimcil bagintilar da elde edilir.

iy (5152 — §251) =T (2.82)

S=1, S5=1 (2.83)

Bu baginti ile 24 yeni degistirge devreye sokulabilir. Dolayisiyla, hem 16 6geli
D, dizeyi daha az kisit altinda istenilen yapiya biirlindiiriilebilir. hem de biraz
daha esneklik kalabilir. Daha ¢ok indirgeyimcil bagintinin varolusu ve belirlenisi
durumunda esneklik de artabilecektir. ~ Bu esneklikler, sozgelimi yakinsaklik

yiikseltimi gibi, birkesim gereksinimleri karsilamak amaciyla kullanilabilir.
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2.3.6 Beklenen deger devinimi ve Olasilik¢il Evrim Kuram

Buraya dek verilen anlatimlar, acgik yapili, birinci kerteden, siradan tiirevli
denklem kiime’leri i¢in gelistirilen Olasilik¢il Evrim Kurami’nin “Beklenen Deger
Devinimleri’nde es bir basarim diizeyinde kullanilabilecegini us’a getirir. Bu
amacla, “Ilgilenilen Dizge nin Dizge Yetkinisleci Altinda Goriintii Tanim1” olarak
da adlandirilabilecek olan (2.65)’dan yola c¢ikilabilir. Beklenen degerinin zamanla
degisimi incelenecek olan islec o ile simgelenecek olursa ve 6 sonsuz yoneyinden,
s ile simgelenen ve yalmzca sayil degismezlerle tanimlanan sayilabilir sonsuzlukta

0geden olusan bir yoney araciligiyla,

s'o (2.84)

0
anlatimu ile verilirse, onun beklenen degeri i¢in,

() (t)=s" (0) (1) (2.85)

anlattmi1 yazilabili. ~ Bu ise, “Dizge’nin Taban Islecleri Yoneyi” olarak da
adlandirilabilecek olan ¢’nin beklenen degerinin belirlenimine gereksinim duyurur.
Bu amacla, (2.65) esitliginin her iki yaninin beklenen degeri alinir ve “Beklenen Deger
Belirleyis Islemi’nin Dogrucul Niteligi” ile “Dizge’nin Taban Isle¢ Yoneyi’nin Dizge
Yetkinigleci altindaki goriintiisiiniin beklenen degerinin o yoneyin beklenen degerinin

zamana gore tiirevi oldugu” gercegi kullanilacak olursa, asagidaki denkleme ulasilir.

@ =E(0) (1) (2.86)
Bu denklem sayilabilir sonsuzlukta zamana bagimli 68e iceren bir islevler yoneyini
bilinmeyen olarak alan bir STD’dir. Denklem dogrucul ve birinci kerteden olup
bagdasik yap1 da tasir. Bunlarin 6tesinde, E ile simgelenen ve sayilabilir sonsuzlukta
yatay ve diisey siras1 olan bir dizeyi katsayi olarak da alir. Bu yapisiyla, denklem
bir “Olasilik¢il Evrim” betimler niteliktedir. E’nin yukarida “Evrim Dizeyi” olarak
adlandirilmis olusunun en 6nemli nedenlerinden biri bu olgudur. Buradaki dizge icin

tiretilen Evrim Dizeyi’nde asagidaki 6zellikler barindirilmaktadir.

1. Tim olasilik¢il evrim yaklasimlarinda oldugu gibi, bu dizey, degismez 6gelerden

olusur ve sayilabilir sonsuzluklu bir dordiil (kare) yap1 altinda 6bekler icerir.
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2. Bu dizey iicgencil niteliktedir ve bu nedenle izgesi kolaylikla belirlenebilir. Bu
kolayligin en 6nemli nedeni asal kdsegen Obeklerinin sonlu sayida siralar igeren
dordiil dizeyler olusudur. Bu 6beklerin siralarimin sayisi asal kosegen iizerinde
asagiya dogru ilerlendik¢e biiyiise de bunlarin tiimiiniin tek bir ortak dizeyden
(D)) iirtiyor olusu, bunlarin izgelerinin de yalmzca o ortak dizeyin izgesinden
iiretilebilecegi anlamina gelir. Izgede yani 6zdegerlerdeki bu ortaktan iireyis olgusu
ozyoneyler i¢in de gecerlidir ve ¢oziimleyisi olabildigince yalinlagtirir. Sonugta, her
bir 6bege karsilik gelen izge belirleyisi sonlu dordiil dizeyleri odaga aldigindan,
dizey boyutu biiyiidiikce artsa da, sonlu dizey izge belirlenim islemidir ve en
azindan buyrukdizileyis (programlayis) ya da betikleyis (ing: scripting) acisindan

yordamui (ing: routine) bellidir.

3. Dizeyde, ti¢cgencillifin oOtesinde, tic obek kosegenlilik de varolmaktadir. Bu,
yaklastirirm olusturumunda 6nemli yalinliklar sagladig1 gibi ¢oziimciil anlatimlar
tiretilisine de olanak saglar. Ama anlatimlar sonsuz sayida toplamcil anlatim iceren

toplamdiziler niteliginde olacaktir.

(2.86)’in bi¢imcil ¢oziimiinii yalinca yazmak olanaklidir.
(6)(t)=eT(0)(0) (2.87)

Ancak, burada, 6zel bir yap1 atanmadikg¢a, <8‘> (0) yoneyinin belirsiz kalacagini
unutmamak gerekir. Nicem isleybilimde beklenen degerlerin bir baslangi¢c anindaki
yapilar1 dalga islevinin baglangicta verilen yapisi iizerinden beklenen degerler olarak
alinimi gerektiginden burada da ¢yle yapilacaktir. Bu gereksinim, <8‘> (0) yoneyi i¢in
ozel bir yapilandirirm demektir ve bu yoneyin boyunun sonlu kalamayis olasilig1 da
s0z konusudur. Oysa, yakinsayis giivencesi agisindan, Olasilik¢il Evrim Kurami’nda,
sonsuz 6geli olsa da, sonlu boylu olan yoneylerle ¢alismak istenir. Ozellikle, dalga
islevinin Dirac delta islevi gibi cok keskin yerlesimli bir yapida verilmeyisi, ve de,
dizge yoneyinin boyca sonsuz nitelik tagiyabilen 0geler icerimi durumunda bu boy
sonsuzlugu ile kargilagilir. Bu durumlarda, yakinsayis coziimleyisleri artik “diizgiin
(ing: uniform)” degil de, ancak “yanasik (ing: asymptotic)” yakinsaklik diizeyinde
gotiiriilebilir. Yanagikliktan kaginisin yolu sonlu boylu dizge yoneyleri tanimlamak ve

onlarla ¢caligmaktr.
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3. UYUMSUZ USTEL SALINGAC GIZILGUCLU NiCEM DiZGELERDE

BEKLENEN DEGERLERIN ZAMANDA TOPLAMDIZILERi VE
SENDELENIM KURAMCIL INCELEYISLER

Schrodinger denklemini ¢ozerek nicem isleybilimin (ing: quantum mechanics)
gozlemlenebilen biiyiikliiklerini elde edisin ¢ogu dizge i¢in olanakli olmadigini,
ya da, kesin ¢oziilebilirlik olmadiginda, sayilabilir sonsuz biiyiikliiklerle ugragsmak
gerektigini, onceki boliimde belirtmistik. Bu durum, biiyiikliikleri birkesim igleclerin
beklenen degerleri araciligiyla belirleyisi de giiclestirir. Ciinkii, bunun i¢in, dncelikle
dalga islevinin belirlenisi, sonra da tiimlev (ing: integral) belirleyis islemi gerekir.
Bunun i¢in de, Schrodinger denklemini ¢ézmek gerekir. Bu eylemden kac¢inmak
icin dalga islevini degil de beklenen degerleri bilinmeyen olarak alan denklemler
olusturmak olanaklidir. Denklemler, ilgilenilen dizgenin duragan (ing: stationary)
cOzlimlerinin (erke, ya da enerji, diizeylerinin) belirlenecegi durumlarda oldugu
gibi, biitiiniiyle cebircil olabilecegi yanisira, zamana gore siradan tiirevli denklemler
de olabilir. Bu durum, gore tiirevli denklem ¢oziimiine karsin yeglenebilecek bir
eylem yapisindadir. Denklemleri olusturmak ve buradan yontem gelistirebilmek icin
oncelikle Ozelsizde, sonrasinda da inceledigimiz dizge i¢in, beklenen degerler ve

devinim denklemlerini elde ederek ilerleyebiliriz.

3.1 Beklenen Deger Devinimi

Heisenberg belirsizlik ilkesine gore, bir nicem nesnecigin (ing: quantum particle)
konum (x) ve devinirligi (p) aym anda egkesinlikle belirlenemez [1]. Bu durumda
konum ve devinirligin Newton devinim denklemlerini saglayisin1 beklemek anlamsiz
olacaktir. Belirsizlik ilkesini giinliik yasamda, biiyiik boyutlu evrende gézlemlemek
olanaksizdir.  Ciinkii, konum ve devinirligi Ol¢iis belirsizligindeki alt kiyr olan
asagidaki bagintida da gorebilecegimiz Planck degismezi (h = 6,62607015 x 10734].s)
biiyiik nesneler icin gozardi edilebilecek kadar kiigiik bir degerdir.

h
0x0p > 57 h= g (31)

29



Burada oy, 0, sirasiyla konum ve devinirlik Ol¢iin sapis (ing: standard deviation)
degerlerini, 7 ise indirgenmis Planck degismezini simgelemektedir. Bohr’un Eslesim
Ilkesi (ing: Correspondence Principle) biiyiik nesneler, biyiik erkeler icin, oteki
bir deyisle, dizgeyi tanimlayan nicem sayilar1 biiylik oldugunda, nicem devinbilim
(ing: quantum dynamics) yasalarinin basal devinbilim (ing: classical dynamics)
yasalarina indirgenebilecegini sdyler [73]. Ehrenfest, konum ve devinirligin beklenen
degerlerinin, belli kosullar altinda, Newton yasalarim1 sagladigim1 gostermistir [74].
Boylece beklenen degerlerin zamanla evrimini 6ngoren Ehrenfest kanitsavi Eslesim

Ilkesini dogrular.

Ogecik (atom) ve temel nesneciklerin 6zellik ve davraniglarini tanimlamak icin
kullanabilecegimiz nicem devinbilimin ikinci koyutuna (ing: postulate) gore basal
devinbilimde 6l¢iilebilen bir biiyiikliik nicem devinbiliminde dogrucul Hermitgil (ing:
Hermitian) bir igle¢ ile ilintilidir. Bir nicem dizgenin devinimini tanimlamak ve
devinim denklemlerini olusturmak i¢in Oncelikle beklenen degerlerine odaklanmak
gerekir. Herhangi bir birimboylulagtirilmig (ing: normalized) bir dalga islevi (v (x,¢))

ile tanimlanmug bir dizge i¢in bir o islecinin beklenen degeri

(5) (1) = /V AV (x,1)" oy (x,1) (3.2)
olarak tamimlanir [6]. Burada, x konum degiskenleri toplulugunu, V ve dV,
sirastyla konum degiskenleri (ing: position coordinates, space coordinates) iizerinde
tiimlevleyis oylumunu (ing: integration volume) ve sonsuz kiiciik oylum 6gesini (ing:
infinitesimal volume element) simgeler. (*) iistsimgesi ile karmagik eslenik (ing:
complex conjugate) nitelendirimi gerceklestirilmektedir. Isle¢ beklenen degerinin
zamana bagli olarak degistigini (3.2) denkleminden gorebiliriz. Bu durumda, beklenen
degerin zamana gore tiirevini belirlemek i¢in beklenen deger denkleminin her iki

yaninin zamana gore tiirevi alinir ve

@)W [ (V06 Iy
o —/VdV % oy +y* atllf—Hlf 5 3.3)

elde edilir. aa—lf ve aat degerlerini Schrodinger denklemi (2.1) ve onun karmasik

eslenigini kullanarak belirleyebiliriz.
dy i ~ av* i~
—=—-H =_—Hy" 34
dt n Y FT (34)

Burada, oOzelsiz durumlarin c¢ofunda oldugu gibi, Hamilton islecinin gercel

biiyiikliiklerden olustugu ongoriilmektedir.  (3.3) denkleminin sag yaninin orta
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anlatimini ise beklenen deger tanimindan

,d0 do
-

olarak buluruz. Her zaman olmasa da, 6zelsizde o isleci zamandan bagimsizdir. Bu
durumda, tiirevi O olur. H isleci oziine es (ing: self-adjoint) bir niteliktedir. Oteki
bir deyisle, H ' =H esitligi dogrudur. Bunu kullanarak (3.3) denklemi asagidaki gibi

yazilir.
P e (e o
/VdV (#]qf Gy v on) _/Vde . (Fo-aM) y (3.6)

Buradan iglecin beklenen degerinin tiirevi, dizgenin Hamilton igleciyle bu islecin

degisecinin beklenen degerinin kati olarak belirlenir.

‘WZ(’) :_<%(ﬁa—5ﬁ)>(r):—%<[ﬁ,a}> (3.7)

Bir iglecin beklenen degerinin zamana gore degisimi, yalnizca birinci tiirev

baglaminda, Poisson kiimesimgelisi (ing: bracket) kullanilarak asagidaki bicimde de
betimlenebilir. Buradan Poisson kiimesimgelisinin belirtik tanimin1 anlayabilmek de

olanaklidir.

d(0)(t) _ ({a.a})0) (3.8)

3.1.1 Yetkinisle¢ ve onun altinda kapalilik

(3.8)’de verilen bagintinin sag yan beklenen deger cekirdek isleci, aslinda,
Hamilton isleci ile o isleci arasindaki degisecle orantilidir. Dogabilimcil (fiziksel)
birimsizlestirim durumunda bu olgu Poisson kiimesimgelisiyle orantililifa da
doniigebilmektedir. Poisson kiimesimgelisi, o islecinden Hamilton isleci kullanarak
iretilen bir iglectir. Nicem devinbilimin islegleri, dizgenin dalga islevinin ic¢inde
bulundugu dogrucul bir yoney uzayindan (Hilbert uzayindan) yine o uzaya doniisiim
gerceklestiren biiyiikliiklerdir. Hamilton islecinde tekillik olusu durumunda o uzayin
digina tasim da soz konusu olabilir. Nasil olurlarsa olsunlar, sonugta dogrucul
isleclerdir ve bunlar da bir isle¢ uzay1 olustururlar. Poisson kiimesimgelisi bu isle¢
uzayindan yine o isle¢ uzayina doniisiim gerceklestirir. Dolayisiyla, “Yetkinislec (ing:

superoperator)” olug durumundadir. Tikizlagtirim amacli olarak
Do= {ﬁa} (3.9)
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esitligini giindeme getirebiliriz. Burada D ile betimledigimiz ve kisaca “Dizge
Yetkinisgleci” diye adlandirabilecegimiz bu isleci kullanarak, (3.8)’deki beklenen

degerin zamana gore birinci tiirevini asagidaki bicimde yeniden yazabiliriz.

d((z (1) _ <55> (t) (3.10)

Eger, Do icin, ¢1 ve ¢ bilinen iki sayili simgelemek iizere,
Do =cil+c20 3.11)

yazilabiliyorsa, birim iglecin beklenen degerinin degismez ve 1 olacagi gerceginden de

yararlanarak, (3.10) yerine

a(T) ()

— =0
t

- c1<7> (1) + 2 (3) (¢) (3.12)

denklemleri yazilabilir.

(3.12) esitlikleri Iile & isleclerinin beklenen degerleri iizerinde iki STD (Siradan
Tiirevli Denklem) tanimlar. Bunlara eslik ettirilecek baslangi¢ kosullariyla, bu
beklenen degerlerin zamana bagimliliginin acgik olarak belirlenimi olanaklidir ve bu
olanaklilida, o islecinin Poisson kiimesimgelisi altindaki goriintiisiiniin birim isle¢
ve o isleci tizerinde bir dogrucul birlesim olarak yazilabilisi olanak saglamaktadir.
Bu yazim, oteki bir deyisle, (3.11) esitligi, Iveo isleclerinden olusan kiimenin
D yetkinigleci (ya da esdeger olarak, Poisson kiimesimgelisi) altinda kapali oldugu
anlamina gelir. Bunun nedeni de, bu iki 68eli kiime 6gelerinin yetkinisle¢ altindaki

goriintiilerinin yine bu kiime i¢inde kalisidir.

Eger (3.11) esitligi gecersizse, diger bir deyisle yukaridaki kapalilik s6z konusu
degilse, o zaman (3.12) denklemleri de gecerli olmaktan ¢ikar, onun da otesinde,
oradaki iki beklenen deger iizerinde bir STD olusturulamaz. Bu durumda, artik, Do
biiyiikliigiine yeni bir igle¢ ve onun beklenen degerine de yeni bir bilinmeyen goziiyle
bakmak gerekecektir. Bu durumda, bu yeni bilinmeyen i¢in de bir STD iiretmek

gerekecektir.

o islecinin beklenen degerinin zamana gore ikinci tiirevini yazmak igin Dizge
yetkinislecini kullanirsak
2 (5) (1) d<D5> (z)
iz dt
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esitligini elde ederiz. Burada da yetkinigle¢ altinda kapalilik olgusunu giindeme

getirmek olanaklidir. Eger, c’ler bilinen sayillar olmak iizere,
D*6 = ci1+ 20+ c3Do (3.14)

yazilabildigi ongoriilecek olursa asagidaki STD kiime’sine ulagilabilir.

c/[\l‘
210 (s )
d<Dd0t>(f) _ C1<T>+c2<6>+cs<55> (3.15)

ve bunlara uygun baglangi¢ kosullari eslik ettirilerek essiz ¢oziim iiretilebilir.

(3.14) Ongorimii, 1, 5, ve de, Do isleclerinden olusan ii¢ 68eli kiimenin yetkinisleg
alinda kapali oldugu anlamina gelir. ~ (3.14) OngOriimiiniin gecerli olmadigi
durumlarda, (3.15) gecerliligini yitirir. Onun da Otesinde, boyle {i¢ bilinmeyenli
bir denklem olusturulamaz. D islecinin iiclincii tsliisiiyle de ilgilenmek gerekir. O
yapilirsa, dort terimli bir kapalilik 6ngoriimii giindeme getirilebilir. Bu yapilamiyorsa,
D islecinin daha yiiksek iisliilerine ¢ikmak gerekebilir ve dongii ya sonluda ya da ancak

sonsuzda kapatilabilecek duruma gidebilir.

Kapalilik, aslinda, degistirim eylemi altinda da kapalilik olgusuyla cok yakindan
ilintilidir. Bir islecle degistirim bilimcil yazinda Lie Cebiri olarak bilinen bir alanin
odak konusudur ve o alanda, bilimcil yazinda ozellikle sonlu kiimelerden olusan
yapilar icin onemli bilgi birikimi [75-79] bulunmaktadir. Ancak, o sonlu kiimeler,
en azindan bu tez i¢in birincil nitelikli olgulardan degildir. Bu nedenle, burada, bu

diizeyde bilgi ile yetinecegiz.

3.2 Uzbilimcil Sendelenim Kuram

Sendelenim (ing: fluctuation), nicem devinbilim arastinmlarinda dogal olarak
ortaya cikan olasilik (ing: probability) olgusunun i¢inde tanimlanan ve ortalama
degerden (ing: mean value) sapist betimleyen olgudur. Bilimcil yazinda tiirlii
adlandirimlari olan bu olgu kulanilarak BEBBYT iiyelerince Uzbilimcil Sendelenim
Kurami (ing: Mathematical Fluctuation Theory) gelistirilmis ve bir cok temel soruna

uygulanabilecek bir yontem ortaya ¢cikmustir [14, 15,45, 80-88]. Bu kuram, bir sonsuz
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boyutlu 7 Hilbert Uzay1 icerisinde tanimli, tek degiskenli, coziimciil (ing: analytic) f
islevinin dizey gosteriliminin (ing: matrix representation), bagimsiz degiskeninin ayni
uzay ve taban kiimesi ile dizey gosteriliminin bu f islevi altindaki goriintiisiine esit
oldugunu soyler. Ancak, bu esitlik tiim islev taban kiime’si (ing: complete basis set),
oteki bir deyigle, sonsuz yatay ve diisey sira kullanildiginda gecerlidir. Eger sonlu
dizey gosterilimi yani n boyutlu kesisler gerceklestirilerek elde edilen alt dizeyler
odaga alinirsa, artik, esitlikten degil asagidaki gibi tamimlanan yaklasikliktan s6z

edilebilir.
M~ f <X<")> (3.16)

Burada M;"), f ile carpim islecinin dizey gosteriliminin n boyutlu alt dizeyini, ayn1
bicimde X" de f islevinin bagimsiz degiskenin dizey gosteriliminin n boyutlu alt
dizeyini belirtir. (3.16) bagintisinda sendelenimler goézardi edilmistir. Bu bigimde
tamimlanan yaklastinm ‘“Sendelenimsizlik Yaklastirimi” olarak adlandirilir. [15, 55,

71,88-96]

3.2.1 Beklenen deger deviniminde sendelenim

Beklenen deger belli bir agirlik altinda belirlenen ortalama bir degerdir. Beklenen
degerlerden kaynakli sapiglar islemlerimize katmak istersek sendelenim igleglerini
(ing: fluctuation operators) inceleyislere katmak gerekir. Devinirlik (p) ve konum (g)

icin sendelenim iglegleri asagidaki gibi tanimlanabilir. [81]

0p=p—(P)]  W=q—(q)T (3.17)

Bu durumda, p ve g islegleri beklenen degerler ve sendelenim isle¢leri kulanaraktan

~ o~ ~ o~

p=(P)+¢p  q=(q)1+¢ (3.18)

yapisinda yazilir. Sav kapsaminda ele alinan uyumsuz iistel bakisik salingac dizgesinin
(2.4)’te verilen gizilgii¢ terimi sendelenim islecleri kullanarak asagidaki gibi yeniden

yazilabilir.

@Zfez(f@a)o@z)<~§>>2_;) a.19



Buradaki yapidan konumdaki sendelenim iglecinin dogalsay: isliileri tiiriinde bir
acilima giderek sendelenim acilimina ulagimin olanakli oldugu yalinca goriilebilir.
Ancak, acilimi ¢cok daha somut yazabilmek i¢in Hermite cokterimlilerinin iireteg islev
tanimlarindan [97-99] en yaygin bilinenini giindeme getiriste yarar bulunmaktadir. O
iretec islevi, x ile r karmagik deger de alabilen iki sayili, ya da, onun da Gtesinde,
aralarinda degistirimli iki dogrucul isleci de simgeleyebilmek iizere, asagidaki esitlikle

verilir.
2xt—12 - i
€ = kE OHk()C)E (320)

Burada Hj(x) ile x’in k. dereceden Hermite cokterimlisi simgelenmektedir. Bu

esitlikten, agsagidaki esitligin yazimina gegilebilir.

_ivYkip iﬂAq _ iﬁAq : h \/% - ! (p‘l
62( 2<q>)< 2 ) ( 2 ) — nz:OHn (l%@ﬁ)#

- Y H, —i£<q> “9q 3.21)
n=0 \/i 22n!
Bu esitligin (3.19) ile biitiinlestirimi asagidaki denkleme gotiiriir.
V(G) = Y Vo, (3.22)
n=0

Burada, sag yandaki gizilgiic acilim katsayilari, belirtik olarak asagidaki esitliklerle

verilirler.

V2 23n!

Burada, aslinda, iistel islev anlatimda varolan birim isle¢, bir anlamda etkisiz

Vo= —ad,+aet 0 H, (_iﬁ <z;>> e (3.23)

oldugundan, 1 ile degistirilmistir. Bu deg8isim, yalinca ayirdina varilabilecegi gibi,
Ozelsizlikten herhangi bir yitime neden olmaz. Birim islecin tiim {isliileri birim
islecin Oziine esit oldugundan onlarin tiimii katsaymnin saginda tek bir ¢arpan gibi
yorumlanabilir. Bu carpan ise, toplamdizide ilgili sendelenim isle¢lerinin iisliilerine,
onlarda bir degisiklige neden olmaksizin, gomiilebilir. Bu nedenle de birim islecin

katsayilarda 1 ile degistirimi gecerli bir islemdir.

(3.22)’in her iki yaninin beklenen degeri alinir ve beklenen deger alis isleminin

dogrucul bir eylem gerceklestirdigi gozoniinde tutulursa, bu an icin yakinsayis
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sorununa odaklanilmaksizin, yalnizca bi¢imcil olarak calisaraktan, asagidaki esitlige

ulagilabilir.

oo

V(@) = LVa(9;) (3.24)

n=0

Sendelenimsizlik Ereyi (ing: Fluctuationlessness Limit) bir iglecin sendelenim
aciliminda {iisliileri goriinen sendelenim isle¢lerinin her birinin sifir islecine gotiiriiliisii
durumunda elde edilecek anlatim olarak tanimlanir. Bu tamima gore yukaridaki

gizilgii¢ islevi icin sendelenimsizlik ereyi yaklastirnmi agsagidaki gibi yazilabilir.
~ -~ k(G2 -~
V(q)%VOI:(x<e2<q> —1)1 (3.25)

Buradan, sendelenimsizlik ereyinde gizilgiiciin beklenen degeri icin asagidaki esitlik

yazilabilir.
(V@) = Vo=a(e2@ —1) (3.26)

Bu anlatim, sendelenimsizlik ereyinde, gizilgiiciin beklenen degerinin, konum iglevi
yerine konum iglevinin beklenen degerini yerlestirmek iizere, Basal Devinbilim’deki
gizilgii¢c islevine esit oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla, beklenen deger devinim
denklemlerinin de, Basal Devinbilim denklemlerine doniisecegini gérmek hi¢ de giic
degildir. Sendelenimsizlik ereyinde calismak demek, belli konumlarda destegi olan
Dirac delta islevi gibi davranan dalga islevleriyle ¢alismak demektir. Bu durum,

Ehrenfest Kanitsavi ile de tutarlidir.

Herhangi bir sendelenim isleci, tanimi geregi sifir beklenen degerlidir. Bu yiizden,
sendelenim acilimlarinda sendelenim ereyinden sapis nitelendiren ilk anlatimlar
sendelenim isleclerinin ikinci dereceden {isliilerinin beklenen degerleridir. Daha
yiiksek dereceden iisliilerin beklenen degerlerinin iis arttikca azaligi i¢in dalga islevinin
olabildigince sonlu sayida konumcul yogunlagimlar gosterisi gerekmektedir. Burada

bu diizeyde igerikle yetinecegiz.

3.2.2 Erkede sendelenim ve erkede sendelenim isleci

Yalitilmig, yani ¢evresiyle etkilesimde bulunmayan bir dizgenin Hamilton isleci
ozerktir. Bir iglecin 6zerk olusu bir degiskene agik olarak bagimli olmadig1 anlamina

gelir. Eger degisken zaman ise dizge zamandan bagimsiz (ing: time-invariant) dizge
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olarak da adlandirilir. Bu dizgenin Hamiton islecinin zamana gore tiirevi O olur.
Bu sonucu Hamilton iglecinin 6ziiyle Poisson kiimesimgelisinin sifir isleci olusu
gerekliliginden de gormek olanaklidir. Bu durum, bizi yalitilmig nicem dizgenin

Hamilton iglecinin beklenen degerinin zamanla degismez oldugu yargisina ulagtirir.

Ozerk Hamilton islecinin degismez olan beklenen degerini baslangicta da gecerliligi
cagristirmak iizere Hy ile simgelersek, Hamilton islecinin sendelenim isleci icin

asagidaki tanimi yapabiliriz.

oy = H — Hyl (3.27)
Dizge Hamilton isleci dizgenin toplam erkesiyle ilgili oldugundan (3.27)’deki tanimi
“Erkede Sendelenim Isleci” olarak adlandirmak olanaklidir. Bu islecin de beklenen
degeri 0 olmalidir. Ancak, bu islecin iki ve daha yiiksek art1 biitiinsay: iisliilerinin
beklenen degerlerinin O olusu i¢in bir gereklilik yoktur. Dolayisiyla, bu beklenen

degerlere “Erkede Sendelenim” demek olanaklidir. Eger,

%@yz(ﬁ“> j=0,1,2,... (3.28)

tammlar1 yapilacak olursa (¢;(r)) islevine “Erkede j. Kerteden Sendelenim” adi

verilebilir.

3.2.3 Zamanda sendelenim acilimi

Beklenen deger deviniminde isleclerin beklenen degerlerinin tiirevlerini alirken
beklenen degerlerin toplamdizi agilimi ile yazilabilir olusundan yararlanabiliriz. Bir
islecin beklenen degeri, (0), t = 0 konumunu da igeren belirli bir aralikta tanimli ve

tiirevlenebiliyorsa Maclaurin toplamdizi agilimiyla

1

(6) (1) = i (2)) ¢ (3.29)

=v
bicimcil (ing: formal) olarak yazilabilir. Burada, 0 altsimgesi beklenen degerin

baglangi¢ dalga islevi tizerinden tanimlandigini, () iistsimgesi ise zamana gore j.

tiirev katsayis1 oldugunu gosterir.

Bu toplamdizi ac¢iliminin (3.29) da bir sendelenim agilimi oldufunu gostermek
olanaklidir. Poisson kiimesimgelisini, tanimbolgesi bir islegler kiimesi olan, bir

“Yetkinisle¢” olusu ozelligini kullanarak D simgesi ile tikiz bicemde (3.9)’da
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yazmustik. Islecin beklenen degerinin zamana gore birinci ve ikinci tiirevleri sirasiyla
(3.10) ve (3.13)’'te elde edilmisti. Yetkinigle¢ tanimi isle¢ beklenen degerinin j.

tiirevinin asagidaki gibi yazimina olanak saglar.

d’ (o o~ ,
% - <Dfo> (1), j=01,2,.. (3.30)

D yetkiniglecini kullanarak (3.29) esitligini yeniden yazacak olursak
@)=Y, 5 (D), ¢ @31
j=0
elde edilir. Buradaki yapinin varolabilisi i¢in en azindan, tiim katsayilarin sonlu ve
essiz nitelikli olusu gerekir. (3.31)’in sendelenim ile olan ilgisini agiga ¢ikarmak
icin yetkinislece odaklanimda yarar bulunmaktadir. Bu dogrultuda asagidaki esitlik

yazilabilir.

Do ={A,6} = {9u+Hol .5} = {5} (3.32)
Bu esitlik, sendelenim iglecinin bir carpan degistirge ile 6lceklenimi durumunda, dizge
yetkiniglecinin de o ¢arpan degistirgeyle o6lceklenecegi anlamina gelir. Bu durum,
D yetkinislecinin yalnizca 6zii i¢in degil onun eksi olmayan tiim biitiinsay1 usliileri
icin de gecerlidir. Bunun nedeni, bu yetkinislecin dizge Hamilton isleci yanisira
erkede sendelenim isleciyle de Poisson kiimesimgelisi olusudur. Dolayisiyla, eger, D
yetkinigleci bir carpan degistirgeyle dlgekleniyorsa, onun herhangi bir eksi olmayan
iisliisii de bu carpan degistirgenin bu eksi olmayan {isliisiiyle dlceklenir. Bu da,
(3.31) ile verilen acilimin bir sendelenim acilimi oldugu anlamina gelir. Ancak,
burada sendelenim “erkede sendelenim” tiirtindedir. Bu nedenle, (3.31) ile verilen

toplamdizinin, o islecinin beklenen degerini “Erkede Sendelenim Agilimi” olarak

adlandirabiliriz.

3.2.4 Uyumsuz nicem salingac icin sendelenim aciliminda yakinsakhik

Zamanda Maclaurin toplamdizisi ile verilen Erkede Sendelenim Acilimi, ilgilenilen
dizge ve islece bagimli olarak yakinsayabilir ya da yakinsamayabilir. Yakinsamayisin
otesinde toplamdizi katsayilarindan sonlu ya da sonsuz bir kesimi, tiimlevlenemezlik

nedeniyle, tanimsiz olabilir.

Burada, bakigik (ing: symmetric) iistel uyumsuz salingag icin toplamdizi katsayilar

ve toplamdizi yakinsayisi iizerine odaklanilacaktir. Bu amagla, o islecini konum isleci
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(g) olarak alahm. Bu konum islecinin beklenen degerinin ve tiirevinin baslangic

anindaki degerleri

(q)(0)=qo (3.33)
d(q) ., _ Po
S 0) = n (3.34)

esitlikleriyle tamimlanir.  Burada, ¢go ve po, sirasiyla, konum ve devinirlik
isleclerinin baglangic beklenen degerlerini simgeler. Bu baglangic degerlerinin
sonlu kalip kalmayacagi, biitiiniiyle, baslangic dalga islevinin yapisina bagimlidir.
Inceleyislerimize, oncelikle, Gauss dalga islevi ile baglayacagiz. Bir nesnecikli durum

icin birimboylulastirilmis Gauss dalga islevi

| b,
e ‘% (3.35)

Vo (x) = ——
(2nc3)!

esitligiyle tanimlanir. Burada, oy ile simgelenen degistirge

o0 =1/(3%)o — (3)5 (3.36)

esitligiyle tanimlanan, baglangic anindaki sendelenim anlatimlarinin ilkinin (ilgili
sendelenim islecinin dordiiliiniin beklenen degeri) dordiilkokiine (karekokiine) esit
olan degerdir. Bu deger, “Gauss Dalga Cikin1” (ing: Gauss Wave Packet) olarak
adlandirilabilen bu iglevin x = go konumunda tepe olusturan yapisinin, bu konum

cevresinde ne diizeyde yayildigini betimler [100].

Beklenen degerin Erkede Sendelenim Agilimi’nin ilk iki katsayisinin belirleniminde,
baglangic verileri ve sendelenimleri sonlu kaldik¢a, herhangi bir sonsuzlukla
karsilagilamayacag1 (3.33) ve (3.34)’den yalinlikla goriilebilir.  Oteki katsayilari
incelemek i¢in Hamilton iglecinin, oteki islecler ile Poisson kiimesimgelilerini
kullanarak bagintilar olusturmak gerekir. ~ Burada, yalnizca, konum islecine
odaklanarak bagladigimizdan konum igleci sendelenim aciliminda ikinci tiirevli

katsay1y1 belirlemek icin,

S 1 2 n*
~ R VA W L Dt v o~ > (4) [~
{alar@p= - vara-vara+s;:M"ae
+ Llar@sr@n (337)
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(biraz daha 6zelsiz) bagintisin1 kullanmak olanaklidir. Bu bagintida, f Maclaurin top-
lamdizisine acilabilen, yalnizca konum islecine bagimli, tek bagimsiz degiskenli bir
islevi, H Hamilton islecini, V ise 6zerk, 6teki deyisle, zamandan bagimsiz olan gizilgiic
islevini simgelemektedir. Durum, yalnizca uyumsuz iistel salingacla kisitlanmamis ve

biraz daha 6zelsiz tutulmustur. Bu esitligin her iki yaninin beklenen degeri alinacak

olursa
2 AN
P v @r@o-2v@r@o
2
b (@) 0+ (A @+ @A) o) 633)

esitligi elde edilir. Burada f(g) = g alinir ve gizilgii¢ olarak bakisik uyumsuz nicem
salingacin gizilgiic islevi alinip, baglangi¢ aninda deger belirleyisine gidilirse, f”(q) =
0 ve f*(g) = 0 olacagindan (3.38)’nin son ii¢ terimi sifirlanir. Buna gére konum
islecinin beklenen degerinin zamana gore ikinci tiirevinin baglangi¢ anindaki degeri

2/ 1 . (= ‘10 +ky2

4 (q) 0) = —— (kge:?) = dxxe s (3.39)
2

dt K 0 271'62

esitlifiyle belirlenebilecek duruma gelir. Ancak, bu esitlikteki tiimlevin taniml
olabilisi i¢in asagidaki kosulun saglanimi gerekir.

1 k
——=>0 3.40
20; 2 (3.40)

Ikinci tiirevli katsayinin belirlenimi, aslinda, ilk sendelenim anlatiminin belirlenimi
anlamina gelir ve bu belirlenimde ortaya ¢ikan bu kosul, daha 6nce uyumsuz salingag
degistirgesi (k) i¢in Ongoriilen gercel arti degerlilik kisitini, (3.40) ile tanimli sonlu
aralikta art1 degerlilige indirger. Boylece, k degistirgesi icin ilk sendelenimde tanim
aralig1 biiziiliisii gézlemlenmis olur. Ikinci tiirevli katsayida ortaya ¢ikan bu durumun
oteki tiirevli katsayilar icin de olup olmadigini incelemekte yarar vardir. Bu amacla

liciincii tiirevli katsayiya bakalim.

U (5 (5, (i)}

Burada, f(¢) = g alinir ve dizgemize 6zgii gizilgii¢ kullanilip (3.37) de odaga alinirsa

baglangic an1 i¢in

) - —ﬁ<{ﬁ,v' @}} 0

- <p "(@)+V"(@)Pp)(0) (3.42)
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esitligi elde edilebilir. Bu esitlik belirtik olarak yazilirsa ortaya c¢ikan tiimlevde
k lizerine yeni bir kisit gelmeyecegi goriiliir. Bir Ozelsizlestirime gidebilmek i¢in

dordiincii tiirevli katsayiy1 da incelemek gerekir. Asagidaki bagint1 kullanilarak,

(A" @+v"@p} = {Hp}v" @+ <>{Hp}
+p{HV” )} Av A}ﬁ
= ' @V"@+p{AV
{ AV'@G } (3.43)

dordiincii tiirevli katsay1 i¢in

LD (o) - sz (Y @V @+ (V' @)+ {AV @} 5) ) G4

bagintisina ulasilir. Buradan goriilebilecegi iizere, sag yan birinci anlatimda gizilgiic
ustel iglev yapisinin dordiilii goriinmektedir. Bu durum, beklenen degerdeki tiimlev
belirlenebilirligi icin k lizerine yeni bir kisit getirecektir. Tiimlevin sonlu kalabilisi
icin

1

— k>0 (3.45)
260

kisitinin saglanimi gerekir. Bu durum k’nin de8erinin daha kiiciik bir sonlu aralifa
kisitlanimina neden olur. Bu inceleyisler siirdiiriiliirse, kertesi 2 nin biitiin katlar1 olan
tiirevlerdeki beklenen deger belirlenimlerinde, kertenin yaris1 derecesinde gizilgiic
carpanlar1 goriilii.  Ozelsizlestirmek istersek, kertesi 2m olan tiirevli terimdeki

beklenen deger i¢in tiimlevin yakinsayisinin kosulu

1

— —mk >0 (3.46)

G
olarak ortaya cikar. m degeri yiikseldikge, k’nin alabilecegi deger aralif1 gittikce
kiigiiliir. m sonsuza giderken bu aralik sifira gider, 6teki deyisle £ = 0 i¢in yakinsayistan
sozedilebilir. Sonug¢ olarak, g’nin beklenen degerinin, arti k degerleri icin, #’nin
isliileri olarak toplamdizi a¢ilimi sifir disinda higbir ¢ degeri i¢in yakinsamaz. Bu
durumda, bu beklenen deger tanim1 disinda bagka beklenen deger tanimlarina giderek
yakinsayis saglanimina ¢alisilabilir. Ya da baglangi¢ dalga islevi yapisi, yakinsakligin
kazanimina uygun bi¢imde secilebilir. Bunun i¢in gelecek altbolimde Gauss dalga

cikininin getirilerinden uzaklagima ¢alisarak yeni bir 6zelsizlestirilmis baslangic dalga

cikini tanimlayacagiz.
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3.3 Ozelsizlestirilmis Dalga Cikim

Konum ve devinirlik igle¢lerinin baglangi¢ beklenen degerlerinin belirlenimi siirecinde
degerlerin sonlu kalip kalmayacagi sececegimiz baslangi¢ dalga islevi ile dogrudan
ilintilidir. ~ Ayrica, beklenen degerlerin sendelenim agilim katsayilarinin sonlu
kalip kalmayacagi, sendelenim agilimlarinin yakinsayip yakinsamayacagi da, yine,
baslangic dalga islevi ile dogrudan ilintilidir. Gauss dalga islevinin tanimli dizge i¢in
sonsuzlugu bastirmada yetersiz kaldigi, onceki altboliimlerimizdeki gézlemlerimizde
gorilmiistir. Bu durumda, dalga islevimizi 0yle Ozelsizlestirmeliyiz ki, dizgemizi
tanimlayan iistel gizilgii¢ islevinin sonsuzda biiyliyiisiinii bastiracak ve boylelikle
yakinsayisi saglayacak anlatimlar icersin. Bunun igin, u(x) ile simgeledigimiz bir iglev
alalim. x = 0’da sifir degeri alan ve x’in artimiyla tekdiize artan u(x) ile baglangic dalga

islevini agagidaki gibi yeniden diizenleyelim.

2\
<27r6(§”) )
(dev)

Burada ug, u(x) islevinin baslangic degerine, u, ~ de tiirevinin —i# ile carpiminin

baslangi¢ degerine karsilik gelmektedir. G(g") da u(x)’deki baslangi¢ sendelenimini

)|Ze (3.47)

Il
<
-

Vo (x)

verir. Gauss dalga ¢ikininda u(x), x olarak alinmustir. Ancak, x degerindeki artig
gizilgiic degerindeki artisa gore ¢ok yavas kalmakta ve bu da yakinsayis araliginin
tek bir konuma doniisiimiine neden olmaktadir. Segilecek u(x) islevi gizilgii¢ islevinin

(V(x)) yapisina bagimli olmalidir. Coziimleyislerde (ing: analyses)

u(x) = /Oxdy\/V(y) (3.48)

gibi bir tanimin ise yarayabilece8i gozlemlenmistir.
k2
Vix) =« (eZ = 1) (3.49)

bi¢iminde tanimlanmusg bir gizilgii¢ islevi i¢in, elimizdeki kosullayisa gore, u(x)

u(x) = /Oxa’y\/V(y) = :F/Oxdyai (ekZ - 1) 2 (3.50)

ile tanimlanan bir anlatimda bulunmalidir. u(x) ile betimlenen yeni bagimsiz degiskeni
ile ileri ¢dziimleyiglerde, timlev altinda doniisiimler yapilmali ve tiimlevler u(x)’e
bagimli duruma getirilmelidir. Bu degisken doniisiimii gerceklestirilirken, degiskenin
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eski degiskene olan bagimlili§i hep tekdiize (artan ya da azalan) olmalidir. Bu
nedenle, dordiilkok alis islevinin getirdigi dallanig ele alinmali ve u(x)’in her iki imlisi
(isaretlisi) secenek olarak ¢iktiginda, im Oyle iyi se¢ilmelidir ki ortaya ¢ikan u(x) islevi

x, —oo’dan +oo’a dogru degisirken hep artan kalsin.

Bu asamada tiimlev alip sonuca gitmek yerine yanagik (ing: asymptotic) ¢oziimleyis
yoluyla bir oOl¢iin islev (ing: gauge) elde ederek coziim gerceklestirmek amaglan-
maktadir. Coziimiin belirlenisi eylemine girismeden Once tiimlev altindaki anlatimi

diizenlemek icin yeni bir degisken (z) tamimlayarak bir doniisiim gerceklestirmek

ZE(J¥—1>{$yZVEUM1+f»§ (3.51)

21 -1 1
dy = /== (In(1+7%)) 2 27d
y \/;Z(n( +z)) H_Zzzz

2 z
\/;\/ln(l%—zz)(l—i—zz)

yazabiliriz. z, y arttik¢a artan bir bagimsiz degiskendir. Tiimlevin u¢ konumlarini da

istersek

(3.52)

yeni de8iskene gore diizenleyelim.

e 2 —1 z
$\/_\/7/ ViIn(1+22) (1+22) (329

Tiimlevin u¢ konumlarin1 degismez kilmak i¢in z degiskenini dl¢ekleyelim. Bunun
1

2 2
icin son esitlikte z gordiigiimiiz her yere z <ek§ — 1) yazarsak

- i)

)
X / dz (3.54)
2 2
(1 () (4 (5 1))
sonucuna variriz. Boylelikle, x sonsuza giderken u¢ konumlarda olusacak

biiyliyiislerden kurtulmus oluruz. Elde ettigimiz, (3.54)’te verilen esitligin, tiim
yalinlagtirrmlardan sonraki yanasik davranigini ¢oziimleyerek bir 6l¢iin iglev elde edise

cabalayalim.

2
x sonsuza giderken (ekz — 1) de sonsuza gider. Bu yapiy1 evrikiistel (logaritmik)

yapilardan disar1 ¢ikartarak ¢oziimleyise baglayalim.

2 2 1
1+G%_Q£:G%_QGM-M ) (3.55)
ez —1
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12 2 1
In <1 + <ek2 — 1) Z2> =1In (ekﬁ — 1) +In <Z2_|_ — ) (3.56)
ez —1

(3.54)’de yerine yerlestirimle

u(x) :$\/a\/%\/ 4 1

1 ZZ
X / dz (3.57)
0 2
In (ekT — 1) +In (z2—|— — ) <Z2—|— — )
e 2 —1 e 2 —1
2
yazilabilir. x sonsuza giderken, 1/ (ekz — 1> sifira gider. Boylelikle,

1

2+ — 72 (3.58)

ez —1

elde edilebilir.

Yanagik bi¢imde geriye kalan pay ve paydadaki z2’ler birbirini gotiiriir. Evrikiistel
2

anlatimlar igerisine bakacak olursak, In <ek§ — 1) , x sonsuza giderken, ln(zz)’nin

yaninda daha tez biiyiir. Oteki bir deyisle, ¢ok cok biiyiik x degerleri i¢in In(z?) gozard:

edilebilir. Andiran bigcimde, yanasik olarak iistel anlatimin yaninda 1 gdzardi edilebilir.

2 2 2
In (ek; _ 1) ~1n (e"’é> - % (3.59)

Artik, u(x) i¢in yanagik olarak elde ettigimiz islev

200 | i2 1
T ¢ ek2—1/ dz !
k 0 kx2
V 2
2

kx:
2 21 24/ 2 =1
o e (360

Q

u(x)

X

olarak yazilabilir. Aslinda, yanasik acilim daha ilerilere gotiiriilerek islev hem
yalinlagtirilabilir hem de nitelikte etkinlestirilebilir. Ancak, burada 6zen gosterisimiz
gereken birkesim olgular bulunmaktadir. Oncelikle islevimizin, x, —co’dan +oo’a
giderken tamimli olusu gerekmektedir ve bu aralikta islevin artan nitelikli olus
gereksiniminden sozetmigtik. Bu durumu, u(x)’in + degerlisini alarak denetleyecek
olursak, x = 0 bu islev i¢in bir tekil konum olmaktadir. x, 0’dan sonsuza giderken,
tiste] kesim daha tez bicimde arttif1 i¢in, islev sonsuza gitmektedir. x, 0’dan eksi
sonsuza giderken ise, islev eksi sonsuza gitmektedir. Bu durumda artanlik olgusu

varolmaktadir.
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x = 0’da tanimsizlik durumu, paydadaki x’in yanina sonsuzda sonucu degistirmeyecek
bir degismez eklenerek ortadan kaldirilabilir. Yap1 degisir ama istenen olgular da elde

edilmis olur.

Burada, yanagsik ¢éziimleyiste, ilk anlatimi, 6teki bir deyisle, en baskin anlatimi aldik
ve tiirlii gozardi edisler gerceklestirdik. Ancak, bu davranis ortaya baska sorunlar
cikarmigtir. Bu durumda, x’in ¢ok biiyiik degerlerinde, sonucu degistirmeyecek,
gozardi edilebilir ekleyigler ile sorunlarin ¢oziilebilecegi anlagilmistir. Bu bi¢cimde
dalga cikimi olusturumu, inceleme, dogrulayis ve uygulayis kesimleri gelecekte bir

arastirim konusu olabilecek bicimde burada sonlandirilmistir.
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4. BEKLENEN DEGER DEVINIMi VE UZAY GENISLETIMIYLE iKiNCi
DERECELILIGE INDIRGEYIS

Onceki boliimlerde, Schrodinger denklemindeki gore tiirevli denklemi ¢ozmek
yerine igleclerin beklenen degerlerini ve dalga islevinin baglangi¢c anindaki yapisini
kullanarak siradan tiirevli denklem kiimesi olusturup, coziisii yegleyecegimizden
sozetmistik. Bunun igin, oncelikle, tanimli dizge Hamilton igleci ile devinirlik (p)
ve konum (g) isleglerinin Poisson kiimesimgelilerini (2.46) ve (2.47)’de asagidaki gibi

belirlemistik.

~ 1
Ag}=-p (.0
V-
Bilgisayimlarimizda isle¢ cebirini kullanarak calisabilmek i¢in 6geleri devinirlik ve

konum iglegleri olan asagidaki gibi bir dizge yoneyi (§) tanimlamistik.

_| P
{ G } (4.2)

)
Il

2 2
I

Dizgeyi tanimlayan gizilgii¢ islevi (2.4)’te bulunan iistel yap1 (4.1)’deki birinci
bagintinin bir iistel yapr icerisine neden olmustur. Bu durum, isle¢ dizey cebiri
kullanirken devinim bagintilarinin sonlu sayida anlatim ile gosterilisi olanagini ortadan
kaldirir. Bu da, istedigimiz baginti yapilarina ulasimimizi giiglestirir. Bu yapida
tanimlayacagimiz bir dizge yoneyinin (4.2) Hamilton igsleci ile degistirimi, sonsuz
sayida katsay1 iceren ve dizge yoneyinden olusturulacak genisletilmis yoney iizerinde
yapilanan, Kronecker iislii toplamdizi nitelikli, bir dogrucul birlesime gotiiriir. Oysa,
bu tiirde, ancak, sonlu sayida anlatim iceren yapilar yeglenecek durumdadir. Uzay

genisletimi ile bu sorun agilabilir.

Bu boliimde onceki boliimlerde soz edilen dogabilimcil birimsizlestirim uygulan-
madan bagmtilandirim yapilmistir. Sav kapsaminda yazilan bildirilerde bilgisayimlar
bu bicimde yapildig1 icin bu boliimde de bagintilarin ayn1 bicimde verilmesi uygun

goriilmiistiir. Istenildiginde Schrodinger denkleminin dizge Hamilton isleci ile ilk
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yaziminda, ya da elde edilen son bilgisayim bagintilarinda 7, u, o degistirgeleri 1

alinarak, ve k yerine k yazilarak dogabilimcil birimsizlestirim elde edilebilir.

4.1 Uzay Genisletimi ile Ikinci Derecelilik Saglanis:

Sav kapsaminda ele alinan iistel gizilgiiclii dizge sorununa (2.8) bakacak olursak,
sonsuzda son derece karmagsik tekilligi bulunan {istel islevin degiskenine gore
tirevinin, oziine (islec nitelikli) es olus (ing: self-adjointness) ozelligi ¢oziime
onemli katkilar saglar. Ustel islevin sonlu sayida degistirgesinin iisliilerine dogrucul
bagimlilif1 olmayisina karsin iglevcil bagimhiligi vardir. Bu da bize (4.1)’de ortaya
cikan iistel yapiy1 yeni bir bagimsiz degisken olarak tanimlayip, dizge yoneyine bir
0ge olarak eklenimiyle, genisletilmis bir uzayda ¢alismak olanagi verir. Bunun igin,

oncelikle asagidaki gibi yeni bir dizge yoneyi tanimi1 yapalim.

51 2

s=| 5 | = q 4.3)
PN )
53 e24d

Beklenen deger deviniminde kullanilmak iizere isleglerin Poisson kiimesimgelilerine

bakacak olursak asagidaki esitlikleri yazabiliriz.

AN AN AN AN AN A~

=5 (515253 + 535251 | 4.4)
u

(4.4)'ten goriilebilecegi lizere, gerceklestirdigimiz uzay genigletimi, esitlikleri
biitiin anlamiyla dogrucul duruma getirememistir.  Birinci ve {igiincii esitlikte
cokcokterimlilik (ing: multinomiality) goziikmektedir. 11k iki esitligin en sag yaninda
elde edilen bagintilar onceki boliimde de elde edilmisti. Burada, esitlikler, yeni
tanimlanan §3 6Zesi ile yeniden yazilmis ve boylece ikinci dereceden ¢okcokterimlilik
elde edilmigtir. Ancak, iiclincii bagint1 yeni elde edilmis olup sag yanda iiciincii
dereceden c¢okcokterimlilik ortaya cikmistir.  Dogrucul olamayis durumundan
kurtulamasak da, sonlu sayida anlatim igeren esitlikler ile calisabilmek i¢in, yine de,
0zel olan yapilar1 yegleriz. Bunun i¢in, en yalin dogrucul olmayan yap: olan dordiil
[32,36,37,46,47,50, 65, 101, 102], oteki deyisle, ikinci dereceden ¢okcokterimli bir
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esitlik kiimesi, ¢oziimleyisleri daha yalinlagtiracaktir. Esitliklerin istedigimiz yapiya
gelisi i¢in yeniden uzay genisletimine gidebiliriz.
(4.4)’tin son yataysirasinda ortaya c¢ikan esitligi, liclincii dereceden ikinci derece
cokcokterimlilige indirmek icin ikili ¢carpimlart anlatan yeni dizge yoneyi dgelerini
asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

54 =553 = 5352 (4.5)

55 = 5251 (4.6)

G=[f % % & 5] (4.7)

(A5} ={A55} = {A5}5+5{05]
1 . ik - .~
= —5] 3+—[82S1S2S3 +S2S3S2S1] 4.8)
u 2u
{I:\I,:S‘\S} - {A7§2/\1} - {H,S‘}}Sl +SZ {I:\I7Al}
1.
:ﬁf OUKS>5)53 (4.9)

esitliklerini elde ederiz. Yeni tanimlar ve elde edilen esitlikler ile
~ ~ ~ I
{H,Sl}:—OCK.M {H,SQ}:—SI
u
{ﬁA} K(AA+AA) {PAIA} IAA+K(AA+AA)
,83 ¢ = o (5154 + 5451 ,84 ¢ = —5153 + 5 (5554 + 5455
2u H 2u
~ 1. o~
{H,S5} = ﬁslz — OKS2S4 (4.10)
ikinci dereceden ¢okcokterimli esitlik kiimesini yazabiliriz.

S ile tammladifimiz, ogeleri, esitliklerimizin bilinmeyenleri 51,55 ve, uzay
genisletimlerde kullanmak iizere yeni tanimlanan, s3,54,55 olan dizge yoneyi ve de
onun ikinci Kronecker iisliisiinii kullanarak (4.10)’da elde ettigimiz esitlik kiimesini
tikiz (ing: compact) bir bigimde yazmak olanaklidir. Bunun igin, Oncelikle Sg

yoneyinin ikinci Kronecker uisliisiinii yazalim.
SG —[Sl S1S2 S1S3 S1S4 S1S5 S2S1 S2 §5283 §284 §2855
S381 5352 53 8354 355 5451 S452 S453 57 S5
~~ o~ ~~ 07T
5551 S552 $553 S5854 ssz] “4.11)
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(4.10)’da elde ettigimiz esitliklerin sag yan katsay1 toplamecil anlatimlarini

1
— T T
Hl _——e5726571 — aKe57le574

K T
Hy=—es;3(es Qess+ess®es)

2u
1 K T
+ 595,4 <es,1 ®es3+ ) (es,4 Xess+ess es,4)>
1 T
+ 56575 (6571 ®es | — oKes ) ®65_‘4) 4.12)

biciminde tanimimi yaptigimiz H; ve H, katsayi dizeylerini kullanarak bir araya
toplayabiliriz. Burada es ;’ler bes boyutlu Kartezyen uzayin i. 6gesi 1, oteki 6geleri 0,
olan birim yoneyleridir. (4.11) ve (4.12)’yi kullanarak Hamilton islecinin genisletilmis

islec dizge yoneyi ile Poisson kiimesimgelisi
ThR GRS B S®2
{H7SG} — HSg+HsE (4.13)

bagmtistyla verilebilir.  Isleclerin beklenen degerlerinin zamana gore tiirevini

yazabilmek icin, elde ettigimiz bu tikiz esitlik kiimesi (4.13)’ii kullanabiliriz.

d<§§t> (t) — <{f_j,§G}> =H, (55) (1) +H, <§é§2> (1) (4.14)

Esitlik kiimesinin yapisinda gergeklestirdigimiz bu degisiklikler isimize yarayacak
nitelikte olsa da, katsay1 dizeyleri H; ve H)’nin dizey yapisindan kaynaklanan
nedenlerden dolayi, bu siradan tiirevli denklemi ¢6zmek Oyle pek de yalin
olmayacaktir. Burada, Kronecker carpimlar ile elde edilecek iisliilerde olusan esnek
yapilar1 kullanarak, katsay1 dizeylerini arastirimimizi yalinlagtiracak bi¢imde yeniden
elde etmek olanaklidir. Bundan sonra, 6niimiizdeki asamalarda yalinlik saglayabilmek
icin, genisletilmis dizge yoneyini simgeleyen S yerine altsimge (G) olmaksizin S

kullanacagiz.

4.1.1 Evrim dizeyinin sifir 6zdegerli 6zyoneyleri

(4.14)’te elde edilen esitlik kiimesi, aslinda, E sayilabilir sonsuz bir dordiil (kare)
dizeyi simgelemek iizere, tek bir tikiz yoney esitlikle de verilebilir. Bu tikiz esitlik

kiimesi,
§®0 (t)

o®l
X(1) = g@zi 8 @.15)
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tanimu iizerinden,

5<% (0
dx @13 (0)
dE‘t) = EX(t), X(O) = g/:\®2§ (O) (4.16)

yapisinda verilebilmekteydi. Bu denklemde, E zamanla degismeyen “Evrim Dizeyi ni

simgelemekteydi.
o (4.17)

Buradaki Evrim Dizeyi, daha 6nceden iiretilen bulgular baglaminda, 6bek kosegencil

(ing: block diagonal) yapidadir ve sifir olmayan 6bekleri asagidaki esitliklerle verilir.

i .

Ej ;=Y LreH ol  j=012,.. (4.18)
k=0
i P 4

Ejjn=Y I emely’™,  j=012,.. (4.19)
k=0

(4.16)’nin degismez ¢oOziimiiniin varligindan s6zedebilmek i¢in H; dizeyinin sifir
Ozdegerinin varolugu gerekir. Eger bu varlik gecerliyse E; ; ile simgelenen 6begin de
katlh sifir 6zdegerleri olacagini gostermek olanaklidir. Bu ise, sayilabilir sonsuzluklu
E dizeyine sayilabilir sonsuz kathilikli sifir 6zdeger olarak yansir. Bu 6zdegere karsilik
gelen 6zyoneyler, sonsuz sayida esneklikler icerebilen sayilabilir sonsuz sayida 6geler
iceren tek bir simge ile, u ile, simgelenirse, 0 sayilabilir sonsuz sayida ve 0 degerli 6ge

iceren yoneyi simgelemek iizere,
Eu=0 (4.20)
ya da, 0s; ile 5/ 6geli sifir yoneyi simgelenmek iizere, onun 6zyineleyisli yaziligt olan
E;u,+E; i juj =05, j=0,1,2,.. 4.21)

denklemlerinin saglanimini gerektirir. Cebircil nitelikli olan bu 6zyineleyisin ¢oziimii-
niin belirlenimi, bu savin yan amaglarindan biridir. Bu an i¢in de bu sorunun dogrudan

coziimiine gecilmeyecek ve altyap1 olusturumu siirdiiriilecektir.
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4.2 Olasikhkal Evrim Kurami ve Ozyineleyisli Denklemler

Onceki béliimlerde ayrintilart verilmis olan Olasilik¢ll Evrim Kurami ve Evrim
yetkinisleci ile (4.14)’lin ¢oziimii icin Ozyineleyisli denklemler elde edilebilir. Bunun
icin oncelikle dizge yoneyi s(¢)’in Kronecker j. iisliisiiniin beklenen degerini elde
edebilecek denklemi yazmak gerekir. Bu dogrultuda gecerli olacak olan siradan tiirevli
denklem

d{s®H(1) & . .
<d—t>:l_2‘6Ej7, <s®l>(t), j=0,1,2,... 4.22)
gibi bir anlatim ile yazilabilir. Katsay1 dizeyleri E;; ile verilen Evrim dizeyi 6bekleri
Leibniz kurali kullanarak

L —1—k

Ej =Y I¥oH, ;1oL %, j1=0,12,.. (4.23)

k=0

esitligi ile verilen anlatimlarla tanimlanirlar. H; ve Hj dizeyleri bir 6nceki boliimde

(4.12) sirasayihi esitlikte yazilmisti. (4.23)’de verilen esitlikteki H,,,’ler ise m = 3,4, ...
icin sifir dizeyleridir. Boylelikle, (4.22) yerine

d{s% , '
<Sdt> (t) =E;; <’§®j> () +E; 41 <’S\®j+1> ), j=0,1.2,.. 424)

Ozyineleyigli siradan tiirevli denklemi yazilabilir. Baglangi¢ degerleri ¢+ = 0 aninda

<§®j > (0)’1arla verilen (4.24)’iin 6zyineli tiimlev yapisindaki ¢6ziimii asagidaki gibi

yazilabilir.
. . t .
<§®J> (t) — CtEj’j <§®J> (O) _|_/O dTe(l_T)Ej’jELj-l—l <§®]+1> (T) (4.25)
Burada ¢'iJ’lerin belirlenimine gereksinim duyulmaktadir. (4.23) esitliginden ¢ = j
icin
j—1 _
Ejj=Y K'oHel 7 j=012.. (4.26)
k=0

yazilabilir. Burada, sag yandaki toplananlarin aralarinda degistirimli oldugunu gos-
termek hi¢ de giic degildir. Bu gercgek, asagidaki iistel islev carpanlara ayrigtirimini

gecerli kilar.

Jj—1 ok @ j—1-k
E. (e e )
e = I Ie

k=0

(4.27)
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Buradaki her bir iistel carpan iislii toplamdiziye acilir ve dizey ¢arpimlarinin Kronecker

carpimlart iizerinde dagilabilirligi animsanirsa

j=1 j
etEj’j — H I?k ® el‘H] ®I;€l§>j71*k — (e[Hl) Q] (428)
k=0
tikiz anlatimina ulasilabilir. Eger,

F(r) =t (4.29)
tanim yapilir ve (4.28) ile birlikte (4.25)’te j = 1 i¢in kullanilirsa

(3) (1) = F (1) (3) (0) + /0 "dTF (1 — 1) Hy (8°2) (1) (4.30)

ara sonucuna ulagilir. Belirleyisi siirdiirmek icin <§®2>’nin saptanimina gereksinim

bulunmaktadir. Bunun i¢in (4.25) ve (4.28)’de j = 2 alinirsa

t
(892) (1) =F* (1) (8%%) (0) + / dTF (1 — 7)°2 (Hy © 1, + 1, 9 Hy) (5°%) (1)
0
4.31)
elde edilir. Bu sonug (4.30)’da kullanilirsa

(50 =F(0)(8) (0)+ [ duiF (e~ ) HoF (5) (572) 0)
+ /)&Tl Ofl doF (t — 7)) HoF (1) — T2)®2 (Hy ®1,+1,2H;) <§®3> (12) (4.32)

elde edilir. Sonunda daha tikiz bir yap1 ile ¢aligabilmek icin yeni tanimlar yapilabilir.

Oncelikle F (¢)’nin iistel bir islev olusundan yararlanarak

F(t—7)HF (7)%? = F (1) F (—7) HyF (17)%? (4.33)

H, (1) = F (—7)H,F (1)? (4.34)

tanimlar1 yapilir. Ozyineleyisli belirleyis adimlar1 Kronecker iic iisliisiiniin beklenen

degeri saptanip yerine konularak siirdiiriilebilir.
t e (A~
)0 =F0{E0)+ [ duta(2) 670
t _ T] . . o
+/0 drle(rl)/O dt (I, 2 Hy (1) + o (1) ®1,) (s%°) (0) +} (4.35)

Bu yap1 birkesim igle¢ tanimlariyla daha tikiz bir goriiniime kavusturulabilir. Bu dog-

rultuda, asagidaki bagintilandirima gidilebilir.

t Jj—1 . )
ﬂ,-f(z):/o dr(Z I,?"@Hz(r)@gl,?f—l—k)f(r), j=12,.. (4.36)
k=0
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) 0) ﬂ(r){i% T <§®f><o>} (437)
j=1

Bu bolimde ayrintilar1 verilen adimlar ile OLEVKU kullanarak ¢6ziim i¢in nasil
Ozyineleyigli denklem olusturabilecegimizi gormiis olduk. Elde ettigimiz bu esitlik
(4.37) ve bunu andiran esitliklere dayandirilan yapilar iizerinden belirlenimleri
bilgisayar betikleri kullanarak gerceklestirmek gerekir. Ayrica yontemi incelemek i¢in

yakinsaklik inceleyisleri de ele alinmalidir.

4.3 Degismezlik Eklenimli Uzay Genisletimi

(4.13)’te verilen dizge Hamilton islecinin genigletilmis isle¢ dizge yoneyi ile Poisson
kiimesimgelisi anlatimi egsiz degildir. Katsay1 dizeylerinde yapilacak diizenleyisler
ile baginti yeniden yazilabilir. Bunun i¢in tiirlii esnekliklere gereksinim vardir.
Dizge yoneyinin 6zii ve Kronecker dordiiliiniin 6geleri arasindaki dogrucul bagintilar
kullanilarak bu esneklikler elde edilebilir. ~ Bu asamada kullanacagimiz dizge
yoneyi (Sp) (4.7)’de tanimlanan dizge y6neyine bir bilinmez eklenerek yapilan uzay
genigletimi ile elde edilmis yeni bir yoneydir. Bu olgu calismalarimizda “Degismezlik
Eklenimli Uzay Genisletimi (DEUG)” olarak adlandirilmistir [54,56,94,95,101, 103—
106].

Oncelikle esneklik yaratimi icin bir degismez isle¢ (zamanla degismeyen isleg)
tammlayalim. Sg olarak yoneye ekleyecegimiz bu isle¢ birim isleg (@) ile sifirdan

degisik bir degismez a’nin ¢carpimi olarak tanimlanabilir.

-~

S¢ =al (4.38)

Hamilton isleci ile bu islecin Poisson kiimesimgelisi, isle¢ birim islecle orantili

oldugundan asagidaki gibi bulunur.
{ﬁs}} —0 (4.39)

Carpim islemlerinde sonucu degistirmeyen birim igleci bagintilarimiza eklemek icin 5g

tiiriinden yazabiliriz.

~ 1
[ = -5 (4.40)
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(4.40) esitligini kullanarak asagidaki gibi esneklik yaratacak denklemler olusturmak

olanaklidir.

1, 1. ~ B
—5——5=0 Bss — Esg =0 (4.41)
a a a

Burada f sifirdan degisik bilinmeyen bir degismezi simgelemektedir.

Yeni degismez isleci ¢calistigimiz dizge yoneyi (Sg)’ye ekleyerek alti 6geli bir dizge

yoneyi elde edelim.

N S6 |t A
S E|: (i}:[sl Sy 83 854 S5 S6]T (4.42)
al

Burada sp, DEUG ile olusturulan genisletilmis dizge yoneyini simgelemektedir. Bu

yoneyin Kronecker dordiilii 36 68e icerir ve asagidaki gibi yazilir.

Sp” = [sl 5152 5153 5154 5155 S1S¢ 5251 S 5253 $254 5285 5256
PPN BN NP NP PN PN GOSN, BN NP
§381 8382 83 83854 S$3855 8356 S4S51 S452 5483 Sq4 S455 S456
PPN PPN N, BPNPUPNS GNP NPURPNPUPCGNPGPC L I
§551 S582 8§553 S554 S5 $55¢ S6S1 S652 5653 S654 5655 s6] (4.43)
(4.10)’da elde ettigimiz denklem kiimesini yeni eklenen s ile sonucu degistirmeyecek

bicimde yeniden yazmak olanaklidir.

56 o~ PN
} = —OCK'S4—6 +Bs; — Esls(,
a a

—
sk
=)

1 56 o~ S
—51— + P52 — =55
a a

sl
3)

)
&)
I

== ¥

(5154 -+5351) + B% — 535

i K(AA+AA)+BA o~
— (5554 + 545 S4 — —848
3 2u 584 T 5485 47 5456

=)

S
I
%

1~ ok5a5a + BSs — 555

)
&)
Il
=
%)
!
I
n

(o)

et Nt Nt Nt Nt
)
3

—_— e e e
I
=)
%)

{ﬁ, 57)} = F(Sp + Fs85> (4.44)
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(4.44)’tin en altindaki tikiz yoney denklemde goriinen ve sirasiyla 6 x 6 ile 6 x 36
tiriinde dizeyler olan F ile F;, belirtik olarak, asagidaki biciminde verilebilirler.

F] = ﬁI(,

ok 1
F, = —7e671 (66,4 ®e676) + @%,2 (3671 ®e676)

K T
+ﬂe6,3 (66,1 Xeqst+e64X 06,1)

1 K T
+ﬁe6,4 <e6,1 e 3+ 3 (96,4 Xepst+eqsX 96,4)>

1 T
+ﬁe6,5 (66,1 Xep —OoKeq 2 & 6674)

B
- (€6,1(€6,1 ® €66+ €64 Re66)+€62(€62 D €66+ €61 D)
+eg3(e63®ese) +esa(€ssDesp)+e65(€65es6)

+eg6(e66 Depe)) (4.45)

Alt1 boyutlu Kartezyen uzayin i. 68esi 1, 6teki 6geleri 0 olan birim yoneyleri, e¢ ;’leri,
kullanarak F; ve F, katsay1 dizeyleri yazilabilmistir. (4.45)’ten goriilebilecegi iizere,
yaratilan esneklikler ve uygun secimler ile olusturulabilecek bir F; dizeyi yardimiyla,
F dizeyi bir say1l (B) ile carpilmig 6 x 6 birim dizey olarak elde edilebilmistir. Bu,

bize, birim dizeyin ¢dziime getirecegi yalinliklar: kullanig olanag: saglar.

Burada B ve a bu anda da belirsiz olarak durmaktadir ve bunlar1 belirli 6l¢iitlere
(kriterlere) gore belirlemek olanaklidir. Tiim bu ¢ikarimlar, F; ve F, katsay1 dizeyleri
ile Sp ve onun Kronecker dordiilii, (4.44)’teki denklemlerin asagidaki gibi daha yalin

bicimde yazilisini saglar.

{Asp} = Bsp+Fsy? (4.46)
F;, denklemin en saginda goriinmedi8inden, 2 altsimgesi F,’den diisiiriilmiis ve
boylece ikinci terimin katsay1 dizeyi F olmustur. (4.46)’da elde etti§imiz denklem
bir onceki boliimde elde ettigimiz ikinci dereceden ¢okcokterimli degistirim bagintisi

(4.13)’tin essiz olmadiginin da kanmitidir. Elde ettigimiz bagint1 (4.46) Olasilik¢il Evrim

Kurami kullanacagimiz inceleyisleri yalinlagtiracaktir.

4.4 Evrilte¢ Devinbilimi

Bu ana dek ele aldigimiz denklemlerde Schrodinger goOsterimine (ing: picture)

odaklanmig, gozlemlenebilir isleclerin degismez oldugu ve durumun (ing: state)
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zamanla evrildigini varsaymistik. Ancak, OLEVKU ile c¢oziim ararken (4.46)
denkleminin iizerinde ¢alismak icin biitiin olarak uygun bir denklem olmayis1 bizi yeni
arayislara itmektedir. Ciinkii, bu yontemde bilinmeyenlerin zamanla evrimi tizerinden
bir ¢6ziim aranmaktadir. Nicem dizgelerin devinbiliminin uzbilimcil bagintilandirimi
essiz degildir. Schrodinger gosteriminin yanisira, isleclerin zamana bagl olarak

degistigi Heisenberg ve de Dirac gosterimleri ile de devinbilim bagintilar1 yazilabilir
[5].

Durum yoneylerinin zaman icinde degismez kaldigi, gozlemlenebilir isleglerin ise
zamanla degistigi Heisenberg gosterimi ile Schrodinger gosterimi arasindaki iligki

asagidaki gibi bir denklemde tanimlanan T isleci yardimiyla anlatilabilir.

w(x,1) =T (fo,) W (X, o) (4.47)

T (tp,t), cevresi ile etkilesimiyle ilgili herhangi bir 6zel durum belirtilmemis nicem
dizgenin, gecis islecini (ing: transition operator) simgeler ve bu dogrucul islec,
dizgenin dalga islevinin 1ki degisik zamandaki (o ve t) degerlerini birbiri ile
iligkilendirir. Bu gecis isleci ile verilen dalga islevi tanimin (4.47), Schrodinger

Denklemi (2.1)’de kullanacak olursak asagidaki bagintiy1 elde ederiz.

~

dT |~ A ~ ~
o) =—HOT (0.1), T (t0,10) =1 (448)

Bu gecis islecinin kullaniminin amaci konu edilen dizge iizerinde “Evriltec
Devinbilimi” (ing: Evolver Dynamics) denklemlerini kurmaktir [53-57]. Boylelikle,
bilimcil yazinda Heisenberg gosterimi olarak gecen ve Schrodinger gosteriminden
degisik olarak dalga islevini kullanmadan islem yapmayi saglayan denklemlere
dayanan yapiyr elde etmemizi saglar. Bu islecleri ve onlara bagli OLEVKU
uygulayabilecegimiz denklemleri elde etmek icin Oncelikle gecis isleci (f(to,t)) ve

ele alinan isleg (0) ile bir yetkinisleg iiretilir.
E(0)(t) =T (t0,1)" 0())T (1,1) (4.49)

Evriltec isleci, ya da kisaca, “Evrilte¢” diye adlandirdigimiz E(9)(r), (¢)’nin
bulundugu isle¢ uzayindan yine ayni uzaya esleyis (ing: mapping) gerceklestirir.
Bu isleg, kullanilan geg¢is isleci ve ele alinan iglecin zamana bagli olusundan dolay1

zamanla evrilir. Zamana bagli olusu ikinci degisken olarak, ayrica, belirtilmistir.
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Evrilteg, zamana bagh oldugu icin zamana gore tiirevi incelenebilir.

dE(0)(t)
dt
~ + ~ sy
= T AT )+ T GO )+ 7 ) a0 2
= %f(to,t)Tﬁ(t)o(t)f(to,t) - %f(to,t)To(t)l-Alf (to,t) + T (19,1)" d(c)z’—(tt)f(to’t>
=T (zo,z)fé Ho(r) —a(z)ﬁ) T (t0,0) +T (t0,1)" dz(;) T (to,1)
=T (to,) {H,000)}T (t0,t) + T (& ,I)TJT( 1)
& ((7.50)) 0+ (57 ) 0 (4.50)

(4.50)’de elde ettigimiz sonucu (4.46) iizerinde uygulayacak olursak, Sp zamana baglh
olmayan bir dizge isle¢ yoneyi oldugu i¢in, sag yandaki son anlatim O olur ve asagidaki

denklemi elde ederiz.

@ = BE(Sp)(r) +FE(sp) (1)*2, E(sp) (1) =8p  (451)

(4.51)’de verilen denklem iglec bilinmeyenleri iizerinde OLEVKU bigeminde istenen
yetkiniglec STD kiimesidir. Bundan sonra yapilacak islem OLEVKU c¢oziimiinii

bulmaktir.

4.5 Evrilte¢ Devinbiliminde OLEVKU Coziimii

Yukarida, (4.51)’de verilen denklemler ve onunla ilgili iretilecek bilgilerin,
yontemlerin icerildigi alana “Evrilte¢ Devinbilimi” adin1 verebiliriz. Bu baglamda,
(4.51)’de verilen denklemlerin de “Evriltec Yoneycil Devinim Denklemi”, ya
da kisaca, “Evrilteg¢ Devinim Denklemi” olarak adlandirimi da bizce yerinde
goriilmektedir. Evrilte¢ devinim denkleminin ¢6ziimiinii olabildigince yalinlastirilmis
olarak elde edebilmek icin izleyecegimiz yolda, Once, ar1 ikinci derecelilik elde
edimine, sonra da, ulasilan ar1 ikinci derece denklemlerin ¢dziimiinde BEBBYT’de
kullandigimiz yontemlerin giindeme getirilisine odaklanacagiz. Bunlarin yakinsaklik

inceliyisiyle izlenigini de 6ngormekteyiz.
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4.5.1 An ikinci derecelilik elde edis

(4.51)’de elde ettigimiz birinci kerteden, ikinci dereceden siradan tiirevli denklemin
OLEVKU kullanarak ¢oziimiinii yalinlastirmak i¢in birinci derece ve ikinci derece

ogeler iceren bu denklemi, yalnizca ikinci derece tek terim ile yazalim.

Oncelikle asagidaki gibi anlatilabilen herhangi bir birinci kerteden, ikinci dereceden,

siradan tirevli bir denklemi ele alalim.
x(t) = Bx(t) + Fx(r) “* (4.52)

Bu esitlikte, B, dizgede olusan durumlara gore belirlenebilecek, istege bagli, bir
degismezdir. Bu STD’de x(¢) bilinmeyenini, zamana bagh bir degisken olan u(t)’ye

bagli olan, bir bagka degisken islevi y(u(t)) ile, asagidaki gibi, yazmak olanaklidur.
x(r) = ePly(u(t)) (4.53)

Bu esitlikteki u(z), asagidaki doniisiimii saglayacak bicimde tanimlanmaktadur.
ePr—1

B
Bu doniistim ile (4.52) denklemini asagidaki gibi ar1 dordiil STD olarak yazabiliriz.

dy(”) . @2 .
I =Fy(u)®, y(0)=a (4.55)

u(t) = (4.54)

Bu denklemde, zaman degiskeni ¢, zamanla degisen u degiskeni ile degistirilmistir.
Bu, bir bicimde, zamanin biikiiliisiidiir. Denklemi bu bi¢cimde ele alisin ¢6ziimde kesis

(ing: truncation) yaklastirimlar1 yapildiginda olumlu etkileri olacaktur.

4.5.2 Evrilte¢c deviniminde ar1 dordiil siradan tiirevli denklemlerde OLEVKU

¢Oziim yontemleri

Ar dordil yoneycil bir STD, betimleyici islevi, dizge yOneyinin yalmzca ikinci
Kronecker iisliisiinii igeren, bir yoneycil siradan tiirevli denklemdir. Bu STD’yi,

asagidaki bagintidaki gibi yazabiliriz.
X(1)=Fx(1)®?,  x(0)=a (4.56)

Bu denklemin, uygun uzay genisletimleri gerceklestirilerek elde edilmis oldugu

ongoriilmektedir. Burada x(z) ve a sirasiyla dizge yoneyi islevi ve onun baglangi¢
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degeridir. Dizge yoneyinin 6geleri icin isle¢ niteligi Ongoriilmektedir. x(z) ve a

yoneylerinin her ikisi de N 6ge icermektedir.

4.5.2.1 Toplamdizi acilhmiyla ¢6ziim

(4.56)’nmin ¢oziimii icin us’a (akla) ilk gelebilecek olan, ¢oziimii zaman degiskeninin
usliileri iizerinde bir toplamdizi olarak Ongormektir. Buna gore, asagidaki tanim

esitligi yazilabilir.
x(t) =) tx; (4.57)
j=0

Burada, x; katsayilar1 bilinmeyenler olan, N 0geli, yoneyleri simgelemektedir. Bu
ongoriimlerin (4.56)’da kullanim1 ile elde edilecek denklemin sol ve sagindaki
toplamdizilerin karsilik gelen ¢ isliilleri katsayilarinin esitlenimiyle asagidaki

denklemler elde edilebilir.

(J+Dxj1 =F ) xpx;_y, X = a, j=0,1,2,.. (4.58)

J
k=0

Bu bir 6zyineleyis (ing: recursion) olup essiz bir ¢oziimiiniin varoldugu, giicliiksiiz
(kolayca), goriilebilecek bir olgudur. Katsayilarin varligi, onlardan olusturulacak
toplamdizinin hangi ¢ araliginda yakinsayacagini belirtmez. Belirtim i¢in yakinsayis

coziimleyisi gerekmektedir. Bu ¢oziimleyisi biraz ileride verecegiz.

4.5.2.2 Kronecker iislii toplamdizi acilimiyla ¢oziim

BEBBYT arastirnmlarinda, OLEVKU’da toplamdizi acilimina, OLEVKU’ nun gelis-
tiriminin baglangicinda odaklanilmamisti. Bunun da baglica nedeni, ¢okdegisgenlilik
durumunda Taylor toplamdizilerinin karmagikligindan ka¢cinmak icin Kronecker {iislii
toplamdizilerin kullanimina yonelis olmustur. Bu yiizden de, bu kesimde verilecek

olan c¢oziimleyis cok daha dnceden gerceklestirilmistir.

(4.56)’daki x(r) ile simgelenen dizge yoneyinin dordiiliniin zamana gore tiirevini
yazacak olursak

dx(t)®?
dt

=Myx(r)®?,  x(0)®?>=a®? (4.59)
M; =FQIy+Iv®F

bagntisin1 elde ederiz. Burada, Mj, x(t)®2’nin tirevi alinirken, oncelikle zincir

kurali, sonraysa Kronecker carpimin dizey ¢arpimi, ya da, dizey carpiminin Kronecker
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carpimi lizerinde dagilim Ozdegligiyle dikdortgen katsayr dizeyi yaratimindan

yararlanilarak elde edilmistir.
Andiran bicimde dizge yoneyinin j. Kronecker {iisliisiiniin zamana gore tiirevleri de
elde edilebilir.

dx(t)®
dt

=Mx(1)°VTD x(0)% =a%  j=0,1,2,... (4.60)

Burada N/ x N/*! tiiriinde bir dikdortgencil dizey olan “Baka¢ Dizey” (ing:

Monocular Matrix) diye adlandirdigimiz M;’ler agsagidaki bagintilarda tanimlanirlar.

J=1 ,
M, = ZI%’C@F@I]%U”"‘), My=Iy, j=12,.. (4.61)

k=0
Bu esitlikte, F dizeyi (4.56) denklemindeki ikinci Kronecker iislii bilinmeyenin 6niinde
bulunan N x N? tiiriinde bir dikdortgencil katsayi dizeyidir. M j dizeyi elde edilirken N

boyutlu birim dizeylerin gereken Kronecker iisliilerinin kullanimi ile Kronecker iissiin

dizey carpimlari tizerindeki dagilis 6zelligi (ing: distributive property) kullanilmugtir.

(4.60) denkleminde her iki yanin tiimlevi alinarak asagidaki denklem elde edilir.
X(t)®j:a®j+Mj/0tdt1X(t1)®(jH), j=0,1,2,... (4.62)
Burada j = 1 alindiginda
x(1) =a+M; /0 Cdnx (1) 4.63)

bagintis1 elde edilir. Bu baginti kullanilarak (4.62) denkleminde j = 2 alindiginda
asagidaki esitlik elde edilir.

1

t
x(1) = a+tM1a®2+M1M2/ dty | dbx (t2)®3 (4.64)
0 0

Andiran bigcimde (4.62) kullanilarak ardisik artan j degerleri icin denklemler elde edilir

ve asagidaki bagint1 yazilabilir.

i
x(t) =Y %Tja%“) (4.65)
=y

Burada T;’ler “Irakgoriir Dizey” (ing: Telescope Matrix) diye adlandirdigimiz

asagidaki ¢carpimi anlatan dizeylerdir.

j
T;=[]M, j=0,1,2,... (4.66)
k=0
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(4.65) bir sonsuz toplam anlatimi oldugu icin kalan tiimlev anlattminin ortadan kalktig1
ongoriilmiistiir. Bu ongoriimiin, birkesim a ve ¢ tamimbdlgeleri icin gecerli olacagini
kanitlamak olanakhidir. Oteki bolgeler icin gecerli anlatimlar (6zelsizde toplamdizi
tiriindedirler), ¢coziimciil siirdiiriim (ing: analytic continuation) ile, durumun tiiriine

bagimli olarak, olusturulabilir gibi goriinmektedir.

Kronecker iisliilerin sonsuz toplam dizisi olan (4.65)’in yakinsayis alanindaki (ing:
convergence domain) yaklastirim (ing: approximation) sonucunu elde etmek i¢in sonlu
bir yerde kesis gerceklestirilebilir. Burada bir 6nceki boliimde, zaman biikiisii ile, elde
ettigimiz ar1 ikinci dereceden denklem ¢oziilmiistiir. Zaman biikiisii i¢in yaptigimiz
degisken doniisiimiinii (4.54) animsayacak olursak ¢6ziim i¢in asagidaki esitlik ortaya

cikar.

Bt 3 (eﬁt_1>] i+1
x(t)=e ,gz)j!—lWTja@(H) (4.67)

4.5.3 Evrilte¢ denkleminin ¢oziimii

Bir onceki bolimde elde ettifimiz (4.67) bagintis1 ile (4.51)’de verilen ikinci
kerteden siradan tiirevli Evrilteg¢ Devinim Denklemi i¢in, bilinmeyen evriltec tizerinde
art1 biitiinsay1 Kronecker {isliileri arasinda bir tiimlev 0zyineleyisi kurarak ¢oziim

aranabilir. Buradan OLEVKU ¢6ziimii agsagidaki gibi yazilir [42-44, 54, 60].

o B—0) _ 1\’ |
E(p) (1) = P10 Y l' (%) 55Ut (4.68)
j=0J°

Burada sp, baglangicta DEUG ile olusturulan dizge yoneyidir. Bir onceki boliimde
de tamimu verilen T wrakgoriir dizeyi, My bakag dizeylerinin ¢arpimu ile olugturulan
dizeylerdir. N/ x N/*! tiiriinde dikdortgencil dizeyler olan bakac dizeyler, N x N>
tiriindeki F katsayr dizeyi ve N x N tiirlinde birim dizeylerin gereken Kronecker
isliilerinin Kronecker carpimlariin toplamindan olustugu icin seyrek (ing: sparse)
dizeylerdir. Seyrek dikdortgencil dizey olus durumu 1rakgoriir dizeylere daha ¢ok
yansir. Burada, seyrek diktortgen bir dizeyi yogun (ing: dense) dordiil bir dizeye
sikistirmak ile ilerleyis siirdiiriilebilir. Boylelikle, daha tikiz denklemler yazabilis
olanagi ortaya cikar. Bu olgu, toplugumuz arastinmlarinda ortaya c¢ikmis ve
yayinlanmig “Dordiillestirim™ yontemidir [42, 46-51, 54, 58, 59]. Bu, gelecek alt
boliimde ayrintilari ile anlatilacak ve evrilte¢ ¢6ziimiine uygulanacaktir.
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4.5.3.1 Dordiillestirim
N x N? tiirindeki F dizeyini, N sayida, N x N tiiriinde F; alt dizeyleri tiiriinden,
asagidaki gibi ayristirabiliriz.

F=[F F, ... Fy] (4.69)

Bu ayristinm yardimiyla, herhangi N 6geli a ve b yoneyleri icin asagidaki Kronecker

carpim esitligini yazabiliriz.

N
F(a®b) = (Za,F,-) b (4.70)
i=1

Burada a;’ler, a yoneyinin Ogeleridir. b yOneyinin Oniinde olusan katsayi
dizeyi, a yardimiyla F’den dordiillestirilen (ing: squared) N x N tiiriinde dizeydir.

Dordiillestirim (ing: squarification) eylemi i¢in asagidaki gosterilimi kullanabiliriz.

N
[F,a] =Y aF; (4.71)

i=1
(4.71)’de tanimi verilen, dordiillestirim ile elde edilmis bu dizeye “Dordiil Irakgoriir
Dizey (DordIrDiz)” (ing: Squarified Telescopic Matrix, ya da kisaca, “SquTelMat”)
adini verebiliriz. Dordiillestirim isleciyle (4.70)’1 de kullanarak T = F i¢in asagidaki

esitligi yazabiliriz.

T;a®? =Fa®? = |F,ala=S(a)a (4.72)
Burada olusan DordIrDiz’i Si(a) ile gosterisimiz yazim bigimine 6nemli bir tikizlik

getirmek amachdir. Bunun kullanimiyla ¢6ziim denklemi (4.68)’de elde etti§imiz

T j/s\ff U+ carpimini yeniden yazabiliriz. Bunun icin j. dordiillestirimi tanimlayacak

olan DordIrDiz S (a) ile
T/55U =8;(8p)sp j=0,1,2,... (4.73)
yazilir. Her DordIrDiz dizeyi N x N tiiriindedir.

J. DordIrDiz’in uygulanisim1 goérmek i¢in 6ncelikle ilk ii¢ DordIrDiz’in anlatimlarim

yazalim.
Si(a) = |F,a]
S;(a) = |F|F,ala] + |F,a]|F,a] = |F,S (a)a] + |F,a|S;(a)
S3(a)

|F,al|S;(a) +2|F,S;(a)a]S;(a) + |F,S;(a)a] (4.74)
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Irakgoriir dizeyler icin DordIrDiz’lerin acik anlatimlarinin yazimi olduk¢a karmagik
ve zaman alan bir siiregtir. Ancak, bilgisayimlar ve degerlendirimler sonunda, S;(sp)
icin asagidaki 6zyineleyisin yazilabildigi gozlemlenmistir [60, 61].

PN g B b O P .

Si(sp) =Y, ( I )LF»Sk(SD)SDWSj—l—k(SD)

k=0

So(8p) =1, i=1,2,... (4.75)

Burada T kosegen Ogeleri birim isleg (IA) olan birim isle¢ dizeyidir. (4.75) bir dizey

Ozyineleyisidir ve bu nedenle bilgisayim karmasiklig1 ¢ok yiiksektir. Bu yiizden, onu,
Vi(sp) = §j (Sp) sp, j=0,1,2,... (4.76)

tanimiyla verilen bir isle¢ yoneyi lizerinden, yeniden yazmak olanaklidir.

Vi1 (Sp) = ZJ: (,J{) |F, Vi (p)Vj—« (D),

k=0
Yo (3p) = Sb, i=0,1,2,... 4.77)
Bu esitlikte v;(sp) yerine j !%,- (sp) yerlestirecek bir doniisiim gerceklestirilirse
asagidaki 6zyoneleyise gecilebilir.

(j+1D¥;41(5p) = Y, FVi(8p) @V, & (Sp),
=0

30 (sp) ='sp, j=0,1,2,... (4.78)

Elde edilen son bagint1 (4.78)’1 evrilte¢ ¢coziimii (4.68)’de kullanacak olursak

- B(t—t0) _ 1 j,\

~ _ € =

E (8p) (1) = Pt Y (—ﬁ ) vj(sp) (4.79)
Jj=0

esitligine ulagilir. Bu esitlik (4.79) ile (4.78), sirasiyla, (4.57) ile (4.58) esitlikleriyle,

t yerine u(t), x; yerine de €j gelisi disinda 6zdes olarak ortiisiir. Oteki bir deyisle

buradaki iki ¢oziim belirleyis yontemi esdeger sonuclara gotiirmektedir.

4.5.3.2 Evrilte¢c zaman iislii toplamdizilerde yakinsakhik

(4.79)’un her iki yaninin bir Yy baglangi¢ islevine gore beklenen degeri alinacak olursa,
beklenen deger alis isleminin dogrucullugundan da yararalanarak asagidaki esitlige

gecilebilir.

R B & [P 1 T
(EG) W)y, =L | g (Vi) (4.80)



Ancak, bu esitligin sag yanindaki beklenen degerin de, bu an i¢in bilinmeyen olusu, bir
beklenen deger denkleminin daha yazimina gerek duyurur. Bu ek denklem, (4.78)’in
her iki esitliginin her iki yaninin, yine yp’a gore beklenen degerini alarak yaratilabilir

ve boylece,

(j+1) </V\j+1 (§D)> = i

F (Ve (80) @V, (30) ) .
Yo k

0 Yo
<%0(§D)> — (3p), =012, .. (4.81)

Yo

yazilabilir. Bu denklemler de, buradaki ilk denklemin sag yaninda bulunan ikili
Kronecker carpimi beklenen degerinin yeni bir bilinmeyen olarak ortaya ¢ikisindan
dolay1, €,~ (Sp)’lerin beklenen degerlerinin belirlenimi igin yetersiz kalirlar. Ancak,
bu denklemlerden imsiz (mutlak) degerde iist kiyilandirim i¢in yararlanilabilir. Bu
baglamda oOnce, Yy’'in icinde bulundugu dalga islevleri uzayindan yine o uzaya
doniisiim gergeklestiren herhangi iki dogrucul isleg El ve Zz ile simgelenirse, bunlarin
ikili carpiminin beklenen degeri icin asagidaki Cauchy-Schwarz esitsizligi [107]
yazilabilir.

1 1
(L) | < (TiLy )" (s )’ (4.82)
Burada { kama simgesiyle, sayil (yoneycil degil) islecler lizerinde Hermitcil es alig
islemi belirtilmektedir. Bu 0zelsiz esitsizligin (4.81)’te kullanim1 asagidaki esitsizlik

ve eslik eden esitligin yazilabilisine olanak saglar.

D=

0| (5 60)),, [ < LR G0R00) ), o (5] 460054 60)),
<$0(§D)>% :‘<§D>% , i=0,1,2,.. (4.83)

Burada imsiz deger alimrken eylem sayil diizeyde gerceklestirilmistir. Oteki bir
deyisle, esitligin her iki yanindaki yoneylerin imsiz de8eri alinirken 68elerin yerine
onlarin imsiz degerleri yerlestirilmistir. Bu yiizden de, bu biiyiikliiklerin yoney olus
nitelikleri olduklart gibi korunmustur. Bu esitsizlikten sayil nitelikte bir esitsizlik
tiretmek icin her iki yanin Frobenius boyu aliabilir ve asagidaki bagintiya gecilebilir.

j 1 1
J B ~F 1

U“)‘ (Vo)) SkZOF\ (3 E)ul50)), @ (V45004 (5) ), |-
H<30(§D)>% Fr—H<§D>% . j=0,1,2,.. (4.84)

Burada, ilk esitlikte, Frobenius boyun altcarpimcillik 6zelligi (bir carpimin Frobenius
boyu carpanlarin Frobenius boylarinin ¢arpimindan kiiciik kalir ya da ona esit olur),
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sag yandaki Kronecker carpiminin Frobenius boyu yerine c¢arpanlarin Frobenius
boylarinin carpimi yazilacak olursa sag yan biiyiitiilmiis olur. Boylece, (4.84) yerine
asagidaki bagintilar yazilabilir.

1
2

< ZHFHFr

Fr k=

<Vk sD)vk(sD)>

(J+1) H Vi ( Sp >

‘ <$0 (sp) >%

Buradaki esitsizligin her iki yani, eksisiz degerler aldig1 ongoriilen zaman degiskeni

( Yo

Fr

1
2
X

(V5-4(30)7,4(80) )

9

Yo

= H o)y, |, i=0,1,2,.. (4.85)

olarak kullandgimiz ¢ nin iisliisii, ¢/, ile carpilir ve j’nin eksisiz tiim biitiinsay1 degerleri
icin toplamu alinacak, sonra da belirtik olarak verilen birkesim toplamdizi islemleri

gerceklestirilecek olursa asagidaki esitsizlik ve esitlikler yazilabilir.

3| (S Go), | o
j=0 Yo [l Fr
> & . R 3 N = ~ 3 j
<Y Y IFlg | (FGo)%0) )" || (51 60) ¥4 (5p) ) |
j=0k=0 Yo [l Fr Yo
= = SN 7 ~f N ~ 3 j
=Y Y IFly | (e Go)%e0) ). || (T G0) ¥4 (50) ) |
k=0 j=k Yo || Fr Yo
o o 1 1
N P N o 2 =T (2 2 ;
=Y Y IF s (% Go)%0)) || |[(¥;60)¥(80) )" |17+
k=0 j=0 Yo llFr Vo
oo " 1 2
—IFl, (X [ (35 6p)¥i0) ) | (4.86)
Jj=0 Vo llFr

Bu asamada, (4.82)’da ljl yerine %j+1 (sp) ve Zz yerine de birim isle¢ alacak, ve
de, beklenen degeri yp’a gore yazdigimizi altsimgeyle belirtecek olursak asagidaki
esitsizligi yazabiliriz.

1

< (¥ <§D>2>% (4.87)

(Fin o)),

Bu esitsizligin her iki yaninin Frobenius boyunu aldiktan sonra olusan esitsizligin her

iki yanim (j + 1)¢/ ile ¢arpip, olusan esitsizligin her iki yam j’nin eksisiz biitiinsay1

degerleri lizerinde toplanirsa asagidaki esitsizlige ulagilir.

;(j+l) </V\j+1(SD >WO 2]+1 ‘

D=

t
Fr

< j+l(SD)VJ+1(SD)>

Yo

Fr
(4.88)
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Eger, B biiyiiltke (ing: majorant) sozciigiini, rib ise “tiirevi iglevcil bagimsiz”
tiimcecigini ¢agristirmak iizere,

1

[ee]

Btlb Z

j=0

1/ (4.89)
Fr

< Vit (sp VJ+1(SD)>
Yo

tanimi1 yapllacak olursa, (4.86) ve (4.88), asagidaki yapilarda, yeniden yazilabilir.

”1 H<Vf+‘ > t) < || Fllp, Brn(1)? (4.90)
Fr

Z(H_l)' <$j+1 (§D>> t/ < Byy(t) (4.91)

j=0 Yo || Fr

Bu esitsizliklerin sol yanlari esittir. Sag yanlarin da birbirine esit oldugu konusunda
bir bilgimiz yoktur.  Bunun nedeni de, By;(#)’nin toplamdizi katsayilarinin
bu anda bilinmiyor olusudur. Bilinse de, o deg8erler ne olursa olsun esitlik
olacaktir denilemeyisidir. Bu yiizden, B/, (t), ||F || Bup(t)* ye esit, kiigiik, ya
da, biiyiik olabilir ve bize de pek bilgi iiretemez (Ozelsizde, burada esitsizligin
olmayabilecegi diistiniildiigiinde, bu kesimdeki #ib altsimgesinin neden kullanildig:
daha iyi anlagilacaktir). Ancak, bu ii¢ durumdan hangisi olursa olsun bu By, (1)
islevini ve dolayisiyla tiirevini biiyiiterek yeni bir B(¢) islevi (6teki deyisle biiyiiltke)

tanimlayabiliriz. Boylece,
B(t) > Bp(t),  B'(t) > B, (t) (4.92)
esitsizlikleri yazilabilir. Buradaki biiyiitiis 0yle bir bicimde gergeklestirilebilir ki
B(t) = || F||p,B()? (4.93)

esitligi saglanabilsin. Bu birinci kerteden bir STD oldugundan bir de baglangi¢ kosulu
verilisi gerekir. Bu kosul ise, (4.84)’te tiim katsayilarla ilgili beklenen deger Frobenius
boyundaki esitsizliklerin yalnizca baslangi¢c kosulundan dolay1 O altsirasayili katsay1
icin bir esitlige doniistimiinden dolayi, B(f)’nin saglayacagi baslangi¢ kosulu da

oradaki kogulla ortiismelidir. Bu yiizden,

(4.94)

BO) = || S0}y |,

esitligi yazilmalidir. (4.93)’nin (4.94) kosulu altinda ¢6ziimii siradan sayilabilecek bir

eylem gerektirir ve asagida verilen sonuca gotiiriir.

H §D W Fr
B(t) = (4.95)
L= 1Flrr || (3D )y ||, 1
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Bu islevin biiyiiltke olusu, onun yakinsadigi ¢ de8erlerinde evrilte¢ devinimini veren
¢coziimiin de yakinsayacagi anlamina gelir. Bu islevin, 7, t’de yerlesik ucayimi
(kutubunu) simgelemek iizere, 7 € [0,f,) aralifinda yakinsayisi, bu aralifin evrilteg

devinimi i¢in de yakinsayis araligidir ve burada

1
= (4.96)

IE £ || (5D )y

Fr
tanim esitligi gecerlidir. Buradan goriildiigii iizere, ¢, ne diizeyde biiyiik olursa evrilte¢

devinimi de o diizeyde uzun siireli olur.

Yakinsayis siiresinin arttirmak i¢in, (4.96)’nin sag yanindaki oranin paydasindaki
carpanlarin ayr1 ayri ya da biitiinciil olarak, varolan esneklikleri kullanarak ya da
esneklikler yaratarak, enazlastirimi (ing: minimization) giindeme getirilebilir. Bu
dogrultuda, iki onemli 6ge, katsay1 dizeyi olan F ile baglangic dalga islevi yp’dir. F’de
esneklik yaratimi ve sonra da degistirge saptayislariyla yol alinabilir. Bu eyleme, belli
bir diizeyde, gelecek altboliimlerde odaklanacagiz. yp secimi ise Oylesine elimizde
olan bir olgu degildir. Sayilabilir sonsuzluklu bir taban kiimesinden se¢ime gore,
onunla ilgili yukaridaki anlatim, deger alacaktir. Ozelsizde, en iyi durumla en diisiik
erke veren bir kesim Ozislevler durumunda yiizlesilir. FErke diizeyi yiikseldikce,
bununla ilgili boy da biiyilir ve yakinsayisa olumsuz etki de bulunur. Burada, bu

diizeyde, ¢oziimleyisle yetinecegiz.

4.5.4 Sendelenimsizlik ereyinde dizge beklenen degerleri

Ogeleri islecler olan bir dizge yoneyinin beklenen degeri, (4.79)’un her iki yaninin
baslangi¢ dalga islevi altinda beklenen degerinin alinigi ile bulunabilir. Bu, V,’lerin
beklenen degerlerinin belirlenisini gerektirir ve bunun i¢in de (4.77) denkleminde her
iki yanin beklenen degerinin alinis1 gerekir. Ancak, (4.77)’de bulunan 6zyineleyisli
beklenen deger alim islemi, uygulayisi giiclestirir. Bu durumda, 6nceki boliimlerde ele
aliman sendelenim olgusu lizerinden elde edilen Sendelenimsizlik Kanitsavi’n1 (ing:
Fluctuationlessness Theorem) kullanabiliriz. Sendelenimsizlik yaklastirimina (ing: no
fluctuation approximation) gore, dogrucul isleclere bagimli bir cokdegiskenli islevin
beklenen degeri, sendelenimsizlik ereyinde, isleclerin beklenen degerlerinin ayni islev
altindaki goriintiisiine esittir. [15, 55, 71, 88-96]. Bu durumda, bir esitlikte her iki

yanin beklenen degerleri alinarak elde edilen esitlige, her bagimsiz degisken islecin,
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ayni baglangi¢ dalga islevi altindaki beklenen degeri ile degistirilisiyle elde edilen
esitlik ile yaklastirim yapilabilir. (4.77)’de her iki yanin beklenen degerini alarak ve

sendelenimsizlik yaklastirimi kullanarak asagidaki yaklasik esitligi yazabiliriz.

.
DS M (AR IS A(E) RS(E))

i=1
Vo ((8p)) = (3p), j=0,1,2,.. (4.97)

Cok andiran bigcimde (4.79)’dan asagidaki yanagsik (asimtotik) beklenen deger esitligi

yazilabilir.

L\ B

Sendelenimsizlik yaklagtirrmi ile elde ettigimiz tiim bu esitlikler yardimiyla isleg

o Be—10) _ 1\’
Eu%»mzéwmzi<i——i)%u%» (4.98)

ogeli dizge yoOneyinin beklenen degeri ol¢iin (standart) dogrucul cebircil yoneye
doniigmiistiir. Bu denklem elde edildikten sonra us’a (akla) sendelenim diizeltimlerinin
coziime nasil eklenecegi gelir. Bunun icin Oncelikle dizge yoneyi ile beklenen

degerinin degisimini veren bir sendelenim igleci yoneyi tanimlanir.
¢ =5p— ()T (4.99)

OLEVKU ile elde edilen beklenen degerler, bu sendelenim yoneyinin Kronecker
iis toplamdizisinin (eksi olmayan Kronecker iisliileri iizerinde sonsuz bir dogrucul
birlesim) beklenen degerlerine agilabilir. Bu toplamdizinin yakinsayist baslangi¢ dalga
islevi ile ilintilidir. Diizgiin yakinsayis (ing: uniform convergence) elde etmek igin,
baslangi¢ dalga islevini betimleyen taban iglev, tiim anlatimlarin beklenen degerlerinin

sonlu ve ¢oziimciil olarak belirlenebilecegi bicimde uygun bir agirlik islevi icermelidir.

4.6 OLEVKU Cokcokterimlilerinde Derece Yiikseltimi ile En Yiiksek Tek
Tekterimliyi Elde Edis

Bir dizgede, dizge Hamilton isleci ile isle¢ yoneyinin Poisson kiimesimgelisinin
({f] ,8}) katsay1 dizeyleri ve isle¢ yoneyinin Kronecker iisliileri yardimu ile tikiz
bicimde yazilabildigini 6nceki boliimlerde gormiistiik. Tikiz bagintiy1 ¢éziimiimiizde
kullanmak iizere en islevcil bicimde yalinlastirabilmek i¢in uzay genisletimi yapmak

olanakliydi. Boylelikle bu bagintinin essiz olmadigini gostermistik.
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OLEVKU kullanmak i¢in en uygun denklem bi¢imini elde edisin bir bagka yolu da
yine uzay genisletimi yaparak dizgedeki tiim, sag yani cok¢okterimli olan, denklemleri
en yiiksek dereceli tekterimli denklemlere doniistiirmektir [52, 53, 58, 108]. “Tek
Tekterimli OLEVKU” (ing: Single Monomial PREVTH) diye adlandiracagimiz bu
yaklasimda (ing: approach), onceki boliimlerde uyumsuz iistel salinga¢ dizgesi

icin tanimladigimiz asagida yeniden verilen dizge yoneyini DEUG kullanarak

genisletecegiz.
5| p
s=| 5 (=] 4 (4.100)
o~ K~2
53 e24
Dizge Hamilton isleci ile s yoneyinin Poisson kiimesimgelisini de
—~ kK22 I
oo 1~ 1~
{H,s} - uP = 13l (4.101)
~~ k22 K>2 K [/~ o~~~
2:P4e2? +5,e29°gp 25 (515283 +535,51)

yoney bi¢iminde yazabiliriz. (4.101)’de verilen esitligin en sag yaninda, en yiiksek
derecenin ii¢ oldugunu goriiyoruz. Dizge yoneyinin Kronecker {iisliilerini kullanarak

(4.101)’1 ukiz bi¢cimde, asagidaki gibi, yazmak olanaklidir.
{ﬁag} =Fy+F;s+ E2/§\®2+ E3/§\®3 (4.102)

Burada F,, ve F, sirasiyla, 3 x 1 and 3 x 3 tiiriinde dizeylerdir. F,’1n tiim 68elerinin
sifir olusuna karsin yazilig nedeni, yalnizca, varoldugunu vurgulamak i¢indir. Her
zaman 0 olusu gerekli degildir. F;’in ise sifir olmayan yalnizca bir 6gesi vardir. O da
ikinci yataysira birinci diiseysira kesisiminde yerlesik olup 1/u degerindedir. F, ise
3 x 9 tiirtinde dikdortgen bir dizeydir ve ilk yataysirasinin altinci diigeysirasinda — ok
degeri vardir. Oteki tiim 6geleri sifirdir. Fy de 3 x 27 tiiriinde dikdértgen dizeydir
ve sifirdan degisik iki 6gesi vardir. Bunlar {iciincii yataysiranin altinci ve yirminci

diiseysirasinda bulunur ve x /2 degerindedir.

(4.101)’de goriinen tiim Poisson Kiimesimgelisi sonuclari, DEUG kullanilarak ari
iclinci derece cokcokterimli biciminde yazilabilir. Bunun icin ara islemlerde
kullanilmak iizere, agsagidaki gibi, yeni bir igleg, 54, tamimlayarak dizge yoneyi (s )’ya

bir 6ge olarak eklemeli ve yoneyi genisletmeliyiz.

sp=al. (4.103)
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Burada a seckisiz bir degismezi ve I’da birim isleci simgelemektedir. Bu islecin

eklenisi ile yeni dizge yoneyini asagidaki gibi tanimlayabiliriz.
S=[51 5 5 " (4.104)

Burada, 57, 55 ve 53 karsilik gelen alti ¢izgili simgeler ile esdegerdir. (4.104)deki

tanimlayis ile, asagidaki, gibi bir esitlik yazabilis olanagini elde ederiz.
{ﬁ’g} — F§%3 (4.105)

Bu esitlikte, katsayr dizeyi F, 4 x 64 tiirtinde dikdortgen bir dizeydir. Simdi, F

dizeyinin agik yapisini bulusa odaklanabiliriz. Bunun icin

(E]@@")&l —AS®, j=0,1,23 (4.106)
yazilabilecegi gerceginden yola cikabiliriz. Burada ilk kez kullanilan bir gosterilim
olan ( )g1 aywraglari, sarmaladiklari yoneyin, en altina bir 0 6gesi ekleyerek, 6ge
sayisint 1 arttirmakta; icinde bulundugu Kartezyen uzaydan, boyutu 1 yiiksek olan
Kartezyen uzayda yoney durumuna getirilmektedir. (4.106)’de, A; dizeyi 4 x 64
tiiriinde, en alt siras1 sifir 6geler ile dolu dikdortgen bir dizeydir. A;’leri teker teker
elde etmek olanakhidir. F tiim 68eleri sifir olan bir dizey oldugu i¢in Ag’1 yazmak hig

de gii¢ degildir. Bu durumda Ag, 4 x 64 tiiriinde biitiin 6geleri sifir olan bir dizeydir.

A dizeyini yazmak icin oncelikle asagidaki esitlikleri giindeme getirelim.
3
Fis”' =F| L= ) FLeys; (4.107)
k=1

Burada ey x, k. 6gesi 1 otekileri sifir olan, dort boyutlu Kartezyen uzayin birim yoneyini
simgelemekte olup, 3 x 4 tiiriinde olan Iy de, 4 x 4 tiirlinde bir birim dizeyin en
alt yataysirasinin silinisi ile elde edilen, dikdortgen bir dizeydir. Bu yiizden, ilgili

bagintida, toplam 4’e dek degil de 3’e dek alinmaktadir.

54 tin birim iglecin bir degismez (a) ile carpimi oldugu tanimini kullanarak

—~ 1 ~D | N 1 D~
- — = — k=1,2,3 4.108
Sk a2 k94 a2s4sks4 a2S4sk7 y & ( )

esitliklerini yazabiliriz. (4.108) bize asagidaki esitligi yazabilis olanag: saglar.
2
5 = L B 0B 4 ) = e 2em
Sk = 3 (Otk,lskS4 + Q2545154 + Otk,3s4sk)_a2 Z Ot 155555

m=0

P\]

a m=0

1 [ _
= —2<Zak,m+1ef£”®e4,k®e?f ””) 9%, k=123 (4.109)
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Burada, oy ,,+1’ler segkisiz olusla birlikte,
O 1 +0r+ 03 = 1, k=1,2,3 (4.110)

birim boylulagtirrm (ing: normalization) kosullarini saglamak durumundadirlar.

(4.109)’da elde edilen esitligi (4.107)’de kullanarak

32
Fis°' = (Z Y ak,m—i—lok,m) 59 (4.111)
k=1m=0

1 NT
_ ® ®(2—m)
O = ;Elhemk <e47£n Keqr® €14 )

k=1,2,3; m=0,1,2 (4.112)

esitliklerini yazabiliriz. Burada Oy,, 3 x 1 ve 64 x 1 tiiriinde yoneylerin dis
carpimindan olusan, yukaridaki gibi tanimlanmisg, 3 x 64 tiiriinde bir dizeydir. Derece
yiikseltimi i¢in bu dig ¢arpim dizeylerini 4 x 64 tiiriine genisletisimiz gerekiyor. Bunu,
Oy,»’nin en alt yataysirasina 1 x 64 tiiriinde tiim 6geleri sifir olan bir yoney ekleyerek

(km)

gergeklestirebiliriz.  Yeni dizeyimizi A ile simgeleyelim. Bu dizey tanimi ile

(4.111)’1 asagidaki gibi yeniden yazmak olanaklidir.

302
(E@@l) = <Z ) OCk,m+1A§k’m))§®3 (4.113)
g,

k=1m=0

(4.113)’ten 4 x 64 tiiriindeki A’1 asagidaki bi¢cimde yazabiliriz.

3 2
ZZ%WA (4.114)

Ele aldigimiz F; dizeyleri ¢okca sifir iceren seyrek dizeylerdir. Bu yiizden A;
dizeylerini bulurken Olc¢iin birim yoneyleri kullaniriz.  A;’i belirlemeden ©nce
inceleyislerimizi yalinlastirmak icin Kartezyen uzayin 6l¢iin birim yoneylerinin bir

kesim Ozelliklerini animsamak yararh olacaktir.

Iki altsimge ile tammladigimiz ey, birim yoneylerinde M’nin Kartezyen uzayin
boyutunu, m’nin de 6teki konumlardaki 6gelerin sifir oldugu yoneyde 1’in konumunu

belirttigini biliyoruz. Buradan iki birim yoneyin Kronecker carpimini

eMl M ®eM27m2 = eMle,(mlfl)Mermzv

m1=1,2,3,...,M1; m2=17273,...,M2 (4115)
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gibi yazabiliriz. Ayn1 bicimde ii¢ birim yoneyin carpimini da asagidaki gibi yazmak

olanaklidir.

exy,m; @ €My my @ €y my = €M My, (my—1)Ma+my & en5.m,

= €p Mo M3, (my — 1) MaM3+(my—1)M3+m3 s

m1:l,2,...,M1; m2:1,2,...,M2; m3:l,2,...,M3 (4 1 16)

Bu arastinmda kullanacagimiz i¢in, birim yoneyin k. Kronecker iisliisiiniin esitligini

de, iiretim ara asamalarin1 vermeksizin, yazalim.

®k

e =e =12,...M; k=172,... 4.117
M,m Mk,(m—l)MMk—:llﬂ’ M= o ( )

Artik, A; dizeylerini belirleyisi siirdiirebiliriz. Oncelikle, (4.112)’de tanimlanan dig

carpim dizeyi Oy ,,’ye odaklanalim. (4.101)’de verilen esitlige gore
1
FiLes = 593,251@1, k=1,2,3 (4.118)

yazilabilir. Buradaki sag yanda goriinen altsirasayili 6 ile ¢ok yaygin olarak
bilinen Kronecker simgesi giindeme getirilmektedir. Yukarida verilen birim yoney

ozelliklerinden de asagidaki esitlikleri yazmak olanaklidir.

®(2—
il =eman, el " =ep g 4.119)
®((2—m
E%T X 947/( (9 84745 ) = €4m 4m &X e4,k X 942,,,1742,,"
= €64, 64— 43—m 4 42—m (4.120)

Buraya dek, katsayilar 3 boyuttaki dizge yoneyinin 6ziiniin ve Kronecker iisliilerinin
dogrucul birlesimi olacak bi¢imde diisiiniilmekteydiler. Oysa, bizim, 4 boyuttaki
dizge yoneyinin Oziiniin ve Kronecker isliileri dogrucul birlesimi olacak bigimde
katsayilara gereksinimimiz bulunmaktadir. Bu yiizden, 3 boyutlu degil 4 boyutlu
uzayin birim yoOneyleri ve onlardan iiretilen Kronecker carpimlari bu katsayilarin

yapilarina girmektedir. Yukarida bu amagla hazirlik yapilmis olmaktadir.
Yukarida anlatilan baglamda, k = 1,2, 3 i¢in Oy ,,’yi yazmak istersek,

1 T

Im = ﬁe3,2e64’64,437m+k427m7 02 =03x64, O3 =03364 m=0,1,2

(4.121)
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esitliklerini verebiliriz.  Tiim bunlar1 kullanarak A;’i olusturacak altdizeyleri

yazabiliriz.
(Im) 1 T —
A1 = @e472e64,6473x42*m’ m=0,1,2
1.0 1 T 1,1 1 T 1,2 1 T
Ag ) = ﬁe4,2e64,16, AE = %64,2%4,52» Ag = ﬁe472e64,61’
Aﬁz”") = 04564, A?’m) =0464, m=0,1,2 (4.122)

Boylelikle A asagidaki gibi yazilabilir.

2
(1,m) 1 T 1 T
A= Z O+ 1A} =001 —5—€42€54 16+ Ol 25 —€42€6 59
m=0 af ap

1
+(1—ap)— o) @e“eg‘ml (4.123)

Yukaridaki toplamin en son Ogesinin katsayisi daha once (4.110)’da verilen birim

boylulastirtm kosulu kullanilarak yazilmisgtir.

Ay’yi belirlemek icin de A icin gergeklestirilen inceleyisleri gelistirmek gerekmekte-
dir. (4.109)’da verilen esitlikten yola ¢ikarak, andiran bicimde, 5,5, carpimu igin de 54
iceren bir esitlik yazilabilir. Buradan, iiretim ayrintilarin1 vermeksizin, asagidaki gibi,

bir dis carpim dizeyi tanimlamak olanaklidir.

1 L T
o = ®2 . . ®k; ) ®ky , ® (1—ky—k2)
Oj,jo ki Joo =;E213 (€s,j, @4 j,) <e4,4 Qe j; Dey,” Xeq D€,y

Ji,2=1,23; ki =0,1; kp=0,1,2,....1 -k (4.124)

Bu tanim ile asagidaki esitligi iiretebiliriz.

3 1 1-k

<2 . o <~®3
F,s" = Z Z Z a]l712:k17k20117127k1-,k28 (4.125)
J1,72=1k1=0ky=0

Burada, dort altsimgeli o¢’lar asagidaki birim boylulagtirrm kosullar1 altinda seckisiz
degiskenlerdir.

11—k

Z Z Qjy o ki ky = 1 Ji,j2=1,2,3 (4.126)
k1=0k,=0

(4.125)’teki tim Oj, j, 1, k, lar 3 x 64 tiirlinde dizeylerdir ve derece yiikseltimi igin
4 x 64 tiirii dizeylere genisletilisleri gerekmektedir. Bunun i¢in, her bir dig carpimin en
alt yataysirasina, tiim 68eleri sifir olan 1 x 64 tiiriinde bir yoney eklenmelidir. Olugan

yeni dizeyleri Agj Likik) 1o simgeleyebiliriz. (4.124) esitliginden asagidaki tanimi
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yazabiliriz.

31 1k
’ 7k k
A=Y Y Y kA (4.127)
J1.j2=1k1=0ky=0

I®2

A;’yi belirlemek i¢in 6ncelikle F, I~ dizeyinin yapisini anlamak gerekmektedir. 9 x

16 tiirtindeki 158’2 dizeyinin ac¢ik yapis1 asagidaki gibidir.

®2 _
I57 =[eo1 €92 €93 0gx1 €94 €95 €96 Ooy1 €97 €98 €99 Ooys|  (4.128)

(4.124)’te verilen ¢ogu dis carpim 3 x 64 tiiriinde sifir dizeyi verir. Ancak, asagidaki
birkac dizey, sifir diginda 6ge icerir.

_ oK ® (1—ki—ko)\ T
02737k1,k2:__e31<e44 ®e42®e442®e43®e44 ) ;

(k1,k2) = (0,0),(0,1),(1,0) (4.129)

Sag yanlar1 yalinlastirirsak

oK oK
T
02300———63 166423, 023,1,0———63166455,

OCK
02301 = —7e3,1e64731 (4.130)

elde ederiz. Bunlari, A, nin asagidaki alt dizeylerini yazabilmek icin kullanmak

olanaklidir.
(2300)  OK (23,1,0) _ OK
A; = _—641664287 A; =T % les4 55
(2,3,0,1) OC K
AZ = ——E4 1e64 31 (4131)

(J1,J2:k1,k2)

Bunlarin diginda kalan tim Aj dizeyleri sifir dizeylerdir. Buradan Aj

asagidaki bicimde, yazilabilir.

11—k
A2k
Ay = Z Za23k1,k2
—0 ky—0

(777)+a A(2777)+a OA(2310)

oK oK
= _(x2300_e4196428 052301_941 6455

= 0300A,

ax
—(1— 3,00 — 062,3,0,1)78471664731 (4.132)

Son esitlik yazilirken birim boylulastirim kogulu (4.126) kullanilmagtir.

I®3 5s

Andiran bigimde Aj3’ii belirlemek i¢in, oncelikle, F; 177 tin yapisim belirlemeliyiz.

Bunun i¢in, F3, acik olarak dig ¢arpim bigiminde, ara agamalar1 vermeden, asagidaki
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gibi yazilabilir.

K T K T
F; = ﬂ63,3ez7,6+ﬂ33,3327722
K K
= ﬂe&s (e312e300e33)  + ﬂess (e330e32@e31)  (4.133)

Bundan sonra, agagidaki anlatimlari agik olarak yazmak ilerleyis i¢cin 6nemli bir adim

olusturur.
(e310e300e33) 157 = (e3.1L;) ® (€5 ,13) ® (e} 315)
= (es1@esn@es3)" (4.134)
(es3@esp@es ) IF° = (ef3L3) ® (ef,1;) ® (e} 113)
= (es3Qes0®eq)" (4.135)
Buradan Fj 13®3, asagidaki bicimde, yazilabilir.
F1° = £f533 (€41 ®e42®e43)T+£e43 (e43®eqr®eq)"
— —3 2” ’ k) 9 k) 2“ k) 9’ 9 o)
K T K T
= Ee3’3e64’7 + EE3’3664737 (4136)

F; I? 3. 3 x 64 tiiriinde bir dizeydir. A3’ii elde etmek icin 4 x 64 tiiriinde bir dizeye
gereksinimimiz bulunmaktadir. Bu yiizden, en alt yataysiraya 1 x 64 tiiriinde bir sifir

yoneyi eklemek gerekir. Buradan A3, asagidaki bi¢cimde, yazilabilir.

K T K
A3 = ﬂe4,3e6477 + ﬂe4’3eg4’37 (4137)

Bu esitlik higbir belirsiz degisken icermemektedir.

Buraya dek gerceklestirilen islemler sonucunda, artik, uzay genisletiminin son asa-
masina gecebiliriz. Bu amagla, (4.102)’deki anlatimlar tizerinde gerceklestirilebilecek

islemler asagidaki esitliklerle verilebilir.

(17:5}),, = - @i} = {73]
(Eo +F 5 +F8% +E3§®3>g] = (Eq)g 1 + (E18)g, + (Eﬁ@z)g Tt (E3§®3>g]

= (Ag+A+Ar+A3)8% (4.138)
Burada, en sagdaki son anlatim yalnizca en yiiksek dereceli anlatim1 vermektedir.
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Boylelikle, DEUG kullanarak en yiiksek dereceli anlatimin katsay1 dizeyi, F, bulunmusg

olur ve asagidaki esitlikle verilebilir.

Fao=A1+A2+A3

1,1 2%64 1,2 72 4 1,1 1,2 72 4

oK T oK T
— 02300 416428 02,301 —, €41€64;55

oK T K T K T
—(1-a300— 062,3,0,1)—a €41€54 31 T me4v3e6477 + me473e64737 (4.139)

Burada, F yerine F, yazilisinin nedeni, bu dizeyde o’larla simgelenen belirsiz
degistirgelere bagimlilik bulundugunu, bu degistirgeleri iceren dizeyleri 6zelsizde
cagristirarak, vurgulamak amacimizdir. Bu vurgulayisin, biraz ileride ilgilenecegimiz
eniyileyisle degistirge saptayisimizda yararli olacagi ongoriilmektedir. Bu sonug ile

derece yiikseltimi siireci bitmis olmaktadir.

4.6.1 Tek tekterimlinin katsay1 dizeyinde degisebilis iliskileri kullanarak belirsiz
degistirge belirleyisleri

DEUG sonrasi olusturulan s, ve 53 islecleri, 6zleri aralarinda, degistirimlidir. Bu

durumda, asagidaki esitligi yazabiliriz.
553 — 535 =0 (4.140)

Buradan, 6zdes olarak sifir olan, iiclincii dereceden ¢okcokterimli bagdasik bir islev
yazabilir ve sonucu degistirmeyecegi i¢in, tek tekterimli denkleme, bir bicimde,
katabiliriz.  Bunun i¢in, DEUG ile tammladiimiz s; islevini asagidaki gibi

kullanabiliriz.

ey~ Ay~ Ak —ky g~ kg Al —k3—ky
54 825,4°538, —5,78535,"528, =0,

ki =0,1; kp=0,...1—k;; k3=0,1; ky=0,...,1 —ks (4.141)

Burada, 5,’iin, aslinda, birim igleg ile orantili olugsundan dolayz, 5 ’ler arasinda yazilmis
olan esitliklerin her birinde, sol yan siirekli 3. derecedendir ve bagdasik esitlik yapisi

bulunmaktadir. Ancak, tiimii de, aslinda, aym esitliktir.

(4.141)’teki ilk esitlik ¢cok daha yalin bir bicimde yazilabilir. Bu amacla, Kronecker

carpiminin birkesim ozelliklerini de kullanarak asagidaki esitlikler yazilabilir.

si=e, s, j=1,234 (4.142)
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(ef 3) =el ;5% k=0,1,2,3,.. (4.143)

Bu esitlikler, a ile b, 6ge sayilan esit olan, herhangi iki yoneyi simgelemek {izere,

asagidaki, cok daha 6zelsiz esitligin 6zel durumlaridir.
(@) =a" ¥ k=0,1,2,3,.. (4.144)

Bu esitliklerin dogrulugunu gostermek igin, her iki yandaki i¢ carpimlar1 belirtik
olarak yazmak ve sonra da sol yandaki k. tissiin alimini gerceklestirmek gerekir ve
yeterlidir de. Ancak, daha 6zenli olmak isteyenler uzbilimcil (matematik) timevarim

ile kanitlayisa gidebilirler.

(4.142), (4.143) esitliklerini (4.141)’da kullanarak asagidaki esitlikler yazilabilir.

SRTESG T = (e]49)" (e]8) (ef.9) (e]:9) (e®) T
= (el ™9 (e19) (eFs 7757 (el 9
x (e4{4®1"‘1"‘2§®1*k1*"2> (4.145)
Ny~ ~kg~ A —ks—ky T k3 /T ky T ~ 1—k3—
5483545258, = (e448) " (e439) (e4 45)"" (e428) (344 )

= <e£74 e §k3> (e4 35) (eZ 4 ®k4A®k4> (ef 25)

X (e}f’] Thahigel—ke- "4) (4.146)
Bunlar1 daha da yalinlagtirabilmek icin agagidaki esitlikten yararlanilabilir.
T T _ T
(a1 b1) (a3 by) = (a; ®@az)" (b1 ®by) (4.147)

Burada, a; ile b;’in ve a, ile by’nin 68e sayilar1 esit olmalhidir. Bu esitligin

kullantmyla, (4.145) ve (4.146) yeniden, asagidaki yapida yazilabilirler.

T
k|~ ~ky~ ~l—k1—k ®1—ki—k ~R3
Shgsessl R 2 <e44®‘®e42®e44 Dess @ ey 1T 2) $93 (4.148)
ko g Al —ky—ky _ ok Ol—k—ks\ ! ~23
S4 S3S4 8§28, €44 ®Xeq43 X e44 Xeq2 ®e S (4.149)

Bunlarin sag yanlarin1 daha da yalinlagtirmak olanaklidir. Bu amacla, daha 6nceden

de kullandigimiz (4.117) esitliginden asagidaki esitlikler yazilabilir.

ky ky __ l—ki—ky _
6474 — e4kl ’4k1 5 e474 — e4k274k27 e4 4 — e4l*k1 7k2’417k1 —ky
ko ke —ks—ks _
e474 — e4k374k3, e474 — e4k474k4, e4 4 — e41—k3—k4741—k3—k4 (4-150)
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Bunlar, 6zlenen yalinlagtirimin biitiinii degildir. Ancak, ilerleyis i¢in, (4.115)’ten de

yararlanarak, asagidaki esitliklere gecilebilir.

k k
€4 @ eqn =yt gy, €4d”V @ a3 =eynn goni

k k
(3474® PRey3= i3+l gh3+1_15 (34,4® PR €40 = €4yl ghytl_s 4.151)

Bunlarin (4.148) ile (4.149)’da kullanimi1 asagidaki, daha yalin, esitliklere gotiiriir.

T
k|~ ~ky~ ~l—k1—k <®3
5,'808,°535, = <e4k1+l’4k1+172 ® €yl ghpt1_ ® e4l—k1—k2’4l—k1—k2) S
(4.152)
~ky~ ~kg~ A —ks—ky T <®3
S, 838,528, = e4k3+1’4k3+171 & e4k4+174k4+1_2 (%9 e417k37k4’417k37k4 S
(4.153)

Son iki esitligin sag yanindaki ayc¢a ayiraglarin arasindaki iiclii Kronecker ¢arpimlarim
daha da yalinlastirmak olanaklidir. Bu dogrultuda, (4.116)’tan yararlanilabilir ve

sonucta asagidaki esitliklere ulagilabilir.

iy Ak —ky T <®3
S4° 535475254 = Coa,64-2xa2 k1 g1k K S

{k17k2} € {{070}7{170}5{071}}

Ny~ ~kg~ A —ks—ky T ~®3
5475354 5254 = C64,64—42K3 x4l k3—ky S

{ks,ks} € {{0,0},{1,0},{0,1}} (4.154)

Y

Y

Bu esitliklerin (4.141)’teki ilk esitlikte kullanim1 asagidaki esitliklerin yazimina izin

Verir.

T
<®3 _
<e64,64—2><42*kl —4lkiky e64764—42*’<3—2x41*k3*k4> s =0

{k} = {k17k27k37k4}7 {k} S {{0707070}7{0707071}7{0707170}7
{0,1,0,0},{0,1,0,1},{0,1,1,0},

)

{1,0,0,0},{1,0,0,1},{1,0,1,0}} (4.155)

Bu esitliklerin her birinde 64 6geli dizge isle¢ yoneyinin 64 boyutlu dogrucul
yoney uzayindan secilmis ve o uzayin birkesim birim yoneylerin aralarindaki ikili
degisimlerin (farklarin) her birine dikgen oldugunu belirten bir anlatim bulunmaktadir.
Oteki (ve ¢cok daha somut bir deyisle, dizge isle¢ yoneyi) 6geleri dogrucul islec olarak

ne olursa olsun, (ess28 — €64.40), (€64.28 — €64,58), (€6428 — €64.46), (€64,55 — €64.40)
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(€64,55 — €64.58), (64,55 — €64.46), (€64.47 — €64.40), (€6447 — €64.58), (€64.47 — €64.46)
yoneylerince oOrtiilen altuzaya dikgendirler. Bu yargidan, bu dikgen olunan altuzayin
9 boyutlu oldugu sonucu ¢ikarilmamalidir. Burada, bu altuzayin 9 yoneyce ortiildiigii
soylenmekteyse de, bu dokuz yoney aralarinda dogrucul bagimlidir. Bunun nedeni
de, bu yoneylerin, aslinda, yalmzca 6 dogrucul bagimsiz yoney olan eg4 28, €64.55,
€64.47, €64.40, €64,58, €64 46 Yoneylerinden dogrucul birlegsimlerle iiretilmis olugudur. Bu
da, altuzayin boyutunun 6 oldugu anlamina gelmez. Degisimler olusturumu boyutu 1

diisliriir.

Bundan sonraki asamamizda, yukarida giindeme getirilen ve dogrucul birlestirimlerle
olusturulmug bulunan 9 yoneyden, aralarinda dogrucul bagimsiz olan 6 yoOneyin
secilerek Gram-Schmidt Yontemi ile dikgenlestirimidir. Ozenli bir inceleyis, (€428 —
€64,40)> (€648 —€64.58)> (€648 — €64.46)> (€64,55 — €64,40) (€64.47 — €64,40) YOneylerinin
aralarinda dogrucul bagimsiz oldugunu gosterir. Bunlara, Gram-Schmidt yontemi

uygulanarak asagidaki tanimlara gegilebilir.

1
u = ﬁ (664,28 3 e64,40)
1
wn = 7 (€64,28 + €64.40 — 2€64,58)
1
u3 = —— (€c4,28 1+ €64.40 — 3€64 46 1+ €64,58
\/ﬁ ( ; . i 5 )
1
uy = —— (e +e +e —4e +e
4 /30 (€64,28 + €64,40 + €64,46 — 4€64,55 + €64.53)
1
Us = —— (€648 +€64.40+€64.46 — S€64.47 + €64.55 + €64 55 (4.156)
\/E ( ’ ) ) ) 7 ) ) )

Buradaki, u yoneyleri birimboylu ve birbirine dikgendirler. Bu arada, (es4 55 — €64.53),
(€64,55 —€64.46), (€64.47 — €64.58), (€64.47 — €64 46) yOneyleri yukaridaki u yoneylerinin
olusturumunda kullamlan degisimlere dogrucul bagimhdir. Oteki bir deyisle, bunlar
u’lar tiiriinden dogrucul birlestirimlerle anlatilabilirler. Ancak, bu anlatimlari, burada,

belirtik olarak verig gerekli goriinmemektedir.

Boylece, (4.155)’teki denklemler, yukaridaki anlatilanlar baglaminda, asagidaki gibi

yeniden yazilabilirler.

wis® =0, j=12345 (4.157)

Bunlarin her biri, devrik yoney katsayili sayil bir denklemdir ve katsayr 1 x 64

tiriindedir. Bu yapisiyla, katsayis1 Fp dizeyi olan denklemle bagdastirilamaz.

80



Bagdastirirmin saglanisi icin, bu denklem yerine, katsayis1 4 x 64 tiiriinde bir dizey
olan bir denklem iiretmek gerekir. Bunun, us’a (akla) gelen ilk yolu, bu denklemde
katsayinin yerine onun 4 0geli bir yoneyle dis carpimimi almaktir. Ancak, bu
yolda, aralarinda dogrucul bagimsiz olan 4 yoneyden herhangi biri kullanilabilir.
Oyle de olsa, bu yoneyleri es; (j=1,2,3,4)lerden biri olarak segmek Ol¢iinlere
(standartlara) uymak olarak goriinmektedir. Boylece, (4.157)’den asagidaki dizey

katsayili denklemlerin yazimina gidilebilir.

B 5% =044, j=1234 k=123,45 (4.158)

Bji=euf, j=1234 k=1,23/4,5. (4.159)

Dizge isle¢ yoneyinin burada tikiz bicimde yazilan dikgenlik (ing: orthonormal-
ity) denklemlerini degistirgelendirimle (ing: parametrization) tek bir denkleme
dontistiirmek olanaklidir. Bu baglamda degistirgeleri f’larla simgeleyerek asagidaki

tanimin ve, sonunda, denklemin yazimina gegcilebilir.

4 5
Fg=)Y Y BB« (4.160)
j=0j=0
Fps®3 = 04, (4.161)

Buraya dek olan son esitliklerde 04,7 dort 68eli sifir yoneyini simgelemektedir.
Goriilebilecegi tizere, buradaki B’ler 4 x 64 tiirlinde dikdortgen dizeylerdir. Burada

da, Fp simgesinin kullanilig nedeni, boyle simgelenen dizeyin F ile estiir olusudur.

Burada, onemli olan, B degistirgelerinin ortaya ¢ikist ve Fg’nin DEUG sonrasi elde
edilen F katsay1 dizeyi ile, deyim yerindeyse, biitiinlestirilebilisidir. Gergekten de,
(4.105)’teki F, ondan biraz sonra yapilan degisiklik baglaminda, F ile degistirildikten
sonra, Fp yerine Fp + Fp yerlestirilirse, (aslinda) Fg’nin dizge yoneyi iizerine sifir

dizey etkisi gostereceginden dolayi, (4.105) degismeyecektir.

Bu yiizden, 6nceki inceleyislerimizde, F yerine, “Genisletilmis” ¢agristirimli,
Fo=F5+Fp (4.162)

ile tanimlanan F¢ dizeyi kullanilabilir. Bu kullanim inceleyislerimize belirsiz yirmi ek

degistirge katar. Boylelikle, Fa dizeyinde (daha dogrusu onun yerini alan F5’de), yeni
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esneklikler yaratilmis olur. Bu esneklikler, eger olabiliyorsa, sozgelimi yakinsaklik
arttirimi gibi amaclar i¢in kullanilabilir. Bu yolda, 3 larla ilgili bir goriis belirtebilmek

icin, Fg’nin Frobenius boy (ing: norm) dordiiliinii (karesini) ele almak gerekir.
IFG 7, = [Fall* +2Tr (FAFE) + |[Fll7, (4.163)

Burada, dizeylerdeki tiim 6gelerin gercel oldugu Ongoriilmektedir. Karmasik sayi
degerlilik durumu da odaga alinabilir. Ancak, o durumda, degistirge sayis1 ve inceleyis

karmasiklig yiikselir. Burada, gercellikle yetinecegiz.

(4.139)’dan asagidaki esitlik yazilabilir.

1 1 1 a’K?
2 2 2 2 2
IFAllz, ——a4u20‘1,1+—a4u2a1,2+—a4u2(1—0‘171_0‘1,2) ——5 0300

2.2 2.2 2 2

a‘k® 5 o’k , K K
2 — 1— 00— O b (4164
03301 (1=300=0s01)"+ gt n (164

Fp tanimindan da,

Fgll7, = Z Zﬁfk (4.165)

J=1j=
sonucuna varilabilir. F4 ile Fg’nin carpimindan ise asagidaki esitlik tiretilebilir.

4 5
Tr (FAFR) — ZZﬁ]kTr(FAB )= L X BT (Fameel )
J

j= 01 =0,;=0

= Z Z B xes Faug (4.166)

Jj=0j=0
Son iki esitligin (4.163)’te kullanimi1 asagidaki esitlige gotiiriir.
[Fgll7, = IFal®+2 Z Z Bjxes Fauy+ Z Z B (4.167)
Jj=0j=0 J=1j=
Bu biyikligin B, (m = 1,2,3,4; n = 1,2,3,4,5) degistirgesine gore en
kiiciiklenisi i¢in sag yanin f3,, ,’ye gore tiirevlenisi sonrasinda ele gegen anlatimin 0’a

esitlenimi ve bu yoldan elde edilen cebircil denklemin ¢6ziimii gerekir. Bu yapilir, ve

m ile n, sirasiyla, j ve k ile degistirilirse asagidaki sonuca ulasilir.
Bix=—e€i Fam,  j=1234; k=12345 (4.168)

Bu esitlikten, ||[Fg|| dizeyinde boy bastirimi saglayigt igin, son esitliklerdeki

sag yanlardan en azindan birisinin 0’dan degisik olusu gerekir. ~ Yoksa, bu
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kesimdeki ¢Oziimleyisin tiimii anlamsiz duruma gelir. Buradaki inceleyiglerimiz
baglaminda F, dizeyi (4.139) ile belirtik olarak verilen yapidadir ve, (4.168)’de
sag yanlarin en azindan birisinin sifirdan degisik olusu icin, 28, 40, 46, 47, 55,
58 sirasayili diiseysiralarindan en azindan birisinde sifirdan degisik 6ge bulundurusu
gerekmektedir. (4.139)’dan goriilecegi iizere, yalnizca 55. diiseysira da olsa da,
boyle bir durum s6z konusudur. Ote yandan, (4.168)’deki esitliklerde, €64,55 birim
yoneyi yalnizca k = 4,5 degerleri i¢in (us ile ug’da) goziikkmektedir. Bu yiizden,
(4.168)’de, k = 5,6 disindaki sag yanlar sifirlanacaktir. Bu ise, sifirlanmayan 3 sayisini
20°den 8’e indirecektir. Buna karsin, yine (4.139)’dan goriilecegi iizere, F’da 55.
diiseysiranin yalnizca ilk 6gesi sifirdan degisik oldugundan, (4.168)’de j yalnizca 1
degerini aldiginda sag yan sifirlanimi olmayacaktir. Sonugta, buradaki 6zel durumda,
yalmzca B 4 ile fB; 5 sifirdan degisik olacaktir. Beta sayis1 ¢ok azalmus olsa da, 3’larin

boy bastiriminda etkili oldugu goriilmektedir.

Tim f’larin sifirlandigi durumlarda bu kesimdeki ¢6ziimleyisin gereksiz gibi
goriinecegini dile getirmek olanaklidir. Yine de, bu ¢coziimleyis, artik, gerceklestirilmis
bulunmakta ve yalnizca (4.168) bagintisina gereksinim bulunmaktadir ve onun

kullanim1 da, dylesine gii¢ bir eylem degildir, yalindir.
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5. DISARLAK SOBEKCIL GiZILGUCLU DIZGELERDE YALIN KONAC
BUKUMU

Bu boliimde onceki boliimlerden degisik olarak yeni bir yontem arayisina girilmis
ve topluluk icinde ortaya cikan, olduk¢a yeni bir yontem olan “Konac¢ Biikiimii”
ile bigelenen dizge i¢in ¢Oziim aranmistir [109-112]. Bu yontemin amaci iizerinde
caligilan dizgenin konaci (ing: coordinate) disinda bir konag ile calisarak elimizdeki
sorunu ¢oziimii bilinen dizgeleri andiran yapiya gotiirmek ve buradan izgecil degerleri
elde etmektir. Bunun i¢in ilk olarak konag biikiiliir ve yeni bir degisken elde edilir.
Biikiim islemi uygun kosullar1 saglayan bir iglev ile yapilir. Bu isleve “Konac
Biikiim Islevi” denir. Bu islevin dogru segimi ¢oziimleyisleri ve sonuca gidisi
kolaylagtiracaktir. Olabildigince yalin secilmesi islem karmasasini azaltir. Konag
biikiimiiyle yeni bir gizilgii¢c elde edilir ve bu gizilgiiciin tanimladigi Hamiltonyen
ile bir izgecil denklem yazilir. Ortaya c¢ikan denklemde biikiilmiis degiskene bagh
bir agirlik iglevi de ortaya c¢ikar. Coziim asamasinda, Hermite cokg¢okterimlilerinin
yardimi ile olusturulan bir 6zislev kiimesi kullanilarak kesimcil dizey gosterilimi ile bir
yaklagtirim yapilabilir. Sav kapsaminda 6rnek olarak ele alinan dizge 6zerk (otonom),
bir ozgiirliik diizeyli tistel bakisik uyumsuz salingag dizgesidir. Bu dizgeyi betimlemek

icin asagidaki gibi bir gizilgiic kullanilmstir.

~
V(Z[)Ea(exp (K%) —IA) (5.1)

Uygun kosullar altinda yeni konaci olusturacak ve yeni degisken u’yu x tiiriinden
betimleyecek islev u(x) olsun. Aslinda bu iglev gereksinimleri karsilayacak bigcimde
bagka degiskenlere de bagl olabilir. Bizim ¢alismamizda gizilgii¢cte gordiigiimiiz eksi
olmayan deger k’y1 da degisken olarak ekledik. Bu durumda konag biikiimciil islev
u(x,x)’dir. o bir degistirge olarak isin i¢ine katilmamustir ¢iinkii 6nceki bolimlerde
ele aliman dogabilimcil birimsizlestirim ile denklemde acik olarak goziikkmez olmus
ve gizilgiiciin katsayist 1 olmustur. Konag¢ biikiimii uygulayarak bu dizgenin izgecil
niceliklerini belirlemek ya da en azindan bilgi edinebilmek i¢in dncelikle uygun biikiim

islevi bulma arayisina girilmistir. Gizilgii¢ terimindeki iistel yap1 oncelikle ¢ok terimli
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kullanimini aklimiza getirir. Yapilan secimler ve sonrasinda yapilan iyilestirimler

sonucunda izgecil degerlere daha iyi yaklastirim yapabildigimiz goriilmiigtiir.

5.1 Bir Ozgiirliik Dereceli Nicem Dizgelerde Konac Biikiimii
Bir ozgiirliikk dereceli nicem dizgenin Hamilton islecinin izgecil denklemi asagidaki
bagint1 ile gosterilebilir [4].

1dy(x)
2 dx?

V)W) =Ey(x),  x€(-o0,) (5.2)

Burada gizilgii¢ islevinin sonlu, her yerde siirekli, bagimsiz degiskenine gore bakisik,
alttan arti degerle kiyilandirilmis oldugu ve x sonsuza giderken islevin sonsuza
gittigi ongoriilmektedir. Bu ¢alismada bicelenen dizge, bakigik iistel nicem uyumsuz
salingactir. Bu dizgenin gizilgii¢c islevi sonsuz bir kuyu yapisi tanimladigindan,
O0zdegerlerin yani erke degerlerinin gercel ve arti degerli olusu beklenir. Burada,
uygun Ol¢ekleyis oranlari ile indirgenmis kiitle (1) ve gizilgii¢ carpaninin () 1 olacagi

bicimde dogabilimcil birimsizlestirim uygulanmusgtir.

Inceleyislerimiz sonucunda, x sonsuza giderken, (5.2) esitliginin yanagsik esdegerinin
(ing: asymptotic equivalent) kullaniminin ¢oziimiin sonsuzdaki davranisiyla ilgili
bir goriis olusturusumuzu sagladig1 bilgisine varmis bulunuyoruz.  Ancak, x
konum degiskeni yerine, ona bagli bagka bir degisken tanimi ile yalinlastirimlar
gerceklestirerek, ¢coziimleyisleri kolaylastirabilecegimizi diisiinmiis bulunuyoruz. Bu
amacla yeni degiskeni betimleyen bir islev, u(x, k), tanimlayalim. Burada, x eksi
olmayan ve bakigik iistel nicem uyumsuz salinga¢ denkleminin gizilgii¢ teriminde
goriilen bir degiskendir. Bu islevin, bir kona¢ tanimlayis1 i¢in x eksi sonsuzdan, art1
sonsuza giderken bu islevin gercel ve azalmayan degerler iiretmesi gerekmektedir.
Ayrica bu islevin evriginin tek degerli olabilisi icin, islevin x’e gore tiirevi, x artarak
sonsuzluga gittiginde, sifirt veren sonlu sayida x degerleri disinda, artan olmalidir.
Konag biikiimciil islev diyebilecegimiz bu iglevin iirettigi bagimsiz degiskeni u ile
simgeleyelim. Bu yeni islev ve degisken tanimi ile dalga islevini agagidaki gibi yeniden

yazmak olanaklidir.

w(x) = (x, )2 f(u(x, k), k) (5.3)
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Esitligin her iki yaninin x’e gore birinci ve ikinci tiirevini alirsak sirasiyla asagidaki

esitlikler elde edilir.

v (x) = —%u/(x, k)2 (x, 1) f (u(x, k), &) + ol (x, K)%a—f:(u(x, K),K) (5.4
W (x) E%u/(x, )3 (x, K2 (ux, ), K)
1 302

— Eu'(x, K)_%u"'(x, K) f(u(x, k), k) +u'(x,x)2 f(u(x, K),K) (5.5)

(5.4) ve (5.5)’in beraber kullanimiyla izgecil denklem (5.2) asagidaki gibi yeniden

yazilabilir.

3u"(x,k)> 14" (x,K)

N (_§ ' (x, k)2 *3 u'(x,K) ) Flulx, k), K) = Ef(ulx ), K)} -0 09

Coziimleyiglerimizi yalinlagtirmak amaciyla V(x) gizilgiic islevini, u’ya gore kesin
coziimii bilinen 6rnegin uyumlu salingag¢ gibi bir Schrodinger denklemi olusturacak
bicimde secebilmeliyiz. (5.6) denkleminde kiime imleri arasindaki anlatim sifira esit

olmalidir. Bundan yola ¢ikarak asagidaki tanim esitliini yazalim.

1 3u"(x, k)% 1u"(x,x)
vV - 2 2, - ’ _ - ’
(X, K) 2u (x, K) ule, K)" + 8u'(x, k)2 4 u(x,K)

5.7

Burada KB “Konag Biikiimciil” gizilgiic anlatimim1 simgelemektedir. Dizge gizilgiicii

Vkg(x, K)’ye esit olursa, (5.6)’dan asagidaki denklemi yazabiliriz.

1d%f 1 E(k
—Eﬁ(u, K) + Euzf(u7 K) = M/()f7 13)2f(u’ K) (58)

Coziim i¢in aranan yalin denklemin olusturulmas: amaciyla u(x, k) islevinin se¢imi ve

onun kullanimi ile Vgp(x, k) nin yapisinin belirlenimi gerekmektedir.

5.1.1 Konag biikiimciil islev secimi

Amacimiz inceleyisleri kolaylastiracak en yalin konag biikiimciil iglevi bulmak oldugu
icin Oncelikle en basit ¢cokterimliler ile ¢oziimlemelerimize baglayalim. Bu dogrultuda
ele alacagimiz en yalin iglev u(x, k) = x olacaktir. Ancak bu islev bir konag¢ degisimine

2

neden olmaz. u(x,k) = x° se¢imi ise bire bir (ing: one-to-one) olmadigi igin
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kosullarimiza uymamaktadir. Burada x yerine —x yerlestirildiginde imi (isareti)
degisen islevlerle ilgilenmek en dogru secim olacaktir. Bu yiizden bu secimlerden

sonra alabilecegimiz en yalin ¢okterimli islev
u(x, k) =x° (5.9)
olacaktir. Vgp(x, k) yi belirlemek i¢cin asagidaki esitlikler yazilabilir.
i (x, k) = 3x%, u’(x,K) = 6bx, u" (x,k) =6 (5.10)

Bu esitlikleri kullanarak asagidaki denklemleri elde ederiz.

Vka(Kkx) = ;&%é (5.11)
1 d? | -3
2T () 5 () = B ) (512

(5.12)’deki gizilgii¢ iki kuyulu bir yapidadir ve x — 0’da, sonsuza biiyiiyiis tiiriinde,
bir tekilligi vardir. Bu tiir gizilgiicli zamandan bagimsiz Schrodinger denklemine,
Frobenius yontemiyle, toplamdizi ¢oziimii bulunmak istenirse, biri 1 /x, otekisi x> ile
orantili iki dogrucul bagimsiz, ama her biri x>’ nin birer toplamdizisi olan, ¢ziim elde
edilir. x*> bagimlilig1, dogrudan u’ya degil uie bagimlilik anlamina gelir. Bu yiizden,
yalmizca u’nun {sliileri tiirlinden bir ¢oziim iiretilemez. Oysa ki, uyumlu salingac
oOziglevleri yalmzca u’nun {islileri tiiriinden toplamdizi ag¢ilimlariyla anlatilabilir ve
burada taban kiimesi olarak kullanimlar1 sayicil yakinsayisit ya ortadan kaldirabilir
ya da ¢ok gii¢siizlesebilir. Bu nedenle konag biikiimciil islev icin bagka arayiglara

gececegiz.

Andiran bir inceleyisi asagidaki iistiigiil biikkiim islevi i¢in de yazabiliriz.
u(x, k) = x+ kx° (5.13)

Biikiim islevi k degistirgesinin eksi olmayan degerleri icin, x art1 degerlerde tekdiize

arttikga, tekdiize artar. Vkp(x, k) yi yazabilmek i¢in asagidaki esitlikleri yazalim.

du > d*u d*u
5214'31()6' s EZ6KX7 — = 6K (514)

Buradan konag biikiimciil gizilgii¢c denklemini asagidaki gibi yazariz.

2 21Kk%x2 3K

2
1+ 3Kx? 3 - 5.15
( + 3Kx ) (x+ Kx ) + (1+31<x2)2 2(1+3k:2) (5.15)

| =

Vkg (X, K) =
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Bu gizilgii¢ islevi, x bagimsiz degiskenine gore, onuncu dereceden bir ¢okterimli
ve orancil iki iglevin toplamindan olusmaktadir. Cokterimli kesimi, x’in tiim sonlu
gercel degerleri icin sonlu kalir. Ama, orancil kesimin, paydasinin sifirlandigi
yerlerde, ikiser kath iki ucay (kutup) tekilligi bulunmaktadir. Bunlarin, x karmagik
diizleminde, yerlesim yerlerini saptamak gizilgiiciin davraniginin belirlenimi agisindan

cok onemlidir. Bu saptayis i¢in asagidaki cebircil denklem yazilabilir.
(143k2)° =0 (5.16)

Bunun ¢6ziim secenekleri iki kath iki eslenik sanal kok olarak ortaya cikar. Bu
kokler ikiser katl olarak i/v/3x ve —i/+/3k konumlarina yerlesiktir. Bu nedenle,
(5.15) ile verilen gizilgiic islevi gercel eksen iizerinde sonlu, her yerde siirekli ve

tiirevlenebilirdir. x — +oo icin art1 sonsuza gider.

Yukanidaki gizilgiiciin birden cok kuyulu olusu da olanaklidir ve iizerinde durmak
gerekirse gercel say1r dogrusu iizerinde asit (ing: extremum) degerlerine bakmak
gerekir ve onlarin sayisin belirleyecek olan 68enin x degeri olacagini diisiinmek

olanaklidir. Yine de, etkin bir ¢oziimleyis gerceklestirimi gerekir.

Bu biikiim islevinin (5.8) denklemini ¢oziimleyis i¢in yalinlagtirmas: amaglanmugtir.
Konag biikiimciil iglevin evirtimi ve sonrasindaki ara inceleyisler istenen yalinlasmanin
cok da olas1 olmadigin1 gostermistir. Bu nedenle iistiiciil islevin kullanimindan da

doniilmiistiir

5.1.2 Disarlak sobekcil konag biikiimii

Cokterimliler ile ilgili inceleyisler sonucunda istenilen yalin denkleme indirgeyis
saglanamadi@indan bicelenen dizgenin iistel yapisina uygun olarak konag biikiimciil
islevi, iistellik iceren bir yapida segme olasiligimi da degerlendirmemiz gerekir.
Buradan yola ¢ikarak Disarlak Sobekeil (ing: Hyperbolic) Kona¢ Biikiimlii bir islev
giindeme getirilebilir. sinh(x) iglevinin toplamdizi acilimini ele alalim.

X

sinh(x):x—l—i%—g—l—... (5.17)

Bu acilimdan esinlenerek biikiim iglevini agsagidaki gibi belirlemek olanaklidir.
2 K.3

1 K
u(x, K)EEsinh(Kx):x—l— Ff%—mxs—l—..., k>0 (5.18)
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Kk eksi olmayan bir degisken oldugundan u(x, k) igin tekdiize artan bir islev diyebiliriz.
x — 0 icin kalan bir terimi x° ile orantili bir yanasim elde etmek isteniyorsa, asagidaki
esitligi yazabiliriz.

%sinh (kx) ~x+ %2x3 (5.19)
Bu yanasim, bu konag biikiimiiniin en azindan x = 0 komsulugunda {istii¢iil konag
biikiimii andiran dzellikler gosterdigini belirtir. 1/k ile ¢arpilma nedeni de bu yanagimi
saglamaktir. x = 0 komsulugunda gecerli olan bu yanasim, x — oo icin Ustiiciil ve

disarlak sobekcil konag biikiimleri biiyiik ayriliklar gosterir.

(5.18)’de tanimlanan kona¢ biikiim islevinin evrigini belirlemek oldukg¢a kolaydir.

Oncelikle (5.18)’in sol yan tanimini iistel bi¢cimde yeniden yazalim.
e —2kue®™ —1=0 (5.20)
Coziim icin agagidaki gibi iki esitlik yazilabilir.
e =xut VK2t +1 (5.21)

Burada evirtim icin belirlenecek olan bilinmeyen, x’dir. x ve u eszamanli olarak
sifira gittiginde, (5.21) denkleminin sag yani1 1 degeri, sag yan ise 1 degerlerinden
birini alir. Bu durumda her iki yanin esit olabilmesi ancak aradaki imin + olmas: ile

saglanabilir. Boylece konag biikiim islevinin evirtimi olan denklemin ¢6ziimii
1
xX= Eln <Ku+ K2u2+1> (5.22)

esitligi ile belirtik olarak yazilir.

5.1.3 Belirtken gizilgii¢ belirlenmesi

Kona¢ biikiimiiyle, bilinmeyen iglevin, amaca uygun tamimlanmis bir uyumlu
salingacin Schrodinger iglecine, biikiimlii degiskene bagimli bir orancil islevle carpma
islecinin eklenisiyle olusturulan, islecin altindaki goriintiisiiyle, bilinmeyen erke
degistirgesi ve biikiilmiis degiskene bagimli olan bir agirlik islevinin ¢carpimina esit
olan bir siradan tiirevli denkleme erisebilis amaglanmaktadir. Ancak, bunun i¢in

gizilgiiciin yapisinin belirlenisi gerekmektedir.

Vkp ile simgelenebilen “Konag Biikiimciil Gizilgii¢”iin ya da 6teki bir adiyla “Belirtken
Gizilgii¢’lin belirlenisi icin iki onemli bilgiye gereksinim vardir. Bunlardan birisi
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konag biikiimii olup onceki altbdliimde ayrintili olarak anlatilmigtir. Diger bilgi ise,
dizge icin tanimlanmig basta varolan 6zdenklemden daha yalin, ¢6ziimii kolay ya da
bilinen bir 6zdenkleme ge¢mek icin yeni 6zdenklemdeki gizilgiictiir. Gereksinim
duyulan baglangic ve erek (ing: target) Ozdenklemlerini sirasiyla asagidaki gibi
uzbilimcil olarak yazmak olanaklidir.

_ 1d%y(x,x)

52 VB Kyl K) = E(K)y(x k), x € (—eo,00) (5.23)

— %% + Vg (u, k) f(u,x) = E(K)W (u, ) f(u, ), U € (—o0,00) (5.24)
Burada Vg, verilmis olan ya da elde edilmesi istenen, erek gizilgiice karsilik
gelmektedir. Vg Oyle bir bicimde sec¢ilmelidir ki, (5.24)’lin kesin ya da yaklasik
cozimil olabildigince yalin bir yoldan elde edilebilsin. Bu dogrultuda, yalnizca
ayrik izgesi bulunup sonsuz ama dipli bir kuyu olan uyumlu bir salingaci erek bice
olarak se¢mek coziimlemeleri oldukca yalinlagtirabilecek olgulardan biridir. Bunun
nedeni de, boyle bir dizgenin Schrodinger islecinin izgecil biiyiikliiklerinin ¢cok yalin
bicimde belirlenebilisi ve bu yiizden de cok iyi bilinigleridir. Ancak, bu bi¢cimde
tamimlanabilecek sonsuz sayida uyumlu salinga¢ bige vardir. Yalinlik agisindan
bicede gizilgiiciin u# yerine —u alindiginda im degistirmeyen yani bakisik ve u =
0 i¢cin sifirlanan bir iglev olmasini yegleriz. Bunun i¢in Onceki altboliimlerdeki
inceleyislerden elde edilen (5.7) ve (5.8) denklemlerinden goriilebilecegi iizere u? ile
orantil1 bir Vg nin secilmesi yerinde olacaktir. Bunun icin asagidaki gibi 6zelsiz bir

tanim yapalim.
Ve (u, k) = o(K)u? (5.25)

Burada, o(x), x’nin tiim eksi olmayan, gergel degerleri icin, sifira esit veya arti
degerlerde kalan bir degistirge nitelikli iglevdir. Vgp (x, k) ile Vg (u, k) arasinda iligki

daha 6nceki inceleyis sonuglarimiza dayanarak asagidaki gibi gosterilebilir.

3u"(x,k)>  1u"(x,K)
/ 2 ) )
Vg (x, k) = ' (x, K) "V (u(x, k), K) + 8u'(x, k)2 4 ul(x,K)

(5.26)

Buradan belirtken gizilgiiciin belirlenisi i¢in u(x, k) nun x’e gore ilk ii¢ tiirevinin
bulunmasi gerekmektedir. Bunun icin asagidaki esitlikler yazilabilir.
d d? d’
d_jct = cosh(kx), d_xbzl = Ksinh(kx), d_xb; = k2 cosh(xx) (5.27)
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Bulunan esitlikler ve tanimh erek gizilgii¢c (5.26) denkleminde yerine yerlestirilirse

asagidaki belirtken gizilgiicii elde ederiz.

oK) | 5 3K? , K
Vkp(x, k) = 1 sinh(2Kx)~ + g tanh(Kx) 1 (5.28)

Bu islevde en sagdaki iki toplamcil anlatim, x gercel say1 dogrusu iizerinde ilerledikce,
—K?/4 ile k?/8 arasinda kalir. Buna kargin, ilk toplamcil terim O ile arti sonsuz
arasinda degerler alir ve x — too icin art1 sonsuza hep iistel olarak gider. Boylelikle

sonsuz bir kuyu bicimi olusturur. Buna karsilik gelecek izgenin ayrik olmasi beklenir.

Ancak bu bicimde tanimlanmig bir konag¢ biikiimiinde olumsuzluk yaratabilecek
olgular da bulunmaktadir. x degistirgesine olan bagimlilik agik olarak belirtilmedi-
ginde Kk — oo ereyinde karsilasabilecegimiz sorunlar ortaya cikabilir. (5.28)’de en
sagda goriinen —KTZ terimi K biiyiidiikce gizilgiic islevinin eksi degerler almasina
neden olabilir. Bunu gidermek ve artihigi giivence altina almak amaciyla konag
biikiimii sonrasinda, uyumlu salinga¢ gizilgiicii olan a(x)u? anlatimi yammna 1 +
x2u? anlatiminin evriginin dordiiliiniin uygun bir katin1 tamima katmak ise yarar
gozitkmektedir.

2, B(®)

Ve(u, ) = a(x)u +m

(5.29)

Boylece (5.28)’in en sagindaki terimi ortadan kaldiracak ya da bastirip artilagtiracak
bicimde bir 6ge eklenmis olur ve buradan asagidaki konag biikiimciil gizilgiic elde

edilir.

VKB(M, K) = OCEI-K)

2 2
sinh(2kx)? + 3% tanh(xx)? + </3(;<) - %) (5.30)

Burada (k), bu an icin, k?/4’ten biiyiikk olmak kosulu altinda, belirsiz bir islevcil
degistirgedir. Boyle bir erek gizilgii¢ islevi uyumlu salingag¢ izgecil 6zelliklerinden
sapiglara neden olacaktir. Ancak bu tanim ¢6ziimii yalinlagtiracak nitelikler tagimak-

tadir.

5.1.4 Agirlik islevinin belirlenmesi ve 6zislev yalinlastirim

Aslinda (5.8)’de verilen denklem bir agirlikli 6zdeger sorunudur. Bu denklemdeki
u? uyumlu salingag gizilgiiciiniin 1/2 olan katsayisinin o (k) islevcil degistirgesi ile

degistirilmesi ve Kk biiyliyiisiinde eksi olmamas1 durumunu giivence altina almak i¢in
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terim eklenmesi sonras1 agirlikli 6zdeger sorunu asagidaki gibi giincellenmistir.

~ 2 u
L) £l ) =~ LR )+ % f(u,x)
=E(K)W(u,x)f(u,x) (5.31)

(5.8) denkleminden W (u, k) agirlik islevi agagidaki gibi yazilir.

du\ > [dx\? 1 1 1
W)= () = (%) = - - 5.32
(1, ) (dx) <du> cosh()? ~ T4smh(c? 1122 2%

Goriildugii iizere x eksisiz kaldigi siirece W (u, k) hep art1 degerlidir.

y iglevi birimboylulagtirilmig oldugundan, f(u,x) islevinin dordiiliiniin W (u, k)

agirligi altinda u’ya gore tiimlevi de 1 olur. Buradan asagidaki esitlik yazilabilir.

/_ idu Flu, W (u, ) f (1, ) = /_ Zdu% y (5.33)
Bu denklemden asagidaki dl¢ekleyis doniisiimiinii yapmak akla gelmektedir.
£, ) =W, ) 2f (1, ) = V1 + 22 Fu, x) (5.34)
Boylece asagidaki birimboylulastirim gegerli olur.
/_ " duf(u, k) =1 (5.35)
(5.34) doniistimii ile (5.31) denklemi asagidaki agirliksiz yapiya doniisiir.
W (u, k) 2L(u, €)W (u, )2 f(u, k) = E (%) F (u, ) (5.36)

Burada sol yanda goriinen ii¢ carpanli isle¢, bir anlamda, biikiimlii konaglardaki

Hamilton isleci niteligindedir. Bu isleci Hks simgesiyle tanimlayabiliriz.
Hyp(u, ) = W (u, ) 2L(u, &)W (u, k) 2 (5.37)
Hyp isleci belirtik olarak asagidaki gibi yazilabilir.
Hyp(u, k) = (14 x%u®) L(u, ) — x U= mi (5.38)
Bu tanim ile (5.36) denklemini, asagidaki gibi, daha yalin yazmamiz olanaklidur.
Hyp(x) f(u, k) = E(x) f(u, k) (5.39)

(5.8)’de verilen denklemde (5.31)’deki o(x) = 1/2 ve B(k) = 0 6zel durumu igin

verilen Z(u, K) islecinin izgesi ayrik ve tiim 6zdegerleri arti degerlidir. Ayrica bu
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isle¢ Oziine es yani Hermite tiiriindedir. Sonugta, arti tanimlidir. Bu altboliimde ise
o islecin ¢ok daha 6zelsiz durumu vardir. Ama bu iglecteki dipli sonsuz kuyu niteligi
onceki durumdakiyle olabildigince kosuttur. Bu yiizden, ayrik izge ve 6zdegerlerin, en

azindan belli bir eksi sayidan biiyiik olan, degerler alabileceginden sozedilebilir.

5.1.5 Sonsuz k ereyinde c¢oziimleyis

k’nin evrik dogalsayi iisliileri tizerinden yapilacak bir yanagik ac¢ilim, konag biikiimii
ile olusan denklemin izgecil 6zelliklerini belirleyisi yalinlagtirir. Bunun ig¢in (5.31)
denkleminden asagidaki esitligi yazabiliriz.
~(u u 1d>  o(k) ,~ PB(k) | N u
E(%k) s (Mr) = [ L 00 B L] ) (40
K / K 2a T TE VT e (14 u?)? / K (5:40)

Bu iglecten diizgiin ve anlamli bir yanagik a¢ilim gergeklestirebilmek i¢in asagidaki

yanagik agilimlar ongoriilebilir.

a(k) =Y okt Bx)=Y B>, (5.41)
j=0 j=0
Bu Ongoriimlerden yararlanarak asagidaki acilim yazilabilir.
L (1 ;c) - i K2 IL; (u) (5.42)
K’ - /
j=0
Buradan
~ 1d? = 1 -
L =——— 1 1
O(M) 2du2+a0u +BO(1—|—M2>2 )

j=1,23,.. (5.43)

denklemleri belirtik olarak yazilabilir. K¥’nin evrik dogalsayi iisliileri iizerinden yapila-

cak bir yanagsik acilim i¢in (5.38) denklemi agagidaki gibi yazilabilir.

~ u 2
HKB <—, K')
K

~ d K
1 ZL(E, )_ 2y >
() L (k) = = )

Y 2 gj(KB) () (5.44)
j=0

Denklemin son satirindaki gibi Ongoriillen bir toplamdizi aciliminin o6gelerini

belirlemek i¢in (5.42) kullanilabilir. Buradan

GEB) (N — (1 T ) gL L
Hy' ™ (u) = (1+07) Lo () Ydu 2(1+u?)’
ﬁ](KB) () sz(u), j=1,2,3,... (5.45)
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tanimlar1 gegerli olur. Bu acilim 6ngoriimleri agagidaki yanasik esitlikleri yazmamiza

olanak saglar.

~/U
L(—,K>
K

Bunlarda belirtik olarak gériinen x> orantililig, 6zdeger olan erke degerlerinin, Kk — oo

~ 2B () (5.46)

K—boo

=~ KZZ()(M), I/{\KB <%,K‘>

K—$oo

ereyinde, k? ile orantil1 oldugu ve bu yiizden Erke ve ¢oziimciil islev icin asagidaki

toplamdizi a¢ilimlarinin 6ngoriilebilecegi anlamina gelir.
E(x)=Y k2 <_ ) — Y kUF, ,
(x) Z K Ey, Flok Z’ K~ fi(u) (5.47)
j=0 j=0
Boylece Kk — o ereyinde yanasik baskin STD’e asagidaki gibi ulasilabilir.
Ay (u) fo(w) = Eo fo(w) (5.48)

Bu denklem k’ya bagl olmadigindan daha yalin bir denklemdir. Bundan sonra Kk — oo

ereyinde bu denklem iizerinden ilerleyecegiz.

5.1.6 Sonlu kosegencil dizey gosterilimli yanasik baskin 6zdeger belirleyisleri

K evriginin dogalsay1 iisliileri iizerindeki agilimlar saptirtm agilimi (ing: perturbation
expansion) olarak da yorumlanabilir. Ancak, bu acilimlarin ille de diizgiin yakinsak
olusu gerekmez. Ama, 0zelsizde, en azindan, yanasik yakinsayistan sozetmek olanak-

lidir. Bu altbdliimde, agilimlarin sifirinci kerte anlatimlarina odaklanacagiz.

Konag Biikiimciil Hamilton Isleci’nin dizey gosterilimine dayali 6zdeger belirleyis-
lerine ge¢mek ic¢in bir taban islev kiimesi se¢cimine gereksinim bulunmaktadir. Bu
dogrultuda, ilk olarak, Hermite Islevleri’ni [97-99] igeren islev kiimesi diisiiniilebilir.
Coziim i¢in dizey gosterilimi olusturulurken olusacak dizeyin olabildigince yalin
yapida olusu istenir. En c¢ok istenen yap1 da sifir olmayan 6g8eleri yalnizca ana
kosegen tizerinde yerlesik bulunan dizey yapisidir. Bu bicimde dizey gosterilimi olan
siradan tiirevli Hamilton iglecinin tizerinde kurulan 6zdeger sorununun dogrudan ve
olabildigince yalin bir bicimde ¢oziilebildigi bilinmektedir. Bu yiizden bu durumla
ilgilenmeyecegiz. Onun yerine, sonlu ¢okkodsegencil dizey gosterilimler olusturmak

icin caba gosterecek ve buradan ¢oziime gitmeye odaklanacagiz.
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(5.48)’deki ﬁéKB) (u) islecinin belirtik yapisi asagidaki esitlikle yazilabilir.

2 2
H = u— 1 I —— I
0 (@) 7 e gy toe (Tu) I fo—5 ) s
1 d? u d ~ 1 1 -
=(1+u?) | —2—-—— = 27 —— | ———T| (549
(1+4) 2 du? 1—|—u2du+a0u +<ﬁ0 2) (1+u2)>? ] (5.49)

Buradaki ilk esitlikteki son anlatim, paydasinda u bagimliligi olan bir orancil yapi
icermektedir. Bu anlatim ile sonlu sayida kosegen iceren bir dizey gosterilimi
olusturmak olanaksizdir. Bu terimden kurtulmakta yarar vardir. Bunun i¢in asagidaki

gibi bir se¢im yeterlidir.

Bo

| =

(5.50)

Boyle yapildiginda esneklik azaltimi s6z konusu olur. Ancak, esneklik azaltiminina
karsin elde edilecek olan sonlu cokkosegenliligin 6nemli getirileri olacaktir. Bu
yiizden, bundan sonra (5.50)’nin gecerliligi dngoriilecektir. Bu 6ngoriim ile (5.49)

asagidaki gibi yazilir.

2\ 2
;y(KB) (H'”) d d 2 N7
Hy ") = = 2 —u oo (1410) 1 (5.51)

Bu islec u’ya gore cift islectir. Yani im degisimi altinda degismezdir. Bu yiizden,
Oziglevlerini de u’nun tek ve cift islevleri olarak sayilabilir sonsuzlukta 6ge iceren
ve birbirine dikgen olan ayrik iki kiimede toplayabiliriz. Burada cift yani im
degistirmeyen islevleri ele alacagiz.

(5.48) esitliginde ﬁ)(u) islevinin cift ve tek olusuna bagli olarak ayrigtirrm
gerceklestirmek olanaklidir. fo(u) islevinin ¢ift olusu durumunda, c ;’ler bu an i¢in
bilinmeyen katsayilar, v ise daha sonradan secilecek uygun bir art1 degerli degistirge

olmak iizere fy(u) icin
folw) = Y, i jv/VY2j(va) (5.52)
j=0

acilimi ongoriilebilir. Burada Y5j(vu), v ile 6lgeklenmis 2. derece Hermite islevini

simgelemektedir. Bu islev asagidaki dikgenlik iligkilerini saglar.

/_ duXoj(u)Yor(u) = 81, /_ duvYyj(vu)Yor(vu) = 84,

jk=0,1,2,... (5.53)
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(5.52) toplamdizi bagintisinda goriinen c ; katsayilarinin tiimii i¢in agsagidaki gibi bir

tanim yapilim.
_ T
CL = [C+7O C+1 ] (554)

Her bir 6gesi asagidaki gibi tanimlanan H dizeyi de ﬁéKB) (u) islecinin dl¢eklenimli

cift Hermite iglevleri tabani lizerinde dizey gosterilimi olsun.
[H.], =V Uoo duXy; (viHY D (W)Yo (vae) |, jk=0,1,2,...  (5.55)
Bu tanimlar yardimuiyla (5.48) denkleminden asagidaki cebircil 6zdenklemi yazabiliriz.
Hic; = Epct (5.56)

Sol yandaki sonsuz dizeyin dgelerinin (5.55)’ten belirlenimi i¢in 6lceklenmis Hermite

islevleri arasindaki 6zyineleyisli esitlikleri kullanabiliriz.

I /. 1 I ~ :
UTZJ(VM) :; ]+§Y2j+1<vu)+;\/szj—l(vu)a J =0,1,2,... (5.57)

uzl‘zj(vu) :%\/(]—{—%) (]—|— 1)Y2j+2(Vu)+ % (2j—|— %) Yzj(vu)

1 /.. 1 .
+ﬁ J (]— E)Yzjz(vu), J= O, 1,2,... (558)

Ayni bicimde Olceklenmis Hermite islevinin birinci ve ikinci tiirevleri ile ilgili de

Ozyinelemeler yazilabilir.

dYi(v /.1
2(;1(4 I/t) — v j—|—§T2j+1(vu)+v\/;T2j71(vu)a ]:0, 1,2,... (559)

2Y, (vu
d7X5;(vu) :\/2\/(]'—1—%) (j+ D Y2jua(vu) — v? <j+%) Tj(vu)

du?

1
+v? j<j—§)T2j2(wt), j=0,1,2,... (5.60)

(5.58) ve (5.60) yardimiyla asagidaki esitlige ulagabiliriz.

(aouzi— %j—;) Yj(vie) = (% - V;) \/(j+ %) (j+ 1)Yajs2(var)
+ (%ﬂ;) (2j+%> Y2, (Vi)

2
oy Vv .1
+ (W - 7) J (]— §>T2j2(vu)7

j=0,1,2,... (5.61)
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Bu denklem Y5 ;(vu) islevi lizerine etki eden tiirev igeren sol bastaki islecin goriintiisiin
tic ardigik ¢ift Y iglevi iizerinde bir dogrucul birlesimle verildigini gostermektedir. Bu

esitlik ile bu islecin dizey gosteriliminin iickdsegencil oldugunu gorebiliriz. Ancak

2
oy V

———=0 5.62
S R (5.62)

esitligi gecerli olursa, bu iickosegencillik tekkosegencillige inmektedir. (5.51)’den
goriilebilecegi lizere Hamilton islecinde, (Ocouzf — %%) isleci (1 + uz) ile carpilmak-
tadir. Bu durumda iickdsegencillik beskdsegencillige ¢ikar ve cok da istedigimiz bir
olgu degildir. Bu yiizden iickdsegencillik yerine tekkdsegencillik elde edebilirse, o
carpim ile dizey gosterilimi beskosegencillige degil lickosegencillige yiikselecektir ve

bu yegleyecegimiz bir durumdur. Boylece, (5.62)’nin gecerli olusunu benimsersek
\% 1
U = —, v=_20)* (5.63)

esitligini yazabiliriz. og degerini (5.61) esitliginde yerine yazarsak asagidaki esitligi

elde ederiz.

~ 1 d? 1
(OC()MZI— —7) Yo, (vu) = v? (2j+ 5) Yoj(vu) j=0,1,2,...  (5.64)

Tiim bu elde edilen bagintilardan Hamiltonyenin dizey gosterilimini belirleyebilmek

icin oncelikle (5.58)’den asagidaki esitligi yazalim.

(144) Yo, (va) =%\/ (7 3) G+ DTgealv

1 1
+W (V2+2]+§) sz(\/u)

1 1
+3 j(j—i)rzj_z(Vu), i=0,1,2,... (5.65)

Buradan sol bastaki (1 +u2) ile carpim iglecinin Y,;(vu) islevi iizerine etkisinin
Yo;(vu), Yoj_o(vu) ve Yaj2(vu) iglevlerinin dogrucul birlesimi ile anlatilabildigini
goriiyoruz.  Bu ise, (1—|—u2) ile carpim islecinin Y iglevleri tiirlinden dizey

gosteriliminin ickdsegencil oldugu anlamina gelir.
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(5.65)’in (5.64) ile birlestiriminden asagidaki esitligi yazabiliriz.
1 d* 1
(1+u2)(060u2[ 2du Z)Yzf i \/(]+
’ 1
+|Vv +2]+ 2]+2 Yo i(vu)

/i (j - %) <2j + %) Yoy a(var),

7=0,1,2,.. (5.66)

o1
>]+1 (2]-1—5) T2j+2(\/u)

N |

Islecin tiim denklemini yazabilmek icin asagidaki anlatimin da belirlenimine

gereksinim vardir. Esitligi yazabilmek i¢in (5.57), (5.59) lizerine uygulanmis ve

de'Vu 1 . 1 .1
u#:—\/(]+i) (o D2 (vie) = S Tog(vie) + ](J—§>r2,~_2(w),
i=01.2,.. (567

elde edilmistir. Hamilton iglecinin dizey gosterilimini belirleyebilmek i¢in (5.67) ve
(5.66)’nin (5.51) esitligini yazmak tizere birlestirilmesi gerekir. Buradan asagidaki

esitlig1 yazmak olanakli olur.
ﬁ(KB) Y B 1 3
0 (u) zk(u) = k+ 5 <k+ l) 2k+ 5 Y2k+2(w4)
5 1 1
+ ||V —|—2k+§ 2k+§ + 1| Yor(vu)

Jq/k(k—%) (zk—%)rzm(m), k=0,1,2,... (5.68)

Bu esitligin (5.55)’te kullanimiyla elde edilen bagintidan Hamilton islecinin dizey

gosterilimindeki her bir 6ge asagidaki esitlik ile bulunur.

M., :\/ (ke 5) ) (2043 ) B
+ { <v2+2k+ %) (2k+ %) + 11 Sk

1 1
+ k(k—i) <2k—5)6j7k_1, jk=0,1,2,...  (5.69)

Boylece Hamilton islecinin dizey gosterilimi, itickdsegencil ve bakisik olarak
belirlenmis olur. Bu gosterilim v degistirgesine bagimlhidir ve v — oo i¢in asal
kosegencil duruma gelir. Bu yiizden de v — o ereyinde yanasik bir saptirim acilimi

gerceklestirilebilir. Ya da kesimcil dizey cebircil 6zdeger belirlenimine gidilebilir.
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Sayilabilir sonsuz sayida 6gesi olan H dordiil dizeyin 6zdegerlerinin belirleniminde
izlenebilecek yollardan birisi, onun ilk M sayida yatay ve diisey sirasinin ele
alinarak olusturulan M x M tiirii dizeyin izgecil bilesenlerini belirlemek ve elde edilen
Ozdegerlerin, yine onun en kiicilk M sayida 6zdegerleri icin bir yaklastirim kiimesi
olacagimi ongormektir. Dizey bagintis1 belirlendikten sonra bilgisayim yapmak ve
degisik degiskenler ile yeni de8erler elde etmek kolaydir. Bu amacgla betiklerden

yararlanilabilir.

5.1.7 Betik ve sonuclar

H. dizey 6gelerinin bagintis1 6nceki altboliimde belirlenmis ve (5.69)’da verilmistir.
Asagidaki MuPAD [113] betigi, bu bagintiya gore kesimcil alt dizeyin yaklagik

0zdegerlerini bilgisayim yapar.

DIGITS:=100;

/+ M: Hesaplanan alt dizeyin blUuyUkldgi =/
M:=100;

/+ alpha_0: DeJeri istenen bic¢imde secilebilen dedistirge =/
alpha_0:=1;

/* nu: Yalinlastirim amaciyla dederi alpha_0 bagli
belirlenen dedistirge =/
nu:=(2+alpha_0)"(1/4);

/* Konag¢ Bilklimciil Hamilton islecinin dizey gdsterilimi «/
H:=matrix (M, M) :

for i from 1 to M do

H[i,i]:=(nu"2+2%x1-3/2) % (2«1-3/2)+1:

end_for:

for 1 from 1 to M-1 do
H[i,i4+1]:=sqrt ((i-1/2) i) (2«1i-1/2):
)

Hli+1,i]:=sqgrt ((i)*(i-1/2))*(2x1i-1/2):

end_for:

H:

/+ 20x20 — MxM boyutlu alt dizeylerin &zdedJerlerinin belirlenmesi «/
for m from 20 to M do

eig[m] :=numeric::eigenvalues (H[1l..m,1..m]):

end_for:

for 1 from 1 to 20 do

for m from M-1 to M do

print (Unquoted, "—-———--—""""""""———————— ")
print (Unquoted, "eig[".expr2text (m) ."\

, ".expr2text (1) ."]1=".eig[m] [m+1-i]) :

end_for:

end_for:

Bu betik ile once alt dizey kesiminin boyutu, M x M, degistirilmeksizin 0g’1n O ile 1
arasindaki degisik degerleri i¢in bilgisayim yapilmis ve secili o degerleri icin Cizelge
5.1 olusturulmustur. Sonra 0g’1n degismez oldugu benimsenerek, alt dizeyin boyutu

degistirilerek 6zdegerlerdeki degisikliklerin gozlemlenmesi amacglanmis ve buradan
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Cizelge 5.1 : 09 = 0,0.5,1 degerleri icin 49 x 49 ve 50 x 50 alt dizey kesimlerinin ilk

20 ozdegeri.
oy =0 op =0.5 o =1

[49,1] 0.783568395671 1.565094586988 1.799290110870
[50,1] 0.782836564850 1.565094586982 1.799290110870
[49,2] 1.720008992269 6.541141876904 7.902715111103
[50,2] 1.712546030255 6.541141873500 7.902715111026
(49, 3] 4.117531406715 14.170111610030 16.975942145110
[50,3] 4.090013167400 14.170111242656 16.975942132568
[49,4] 8.398237671233 23.904784197061 28.405033664349
[50,4] 8.331238972174 23.904768034087 28.405032848528
[49,5] 14.938389340484 35.503152358940 41.912253869923
[50,5] 14.805985939238 35.502788088734 41.912226509547
[49,6] 24.106681618137 48.832833893569 57.325559421794
(50, 6] 23.876007816415 48.828279300490 57.325033648331
[49,7] 36.270729205519 63.923207568082 74.544260242058
[50,7] 35.901414706896 63.891114550452 74.538258024251
49, 8] 51.802583751036 81.188725709960 93.624438029782
(50, 8] 51.246084155844  81.058337941368 93.583880844983
[49,9] 71.082746405642  101.481929674599  115.029931149639
[50,9] 70.281576612887  101.144410303733 114.866685609801
[49,10]  94.503299812768  125.686964345568 139.713120577251
[50,10]  93.390167065784  125.038565766474  139.289316059514
[49,11]  122.470585699854  154.442621192129 168.679053247071
[50,11]  120.967413853536  153.393261831649 167.863933412752
[49,12] 155.407666757116  188.228115166639  202.645443868386
[50,12]  153.424499778981 186.686922037762 201.330794283412
[49,13] 193.756718102433 227.484384995329  242.126092916147
[50,13]  191.190487569003  225.349994696849  240.207408322303
[49,14] 237.981446964610 272.663695037672  287.579954611562
[50,14] 234.714584922194 269.820251752481 284.942452986194
[49,15] 288.569615559947  324.243746483322 339.476328098629
[50,15] 284.468490311405 320.558828534428  335.989244104028
[49,16] 346.035730815206 382.731942501171 398.313586156015
[50,16] 340.948878747726  378.054808675962 393.827548720276
[49,17]  410.923960592935 448.667802582650 464.624297250497
[50,17] 404.680081849069 442.827489876595 458.969326813320
[49,18] 483.811336995619  522.625470000724  538.977676168473
[50,18] 476.217016348998 515.428606295688 531.961059619742
[49,19]  565.311312060039 605.216726717753  621.982102095417
[50,19] 556.148418466119 596.444997564907 613.385935432870
[49,20] 656.077739328063 697.094601755136  714.288286412987
[50,20] 645.100447868268 686.501818381356  703.866602871290
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da secili alt dizey boyutlar i¢in Cizelge 5.2 olusturulmustur. Betigin son boliimii,
istegimiz dogrultusunda ¢ikt1 yazdirmak i¢in degisik asamalarda degistirilmis ve goze

carpan degisim ve egilimleri yansitmak icin belli 6zdegerler ile se¢ilmistir.

Cizelge 5.1, o degeri 0, 0.5 ve 1 oldugunda elde edilen yanasik 6zdegerleri igerir.
Aslinda, daha fazla sayida o degeri i¢in bilgisayim yapilmis ancak dzdegerlerdeki
degisim egilimini anlamak i¢in bu {i¢ degere iliskin sonuclar1 vermek yeterli
goriilmiistiir.  Cizelgeye 49 x 49 ve 50 x 50 alt dizey kesimleri icin ilk 20 6zdeger
yansitilmistir. o arttikga kesin 6zdegerlere yakinsayis asamali1 olarak iyilesmektedir.
Bu durum 49 x 49 ve 50 x 50 alt dizey kesimleri icin elde edilen karsilikli
O0zdeger arasindaki farkin azalmasindan gozlemlenebilir. Cizelgede kalin simge ile
yazilmig sayilar, karsilik gelen 6zdegerlerdeki tutarli basamaklar1 gostermektedir.
Ancak, ozdegerler biiylidiikce iki Ozdeger arasinda tutarli basamak sayisi giderek
azalmaktadir. Artan og degerleri i¢in sonuglar iyilesmekle beraber, bir 6zdegerden
sonra tim Oplar icin tutarlilbk ortadan kalkmaktadir. Sonuglan iyilestirmek icin
inceleyisi degisik de8iskenler ile yenileyip, bilgisayimlar yapmak yeterlidir.

Cizelge 5.2 : 0p = 1 i¢in 50 x 50, 100 x 100, 200 x 200 ve 500 x 500 alt dizey
kesimlerinin seg¢ili 6zdegerleri.

50 x 50 100 x 100 200 x 200 500 x 500
(1] 1.799290110869899 1.799290110869705 1.799290110869705 1.799290110869705
[5]  41.91222650954743 41.91214265124650 41.91214265088966 41.91214265088966
[10] 139.2893160595145 135.9254517370953 135.924084082953 135.9240840827954
[15] 335.9892441040288 271.4655490940194 267.785099064742 267.7850422464648
[20] 703.8666028712908 486.6638256589419 433.110122452692 432.8156115743678
[25] 1317.158394724236 818.9070790207671 645.029955890966 628.2733220036234
[30] 2281.272641101590 1293.746415763341 938.381006588822 852.2718570585408
[35] 3757.125999447977 1941.187835122635 1325.67063632468 1103.535546423191
[40] 6021.128030212345 2796.101391801306 1817.36813149609 1388.330460409682
[45] 9662.754464730803 3899.276759306386 2425.46434454373 1732.791602811527
[50] 17061.82140008620 5299.101114541387 3162.93636108043 2147.130912767717

Dizey kesiminin boyutu ile 6zdegerlerin yakinsayisi arasindaki iligkiyi gozlemlemek
icin 0 degeri degismez alinarak degisik alt dizey kesimleri i¢in bilgisayim yapilmasi
ongoriilmiigtiir.  Bunun ig¢in, bir onceki ¢oziimlemede karsilikli 6zdegerler arasi
basamak tutarlili§1 en yiiksek oldugu gozlemlenen oy = 1 degeri alinarak, 50 x 50,
100 x 100, 200 x 200 ve 500 x 500 alt dizey kesimlerinin ilk 50 6zdegeri icin
bilgisayimlar yapilmistir. Se¢ilmis 11 bilgisayim Cizelge 5.2°de karsilastirmal1 olarak
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verilmistir.  Bilgisayim yapilan dizey kesiminin boyutunun arttirilmasinin kesin
ozdegerlere yakinsayisi olumlu etkiledigi gozlemlenmistir. Cizelge 5.1’de verilen bir
onceki coziimleyiste de goriildiigii gibi karsilik gelen 6zdegerlerdeki tutarlilik deger

biiytidiikce azalmig ve bir de§erden sonra kaybolmustur.

5.2 Saptirrm Acihmu Uzerine

Saptirim acilimi, izgecil 6zellikleri a¢ik olarak bulunamayan dizgeleri, ¢oziimii kolay
elde edilen dizgelere gorece kiiciik katkist olan saptirim terimlerini ardisik olarak
ekleyerek ¢cozmek icin kullanilir [16, 100, 114—-116]. Saptirim a¢ilimini yapabilmek
icin Once terimlerin etkilerinin goz ard1 edildigi saptirimsiz (ing: unperturbed) denklem
cozilir. Sonra varsa asil denklemde bulunan bir degistirge saptirnm terimlerini
Olcekleyen bir deger olarak secilir yoksa da yapay bir € degistirgesi denklemde uygun
yerlere konur ve agilim yapilir. Bu acilim ile 6zdeger ve/veya Ozislevlere gittikce
kiigiilen sonsuz terim dizisi ile diizeltim yapilir. Boylece ¢oziimii istenen asil dizgeye

yaklagik bir deger elde edilmesi beklenir.

Onceki altbsliimde izgecil denklemin saptirimsiz hali elde edilmis ve saptirimsiz
Hamiltonyen (ﬁéKB)) tizerinden Ozdegerler yani Erke degerleri elde edilmistir. Bu
altboliimde saptirtm acilimi yapilarak yiiksek dogruluklu bilgisayimlar yapilmasi icin

gereken bagintilarin olusturulmasi amag¢lanmustir.
Saptirnmli denklem olusturmak i¢in Oncelikle cozmek istedigimiz asil dizgedeki
Hamilton iglecinin (ﬁ ) denklemini asagidaki gibi yazabiliriz.

H=H,+eH, (5.70)
Burada H, 0zdegerleri onceden elde edilen ya da bilinen saptirrmsiz Hamilton isleci,
g, 0 1le 1 arasinda degisen birimsiz saptirim degistirgesi ve H » 1se saptirim uygulanan

bir Hermitgil islectir. Hy 0zdegerleri (erkeleri) bilindigine gore zamandan bagimsiz

Schrodinger denklemi

Hofoj=Eojfoj,  J=0,1,2,.. (5.71)
yazilabilir. Burada j erke diizeyini belirtmektedir. Saptirilmis (ing: perturbed) Hamil-
tonyen ile Schrodinger Denklemi ise

(Ho+e€H,)fj=Ejfj, j=0,1,2,.. (5.72)
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bi¢iminde yeniden yazilabilir. Amacimiz E; ve f;’yi saptirimsiz Hamiltonyenin enerji
diizeyleri ve 6zdurumlarn ile betimleyebilmektir. Bunun icin Oncelikle bu degerleri

€’un Maclaurin toplamdizisi olarak yazalim.
Ej = 80E07j—|—81E1,]’—|—82E2’j+ ...

fj:Sofod‘+81f17j+82f2’j+..., j=0,1,2,... (5.73)
Bu acilimlar1 (5.72) denkleminde kullanirsak

(Ao+ef,) (foj+efij+efj+..)
= (E07j+8E17j+82E2’j+...) (f07j+8f17j+82f27j+...)7 j:071,2,...

(5.74)

denklemini elde ederiz. Saptirim agilimini yazabilmek icin 6ncelikle (5.74)’te goriinen
carpim yapilir ve € iisliilerinin katsayilar1 eslestirilir. Burada £°’1n denklemin sag ve
sol yanindaki katsayilar sifirinct kerte saptirim acilimini verir. Bu bagint1 (5.71)’de
verilmistir.  Birinci kerteden saptirim acilimini bulmak icin karsilikli eslesen &

katsayilarindan asagidaki bagint1 ortaya ¢ikar.

ﬁofl,j+ﬁpf0,j:EO,jfl,j+El,ij,j> Jj=0,1,2,.. (5.75)

Erke i¢in birinci kerteden diizeltim terimi (£ ;)’yi bulmak i¢in fo ;’nin f; ;’ye dikgen

olug 6zelligini kullanabiliriz. Bunun i¢in asagidaki i¢ carpimlar1 yazalim.

(fo,j,ﬁofl,j> + (fo,jﬁpfo,j> = (fo.j,Eo,jf1,;) + (foj.Er,jfo,;) s Jj=0,1,2,...
(5.76)

Buradan

El,j: (fO,j?ﬁpfO,j>7 j:051727“' (577)
bagimtisini elde ederiz. Ozislev i¢in birinci kerteden diizeltim terimi ( f1,,) ara agamalar
verilmeksizin asagidaki gibi bulunur.

(fO,m7 ﬁpfO,n)

fl, = T »J0,
" rr;n EO,m_EO,n R

n=0,1,2,.. (5.78)

Saptirim agiliminin tiim terimleri i¢in toplamdizilerin Cauchy ¢arpimindan elde edilen

ve yalinlastirilan 6zelsiz bagint1 asagidaki gibidir.

. N J
Hofj+Hyfi—1 =Y Exfi—k: j=0,1,2,...  f1=0 (5.79)
k=0
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5.2.1 Birinci kerteden saptirim acilimi terimleri

Bir 6nceki altboliimde konag biikiimii ile elde edilen yeni Hamitonyeni, x evriginin
dogal sayr dusliileri tizerindeki toplamdizi ag¢ilimi ile yazabildigimizi (5.44)’te
ongormiistiilk. Aslinda, bu acilim bir Kk — o ereyinde yanasik bir saptirim ag¢ilimi

olarak yorumlanabilir. Konag biikiimciil Hamiltonyen HB) icin asagidaki toplamdizi

acilimini yazmistik.

AKD (2 x) = Y A () (5.80)
Jj=0

Burada saptirimsiz Hamiltonyeni toplamdizi aciliminin ilk terimi ve saptirim islevini

de ikinci toplamcil terim olarak asagidaki gibi alirsak
How) =AY P w)  Hy(u) =B () (5.81)

saptirim aciliminin 1. kerteden diizeltim terimlerini bulabiliriz. Bunun i¢in, 6ncelikle
saptirimsiz Hamiltonyeni ve 6zislevi belirlemek gereklidir. (5.79)’da j = 0 alalim ve

saptirimsiz 6zdenklemi yazalim.

Hofo = Eofo (5.82)

Bu denklemin ¢oziimii (5.51)’de asagidaki bagintiy1 verecek bicimde bulunmustu.

~ 1+u? d? d -~
Hy (1) = —Tﬁ—ud—u—i—aouz(l—{—uz)l (5.83)

Ozdeger sorununun ¢dziimii igin onceki altboliimle uyumlu olacak bigimde 6zislevi
fo = ﬁ) alalim. Bu islev icin 6l¢eklenmis Hermite islevlerini taban kiimesi olarak

kullanan bir a¢ilim 6neriyoruz.
folu) = i)c+, WV (vu) (5.84)
j=
1. kerteden saptirim ag¢ilimi terimini bulmak i¢in (5.77)’den
Er = (fo. 8" ) (5.85)
esitligi yazilir. Burada H I(KB) , (5.45)’ten asagidaki gibi elde edilir.

1y (KB)

H* (u) =T, (u) = T+ By (5.86)

— 1
(14u?)?
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Inceleyisleri yalinlagtirmak icin 8; = 0 secelim ve (5.85)’te 6geleri yerlerine koyalim.

Eq :/m du (i C+,j\/VT2j(Vu)> [:\II(KB)(M) (i C+7j\/VT2j(V“)>
o = =

) o
—v /_ du(Z co sy joiXoe(vur) BEP) (u )r2j2k(VM)>

=V Z Z Ci kCqt j—k (/ quzk Vu *H( )( )szzk(vu)) (5.87)

Jj=0k=0

Burada ayiraglar igerisindeki tiimleve [H, |, ji diyelim.

My, = /_ Ao (Vi) BED ()Xo (vi),  jk=0,1,2,... (5.88)

[H,.] dizeyini belirlemek i¢in, Hermite taban islevleri ve aralarindaki 6zyineleyisli

esitlikler kullanilabilir. (5.86)’dan (5.58) yardimiyla asagidaki esitlik yazilir.

o Iy .
(alu I) Yo ok = vl\/(J k_i) (J—k)Y2j—2k—2

a 1
+—; <2j—2k+—) Yo o

_\/ .] k+1)Y2] 2k+25 juk:()ul?z""
(5.89)
Elde edilen bagimnt1 ile [H, | |’nin dizey gosterilimindeki her bir 6ge asagidaki esitlik

ile bulunur.

a . 1 .
Hpi]i i« :v_;\/(] —k— 5) (J—k)Ok j—k—1

(041 . 1
+W (2]—2k+§) 6k7j—k

o 1
+v_é\/<j_k+ 5) (J=k+1)8jk+1,  Jk=0,1,2,... (5.90)

Buradan 1. kerteden saptirim Erke degeri asagidaki gibi bulunur.

w J
Er=vY Y crpcr s Hpil iy (5.91)
j=0k=0
E7’in bulunusuyla 1. kerteden saptirim diizeltimli Erke degeri

E=FEy+E; (5.92)

olarak bulunur.
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5.2.2 Betik ve sonuclar

(5.90), (5.91) ve (5.92) bagmtilar1 kullanilarak asagidaki MUPAD betigi yazilmistir.
Bu betikte o; ve ona bagl v degeri istege baglh olarak degistirilerek degisik degerler
icin bilgisayimlar yapilabilir. Burada bilgisayim yapilacak dizey kesiminin boyutu
M degeri ile belirtilmistir. Betik ile M tane 6zdeger ve karsilik gelen 0zyoneyleri

bulabilmektedir. Istenen degerlere gore betikte degisiklik yapmak olanaklidir.

DIGITS:=100:

/+* M: hesaplanan blodun buyuklugtu =*/
M:=100:

/+ alpha dederi istenen gekilde sec¢ilebilir. =/
alpha_0:=1/2:
nu:=(2+«alpha_0)"(1/4):

H:=matrix (M, M) :

for i from 1 to M do
H{i,1]:=(nu"242xi-3/2)*(2x1i-3/2)+1/2:
end_for:

for i from 1 to M-1 do
H[i,i+1]:=sqrt ((i-1/2) i) (2x1-1/2):
Hli+1,4i]:=sqrt ((i)*(i-1/2))*(2x1-1/2) :

end_for:

H:

/* saptirimsiz Ozdederler (Erke) ve Ozydneyler =/
[Eig,c,res] :=numeric::eigenvectors (H) :
/* 1. kerteden saptirim Hamiltonyeni =/

Hl:=matrix (M, M) :

for k from 1 to M do
Hl[k,k]:=(2x(k-1)+1/2):

end_for:

for 1 from 1 to M-1 do
H1[1l,14+1]:=sgrt (((1+1)-3/2)*((1+1)-1)):
H1[1+1,1]:=sgrt((1-1/2)*1):

end_for:

Hl:=Hl*alpha_0/nu”2:

EO := matrix(M,1):
El := matrix(M,1):
for 1 from 1 to M do
EO[i] :=Eig[i];
for j from 1 to M do
for k from 1 to j do
El[i]:=El[i]l+nu*xclk,i]l*c[j-k+1,i]~H1[k, j-k+1]:
end_for:
end_for:
end_for:

/+ Saptirimsiz Erke deJeri «/
SaptirimsizErke:=float (EO) :

/* 1. kerteden saptirim terimi eklenmis Erke deJeri =/
BirinciKertedenSaptirimliErke:=float (EO+ELl) :

[Eigl,cl, res] :=numeric::eigenvectors (H+H1) :
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Bu betik ile oy = 1 degeri degistirilmeksizin, 50 x 50, 100 x 100, 200 x 200 ve 500 x
500 alt dizey kesimlerinin ilk 50 6zdegeri icin bilgisayimlar yapilmistir. Boylelikle,
boyut arttikca secili 6zdegerlerdeki degisikliklerin gozlemlenmesi amaglanmigtir.
Betigin son kisimlari, iste§imiz dogrultusunda ¢ikti yazdirmak icin degisik asamalarda
degistirilmis ve goze carpan degisim ve egilimleri yansitmak i¢in segili 6zdegerler

ile Cizelge 5.3 olusturulmustur. Bu c¢izelgede 11 bilgisayim karsilastirmali olarak

Cizelge 5.3 : ap = 1 i¢in 50 x 50, 100 x 100, 200 x 200 ve 500 x 500 alt dizey
kesimlerinin saptirim diizeltimli secili 6zdegerleri.

50 x 50 100 x 100 200 x 200 500 x 500
[1] 1.855810888279091 1.855810888306023 1.855810888306024 1.855810888306024
[5] 42.42568742441697 42.42739071298821 42.42739127221845 42.42739127222433
[10] 140.2794321338393 136.7614382896733 136.8066629697201 136.8066703334261
[15] 337.8245737537188 272.6873971361574 268.9370393329945 268.9771207982289
[20] 707.0132179037143 488.6577509224769 434.5831656296270 434.2870159570674
[25] 1321.443376526018 821.9130969684191 646.9554517293895 629.9897134158361
[30] 2286.672678767896 1297.770812336868 941.0095500513446 854.1025219533422
[35] 3762.375943196615 1946.272056016449 1329.101070443424 1105.652489586954
[40] 6021.150603784814 2802.573998996482 1821.670135650679 1390.913999500117
[45] 9662.754464730914 3906.931541492224 2430.676408064430 1735.934845062878
[50] 17061.82140008620 5307.988941530318 3169.055745312072 2150.834090645553

verilmistir.  Bilgisayim yapilan dizey kesiminin boyutunun arttirilmasinin kesin
Ozdegerlere yakinsayist olumlu etkiledigi gozlemlenmistir. Cizelge 5.2’de verilen
bir onceki ¢oziimleyiste de goriildiigii gibi karsilik gelen 6zdegerlerdeki tutarlilik
deger biiyiidiikce azalmig ve bir degerden sonra kaybolmustur. Saptirim teriminin
ekleniminin yakinsayisi olumlu etkiledigi, tutarliiin daha biiyiikk ©zdegerlerde
goriilmesi ile ortaya konulmugtur. Sonraki asamalarda degisik o; ve M degerleri i¢in
bilgisayimlar yapilip Erke degerlerinin saptirim terimi eklendikten sonraki iyilesmesi

hakkinda yorum yapmak olanaklidir.

108



6. BUTUNLESIK BAKISIK USTEL KUYU GIZILGUCLU NiCEM DIiZGE
ICIN ONGORULEN BiR KONAC BUKUMLU VE SAPTIRIMLI iZGECIL
YONTEM GELISTIRIMI

Boliimiin taban amaci, odaktaki bir kuyu gizilgiiclii (potansiyelli) dizgenin izgecil
(spektral) biiyiikliiklerinin belirlenisinde konag biikiimlii (ing: coordinate bending) bir
yontemin gelistirimidir. Boyle bir gereksinim duyulusunun nedeni nicem dizgelerin
(ing: quantum systems) izgecil Ozelliklerinin kesin (ing: exact) ¢Oziimlerinin,
cogunlukla, elde edilemeyisidir. Bu da, yaklastinm yontemlerinin kullaniligim
giindeme getirir. Saptirim (ing: Perturbation) Acilimlar1 da yalin ve kullanigh
yontemler arasinda onemli bir konumda bulunur. Bu yontemleri uygulamak i¢in
de, oncelikle, dizge i¢in uygun devinim denklemini yazmak, bu baglamda da bice
(ing: method) olusturmak gerekir. Bu dogrultuda, hem arastinnm toplulugumuzda
(BEBBYT) hem de bilimcil yazinda gelistirilmis tiirlii yontemler [109-112,114-116]
bulunmaktadir. Son yillarda arastirnmlarimizda 6ne ¢ikan, ayrintilar1 6nceki boliimde
de verilmis olan “Kona¢ Biikiimii” yontemi de bunlardan biridir. Bu ydntemde
amag, denklemin bagimsiz degiskenini, uygun yeni tanimlananacak bagka bir bagimsiz
degisken ile degistirip, denklemi, ¢oziimii bilinen bir dizgenin denklemini andirtarak
sonuca gitmektir. Bu boliimde, gizilgiicii seckisiz (ing: arbitrary) bir esnek gii¢
degismezi (ing: elastic force constant) iceren uyumlu salingac erek (ing: target) dizgesi
icin konag biikiimii yontemine dayanan bir yontemin gelistirimine ¢abalanmaktadir.
Erek dizgemizdeki gizilgii¢ islevi, uygun bir konag biikiim islevi ile secilir. Savin
iceriginde odaklanilan dizgenin, bakigsik tistel gizilgiic islevini andirig1 i¢in, onun arttig1
bicimde artan bir gizilgiice odaklanabiliriz. Ancak, iistel islevin degil de tiimlevinin
kullanigi, sunum yalinlig1 agisindan yeglenmektedir (baslikta, “biitiinlesik™ sozciigii
bu baglamda kullanilmigtir). Konag¢ biikiimii i¢in doniisiim islevi belirleyis islemi,
yardimci Siradan Tiirevli Denklemler’in (STD’lerin) 6zislevlerinin seckisiz esnek gii¢
degismezini icermeyecegi bicimde gerceklestirilmektedir. Sonrasinda, yaklasik da
olsa, bir ¢6ziim elde edebilmek i¢in, saptirim agiliminin kullanimina yonelinmektedir.

Bu savda, 6ncelikle, sifirinct kerteden saptirim bilesenlerinin nasil belirlenebilecegine
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odaklanilmaktadir. Burada, seckisiz esnek giic degismezi, yardimci isle¢ 0zislevine
gore saptirim islecinin boyunu bir tiir baskilayacak bi¢cimde belirlenmektedir. Bu
belirleyisten sonraki en kiiciik boy (ing: minimum norm), erek (hedef) Hamilton

Isleci’ndeki sendelenimle ilintili olmaktadir.

6.1 Biitiinlesik Bakisik Ustel Kuyu (BBUK) Giczilgiiclii Dizge

Odaklanacagimiz dizgeyi, acik yapisi asagida verilen, Hamilton Isleci iizerinden ta-

nimlayalim.

~ 2
pr4= ( Adqleﬂl) 6.1)

Burada, p birimsiz devinirlik islecini, g da konum islecini simgelemektedir.
ise eksisiz tanimli (ing: nonnegative definite) degistirge olarak dizge gizilgiiciiniin
uyumsuzluk (ing: anharmonicity) degismezidir. Buradaki gizilgii¢ islevindeki tiimlev,
biraz ileride verecegimiz c¢oziimleyisleri (analizleri) yalinlagtirmak i¢in, devreye
alinmaktadir. Tiimlevsiz istel iglev yapili (savda taban dizge olarak se¢ilmig bulunan)
gizilgii¢ giindemde olsaydi konag¢ biikiim islevi belirlenisinde yanilgi (ing: error)
ve sanal yamlgr (ing: imaginary error) islevleriyle yiizlesilecek ve onlarin gerekli
olabilecek evirtimleri, yalinliktan olabildigince uzak olacakti. (6.1)’de tanimladigimiz
bu dizgeye “Biitiinlesik Bakisik Ustel Kuyu Gizilgii¢lii Dizge” adim verebiliriz. Bu
dizgenin gizilgiicli, artan imsiz bagimsiz degiskene gore, tekdiize artan ¢ift bir islev
olup bagimsiz degiskeni eksi ya da art1 sonsuza gidis egilimi gosterdiginde art1 sonsuza
gider. Gizilgiiciin bu bicimde secilisinin nedeni 6zel bir dizge sorununu ¢dzmek
degil, yontemi anlamak i¢in oldukca yalin bir iistel isleve odaklanip andiran sorunlara

uygulanabilirligini gérmektir.

(6.1)’deki Hamilton Isleci’ne karsilik gelen zamandan bagimsiz Schrodinger denkle-

minin ag¢ik bi¢cimi asagida verilmektedir.

~ 1 82 seUK \ X 1 X sz 2
HBBUKlI/BBUK ()C) = _EV;T() g ( . d)C]62 1) WBBUK(X) = EBBUK WBBUK ()C),
X € (—o0,00) (6.2)

Burada, Hamilton Isleci’nin degisken ve degistirgelere olan bagimhilig1, ayiraclar

arasinda, belirtik olarak gosterilmemisgtir.
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6.2 Bir Boyutlu Nicem Uyumlu Salingac

Kona¢ biikiim yontemimizi uygulayarak biitiinlesik bakisik iistel kuyu gizilgiiclii
dizgeye ulagsmak i¢in cabalarken, yola c¢ikis konumu olarak sececegimiz dizge bir
boyutlu nicem uyumlu salingag¢ olacaktir. Bu tiir dizgenin devinim denklemi, aslinda,
gizilgiicii konum degiskenine bir ikinci derece ¢okterimlisi iizerinden bagimli olarak
yazilabilir. Ancak, bu ¢okterimlinin birinci derece terimi, bagimsiz degisken iizerinde,
bir oteleyis doniisiimiiyle ortadan kaldirilabilir. Sifirinct derece (ya da degismez)
terimi ise erke icine katilarak ilerlenebilir. Boylece, gizilgii¢ cokterimlisinin, konum
degiskeninin, yalnizca, ikinci derece terimini icerecegi Ongoriilebilir. Bu yiizden, bu
dizge i¢in, ilgili zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi, NUS altsimgedizisiyle,

ozelsizlikten herhangi bir yitim olmaksizin asagidaki gibi yazilabilir.

1 d?Ws(x) Kk,
2 dx? + Ex V’Nus(x) = ENUS‘VNUS('X)7 X € (_00700) (6.3)

Bu denklemde de, (6.2)’de oldugu gibi, dogabilimcil birimsizlestirim uygulanmistir.
Ancak, tiim dogabilimcil biiyiikliiklerin 1 ile degistirilisine karsin esneklik degismezi
olan k, birimsiz ama 1 olusu ille de gerekmeyen, bir biiyiikliik olacak bi¢imde,
denklemde o6zellikle tutulmustur. Bunun nedeni, yontemin ilerleyen asamalarinda
k’y1 eniyileyis degistirgesi olarak kullanabilecek olusumuzdur. (6.3)’te verilen siradan
tirevli denkleme eglik eden ve dalga islevinin saglayis1 beklenen kiy1 kosullart (ing:
boundary conditions) siireklilik, sonsuz kez tiirevlenebilirlik, ve bunun 6tesinde, x’in
tiim gercel degerleri lizerinden dordiil tiimlevlenebilirliktir. Ayrica, bu iglev, x sonsuz

biiylidiigiinde yeterince tezce sifira gitme egiliminde olmalidir.

(6.3)’teki, kiyr sorunu olan, siradan tiirevli denklemin ¢6ziimii, bilimcil yazinda
bilinen ve ¢oziimciil (analitik) olarak bulunabilen, bir yapidadir. Bu denklemin izgecil

degerleri, yani 0zdeger ve Ozislevleri, asagida verilmektedir.
1
ENUS,n(k) = (7’l+ E) \/§
1 K\
Yopsn(x,k) = vk e 7Y H, (k%x> L on=012,. (64
V2inl \ T

Bu esitliklerde goriinen k da seckisiz esneklik de8ismezini simgeler ve saptirim

etmenlerini baskilamak icin, uyumlu salingacin belirli bir 6zdurumunda, belirli

bir saptirim islecinin ya da isleclerinin boyunu en aza indirgeyebilecek bi¢imde
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belirlenebilir. Inceleyislerimizin geri kalan kesiminde, izgecil degerlere gereksinim

duydugumuzda, bu esitlikleri kullanabiliriz.

6.3 Nicem Uyumlu Salingactan Baslayan Konac Biikiimii

Oncelikle, (6.3) denklemini ele alalim. Asagidaki konag¢ (koordinat) doniisiimiinii
ve ilgili tiirev anlatimlarim1 kullanarak bagimsiz degisken x’in yerine yeni biikiilmiis

konag y’yi kullanig1 diigiinelim.

i
x—g()’ak)—% dye¥1 =k~ 4/ dyje3,
-y

dx 1 22
gy(y’k)_d_y:k 462)}7

d2x _ 1k . 2
gyy()@ ) d_yz:k A aye?”

d3x _1 % 2
Sy (¥, )_d_y3:k i (Y +3) e (6.5)

Bu dort esitlikten ilkinde goriinen tiimlev, bilimsel yazinda “sanal yanilg: islevi (ing:
imaginary error function)” olarak bilinir ve simgecil olarak “erfi” ile adlandirilip
bu tiimlev gosterilimle tanimlanir. “erf” simgecil adlandirimhi “yanilgi islevinin
(ing: error function)” [98, 117] 6zel bir durumudur. Iyi bilinen iglevler tiiriinden
en az Ozelsizlikli belirtimi istenilecek olursa toplamdizi gosterilimlerine (ing: series
representations) bagvurmak gerekir [118]. Evirtimi de olanakli olusla birlikte
kullannmi pek de yalin degildir.  Ancak, burada, baskin olarak her olguyu,
olabildigince, x iizerinden gerceklestirmek egilimimiz s6z konusu oldugundan, bu

evirtimden olabildigince kacinisa cabalayacagiz.

Yeni elde ettigimiz ve (6.5)’te verdigimiz bu esitlikleri kullanarak (6.3)’ii asagidaki
gibi yeniden yazabiliriz.

_ 1 >y, >—|— Sy(,k) dy(y,k)
25,(v,k)? dy? 28(v,k)?  dy

+§§(y,k) V0, k) = B ()W (3, k)
6.6)

Burada, iistii cizgili ¥ de dalga islevi anlamina gelmektedir. Ancak, bu islev x’e
degil y’ye (ayrica k’ya da) bagimlidir. Burada, Wyys(x, k) = Wy (E(v,k), k) = W(y,k)
doniistimii gerceklestirilmigtir. Bu denklem biitiinlesik bakigik iistel kuyu gizilgiic
dizgesi i¢in verilen Schrodinger denklemi (6.2)’de goziikmeyen birinci kerteden tiirevli

bir anlatim icerir. Oncelikle bu anlatimdan kurtulmak icin ¢abalamaliyiz. Bunun icin,
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bilinmeyen dalga islevi ¥(y,k)’y1, asagidaki bagnt1 ile yeniden tanimlarmisgasina,

yazalim.

V(y,k) = g(y,k)f(y,k) (6.7)

Burada f yeni bilinmeyen dalga islevini simgelemektedir. g ise bu an i¢in bilinmeyen
ancak denklemde birinci kerteden tiirevden kurtulmak icin belirlenecek ve kullanilacak
olan iglevdir. (6.7)’de verilen yeniden yazimi (6.6)’da kullanacak olursak asagidaki

denklemi yazabiliriz.

IR S (OB (_gy(%k) N 5yy(y,k)) df(y.k)
2§y(y,k)2 dyZ éy(yak)z g(yvk) Zéy()’ak) dy
_ 1 gyy(% k) 1 gy(y7 k) 5yy()’a k) E 2
+( 250k g0k | 25007 g(nk) E(nK) 2°0:%) )f(y’k)
- ENUS(k)f(y’ k) (6'8)

(6.8)’de yine de birinci kerteden tiirev bulunmaktadir. Ayrica, y’ye gore ikinci kerteden
tiirevi iceren toplamcil anlatim 6ziine es degildir. Nicem devinimin terimdizgesinde
(ing: terminology) daha ¢ok “Hermit¢il (ing: Hermitian) olmayan” diye kullanilir.
Birinci kerteden tiirevli anlatimdan kurtulmadan 6nce ikinci kerteden tiirevli anlatim
Hermitcil olmaya iteklenmeli, ve boylece, saptirimcil bakis agis1 altinda bu 6zelligin

korunumu giindemde tutulabilmelidir. Bu amacla, oncelikle, asagidaki esitligi

yazalim.
i( L df(ch)) ___L Ok L EGRdI0R oo
dy \&(,k)? dy E(nk)?  dy? E(,k)?  dy '
Buradan asagidaki esitlige gecebiliriz.
L df(yk) d( 1 df(y,k)) En( k) df (v,k)
=— +2 6.10
E(nk)?  dy? dy \&(,k)? dy &k dy (19

Bu esitligi (6.8)’de kullanirsak asagidaki siradan tiirevli denklemi elde ederiz.

1d ( 1 df(y,k)) n 1 (_8y(yak) B 1§yy(y7k)) df(y.k)
2dy \&(v,k)> dy K2\ glnk) 28 (k) dy

1 gk 1 g0k E0h) ko
+( 26,3, k)2 g(nk)  2&(v,k)% g(yk) &(v.k) +5600k) )f(y,k)

= ENUS(k)f(y7 k) (611)

Bu denklemin de 6ziine esligi birinci kerteden tiirevli anlatimin varligindan dolay1 bo-
zulmustur. Iste bu durumda, g(y,k) nin ne oldugunu gereksinimimize gore belirleye-

biliriz. Bu anlatimdan kurtulmak icin asagidaki esitligi yazalim.

g(0k) _ _lgyy()’a k)

g(yvk) B 2 5}’()’716)
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(6.11)’deki g’ye bagh 6teki anlatimi elde edebilmek i¢in (6.12)’nin y’ye gore tiirevini

alalim.
(gy(y,k)) _ gk gy(nk)? (6.13)
gk) /), k) g(vk)?
Buradan asagidaki esitligi elde edebiliriz.
8y(hk) _ <8y(y7’<)> 8y(»k)? 6.14)
$(7,k) g(v,k) g(y,k)?

Bu esitligin (6.12) ile birlesiminden asagidaki denklem yazilabilir.

gy(nk) _ 1&n(nk) | 16,(0k)
g(yvk) 2 €Y(y7k) 2 gy()’ak)z

Birinci dereceden tiirevli anlatimi yok etmek i¢in, (6.12) ve (6.15)’in (6.11)’de

(6.15)

kullanimu ile

1d 1 df(yk) léyyy()% k) B léyy()@ k)? k 5
2dy (gy()%k)z dy >+ <4 éy(y,k)3 2 5y(y,k)4 +2§(y,k) )f()’ak)

= ENUS(k)f(y? k) (616)

denklemini yazabiliriz. (6.5)’te yapilan konac¢ biikiimii tanimi ve karsilik gelen tiirev

esitlikleri ile (6.16) denklemi, bu tanima 6zel, agagidaki bigcimde, yeniden yazilabilir.

B N
= ENUS(k)f(y7 k) (617)

Bu kiy1 deger sorununu ¢ozmemize gerek yoktur. Ciinkii, ¢6ziim olan f, baslangic
dizge olan uyumlu salingac¢ kiy1 deger sorunu ile ilintilir. Daha 6nce verdigimiz tanim
denklemi (6.7)’den

1

1 _
fnk) = m‘l/(% k) = M%m (E(v),k) (6.18)

esitligini elde etmek olanaklidir. Burada n. 6zdurumu incelersek, (6.18) denkleminde
V(y,k) yerine baglangic uyumlu salingacin n. o6zdurumu (6.4)’ten yazilabilir ve

buradan f;(y,k) da asagidaki gibi bulunabilir.

Jn(3,k) Zﬁv_/n (v, k)

y
1
= lPNusn 7k
o B €01
1
1

(6.19)

114



Bu denklem g(y, k) ve &(y,k)’ nin belirtik anlatimlari verilerek daha da 6zellestirilebi-
lir. &(y,k) min agik yapisi (6.5)’te verilmisti. g(y,k) nin agik anlatimini ise (6.12) nin

tiimlevini alarak belirleyebiliriz.
g(vk) = C&, (k)2 = Chie P (6.20)

Burada, C tiimlevleyis degismezidir ve bu anda degeri seckisizdir. (6.20) kullanilarak

(6.19), yeniden, asagidaki bicimde yazilabilir.

Fal3,k) e’ 1 (/yd %yz)z H (1/yd ”yz)

R — — X _—— 62 1 - 62 1 )

nlYy 2”n!7l'%c p 8 . Y1 n ) o Y1
n=0,1,2,.. 6.21)

Wys, (E(),k)’nin tim gergel y degerleri igin &,(y,k)dy agirligi altinda dordiil
timlevi 1’e esitti. Bu durumda f(y,k)g(y,k)’nin da aymi agirlik altinda dordiil
timlevi 1’e esit olmahdir.  f(y,k)g(y,k) iizerindeki birimboylulagtinrm kosuluna
baktigimizda tiimlevleyis degismezi C’yi icermedigini goriiriiz. Bu durumda C degeri,
f(y,k)’mn birimboylulagtirimina bagimli olmaksizin segkisiz kalir. Ote yandan,
(6.17)’deki 0zdeger sorununun (6.1)’deki Hamilton Isleci’nin O0zdeger sorunuyla
kargilagtirilabilirligini istiyor olusumuzdan dolayi, f(y,k)’nin birimboylulagtirim
kosulunun da, Wy, (y, k) tizerindeki kosulla esdeger olugunu isteyigimiz gerekir. Bu

1se,
/_ Ay =1 6.22)

yazilisinin gerekliligi anlamina gelir. Boylelikle, sonugta, asagidaki esitlikleri yazabi-
liriz ve (6.17)’deki siradan tiirevli 6zdeger sorununa karsilik gelen n. durum 6zdegerini

ve ozislevini asagidaki esitliklerle verebiliriz.

Eonisa(k) = Esi(k) = (n%) vk,

e%yz 1 y .2 2 1 Y .2
Yenvus, (0, k) = mexp —3 /yd)’162y1 H, E/ydylezyl ;
n. n - -

1 SIA 1/ 22\ 2
C, = 1 / a’(—/ dylezy%)exp —— (/ dy162y%>
22tz | \2J/-y 4 \J-y
1

= 1, n=0,1,2,.. (6.23)



Burada, de8erinin 1 oldugunun belirlenmis olusuna karsin, nasil belirlendigini anlata-
cak ipucu vermek amaciyla, C,’nin tiimlev gosterilimi de yazilmis olup altsimgedizisi
KBNUS, “Konag¢ Biikiimciil Nicem Uyumlu Salinga¢”1 simgelemektedir. C, ile ilgili
timlevde y yerine exp(sy?/2)’nin —y’den y’ye dek tiimlevinin yarismnin tiimlev
degiskeni olarak kullanimi durumunda tiimlev n. Hermite ¢okterimlisinin boyunun

tiimlevi durumuna gelmekte ve bu yiizden 1 olmaktadir.

Gelecek altboliimde bu dizge kullanilarak, odaktaki dizge olan “Biitiinlesik Bakisik
Ustel Kuyu” dizgesinin 6zdurum ve o6ziglevinin, hi¢ degilse belli bir yaklastirrm
baglaminda, belirlenisine calisilacaktir. Buradaki biiyiikliikler kullanilarak (6.17)

esitligi asagidaki bicemde yeniden verilebilir.

Vkd ( 2 A Wsnus k>)

2 dy dy
vk .
+ <T (%—%2),2) y? + — (/ dyle ) Wisnus(9, k)
— EKBNUS(k) Wianus (Y7 k) (6.24)

Bu, Konag Biikiimciil Nicem Uyumlu Salinga¢ dizgesinin devinim denklemidir. Bu

boliimiin geri kalan kesiminde dizge i¢in bu denklem kullanilacaktir.

6.4 Dizgelerle Hamilton Islecleri ve Karsilastirmmlar

Bu ana dek odaga almis bulundugumuz dizgelerin Hamilton Islecleri asagida belirtik

olarak (yeniden) verilmektedir.

ﬁBBUK = —p +35 </ d(]1e241>

~ 1 9

Hys = Ep +k

a 2
7 k/'\ -~ ~ _ k q x
Higys = —Pe 7%(1 pP— £ <%I N %2 C[2> ¢ 2q2 + £ / d91e 2(1%
2 4 8 \ /2
ﬁsm‘ = ﬁBBUK ﬁKBNUS

(6.25)

Bunlarla ilgili vurgulamak istedigimiz gergekler asagidaki sirasayilandirilmis bicemde

verilmektedir.
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. Burada dort ayr1 Hamilton isleci verilmekte olup bunlar, sirasiyla, (1) Biitiinlesik
Bakisik Ustel Kuyu (BBUK), (2) Nicem Uyumlu Salingac (NUS), (3) Konag
Biikiimciil Nicem Uyumlu Salinga¢ (KBNUS), (4) Saptirim Hamilton Isleci (SHI).

. Bunlardan ikinci ve ii¢lincii dizgeler, dogabilimcil (fizikcil) olarak, aslinda, 6zdes-
tirler. Ama, Hamilton Islecleri iki degisik konum degiskeni iizerinde verilmektedir.
Bu yiizden, bunlarin erkecil izgeleri birebir ortiisiir ve herhangi bir 6zdegere karsilik
gelen oziglevler (dalga islevleri), birbirlerine konag biikiimciil bir islev doniisiimii

izerinden bagimli, iki degisik konag¢ degiskenine bagimlidirlar.

. BBUK ile NUS dizgelerinin ikisinde de gizilgiicler bakisiktir. Oteki bir deyisle,
bagimsiz degiskenin eksilisi ile degistirilisi durumunda degismezler ve bagimsiz
degiskene gore Maclaurin agilimlari, bagimsiz degiskenin yalniz cift iisliilerini

icerir. Bunlar, bagimsiz degiskenin imsiz (mutlak) degeri arttikca artarlar.

. Bagimsiz degiskenin imsiz degerinin artis1 durumunda gizilgiicteki artig, bagimsiz
degiskenin yeterince biiyiik degerlerinde, arti degerli olarak Ongoriilen s ve k
(artilik kisit1 altinda) ne olursa olsun, BBUK dizgesinde, NUS dizgesindekine gore,
daha yiiksektir. Bu yiizden de, BBUK dizgesinin n. erke degeri (bu erke degerlerinin
tiimii art1 olmak ve n arttik¢a artmak durumundadir), yeterince biiyiik n degerlerinde

NUS dizgesindeki n. erke degerinden biiyiik olmalidir.

. (4)’teki durum, BBUK ile KBNUS dizgelerinin karsilastirrminda dogrulugunu
korumaz. Bunun nedeni, bu iki dizgenin Hamilton Islecleri’nde degisiklik gosteren
tek 0ge gizilgiic degildir. Onun disindaki islegler ozdes degildir. Bu yiizden
de, erke degerleri karsilagtirimui icin yukaridaki gibi bir yorumlayis kullanilamaz.
Yalnizca gizilgiiclere bakilacak olsaydi, KBNUS dizgesindeki gizilgii¢, kK > 1 i¢in,
tim bagimsiz degisken degerlerinde, BBUK deki gizilgiigten bilyiik (k = 1 igin
0zdes, k < 1 icin kiiciik) olacakti.

. KBNUS dizgesinin Hamilton islecinde k bagimlihg1 v/k ile 6lceklenis bicemlidir.
Oteki bir deyisle,

ﬁKBNUS - \/%ﬁKBNUS,k:I (626)

yazilabilir. Burada, I—AIKBNUS_kzj ile ﬁKBNUS’nln k = 1 degeri icin biiriindiigii yap1
simgelenmektedir. Bu esitlik, bu dizgenin izgesindeki tiim erke degerlerinin de
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Vk ile orantili olusunun gerekliligini gosterir. Gergekten de, daha 6nceden vermis

oldugumuz erke degerlerinin belirtik anlatimlar1 da bu olguyu gosterir.

7. (6.26)’daki ozellik bir yandan da ¢ok onemli baska bir olguyu giindeme getirir. O
da, KBNUS dizgesinin 6ziglevlerinin, hangi diizey i¢in olursa olsun, k’dan bagimsiz
olusunun gerekliligidir. Daha 6nceden, bu dizge i¢in verdigimiz 6zislev ya da dalga

islevlerinde, gercekten de, kK bagimlilig1r bulunmamaktadir.

6.5 Erkeye Ozgii Doniimciil Esneklik Katsayilari ve Yontembilimcil Onemleri

(6.25)’teki Hamilton Islecleri’nden herhangi birisinin, o islecin erke 6zdegerlerinden
herhangi birine karsilik gelen 6zislev altinda beklenen degeri o erke degerine esit

olmak durumundadir. Bu nedenle, asagidaki esitlikler yazilabilir.

<ﬁBBUK> . EBBUK,n? <I:I\KBNUS> = EKBNUS,n (627)
BBUK,n KBNUS,n

Burada, beklenen degerler altsimgedizilerinde belirtilen 6ziglev altinda belirlenmekte-
dir. Oteki bir deyisle, BBUK,n ile KBNUS,n, sirastyla, BBUK ile KBNUS dizgelerinin

n. oziglevlerine gore beklenen deger alindigin1 anlatmaktadir.

(6.27)’deki ikinci esitlikte (6.26) kullanilacak olursa asagidaki esitlik yazilabilir.

\/% <I:I\KBNUS,I<=1 >KBNUS = EKBNUS,n (628)

Onceki altboliimde belirtilen bilgilerden cikarimlarla goriilebilecegi iizere buradaki
beklenen deger k degistirgesine bagimli degildir. Bir yandan da, daha da onceki
anlatimlarimizdan animsanacagi iizere, bu beklenen deger, aslinda, (n+1/2)’ye esittir.

Boylece, (6.27) deki ikinci esitlik ile ilgili bir sikintimiz olmadig1 goriilmiis olur.

(6.27)’deki birinci esitlik ise BBUK dizgesinin bilinmeyen izgecil biiyiikliiklerine
dayandirilmigtir. Bu acidan bakildiginda, oradaki beklenen degerin ve de erke
degerinin, eldeki bilgiler baglaminda, bilinemeyecegi ¢cok aciktir. Ancak, bu durum,
belirli bir s degeri icin, eksisiz tiim degerleri alabilen k’ya 0zel bir deger secerek
Espi, = Exsvs, esitliginin saglatilabilisine engel degildir. Dolayisiyla, bu baglamda

asagidaki esitlik yazilabilir.
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Buradan, k asagidaki esitlikle verilen bicemde belirlenebilir.

<ﬁBBUK> (%7 n>2
kg (s2,n) = ( - (6.30)
n—+ z)

Bu esitlikte, hem k&, ile simgelenen doniimciil (kritik) £’nin, hem de ilgili beklenen

degerin s ile n bagimliliklari, ayiraclar arasinda, ilgili biiyiikliik anlatiminin sagina

eklenerek vurgulanmaktadir.

(6.30) ile verilen tamm esitliginin sag yamndaki anlatim, BBUK dizgesinin izgecil
biiytikliiklerinin bu anda bilinemiyor olusundan dolayi, bu an i¢in bilinememektedir.
Yani, bu esitlik, bu an i¢in, yalnizca, BBUK dizgesinin belirli bir erke diizeyinin
erke degerini iiretebilecek doniimciil bir £ degerinin varligin1 vurgulayisin Gtesine

gecememektedir.

Yukarida verilen doniimciil k£ degeri belli bir nicem uyumlu salingac i¢in esneklik
giicey (ing: force) katsayisi olmak durumundadir. Ancak, her bir erke diizeyi
icin degisik bir nicem uyumlu salingactan yola ¢ikmak gerekece8i de buradaki

coziimleyisten anlagilmaktadir.

6.6 Saptirrm Hamilton Isleci

Yukarida verilen Hyyys isleci, oradaki Hy,, islecine belli bir erke diizeyinde ¢akistirim
amacli olarak giindeme getirilmektedir. Oteki bir deyisle, belli bir doniimciil k degeri
icin, Hygzyys'ne Hpygy'den saptirilmig bir islec olarak bakmak olanaklhidir. Bu ise,
yukarida daha Onceden tanmimlanmis bulunan H,;’nin bir saptirim isleci oldugunu
gosterir ve bu yiizden SHI ile altsimgedizilendirilmistir. Bu islecin beklenen degeri,
bir bi¢cimde, E,; ile onun (bir anlamda) saptirimi olan Eyg,s arasindaki deger
degisimine karsilik gelmektedir. Ancak, bu iglecin beklenen degerinin hangi 6zislev
tizerinden belirlenecegi sorusu da azimsanmayacak bir onem kazanmaktadir. Bu isleg
aralarinda degistirimli olmayan ya da olusu gerekmeyen iki islecten iiretildiginden bu
isleclerden birisinin 6zislevi ile is gérmek diisiiniilebilir. Oteki bir secenek de bu islecin
Oziiniin 6ziglevlerinin giindeme getirilisidir. Ancak, buradaki ti¢ degisik tiir 6ziglevden
yalniz I—AIKBNUS’in oziglevlerinin yapilar belirtik olarak elimizde bulunmaktadir. Bu da,

uygulayimcil agidan, elimizdeki tek secenek olarak, cok 6nemlidir.
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6.7 Esneklik Giicey Katsayisimn Doniimciil Degerinin Saptirnm Isleci Boyunun

Bastirnmiyla Yaklasik Olarak Belirlenisi
(6.25)’ten asagidaki esitsizligi ve esitlikleri yazabiliriz.

—~ 2
= ‘ (WKBNUS,n,HSHI WKBNUS,n) ) <

~ ~
< (WKBNUS ny Wkanus, n) <HSH1‘ Wivusns Hspi V/KBNUS,n>

~ ~
|:HBBUK _HKBNU.S:| ‘I,KBNUS,IU |:HBBUK _HKBNUSi| lI/KBNUS,n>

~ 1 ~ 1
= (|:HBBUK <n + 2> :| WipNUsns |:HBBL7K - \/]; <n + 2> ] IVKBNUS,n>
< > vk (ntt <ﬁ -- > th(ns ) 2 6.31)
KBNUS,n 2 BBOK KBNUS,n 2

Bu bagmtinin son yataysirasinin sag yam (0te yandan da, esitsizlikteki iist
kiyr olmaktadir) seckisiz esnek giicey katsayisina bagimlidir.  Bu bagimlilik,
anlatimdaki beklenen degerlerde k bagimliligi bulunmadigindan v/k’da bir ikinci
derece cokterimlisi bicemlidir. Bu ¢okterimlinin, vk’ya gore tiirevi sifirlanirsa,
cokterimli bastirilmis ya da enaza indirgenmis olur. Bu tiirevleyis sonrasi ele gececek

olan denklem & i¢in egsiz ¢6ziim verir. Onun belirtik yapisi asagida verilmektedir.

—~ 2
< Hiypox >
KBNUSn

kg (,n) = ( +1)2
n+3

(6.32)

Bu k degerini (6.31)’de kullanacak olursak asagidaki arasonucu elde ederiz.

~ —~ 2
(), <), ~ () (639
KBNUS,n KBNUS,n KBNUS,n

Bu esitlik, saptirim iglecinin en kii¢iik boyunun, saptirim islecinin, Hypo' 0 1.

oziglevine gore beklenen degerindeki sendelenimin dordiil kokiiyle kiyilandirildigin
belirtir. Bu, bir yandan da sayitimcil (ing: statistical) bir deger olan ol¢iinlii sapisa

(ing: standart deviation) esittir.

6.8 Esnek Giicey Katsayisi’nin Doniimciil Degeri’nin Kiyilandirim

Esnek giicey katsayisin (6.32)’de verilen ve ky (s¢,n) ile gosterilen doniimciil degeri
kesin degil yaklagik bir anlatimdir. Nasil bir yaklastirim kullanarak iiretildigi, aslinda,
gelecek altboliimde, orada sunulacak olan saptirim aciliminda en baskin terim oldugu
gosterilerek, gozler Oniine serilecektir. Bu nedenle, (6.32)’de verilen anlatimin

belirlenisi onem kazanir. Oyle de olsa, ¢coziimleyisimizin ilerleyen kesimlerinde, cok
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daha acik olarak, kesin bir belirlenimin olabildigince gii¢ oldugu, ancak, yaklagtirimlar
iretilebilecegi anlasilacaktir.  Bu yilizden, bu altbolimde bu biiyiikliigiin kesin
anlatiminm1 bulmak yerine kiyilandirirmina yonelecek ve ilgili esitsizliklerin iiretimine

cabalayacagiz.

Ilerleyebilmek igin, (6.25)’deki ilk tanimdaki iki toplamcil anlatimdan ilki odaktaki
dizgenin devinim erkesine, ikincisi ise gizilgii¢ erkesine karsilik gelmekte olduguna
odaklanimda yarar bulunmaktadir. Bunlarin iizerindeki beklenen degerlerin ayri ayri

incelenisi, amaclarimiza daha uygun diismektedir. Bu dogrultuda

—~ —~ ~
HBBUK = HBBUK,de»'+HBBUKgiZ7

. 1,
HBBUK,dev = Ep 9
N 1/ i o\ 2
HBBUK,gia = g AdCIle 29 (634)
—-q

esitlik ve tammlar1 yazilarak yola ¢ikilabilir.

Bunlarin belirlenisine biraz daha sonra odaklanacagiz. Bu an i¢in, bu belirlenis i¢in

gerekli oldugu diisiiniilen olgular1 giindeme getirecegiz.

6.8.1 Birkesim ozislev ozellikleri

(6.4) ve (6.23)’den asagidaki esitligi yazmak olanaklidir.

x.\2 1 Y x.2
‘//KBNUS,n(y) = e?’ Yusn <§/ dylez)’l,l) (635)
-y

KBNUS dizgesinin 0zislevinin taniminda, y degiskeninin yanisira k degistirgesine olan
bagimlili@inin, ilgili esitligin solunda, belirtik olarak gosterilisine kargin, burada, o

islevin aslinda bu degistirgeye bagimli olmayisindan dolayi, (solda) gosterilmemistir.

Hermite ¢okterimlilerinin, bilimsel yazinda iyi bilinen 6zelliklerinden yararlanarak

asagidaki esitlikleri yazmak olanaklhidir.

Dikgenlik:
/ dyefyzll/m,,,l (z/ dylezy%,1> Yiusn, (5/ dyleiy%, 1) = Op, 1y
—oo -y -y
ni,ny,=0,1,2,... (6.36)
Eger, burada,
~ 1 y gyz
Vs ) = Vauss (5 [ dnePh1), n=012,.. (637)
-y

121



tanimina gidilirse ve, f1(y) ile f>2(y), e’ agirlik islevi altinda, tiim gergel y degerleri

icin, dordiilii timlevlenebilen herhangi iki islev oldugunda,

oo )
(f1:02)yexpoa?/2) = / dye? fi(y) /2(y) (6.38)
ile verilen iccarpim tanimi kullanilacak olursa, (6.36) asagidaki cok daha tikiz yapiya
biiriiniir.
(lT/Nus,n, ) fl;NUS,nz)y7exp(%y2/2) = 5n1,n27 ny,ny =0,1,2,... (6.39)
Ozyineleyisler:

Hermite cokterimlileri asagidaki 6zyineleyis bagintisini saglarlar.

1
xH, (x) = > w1 (x) +nH,_1(x), n=0,1,2,... (6.40)
Bu tek bir Ozyineleyis degildir. Daha degisik Ozyineleyisler de vardir.  Bir
kesimine daha sonra deginece§iz. Bu Ozyineleyis, dereceleri ii¢ ardisik biitiinsay1
olan Hermite cokterimlileri arasindaki ilintilendirilistir. ~ Ara asamalarini burada
vermeyecek oldugumuz birkesim islemlerden sonra NUS o6zislevleri arasindaki

asagidaki 6zyineleyise varilabilir.

y K2\ ~ ——— — ~
(/ dylezyl) ll’NUS,n())) — 2n+2ll/NUS,n+1(y)+ 2nll]NUS,nfl(y)7 n:071727"‘
-y
(6.41)
Yukaridaki ve bir onceki 6zyineleyislerde, eksi altsirasayili iglevlerin yoksayilacagi

ongoriilmektedir.

(6.41)’deki 6zyineleyisi cok daha yalin bir yapiya biiriindiirmek i¢in asagidaki tanim

kullanilabilir.

| P
x=x(y) = E/ dylefy% (6.42)
-y

Bu esitlik, y’nin tiim gercel degerleri icin gecerliligini korur ve y say1 dogrusundan x
say1 dogrusunun eksisiz degerler kesimine doniisiim gerceklestiren bir islev tanimlar.
Beklenen deger belirleyislerimizde, y degiskenine gore, uygulayimcil nedenlerle,
yalnizca y’nin ¢ift iglevlerinin tiimlevleriyle ilgilendigimizden; bu doniisiimiin sag
yaninin eksi imlisini x say1 dogrusunun artisiz kesimine doniisiim gerceklestiren islev

olarak tanimlayisimizda yarar bulunmaktadir. Burada da dyle yapacagiz.
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Bu tanimi kullanarak (6.41)’1 asagidaki bicemde yeniden yazmak olanaklidir.

V 1
XWnusn (X, 1) = n—\/—gWNus,nH (X, 1) + %WNU&nl (xa 1) , n=0,1,2,... (6.43)

Bu ozyineleyisten, ardigik kullanimlarla, yararlanarak, Wy, (x,1) isleviyle x’in arti
biitiinsay1 iisliilerinin tiimiiniin, ayr1 ayri, carptminin belirlenisi olanaklidir. Bunlardan

ilk ikisi, yukaridakine ek olarak, asagida verilmektedir.

n+1)(n+2 1
leIJNUS,n (x7 1) = ( 2)( ) II/NUS,II+2 (x7 1) + (n + 5) WNUS,n (x, 1)
—1
+$WNU&H—2(X71) n:O,1,27... (644)
+1)(n+2)(n+3 1 (3n+3
x3wNU5v" (X, 1) = \/(n )(2’/1/5 )(n ) Ynusn+3 (X, 1) + \/:l/?(nz)wl\’l/5m+| ()C, 1)
3 )
+2’{1gWNU&nI(X71>+ n(n 2\/)5(’1 )II,NUS,i173(x71)7 I’l=0,1,2,._.

(6.45)

Bunlarda da eksi altsirasayili islevcil biiyiikliikler yoksayilmaktadir.
Bu kesimde verecegimiz son Ozyineleyis, Hermite ¢okterimlilerinin sagladigi
asagidaki iligkiye dayandirilmaktadir.

dH,(x)
dx

= 2nH,_1(x), n=0,1,2,... (6.46)

Bunun ve xH,(x) ile ilgili olan dzyineleyisin Wy, (x,1) islevinin agik anlatiminin
x’e gore tiirevinde kullamimiyla belirlemek istedigimiz 6zyineleyise ulasabiliriz. Bu
yapilirsa, ele gececek olan 0zyineleyis, iiretilis ara asamalar1 verilmeksizin, asagidaki

bagint1 olarak yazilabilir.

d n+1 Vn
5 WNUSn 71 = — = Ynusn ,1 = WYnNusn— ,1 , :0,1,2,... 6.47
dxw sa (X, 1) NG Wiwsn1 (X )+\/§W sno1(%,1), n ( )
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Bunun da 6tesinde, ileride gereksinim duyacagimiz oteki iki 6zyineleyis de, iiretilis

ara asamalar1 verilmeksizin, asagida sunulmaktadir.

d B (n+1)(n+2) 1
XEC Yius ()C, 1) = > Yyusn+2 (x7 1) EII/NUS,n (x, 1)
+#‘”NU&’12(‘X’1)7 l’l:O,l,2,...
d V(n+1)(n+2)(n+3)
2 NUS, 1 = - NUS,;n+3 1
X dxl// L (x, 1) e Wiwsars (X, 1)

_\/’? (”;3) Wi (5, 1)+% (%) Yiws 1 (x,1)

nn—1)(n—
\/ 2\/— )WNUS,n—3 (x,1)7 n=0,1,2,...

d {+1
XEECWNUSJI ()C, 1) = Z X&—Z—H—Zj(n) Yusn—t—1+2j (x7 1) s = 07 1727 (648)
j=0
Burada yalnizca ¢ = 0,1,2 durumlarina gereksinim duyacak olsak da, eksisiz
biitiinsay1 ¢ degerleri i¢in 6zelsiz durumu belirtis nedenimiz daha tikiz sag yanlar
kullanabilmektir. Ancak, X, j(n) degerleri, belirtik olarak ya da 6zyineleyisle vermek

olanakli olsa da, burada ortiik olarak verilmektedir. Yine de, en azindan ¢ =0, 1,2 i¢in,

belirtik degerler, (6.47), (6.48)’deki sag yan anlatimlarindan {iretilebilirler.

Buradaki bilgiler baglaminda ve biraz da ek eyleme gecerek azimsanmayacak sayida
islecin beklenen degerini belirlemek olanaklidir. Bu altboliimiin sonlarinda bu tiir

gelistirimlere yonelecegiz.

6.8.2 Birkesim biiyiikliiklerin kiyillandirimi

Once x(y) islevine odaklanalim. Bunun i¢in asagidaki esitlik yazilabilir.

1 y #.\2 Yy #\2
:—/ dyje) :/ dyje? (6.49)
2 -y 0

Burada, Once, timlevleyis araligi olan [—y,y], [—»,0] ve [0,y] araliklarinin
birlesimi olarak diisiiniiliip tiimlev iki tiimleve ayristirilmakta, sonra da, ilk ayrisik
timlevde tiimlev degiskeni yerine eksilisi alinarak tiimlev ikinci aynisik tiimleve

donistiiriilmektedir.

(6.49)’dan asagidaki toplamdizi a¢ilimina gecilebilir ve o toplamdiziye bir biiyiiltke

toplamdizi (ing: majorant series) olusturulabilir.

j . >° %] . x.2
dye = —y21+1 e (6.50)
/ 21] (2j+1) j:02}]!
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Buradan da, y i¢in bir alt kiy1 (ing: lower bound) verecek olan, asagidaki ilk

esitsizligimize ulagabiliriz.
» y P P
y> e_2y2/ dyleiy% = e_7y2x<y) (6.51)
0

(6.50)’deki toplamdizinin ilk toplamcil anlatimi, yalnizca y’den olusmaktadir ve
tim toplamcil anlatimlar, y’nin tiim arti degerleri icin arti olduklarindan, oradaki
toplamdizi, art1 y’ler i¢in y’den biiyliktiir. Boylece, iist kiyt (ing: upper bound)

belirleyicisi durumunda olan asagidaki esitsizlik elde edilir.
y x.2
y< [ dye®t =a(y) (6.52)
0

Kiyilandirmak istedigimiz oteki biiytikliik e islevidir. Bunun icin once asagidaki,

esitlik ve esitsizlikler yazilabilir.

Y %2 - P : =2 P - = P ;
dv.e2’T = —— yhtlc _ 2j+1 _ T 2j+1
/0 Y ;)2111(2]4—1)); —];)21(]+1)1y ];)QJ],(JH)y
= %j_l 2i—1 2 > %‘] 2 2 . 2
= T = e =—<62y —1) (6.53)
j;ZJ L sy (;21]! sy

Buradan, asagidaki alt kiy1 belirleyici esitsizlige ulasilabilir.
y 4 x
1+ gy / dyet < &3 (6.54)
0

Buraya ulagirken, (6.53)’te ilk toplamdizi agiliminda, paydadaki (2 + 1) anlatimi
yerine (arti j degerlerinde ondan daha kiigiik olan) (j 4 1) anlatimi yerlestirerek
toplamdizi biyiitillmiistir. Oysa, orada, (2j+ 1) yerine (2j + 2) yerlestirerek
toplamdiziyi azaltmak da olanaklidir. Boyle yapilirsa, ulasilan sonug, ara islemler

verilmeksizin, asagidaki bagint1 ile verilebilir.
y x 2 x 2
1+%y/ dy;e2?1 > e2” (6.55)
0

(6.54) ve (6.55)’teki esitsizlikleri, y iceren ¢arpanlarin yerine kiyilarini kullanarak,
ve de, daha kotiimser esitsizlikler elde edisi goze alarak, asagidaki kiyilandirimlara

gecilebilir.
4 x.2 Y x.2 2 » 2 Y x.2 2
1—|—§effy </ dyle2y1) <e?V <1+ </ dyle2y1) (6.56)
0 0

Bu esitligin alt kiyisinda exp(—sy? /2) islevi bulunmaktadir ve alt kiyinin, islev olarak,

yalnizca, x(y) kargihgi timlev tiirtinden anlatimim engellemektedir. Bu durumdan
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kurtulmak i¢in, (6.52)’deki esitsizlikten yararlanarak agagidaki esitsizlik yazilabilir.

. v L0\? "
e 3 > exp <_§ (/ dYIeiy%) — e 700 (6.57)
0

Bunun (6.56)’da kullanimi asagidaki esitsizliklerin yazimina olanak saglar.

VA y . 2 2 Va4 y .2 2 .2
1+ = /dy1e2y1 exp| ——= /dyle2y1 < eV <
2 \Jo 2 \Jo
y x.\2 2
< 1+%</ dyle2y1)
0

(6.58)

6.8.3 Birkesim islevle carpim islecleri icin gecis tiimlevlerinin belirlenisi

Bu boliimdeki ¢oziimleyisin, saptirnmsizlik beklenen degerinin kiyillandiriminda
ortaya cikan tiimlevler arasinda, NUS dizgesinin herhangi iki diizeyi arasinda, ¢ =

20

0,1,2 icin x e~ anlatimh islevler iizerinden gecisi betimleyen tiimlevlerle de

karsilasilmaktadir. Bu kesimde, bu tiimlevlerin 6nce tanimini verip, ardindan da, bir
kesim ozelliklerine ve ilgili gecis dizeylerinin asal kdsegenin ve ona en yakin komsu

kosegenlerin 6gelerinin ¢oziimciil anlatimlarina nasil erisilebilecegini gosterecegiz.

Once, asagidaki tammla verilen, ii¢ degistirgeli biiyiikliiklere odaklanalim.
_ = 20 —Zx2
Té,m,n(%) = / deNUs,zn (X, 1)x € 27 Wyusa (X, 1)

1 o x

(1+ - / dxx*e xH H, _*
m+n m \/T n 1+% 9
{mn=0,12,... (6.59)

Bunlar i¢in, 6nemli olgular, asagida sirasayilandirimli bicemde verilmektedir.

1. Bu biiyiikliikler, T/(s¢) ile simgelenen ve sayilabilir sonsuzlukta ¢ok yataysirasi ve
diiseysirasi olan, sayilabilir sonsuz sayida, dizeyin 6geleri olarak diisiiniilebilirler.
Tymn(s¢) bunlardan ¢. dizeyin m. yataysirasiyla n. diiseysirasimin kesistigi

konumda yerlesiktir.

2. Tymn(>), »'nm bir islevi olup bir yandan da ii¢ yonlii bir ¢okludizi tanimlar.

Bu nitelik, bu islevin, aslinda, s’nin karmasik diizlemi iizerindeki tiim ackicil
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ozelliklerinin bilinigini gerektirir. Ancak, burada, »’nin art1 gergel degerleri i¢in
islevi bilmek yeterlidir. Yine de, varsa, gercel say1 ekseni iizerinde olmayan
tekilliklerin de islevcil yapiya etkilerinin bilinisi gerekebilir. Burada, cok dncelikli

olarak, gercel s¢ degerli durumlara odaklanacagiz.

. Ty¢(5) bilimsel yazinda kisaca “Geg¢is Dizeyi (ing: Transition Matrix)” olarak
bilinir. Bu dizey, burada, NUS dizgesinin taban kiimesince oOrtiilen dogrucul

x,2 . . . )
2le=3%" jle carpis isleci altindaki goriintiisiiniin ne olacagini

uzaydaki bir iglevin x
belirler. Oteki bir deyisle, bir diizeyden baska bir diizeye bu isle¢ araciligiyla gecisi

tanimlar.

. Ty(5) ile simgeledigimiz “Gegis Dizey Soyocagi (Ailesi)” sayilabilir sonsuz
sayida olmakla birlikte burada, en baskinlikla kisitlanan ¢oziimleyisimiz igin,
yalnizca ¢ = 0,1,2 durumlarina odaklanacagiz. Ancak, bagintilandirimimizi,
ozellestirim ve/veya yalinlastirim gerekmedikge, en 6zelsizde tutmakta bir sakinca

gormemekteyiz.

. 2 =0 oldugunda Ty() dizeyi, sayilabilir sonsuzlukta yataysirasi ve diiseysirasi
olan birim dizeye doniisiir. Ty(s¢) dizeyi ise, sayilabilir sonsuzlukta yataysirasi ve
diiseysirasi olan ve X ile gosterebilecegimiz, x ile carpis isleci iizerinden NUS taban

kiimesi 0geleri arasinda gegisi gosteren, gegis dizeyinin 2/. iisliisiine doniisiir.

. % # 0 oldugunda da, (m + n)’nin tek biitiinsayr oldugu durumlarda 77, ,(»)
stfirlanir.  Bu durumda, tek islev nitelikli taban islevleri arasinda ve cift islev
nitelikli taban islevleri arasinda, ayr1 ayri, gecis dizeyleri giindeme getirilebilir.
Oyle yapildiginda, tek islev nitelikliler ile ¢ift islev nitelikliler arasinda gegis yoktur.
Bundan yararlanarak, Gegis Dizeyi’ni, yalnizca asal kosegeni iizerinde iki sonsuz

obek dizeyi olan, 6teki 6geleri 0 olan bir yapiya biirtindiirmek olanaklidir.

. Ty mn(22), (m+n)’nin tek degerleri igin O olusunun yanisira ¢ift degerleri icin de
oldukga yalin yapida olup 1/4/1 4 »/2’nin (m+n—+ 1). dereceden bir ¢okterimlisi
ile 1/4/1+ 5/2’nin 2¢. isliisiiniin ¢arpimidir. Bu durum, (6.59)’daki yapidan da

goriilebilecegi iizere, Hermite ¢okterimlilerinin varligindan kaynaklanir.

. Ty(>) Gegis Dizeyi, ister swrali ister tek-¢ift obek yapili olsun, arti gergel

degerli s’lar icin, bakisiktir. Bu durum, uzbilimcil (matematik) dilde asagidaki
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10.

11.

degistirgecil esitlikle verilebilir.

Ty mn(5¢) = Ty pm( ), {mn=0,1,2,... (6.60)

Ty(5¢) Gegis Dizeyi'nin 6gelerinde (yine arti degerli s’lar i¢in ve bundan sonra
da Oyle olarak) c¢ok onemli bir kiyilandirim s6z konusudur. 7y, ,(¢) nin
tanimindaki tiimlevlenenin exp(—»c/4) Yyus,, ile exp(—s¢/4) Wyys, islevinin ¢arpimi
olarak diisiiniilebiliyor olusu bu biiyiikliigiin, bu iki islevin i¢carpimi olarak
diisiiniilebilecegi anlamimna gelir.  Bu igcarpima Cauchy-Schwartz esitsizligi

uygulanirsa asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

mn=20,1,2,... (6.61)

Burada, aslinda, igige yuvalanmis iki kiyilandirim bagintilandirimi s6z konusudur.
Icteki kiyilandirnm daha iyimser olmakla birlikte daha az yalin anlatimlara

gotiirebilir.

Son esitsizlik, kiyilandirim iglemlerinde ve yeterince kotiimser sonuglar1 ben-
imseyebilecegimiz islemlerde, m # n oldugunda, T, ,(>)’nin ¢dziimciil olarak
belirlenisinden kacinip bu esitsizlikleri kullanmak olanaklidir. Ancak, kiyilandirim-
larda, eksi ve arti arasinda, im degisimi olusu, kotiimserligi benimsenemeyecek
olumsuzluga iter. Bu yiizden, cok umarsiz kalinmadik¢a bunlardan kaginmakta

yarar bulunmaktadir.

Boylece, yalnizca, £ = 0,1,2 icin, Gegis Dizeylerinin asal kdsegen ve onun en
yakin komsu kosegen 68elerinin ¢oziimciil belirleyislerine odaklanim yeterli olarak
goriilebilir. Ciinkii, buradaki uygulayislarimiz i¢in bunlar yeterli olacaktir. Bunlarla

ilgilenise gectigimizde bu olgu ¢ok daha iyi anlagilacaktir.

6.8.4 Gecis dizeyleri asal kosegen 6gelerinin birkesim 6nemli 6zellikleri

Bu altboliimdeki Gegis Dizeyleri’nin asal kdsegen 6gelerinin belirlenisi icin, uyumlu

salinga¢ dalga islevleri iizerinde asagida verilen, Mehler bagmntisina [119, 120]

odaklanarak yola ¢ikabiliriz.

X = 1 1 _ ot by 1 ry)?
t"‘ m 71 NUS,m y,l = — e —7_17T’
Z’O Wius (X, 1) Waus (9, 1) NN
—l<r<l1 (6.62)



Toplamdizi agilm katsayilar1 7p,,(s)’ler olan bir ireteg islevini U(z,s) ile

simgelersek asagidaki esitlik yazilabilir.
Up(t,2¢) = Y 1"Ty n(52), —1<t<1 (6.63)
n=0

Bu esitlik, (6.59)’da m = n alinarak elde edilecek olan, esitlikle birlestirilirse, ara gegis
islemleri belirtilmeksizin, agsagidaki esitlikler yazilabilir.

1 1 / ° 20— (51202

— dxxte  \27T15)*

V1T =12 )

_ T(e+) 2t 1+ t3
B (42 )t

Ug(t,%) =

VT /112 )+ (-2
_T(e+)) 2043 (1-12)
VI o2 _dr— (—2)12]H2
{=0,1,2,...; —-1<t<1 (6.64)

Bu esitliklerden #’ye gore tiirevleyisle asagidaki esitligi yazmak olanaklidir.

1

U, (t
t=0

Son esitlik, Uy(t, )’ nin kesin anlatiminin biliniyor olusundan ve 7; ,, ,(3¢) nin sonlu
kerteden tiirevinin sonlu sayida toplamcil anlatim icerecek olusundan dolay1 kesin bir
anlatim verir. Ancak, onun toplamcil yapisindaki toplanan sayisi, n arttikga artar
ve birkesim n degerlerinden sonra, yapi neredeyse bir toplamdiziye doniisiir. Bu
durum, inceleyislerimizi biitiiniiyle olanaksizlastirmasa da, olabildigince gii¢lestirir.

Bu yiizden, burada, bu kesin anlatim yerine kiyilandirima gecisi yegleyecegiz.

(6.64)’te paydada goriinen anlatimla ilgili olarak asagidaki tanim ve esitlikleri

yazabiliriz.
-1
Gt 22) = (e42—41=(=2)%) 2 =Gy (1,39 +14,-(t,%)
1 1 .
Co(t,7) = §< 2=l — (e—2)2) " T4 et 244t — (se—2)2) 2)
3 i I (2n+0+%) 42 )
2oL (64 3) 2n)! (5r 42— (3e—2)2)2HF2
1 1 1
Co—(t,52) = Z{(%WLZ—‘”—(%—Z)IZ) ! P (e 244t — (3 —2)1%) ¢ 2}
B i I'(2n+0+3) 42n+1 o
ST (C+3) 2n+1)! (o0 (se—2)2)2 43
(=0,1,2,..; —l<r<l1 (6.66)
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Burada goriinen toplamdizilerin toplananlarinda iisliileri goziiken s+ 2 — (3¢ — 2)1?
cokterimlisi, 72, 0°’dan 1’e dogru biyiidiikce, (> + 2)’den tekdiize olarak azalir ve 1°de

4’e erisir. Bu nedenle, asagidaki kiyillandirimlart yazmak olanaklidir.

42n 2n < 42n 2n 1 t2n
(%+2)2n+£+% - (%+2 . (%_ 2) t2)2n+é+% - 4_54‘%
42n+1 o _ 42n+1 - _ 1 t2n
3 — 3 — 1
(%+2)2n+€+§ (%+2 i (%_ 2) t2)2n+€+§ 4€+7
(=0,1,2,...; —1<r<1 (6.67)

Bu kiyilandirnmlardan ilkinin, Once (6.66) ile, sonra da (6.63) ile, bir bicimde

birlestirimi agsagidaki islevcil kiyilandirimin yazilisina olanak saglar.

243 (1=12)" & T (2n+0+1) ¢

)

VT = (2n)! 4l+3

< Z tznTZ,Zn,Zn(%)
n=0

(1-7) §T@ntl+3) ,, 668
2£+%\/En:0 (2n)! '

Bunun alt ve iist kiyilarinda bulunan (1 — tz)g anlattmini 2’ nin sonlu sayida eksisiz ve
20’1 agmayan iisliilerinin bir dogrucul birlesimi olarak agilimi olanaklidir (ikiterimli ya
da binom ag¢ilimi). Ancak, bu acilimin katsayilarinin orancil yapilarinin paydalarinda,
¢y toplayis degistirgesi olmak iizere, (¢—/¢;)! anlatimi bulunur. Bu g¢arpinim
(faktoryel) yapili anlatimin Gamma iglevinin 6zel bir durumu oldugu animsanirsa
¢ < {1 kosulunu saglayan ¢ degerleri i¢in bu ¢arpinim sonsuz degerli olarak giindeme
gelecek ve, ilgili katsayida bu sonsuzlugu giderecek bir olgu olmadigindan, katsayi
sifir olarak algilanabilecektir. Boylece, bu diisiince altinda, buradaki bu ikiterimli
tisliisii anlattmini bir toplamdizi (seri) olarak diisiinmek olanaklhidir. Bu durumda,
(6.68)’in alt ve iist kiyilarinin, iki toplamdizi carpimiyla orantili oldugunu diistinmek
olanaklidir. Boyle diisiiniiliince de, bu toplamdizi i¢in Cauchy ¢arpimini kullanmak

yoluna gidilebilir. Bu yapilirsa asagidaki esitlikler yazilabilir.

[

YKL < X Tnn() < F K0
n=0 n=0 "

20ty 1 (=i 42T (204020, + 1)

K(an)n(%) =

b VI (2 G0 (25— 20))1 (504 2) 220
.. 205 & (=1 T(2n+0-26+ )
K™ = 2 6.69
Hbn Ve 412_10131!(6—61)! (2n—24y)! (6.6%)

Buradaki alt ve ist kiyilarin n-bagimhliklart T (2n—20; + 0+ ) /(2n - 20))!

2n-20+1

oranindan ve ayrica alt kiyida 427720 /(5c + 2) oranindan  gelir.

130



I(2n—20,+(+ %) /(2n —2¢;)! oraninda paydadaki anlatimi da I" iglevi tiirtinden
yazmak olanakli olusundan ve iki Gamma iglevi oraninin n — oo i¢in yanagik
davranisindan yararlanarak, bu oranin n — oo i¢in yanasik davranisinin (2n)€_%
oldugunu gostermek olanaklidir.  Biraz ilerideki inceleyiglerimizde ¢ = 0,1,2

durumlarina odaklanacagimizdan dolay: da (2n)% yanagik davranigiyla yiizlesecegiz.

(6.69)’daki son iki esitligin sag yanindaki sonlu toplamlar »’e dek uzaniyor goriinseler
de, n > ¢ durumlarinda, paydadaki (¢ — ¢;)! anlatiminin sonsuza gidisinin ilgili
toplanan degeri sifirlayisindan dolay1, o sonlu toplamlarin iist kiyilari # degil ¢ degerini
alir. Bu yiizden sonlu toplamdaki toplananlar sayis1 n > £ i¢in, n ne olursa olsun, n’den
bagimsiz kalir. Boylece, n — o ereyinde toplam ic¢in herhangi bir yakinsayis sorunu

yasanmaz, ve boylece, sikintisiz bir yanagim inceleyisi gerceklestirilebilir.

Buraya varabilmek i¢in iireteg islevinin c¢ift kesimiyle ilgili ¢, islevi iizerinden
ilerlenilmisti. Andiran iglemleri, yine o iirete¢ islevinin (ancak bu kez tek kesimiyle
ilgili) _ islevi iizerinden gergeklestirerek asagidaki sonuglara ulasmak olanaklidir.

ZK(_'“?&”(%)F" < Zl Tyonv1,0n41(5¢ <ZK("“) 2
n=0

2£+7 (=) 42”’2€'+1F(2n+€—261+%)
T Ao (=)t (2n 20, 4 1)1 (34 2) 2043
271 & p(=Dh T(2n+0-26+3)

K™ = 6.70
— L \/Eélzzfoﬁlz(z—el)! (2n—20, +1)! (6.70)

Bu sonuclardaki n — oo davranisi icin de, n — oo icin baskin anlatimda (6.69)’dekine

K(jl:)&n(%) =

es, bir yanagsik durumla yiizlesilir.

Son iki esitlik toplulugundan asagidaki kiyilandirimlar elde edilebilir.

Kih)gn( ) < T€72n72n( ><K$mgn7
K™, () < Tyanprani () K™, 6.71)

Boylece, taban sayilabilecek bir tiimlev tiiriiyle ilgili 5nemli bilgiler ortaya cikarilmig
olmaktadir. Bu bilgilerden daha degisik ama andiran tiirden baska tiimlevleri de,
ya da onlarin birkesim ozelliklerini de belirlemek olanaklidir. Burada, biraz ileride
odaklanacagimiz tiirden tiimlevleri de giindeme getirmekte yarar bulunmaktadir. Bu

yolda, asagidaki tanimi verebiliriz.

2l ° d NUS,m 1 d NUS,n 1
Tz,m,n(%)z/ drte 50 s (e, 1) d¥husa(, 1) (6.72)
o dx dx
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Bu tiimlevler de sonlu anlatimlarla anlatilabilir olmakla birlikte burada o ayrintiya
girmeyecegiz. Buna karsin, bu tiimlevlerin m = n durumu i¢in olanlarini katsay1 olarak

alan bir toplamdizi lizerinden asagidaki iirete¢ islevini giindeme getirecegiz.
Ut,s0) = Y 1"T () (6.73)
n=0

Buradaki toplamdizinin sonlu ya da tikiz anlatiml1 kargiliginm belirlemek icin (6.62)’de
verilen Mehler esitliginin her iki yaninin, 6nce x’e sonra y’ye gore tiirevi alindiktan
sonra ele gecen esitlikte y yerine x yerlestirilir, ve de, ulasilan esitligin her iki yam
x2 exp(—»x?/2) ile carpilip tiim gercel x degerleri icin tiimlevlenirse, birkesim ara

islemlerden sonra, asagidaki esitlik yazilabilir.

i 2 1 A8)
U112 = 123 Uilt )+ 1= s Uria (1.9 (6.74)

Bu esitligin sag yani ¢’de bir toplamdizi olarak yazilirsa, "’ nin katsayisinin T&mn (x)e
esit olacagi bilinen bir gercektir. Bu yiizden, iist¢izgili T leri iist¢izgisiz 7" ler tiiriinden

sonlu dogrucul birlesimlerle anlatmak olanaklidir.

(6.74)’te sag yandaki orancil anlatimlar, bilingli olarak, paydalarinda (1 — ?)
tiriinden ¢ bagimliligi goriinecek bicemde yazilmiglardir. O esitligin sag yaninda
Up(t,)/(1 —1?) ve Uppy(t,5)/(1 —1>)? anlatimh iki islev de, yalmzca Uy(t, )
icin gerceklestirdigimiz ¢oziimleyisle kiyillandirilabilir.  Bu iki islevin de, t =
41 igin (1 —*)"! carpanindan dolayr ¢ — 1 kath birer kokii bulunmaktadur.
Onceki ¢oziimleyiste (1 — )" ikianlatimlhisinin acilis1 yerine burada (1 —£2)*~"in
acilis1 gerceklestirilmelidir. Boyle yapilarak ¢+ = £1°deki kaldirilabilir tekillikten
de kaginilmis olur (bu durumun ancak ¢ > 1 durumu i¢in gegerli oldugunu, ¢ =
0 durumunda sonlu toplamla, buradaki baglamlarda, calisilamayaca8i gercegini
vurgulamakta da yarar gormekteyiz). Boylece, Uy(t,s)/(1 —1%) ve Uy (t, ) /(1 —
t2)?’nin kiyilandirimi gerceklestirilebilir. Bu eylemden sonra da bu anlatimlarin #’ye
bagimli birer ¢cokterimliyle carpimlarinin kiyillandirimi gerceklestirilebilir. Sonunda
da Ty,,(>) mn kiyillandirmm gergeklestirilebilir. ~ Sonugcta, kiyilar, 77, ,(5) nin
kiyilarinda gozledigimiz niteliklerin timiinii yansitan, ancak, nicelikte degisiklikler
gosteren yapida elde edilirler. Ancak, burada, bu diizeyde yakalanabilen bilgilerle

yetinip kesin anlatimlar1 belirtik olarak vermemek egilimindeyiz.
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6.8.5 Gizilgiicle ilgili beklenen deger belirlenisi

BBUK dizgesi ile ilgili Hamilton Isleci’nin beklenen degerini; Hamilton Isleci’ni,
birisi devinirlikle ilgili kesimini, 6tekisi ise gizilgiicle ilgili kesimini gostermek iizere;
iki islecin toplami olarak ongodrmiistiik. Bunlardan, oncelikle, gizilgiic ile ilgili olan
ikincisinin beklenen degerinin belirlenisine girisecegiz. Bu amacla asagidaki esitlik

yazilabilir.

<I:\IBBUK,giz >KBNUS = / dyl l//KBNUs,n (yl)ﬁBBUK,giz l//KBNUS,n (yl) n= 07 1727 (675)

Burada, Wyuys, KBNUS dizgesinin n. diizey dalga islevini gostermektedir. Bu islevin
acik yapist (6.23) bagintilandiriminda verilmigti. Orada, ilgili esitligin sol yaninda, k
bagimlili1 varmis gibi yazilmisti. Bunun nedeni, onun C belirsiz katsayisina bagiml
olusu ve C’de k bagimlilig1 varsa onun bu isleve de yansiyacagini vurgulamakti. Oysa
ki, C ya da daha belirtik olarak C,, daha sonra, 1 olarak ortaya ¢ikarilmisti. Bu yiizden
bu islevde, aslinda k bagimlilig1 yoktur ve bu nedenle burada gosterilmemistir. Geriye
kalan kesimlerde de gosterilmeyecektir. Aslinda, bu islevin, Nicem Uyumlu Salingag
dizgesinin dalga igleviyle ilintisini de (6.35) esitligi ile vermistik. Bu ilinti kullanilacak
olursa ve (6.42)’den yararlanacak olursak agagidaki esitlige gecebiliriz.

~ 1 e
<HBBUK,giz > = 5 / de/NUS,n (X, 1)2)62, n—= O, 1727 (6.76)
KBNUS,n 2 —o0

Bu tiimlev, degeri kesin olarak belirlenebilen tiirdendir. Bu kesin degeri belirlemek icin
(6.44)’tin sol yanindaki kesimin bu tiimlevin tiimlevleneninde varoldugunu goérmekte
yarar vardir. Bu kesimin yerine (6.44)’lin sag yanindaki anlatimi yerlestirir ve
olusan tiimlevlerin NUS dizgesinin dalga islev ikilileri arasinda i¢carpimlar oldugunun
ayirdina varip dikgenlikten de yararlanirsak asagidaki sonuca ulasabiliriz.

~ 1 1
<HBBUK'giZ >1<BNUS,n B 5 (n * 5) 7 "o 07 1’ 2’ (677)

Bu, hem kesin sonugtur hem de olabildigince yalindir. Kesin ¢6ziim olusu, bunun
kiyillandirimi olmadigi anlamina gelir. Aslinda, alt ve iist kiyilar vardir, ancak,

birbirlerine esittir.
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6.8.6 Devinirlikle ilgili beklenen deger belirlenisi

Bu altboliimiin bu altaltboliimiinde asagidaki esitlikten yola ¢ikacagiz.

~
HBBUK,dev
KBNUS,n

/ dy 1 Ykanusn (y 1 ) ﬁ BBUK,dev WkBNUS 0 (y 1 )

1 ® d2 lI/KBNUSn (yl )
= [ Ay, (1) —2 2L
2/0° Y ¥, 1) =0 5

oo 2
_ % | _an <—d"’“§;‘: b 1)> (6.78)
Burada, en alttaki esitligin sagindaki sonug, bir iistteki esitligin sagindaki anlatimdan
kesimcil tiimlevleyisle (ing: integration by parts) ve sonsuzdaki sifira gidisten
yararlanarak iiretilmigtir. Buradan bir kiyillandirima ge¢mek i¢in, dnce, buradaki
tiimlevlenende bulunan tiirev dordiilii igeren anlatimi KBNUS dizgesinin dalga islevleri
yerine NUS dizgesinin dalga islevlerinin goriindiigii anlatima cevirmekte yarar
bulunmaktadir. Bu amagla, (6.35) esitlifinden yararlanmak olanaklidir. O esitligin
her iki yaninin y’ye gore tiirevi alinirsa, ara asamalar1 belirtmeden ya da aciklayisa

gerek gormeden, asagidaki esitlik yazilabilir.

dYiyus (J’) _ e%yz <e§y2deNUs,n (x7 1) »x >

—YWus, (X, 1 6.7
a’y dx +2ylllus, (x ) (6.79)

Bu esitligin (6.78)’in sonundaki tiimlevde kullanimi asagidaki esitliklerin yazimina

olanak saglar.

<ﬁBBU'K,dev >KBNUS =9+ 5+ S (6.80)

dx(y)

_ Z &yZdWNUS,n(x(y)al)
S = > _mdx(y)e2 x0)

»x [ x
- _Z/ dye2y2 (l+%y2)l//NU5,n(x(y),1)2,

= —g/_t:dx(y) (1 +%y2) Wnusn (X(y), 1)27

A= g [ (et ”)2,

yWNUS,n (X(y), 1) )

»n
= —— -2
;2
j B %2 o ) )
3 = < /. dx(y)y Waus, (x(y), 1),
~ »
<HBBUK[I€V >KBNUS = S-S5 Z 6.31)
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Buradaki tiimlevlerden .#, ile ilgili olanda, Once x iizerindekinden y {iizerindeki
tiimlevleyise gecilip kesimcil tiimlevleyis kullanilarak yeni bir tiimlev anlatimina
gecilmis; sonra da bu tiimlev x tizerinde bir tiimleve doniistiiriilmiistiir. x ve y lizerinde
tiimlevleyisler arasinda gecislerde, daha 6nceden vurguladigimiz iizere, eksi y’lere eksi

x’lerin kars1 gelecegi bir doniisiim gerceklestirilmisgtir.

Ilerleyebilmek icin, (6.58) esitsizliginin alt ve iist kiy1 kesimlerinde goriinen tiimlevin,

aslinda, x(y) oldugu g6zoniine alinirsa, (6.58) asagidaki yapida yeniden yazilabilir.

1+%’e*%x@>2 x(3)? < e <14 sax(y)? (6.82)

Bu, bir anlamda, kiyillandirim esitligidir. y’nin tiim gercel degerleriyle, »’nin tiim
art1 gercel degerleri icin, alt ve iist kiy1 degerleri hep art1 kalir. Bu yiizden, bunun

dordiillenisi kiyilandirimi bozmaz. Boylece, asagidaki kiyilandirima gecilebilir.

(1 N ge_gx@)zx(y)z)z <& < (145a(y)?) (6.83)

Kiyilandirnmda oncelikle .#; tiimlevini odaga alip asagidaki kiyilandirim tanimin

yapabiliriz.
I << I (6.84)

Burada once iist kiytya odaklanacagiz. Bu baglamda, asagidaki esitlikler yazilabilir.

1 e o2 [ dWsa(x, 1)\ 2
Ao = [ ar(2) (T
= jlmsr,l+%j1,ﬁxt,2+%2ﬂl,iisr73 (685)

Bunun sonundaki esitlikte goriinen tiimlevlerin tanimlar1 ve belirtik degerleri, iiretim

ara agamalar1 verilmeksizin, agagidaki anlatimlarla verilmektedir.

dWyys.(x,1 1 1
Sz [Lan(ME0) =5 (n3)

Y AdWys,(x, 1)\ (n+1)(n+2) 1 n(n—1)
jl"""z_/_wdx(x dx > - 4 tat Ty
_ L (adWes (6 D)) (e D(n+2)(n43) | (nt1)(n+3)?
f"""""ﬁ_z/mdx <x dx - 16 i 16
nn—2)> nn—1)(n—2)
=t T (6.86)

Buradan goriildiigii tizere, iist kiyi, s¢ degistirgesine bir ikinci derece ¢okterimli
iizerinden bagimli durumda olup, n — oo ereyinde > ile orantili olacak bir yanagim

sergilemektedir.
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Bundan sonraki adim .#] tiimlevinin alt kiyisin1 belirlemektir. Bu amacla, (6.83)’teki

esitsizliklerin alt kiy1 nitelikli anlatimindan yola ¢ikarak asagidaki esitlikler yazilabilir.

_ zy2 dWyys,(x, 1)
o 2/ ax (1457 ) ( = )

2
e
= 2T0nn(0)+ 2T1nn( )+?T2,n,n(2%) (6.87)
Burada goriinen 7 ’lerin nasil kiyilandirilabilecegini daha 6nceden vermis, ancak, be-
lirtik anlatimlar sunmamugtik. Ancak, burada, bunlarin her biri yerine onun alt kiyisini
yerlestirerek, daha kotiimserlesik de olsa bir kiyilandirim gergeklestirilebilecegini

vurgulamakla yetinecegiz.

(6.87)’de ¢ = 0 durumunda tiimlev olabildigince yalinlasir. NUS dizgesinin n. diizey
dalga islevinin tiimlevinin dordiiliiniin, tiim gercel konumlar iizerinde, belirlenisi
gerekir. Bu yolda, (6.47)’ten yararlanilacak olursa, ara islemler verilmeksizin,

asagidaki esitlik yazilabilir.

1
T 1 = nt s (6.88)

Bu altboliimdeki kiyilandirimi sonlandirmak i¢in (6.81)’de goziiken esitliklerle tanim-
lanan .#3’iin yapisinda goriinen y* carpanimi kiyilandirmakta yarar bulunmaktadir.

(6.51), (6.52), ve de, (6.57)’den asagidaki kiyilandirima ulagilabilir.
e 0 x(y)? <32 <a(y)? (6.89)

Bunun kullamimuyla, .#3’e bir alt kiy1 olarak > T1 n.n(25¢) /8 elde edilir. Bunu da, daha
once anlatilanlar baglaminda yeniden kiyilandirarak yeni, ancak daha kotiimser bir kiy1
elde edilebilir. Ustkiyida ise s bagimlilig1 yoktur ve x>’ nin beklenen degeridir ve daha

onceden belirlenmisti. Boylece, kiyilandirim eylemi biitiiniiyle gerceklestirilmis olur.

6.9 Saptirim Acilim

(6.25)’te verilen Hamilton islecleri, nicem uyumlu salingaca dayanan bir saptirim
acilmi gelistirebilecegimizi akla getirmektedir. Bu amacla, asagidaki 6zde8er

sorununu yazabiliriz.

ﬁKBNUSW(-x) + EHSH,-I[/(X) = EIV(X) (6.90)

Burada herhangi bir altsimge kullanilmadan yazilan bilinmeyen islev ile erke, saptirim

toplamdizisi kurulduktan sonra Biitiinlesik Bakisik Ustel Kuyu dizgesinin sirasiyla
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dalga islevi ve erkesi olacaktir. Burada, € da saptirnm degistirgesidir. Degeri
1 oldugunda dizge Biitiinlesik Bakisik Ustel Kuyu dizgesini belirtirken degeri 0
oldugunda saptirirmsiz (ing: unperturbed) duruma karsilik gelir, buradan da Konag
Biikiimciil Nicem Uyumlu Salingacin izgecil 68eleri bulunur. Denkleme sonradan
yapay olarak eklenen bu saptirim degistirgesi, dizgenin dalga islevini ve karsilik gelen
erke de8erini €’a bagiml bi¢ime getirir. Boylece izgecil 6geleri, saptirim degiskeninin
I’e esit olusu durumunda ortaya ¢ikan toplamdizinin yakinsayacagini umarak, £ nun

Maclaurin toplamdizisine asagidaki bi¢cimde agabiliriz.
y(x) = Z elyU) (x), E= Z e/EU) (6.91)
j=0 j=0

Burada l//(j)’ler bagimsiz degisken olarak yalnizca konuma bagh islevler, E () ler
de bilinmeyen degismezlerdir. (6.91)’de verilen toplamdizi acilimlarinin (6.90)’da
kullanimu ile asagidaki 6zyineleyisli denklemi yazabiliriz.

. . 4 A Y

Hypnos W) (x) + Hy U=V (x) = Z EUDyU=7) (x),

Jj1=0
i=0,1,2,... yHDx) =0 (6.92)

IIk olarak, j’nin 0’a esit oldugu duruma odaklanalim.

P/\IKBNUS W(O) (x> = E(O) W(O) (x) (6.93)

Bu, bize saptirimsiz durumu verir ve bu denklemin ¢6ziimii Konag¢ Biikiimciil Nicem

Uyumlu Salingag¢ dizgesinin (6.23)’te verilen izgecil degerleridir.
VO ) = Yesa®),  E” = Eqes, (6.94)
Jj = 1 alinirsa da, asagidaki bagdasik olmayan (ing: inhomogeneous) STD elde edilir.
Hepnos ™V (x) + Ho 0 (x) = EQyD () + EWy) () (6.95)

Bu denklemi yeniden diizenleyip (6.94)’te elde ettigimiz degerleri de kullanirsak

asagidaki denklemi yazabiliriz.
[H\KBNUS - EKBNUS,nT] I//(]) (x) - - |:ﬁsm - E(I)T] I//KBNUS,n ()C) (696)
Denklemin her iki yaninin Wy, ile iccarpimini yazarsak,

(Viasasos | uaves = Expsal | W) = = (Vosnssor | Hous = EVT | Wianass) — (697)

137



~ ~

esitligini elde ederiz. ﬁmvus islecinin ve dolayisiyla [HKBNUS — Expnusal } islecinin Oziine

es olusunu kullanarak asagidaki esitligi yazmak olanakli.

~

(Wiosss [ Braves = Exmss | W) = ([Branes = BuossT | Winisn V) =0 (6.98)

Bu durumda (6.97)’den asagidaki esitligi yazabiliriz.

(Wemoses | o = EVT| Wignes, ) =0
= ED = (Vo BenWiniss) = (Bo) (6.99)

Burada en sagdaki anlatim, saptirim isleci ﬁsm’nin Wisvus, dalga islevi altindaki
beklenen degerinin tanimidir. Bu da bize, birinci kerteden saptirim erkesinin, saptirim
islecinin Konag¢ Biikiimciil Nicem Uyumlu Salingacin n. 6zdurumdaki dalga islevi

altindaki beklenen degeri oldugu bilgisini verir.

Birinci kerte saptirim belirlenirken tek bilinmeyen erke de8eri E (1) degildir.
l//(l)(x)’nin de belirlenisi gerekir. Bu amagla, katsayilar1 bilinmeyen Cj(.l)’ler olan

asagidaki ozislev acilimini onerelim.
D) =Y Dy 6.100
v (x) = Z T+ Wi (%) (6.100)
j=0

Bu acilimi (6.96)’da yerine yazarsak agsagidaki denklemi elde ederiz.
o . 1 -~ =
Z (] - n) \/];C]( )WKBNUS,j(x) = - |:HSHI' - E(I)I} lI/KBNUS,n()C) (6101)
j=0
Bu esitlikte her iki yanin Wygys, ile igcarpimini alirsak, £, n’den degisik oldugu siirece
C\" asagidaki esitlikle belirlenebilir

1

v (Voo o Vioass ) s € (6.102)

(1)
=
¢ (£—n

burada (6.101)’in sag yani Wiy, (x)’e dikgen oldugu igin C,gl) belirlenemez. Bu
asamada degeri seckisizdir. Ancak, bu seckisizlikten kurtulabilmek icin herhangi bir

Ozelsizlik (ing: generality) yitimi olmaksizin C,Sl) = 0 almabilir.
(6.102)’de ¢’i j ile degistirip ve (6.100)’de yerine koyarsak dikgenlik 6zelliklerini de

g06zoniinde bulundurarak

<) 1 R
(1) = - . < /= VYksnNusj KBNUS,j HSHI KBNUES, 6.103
V) == B o i) (Voo B i) (6.103)

n

~.

~

138



denklemini elde ederiz. Bu anlatim daha tikiz bi¢cimde yazilabilir. Bunun icin
asagidaki gibi bir izdiistim (ing: projection) isleci tanimlayalim.

~

P = WKBNUS,J’(X) (WKBNUS,J’) G) ) j=0,12 . (6.104)

burada G, dalga islevleri uzayindan seckisiz olarak alinan bir iglevi simgeler. Bu
izdiistim islecleri Oziine donendir (ing: idempotent), yani tiim arti biitiinsay1 iisleri
Oziine esittir. Ayrica, karsilikli olarak birimboylu dikgendirler. Asagidaki gibi bir evrik

isle¢ tanimi1 yapalim.

(s —F T]l*— y L 5 (6.105)
KBNUS KBNUSn = =0 (]—n)\/% J .

j#n
Burada —1x iissii taban islecin kosullu evrigini simgeler. Yani evrik isle¢, eger
de8iskeni Wy, ile orantili ise degiskenini sifira esitler. Bu yeni isle¢ taniminin
kullanilig1 (6.103) i¢in asagidaki tikiz anlatimi yazisimiza olanak verir.

~ g —1x
llf(l)(x) = — | Hypyus — EKBNUS,nI ] Hgy, Yisnusn (6-106)

Bu boliimde birinci kerte saptirimin iki bilinmeyenini belirledik. Burada yaptiklarimiz,
ikinci ve daha yiiksek kerteli saptirim asamalarina da uyarlanabilir. Bununla birlikte,
saptirim kertesi biiylidiikkce karmasiklik artar. Bu agsamada yiiksek kerteden saptirim

bilesenlerini belirleyisi siirdiirmeyecegiz.

6.10 Degerlendirimler, Yorumlar, Oneriler, ve de, Uyarilar

Bu boliimde, goriis belirtimi igin, sirasayilandirimli bir bicem kullanimini yeglemek-

teyiz:

1. Burada, 6zel bir nicem dizgenin erke diizey bilgilerinin belirlenisi i¢in yardimci
bir dizgeden konag biikiimiiyle yola c¢ikarak saptirim acilimi tabanl bir yanasik bir

belirleyis yontemi tasarimina baglanmisgtir.

2. Yanagimin yiliksek erke diizeylerine ¢ikildikga niteliginin  yiikselecegi
distiniilmistir. Bu, gizilgiice bagimli bir olgudur ve buradaki gizilgii¢c icin

de iyi isleyeceginin belirtileri ¢6ziimleyisten anlagilmaktadir.

3. Saptinnm agilimiyla ilgili bir altboliim, boliimiin sonundan Once verilmis

bulunmakla birlikte, saptirim a¢iliminin en baskin anlattmina odaklanilmistir. Bu
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odaklanimdaki inceleyis bile olabildigince kapsamli iceriktedir ve bu an icin
yeterince uygulayimcil nitelikte degildir. Yine de, erke degerinin biiyiikliigiiyle de
cok yakindan ilintili olan n sayisinin sonsuza dogru artis1 durumda erke degerinin

yanasik kiyilar belirlenebilmistir.

. Kiyillandirima gereksinim duymadan da erkenin n. diizey degerinin kesin yanagsik
yapisinin belirlenisi i¢in yapi iiretilmistir. Ancak, olduk¢a karmagik yapili olan
sonuglarin (sonlu sayida anlatimli olsa da) verilisine gerek goriilmemistir. Bunun

nedeni de savdaki yalinligin olabildigince yiiksek tutulmak istenigidir.

. Burada odaga alinan nicem dizgeler, bilimsel yazinda, tizerinde arastirim olmayan
ya da doyurucu sonuclar bulunmayanlardir. Bu durum, onlarin incelenisinin
degerini, dyle bir izlenim verebilse de, anlamsizlastirmamaktadir. Bunun nedeni de
bu savda yontembilimcil bir tutum izlenip uzbilimcil olarak sonsuzdaki davranisi
alisilmis islevlerin disinda olan yapilarda konag¢ biikiimiiniin nasil isleyeceginin

goriilmek istenisidir, ve de, 6nemli olgular ortaya ¢ikarilmistir.

. Bu kesim, bir baglangictir ve tiirlii degisikliklerle yontemin hem c¢ok daha
Ozelsizlestirimi hem de ¢ok daha yalin anlatimli olarak uygulayislarda kullanila-
bilecek bagintilarin {iiretilebilecegi goriilmiistir. Ancak, bu kesim, sav yazim
sirasinda, yakalanan esinleniglerle giindeme getirildiginden bu savda cok daha ileri
gotiiriilmemistir.  Yine de sav sonrasi bir arastirim konusu olarak 6nemli adaylar

arasinda tutulmaktadir.
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7. SONUCLAR

Bu boliimde, savda ulasilan sonuglar, onlarla ilgili yorumlar, ve de, ilgilendiren

uyarilar, sirasayilandirilmig bicemde asagida verilmektedir.

1. Savda secilen gizilgii¢ bilimsel yazinda, yazar ve danismaninin bilgisi ¢er¢evesinde,
goriinmeyen bir bicenin gizilgiiciidiir. ~ BOyle bir secime yonelisin nedeni,
yontembilimcil agidan az bilinen bir dizgeye odaklanimdir. Gelistirilmek istenen
yontem ya da yontemlerin 6zelsizligi i¢in bu gerekli bir olgudur. Uzbilimcil olarak

gelistirilen yontemin de, bir anlamda, sinanig1 i¢in iyi bir gostermeliktir (Ornektir).

2. Odaktaki dizgenin OLEVKU baglaminda incelenisi ilk kez yapilmakta oldugundan

biitiiniiyle 6zgiindiir.

3. Poisson kiimesimgelileri (ing: Poisson brackets) iizerinde odenklem olusturumu da

bu dizge baglaminda 6zgiindiir.

4. Beklenen deger devinbilim denklemlerinin bu dizge i¢in olusturumu da biitiiniiyle

Ozgiindiir.

5. Beklenen deger denklemlerinin sag yanlarinin ikinci derece ¢okcokterimlilerine

indirgenisi de bu dizge icin, uzay genisletimi kullanarak, basarilmigtir ve 6zgiindiir.

6. Dizgenin beklenen deger deviniminin OLEVKU kullanarak nasil saptanacagi ile

ilgili, ikincil diizeyde de olsa, birkesim 6nemli ve 6zgiin adimlar atilmagtir.

7. Bu dizgeyle ilgili olarak ilk kez evrilte¢ devinbilimine bagvurulmug ve birkesim

Oonemli 6zgiin adimlar atilmigtir.

8. Yukanidaki devinbilimcil olgularda, sendelenim kuramindan yararlanarak yak-

lastirim olanaklarinin incelenisi de 6zgiin ve dnemli katkilardan birisidir.

9. Konag biikiimiiyle devinbilimcil inceleyislere birkesim yalin yaklastirim yontemleri
getirimi bagarilmis bu yolda besinci boliimde sayicil sonuglar da verilmis ve yiiksek

duyarhliklar elde edilebilecegi 6zgiin olarak gosterilmistir.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Konag biikiimii yanagiklik (ing: asymptoticity) baglaminda 6zgiin olarak giindeme

getirilmistir. Altinc1 boliim bu dogrultuda vurgulanabilir.

Tirlii yontemlerle birlesik olarak saptirirm agilimlari kullamilmistir. Bu eylem,
altinct boliimde yalnizca en baskin anlatim baglaminda giindeme getirilmistir.
Sonuglar, sayicil bicemde degil sayicilligi iiretecek nitelikte bagintilarla verilmistir.
Kesin anlatimlar {iretilebilecek olmakla birlikte, karmasik yapilar1 nedeniyle,

kiyilandirimlar: verilmis ve bdylece belli bir diizeyde yalinlik saglanmistir.

Saptirim acilimlari, 6zellikle sendelenim agilimlar1 baglaminda, daha cok baskin

anlatimli kesimcil yaklagtirrmlar: da vurgulanmugtir.

Altinc1 bolimde uygulayimcil acidan 6nemli bulgu, erke diizeyinin sonsuza
gidisi durumunda, erkenin erke sirasayisina nasil bagimli oldugunun, kiyilandirim
belirsizligi i¢cinde, belirlenmis olusudur. Bu hem dizgenin dogabilimcil 6zellikleri
acisindan hem de o boliimde gelistirilimine baglanan yontemin giiciinii gostermek

acisindan onemlidir.

Ik dort boliimde gelistirilen ve uygulanislari gerceklestirilen olgular olabildigince
olgun duruma getirilmislerdir ve ulasilan kuramcil sonuglar, ¢ok biiyiik caba
gerektirmeden buyrukdizilenebilecek (programlanabilecek) niteliktedir (bu yiizden

de orada destekleyici sayicil sonuclar tiretimi ve sunumu icin yer ayrilmamigtir).

Besinci boliimdeki sayicil iiretimler dogrulayict niteliktedir. Ancak, biitiiniiyle
olgunlastirim bitirilememistir. Yine de varolan kesimin ¢ok 6nemli oldugunu,
buna karsin sav sonrast arastinmlarla daha da olgunlasim saglanabilecegi

diistiniilmektedir.

Hemen yukaridaki boliimcecil kesimde yazilanlar altinct boliim icin de gecerlidir.
Olgunlastirim icin ¢ok daha ileri diizeyde yalinlastinm gerekmektedir. Bunun
otesinde, dizgeye bagimli olarak yalinlig1 degismeyen bir yapiya biirlindiiriim
de saglanirsa, besinci ve altinci boliimdeki icerikler iizerine onemli bir kuram
oturtusun olanakli olabilecegi bile diisiiniilebilmektedir. Ancak, bu dogrultuda

arastirim sav sonrasina birakilmaktadir.
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EK A: Biiyiiltke Toplamdizi Yardimiyla Yaklasik Coziim Arayislar

Beklenen deger tanmimlar ile Ozyineleyisli bir denklem veya denklem takimlari
olusturabilmek icin Poisson kiimesimgelileri ile ilgili anlatimlara geri donmeliyiz.
Bunun i¢in bir konum iglecine bagimli ¢oziimciil bir f(g) islevinin Hamilton isleci
ile Poisson kiimesimgelisine bakalim. Toplamcilligin kiimesimgelideki dagilim
ozelliginden

{f.1@} =5 (FPI @V V@ @)= 5 (@) @

yazilabilir.  f(g) islevinin beklenen degerinin ikinci dereceden tiirevli devinim
denklemini yazabilmek icin i¢ ige iki Poisson kiimesimgelisinin belirlenimi ve
tizerinden beklenen degerin alim1 gereklidir. Ara asamalar verilmeksizin (A.1)’den

2
{a{Ar@)} -V @r@-var @+ '@

L7 /1 /1 (N T
+E[Hf @+ @H]| (A-2)

esitligini yazilabiliriz. Bu esitligin her iki yanini dizgenin dalga islevi altinda beklenen
degerini alacak olursak

2 A
DO L v@r@)o-20@sr @)
2
(@) O+ (AP @+ @) 0 3

devinim esitligine ulagilinz. (A.3)’te elde edilen esitlik f islevinin ¢oziimciilliik
disinda bir kisit1 olmayisindan dolay1 esnek yapida ve bu nedenle de evrencil yapidadir.
Ayrica baglangi¢ dalga islevinin belirli kisitlar altinda nasil sec¢ildigine bagimli olarak
beklenen degerler de degisebilmektedir. Diger bir deyisle, baslangic deger esnekligi
de s0z konusudur.

Duragan diizeyler icin (A.3) esitligi asagidaki bicimde yeniden yazilabilir.

L, )~ 2 A\ ol i N
_E<V (Q)f(4)>—ﬁ<v(‘1)f (Q)>+W<f(4)(q)>
(A @+ @) =0 (A4)

Bu esitlik 6zdiizey iizerinde konum islecine bagl herhangi bir islevin kullanimi i¢in
temel bir denklemdir. Onceki boliimlerde anlatilan birimsizlestirim olgusu uygun
Olceklendirimler kullanilarak yeniden saglanabilir. Burada bu degisim esitlige 1 =1
ve i = 1 alinarak yansitilabilir. Buna baglh olan degisikliklerin gizilgii¢ islevine de
yansitilmasi gerekmektedir. Bunlar yapilir ve esitligin sol yanindaki en son toplamcil
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anlatimin 6zdenklem karsili81 erke cinsinden birimsiz E ile yazilacak olursa asagidaki
esitlik elde edilir.

V@ F@) -2V @ @)+ (FY @) HEG @) =0 (A3

Taban Kiimesi Icin Islev Belirleyimleri

Elde edilen bulgularin yardimu ile daha karigik dizgeler i¢in de 6zyineleyis olusturumu
ve ¢Oziimii ile erke degerinin belirlenimi ya da onun yerine ona yakin bulgular elde
edimine girisebilir. Bu sav kapsaminda dizgemiz icin asagidaki iistel gizilgii¢ islevi
secilmisti.

V(§)=ei? -1, x>0 (A.6)

Gizilgiic islevinin katkisiyla ortaya cikabilecek olan iistel biiylimeyi sonsuzda
bastirabilmek i¢in f islevini asagidaki gibi secmeyi Onerebiliriz.

£(§) =¥ 257, k>0, j=1273,.. (A7)
(A.5)’te kullanabilmek amaciyla bu islevin gerekli tiirevilerini elde edelim.

f’(@):(—myzf—l+(2j—2)§2f—3)e—§?2, k>0, j=1,2.3,... (AS8)

2

F1(@) = (g% = (4j = 3k > + (2j—2)(2j - 3)§% ) e 37,
k>0, j=1,2,3,... (A.9)

FO@) = (G972 (82K + (2457 —36j+ 15)K°G 7
—(32)7 = 1207 + 148 — 60) kg~ *
+(2j—2)(2j—3)(2j—4)(2j_5)672j—6> e 37
k>0, j=1,2,3,... (A.10)

(A.6)’dan gizilgiic tiirevi asagidaki anlatimla elde edilebilir.
V/(§) =kGeid, k>0 (A.11)
(A.8) ve (A.11)’in birlestiriminin her iki yaninin beklenen degeri alinarak

V(@) f (@) =—x(q7)+2j-2)x(g**), j=123,... (Al2)

yazilabilir. Ote yandan, (A.6) ve (A.9)'nin birlestiriminin her iki yaniin beklenen
degeri alindiginda asagidaki esitlik yazilablir.

V(@) " (@) =x*(q7) — (4j = 3)x (g7 ) +(2j-2)(2j -3)(g7*)
— (¥ eTIT ) 4 (4= 3)x(GH eI

—(2j—2)(2j—3)<c?2j‘ e‘§52>, i=1,2,3,... (A.13)
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Asagidaki esitlikler de daha oOnce iiretilenlerden beklenen deger alimiyla elde
edilebilmektedirler.

(@) = (@ 57) —(4j-3)x (g % 37)
+(2j-2)(2)-3) (§¥ 37
k>0, j=1,2,3,.. (A.14)
<f(4)(qA)> _ K4<quj+2e_§§2> (8- 2)k <2/e 2q>
+(247% - 36j+15)k < G2-2—% 2>
—(32° — 1207+ 148 — 60)k <21 4e 2>
K ~2
24

+(2j-2)(2j - 3)(2j — 4)(2j - 5) (9 ~07IT),
k>0, j=1,2,3,.. (A.15)
Tiim bu esitliklerin (A.5)’te kullanimiyla asagidaki esitlik elde edilir.
— k2 (¥ )+ (6] — M x (G2 —2(2j—2)(2j—3)(G¥*)

ox? <q21e 54 >—2(4]—3)K<6721—2e—§52>+2(2j—2)(2j—3)
y <672j—4 e‘5‘72>+}11<4 <Z]\2j+26—5672>_ (21-_411) 3 <q2]e 54 2>
Gy

— (8 =302+ 37— 15)K (g¥ 4 >+(j—1><j—2><2j—3><2j—5>
><<6721—6e—§‘72>+2;<215< e~ zq> 2(4j — 3)KE< 2 ﬂ>
+2(2j—2)(2j —3)E <Zf —4e5 2>:0, k>0, j=1,23,... (A6

Bu bagdasik (homojen) esitligi, her iki yanda yalnizca arti anlatimlarin toplamlarinin
bulunacagi bir bagdasimsiz esitlik durumuna getirmek olanaklidir. Bu amagla,

asoy(J, k) =
(65 =4k (@72 + 26 (3730 ) 422 2)2j =334 5T )

1 a/242 —§§2> 3, 9 15 <A2j 2,-57°
Hg (@2 T ) (5750 4 ) ¥
(= D =2)(2) - 3)(2) - 5) (g 0737
+26E (gPe 10 ) 122~ 2)(2) - 3)E (¥ eI

k>0, j=1,23,... (A.17)

Y

asay(j, K)=
K2<c72">+2<2j—2><2j—3><c72/'—4>+<4j_3),<<521—2e—%az>

LN 3/ 9 kg 24,53
+(2] 4)1( <q e 2 > (8] 30] +37j—15)x < e 2 >
+2(4j—3)KE<21\2f‘2e‘§52>, k>0, j=1,2,3,... (A.18)
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Burada, soy ve say altsimgeleri “sol yan” ve “sag yan” sozciiklerini ¢agristirim amach
kullanilmigtir. Asagidaki esitlik (A.16) esitligine karsilik gelmektedir.

Asoy(J, K) = Asay(J, K) (A.19)

(A.16) velveya (A.19) Ozyineleyis esitlikleri c¢oziimciil anlatimli bir ¢oziim elde
edimine olanak verecek gibi goriinmemektedir. Bu yiizden, yaklasik ama sonlu
anlattmli kesin ¢oziim arayisina girmek gerekmektedir.

Biiyiiltke Toplamdizi Olusturumu

(A.17) ve (A.18)’deki esitlikleri, iistel isle¢ ile carpim durumunda olan konum
islecininin beklenen de8er anlatimlarini beklenen deger tanim esitlikleri ve ondan
tiretilebilecek esitsizlikleri kullanarak iistten sinirlamak olanaklidir. Bu dogrultuda,

2]e 2(1 / dx* (x)xe 3 ¢ (x) < / de¢*(x)x2j¢(x)5<2[2j> (A.20)

esitsizligini ele alalim. Burada, esitlik, ancak k¥ = 0 icin gecerli olmaktadir. Bu
esitsizlikten asagidaki yargilara varilabilir.

asoy(J K) < (61 D (g 2y +262 (g +2(2j—2)(2j —3) (g% ™)
. K4<Z]\2;+2>+ (312_2”2) 2 <(/]\2_172>
+( - DG -2)(2i—3)(2j —5) (970) +2xE (3%)

+2(2j—2)(2j = 3)E{(g¥ ™),
k>0, j=3,4,5,... (A.21)

asay(j, k) < k(G ) +2( 2j—2)(2j—3)<472f*4>+(4j—3 k(g% %)
o1 N
+(2]—Z> (G ) + (877 =302 437 — 15)k (g% *)
+2(4j—3)KE (¥ ?), k>0, j=3,4,5.. (A22)

Burada, (A.21)’de, anlatimlardan birindeki bir ¢arpan 3’ten kiiciik j degerleri i¢in eksi
olmaktadir. O nedenle, orada, j degerleri 3’ten baslatilmistir. Tutarlilik acisindan,
aslinda gereksinim olmayisina karsin, (A.22)’de de es degerlendirime ge¢mek yerinde
gorildigii icin j degerleri 3’ten baslatilmis bulunmaktadir. Bu son iki esitsizligin sol
yanlarinin birbirine esit olusuna karsin sag yanlarinin birbirine esit olusu gerekmez.
Bunun nedeni de, sag yanlarin denetlenebilir bicimde biiyiitiillmemis olusudur. Bu
yiizden de, sag yanlarin, birbirine esit olacak bicimde biraz daha biiyiitiiliisiine gitmek
gerekir. Bu amacla, kullanilabilecek olgu, bilinmeyenler olan beklenen degerlerin
biiyiitiilisiidiir. Dolayisiyla,

(%) < o2(x), j=0,1,2,... (A.23)

ongoriimii yazilabilir. Ama beklenen degerleri biiyiitiirken erke degerini de biiylitmek
gerekir. Bu nedenle, Ep erkenin biiyiitiilmiis degerini simgelemek iizere

E<Ep (A.24)
ongoriimii de giindeme getirilmelidir.
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Bu iki ongoriimiin (A.21) ve (A.22)’de kullanilimiyla sag yanlar daha da biiyiitiilerek
asagidaki esitsizlikler elde edilir.

1
asoy(j,K') < ZK4(72J'+2(K)+(1—I—EB)K'ZGQJ'(K')
3, 9. 15 )
+{<§J2— §]+E) K2+(6J—4)K} 02j-2(K)
+2(14+Ep)(2j—2)(2j—3)02j-4(K)
+( =1 —2)(2j—3)(2j —5)02j-6(K),
K>0, j=234 . (A.25)

4

+<4j—3)1((1 +2EB) szfz(K)

+{2(2j—2)(2j —3)+(8;° — 30> +37j — 15)k} 02j_4(k),
k>0, j=3,4,5,.. (A.26)

Asay(J, k) < {K2+ <2j— l) K3} 02j(K)

Bu esitsizliklerin sag yanlarinin Oylesine biiyiitiilmiis olduklart diistiniilebilir ki,
birbirlerine esit olabilsinler. Boylece, sag yanlarin esitlenimi 07;42(k), 02;(k),
02j-2(k), 02j_4(Kk), ve de, 02j_6(k), arasinda bir Ozyineleyis olusturur. Bu
Ozyineleyis, o’larin en biiyiik ve en kiiciik altsirasayilarinin, sirasiyla, (24 2) ve
(2j — 6) olusundan dolay:r sekizinci kertedendir. Ancak, burada, yalnizca 2 ile
boliinebilen altsirasayilar giindemde oldugundan; 6zyineleyis kertesi dort olarak da
diisiiniilebilir. Ozyineleyis kertesi sekiz de olsa dort de olsa; 6zyineleyis dogrucul ve
bagdasik olup degisken katsayilidir. Degiskenlik de j tiiriinden ¢okterimli katsayilarla
nitelendirilebilmektedir. Daha onceki, nicem igleybilimcil uyumlu salingag ile ilgili
inceleyislerimizde yaptigimiza andiran bigimde, bilinmeyen icin, ; ile o ve K, j’den
bagimsiz ama k degistirgesine bagimli bilinmeyen degismezler olmak iizere,

02i(K) =T (j+ o) ik (A.27)

ongoriimiine gidilebilir. Bu 6ngoriim j’de dordiincii dereceden bir ¢okterimlinin, j ne
olursa olsun, sifirlanimina gotiiriir. Dordiincii dereceden bir ¢okterimlinin sifirlanimi
bes dogrucul denklemin sifirlanimi demektir ve bu denklemlere o ve o ’nin etkin
olarak girisine karsin; K, oranti carpam niteliginden dolayi, etkin olarak girmez.
Boylece, (A.27) ongdriimii iki sayil bilinmeyen getirir. Ep’de dzyineleyisten gelen bir
bilinmeyen olarak say1y1 iige ¢ikarir. Ancak, bu ii¢ bilinmeyen o bes cebircil denklemin
saglanimini gerceklestirmeyebilir. Bu nedenle, en azindan iki sayil bilinmeyenin daha
devreye alimiminda yarar bulunmaktadir. Bu ise, (A.25) ve (A.26)’'nmin sag yanlarinin
birbirlerine esitleniminden 6nce biraz daha biiyiitiiliisleriyle saglanabilir.

Bu biiyiitiiliis, j biiyiidiikce baskinlasan degil gozardi edilebilecek diizeye inen
yapida olabilmesi i¢in katsayilarda ve tiim j degerleriicin gecerli olacak bi¢cimde
belirlenmelidir. Yeni eklenecek belirsiz degismezler, altsirasayili 3 larla simgelenirse
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(A.25) ve (A.26) asagidaki esitizlikler ile yazilabilir.
, 1
asoy(J, K) SZK4021+2(K) + (14 Ep) K% 03(x)

3, 9. 15\ , |
+{<2] —§]+16)K +(6]—4)K+[31}02]_2(K)

+{2(1+Ep) (2j —2)(2j = 3) + 2} 02j-4(x)
+{(=1D(—2)(2j—3)(2j—5) + B3} 02-6(K),
K‘>0, [31,ﬁ2,ﬁ3>0, j:3,4,5,... (A.ZS)

. 1
o (1:) < {0+ (27 ) 4B by
+{(4j—3)x (1+2Ep) + Ps} 02j-2(k)
+ {2(2j —-2)(2j-3)+ (8j3 — 30j2 +37j— 15)K+B6} 62j74(1(),
K>07 ﬁ47ﬁ57ﬁ6>07 j:374757"' (A.29)
Bu esitsizliklerin sag yanlar birbirlerine esitlenerek bilinmeyenlerin saptanisina ge-
cilecektir. Bunun i¢in sag yanlararasi farki ifade eden sapis terimi tanimlayip sonra

da bu sapisin sifirlanimin1 saglamayi amaglayalim. Bu dogrultuda, asagidaki tanim
gerceklestirilebilir.

S;= %K‘4621+2(K) { (Zj— %) K> —EBK2+/34} 02;(K)
a
X o

{

(%]z_gﬁiz) K2+(6j—4)'<—(41—3)’<(1+2E3)+l31—Bs}
(K)

J? =307 +37j—15)k +2Ep(2j —2)(2j —3) + B2 — Bs } 0 -4(K)
+{( =D =2)(2j—3)(2j—5) + B3} 02j-6(k),

k>0, Bi>0, i=1,2,3,456, j=3,45,.. (A.30)

2j-2

Burada, S; ile simgelenen biiyiiklik «k ile Ep bilinmeyen degistirgeleri yanisira f3
bilinmeyen degistirgelerine de bagimhidir. Bu biiyiikliigiin j’nin 2’den biiyiik tiim
biitiinsay1 degerleri i¢in sifirlanimi1 ongoriilmektedir. Dolayisiyla, asagidaki denklem
yazilabilir.

SJ = S] (K7E37B1_ﬁ57ﬁ2_ﬁ67ﬁ37[347
02j12(K),02(K), 02j-2(K), 02j-4(K), G2j (%)) =0,
J=3,4,5,.. (A.31)

Bu denkleme ¢oziim getirebilmek i¢in (A.27)’deki 6ngoriimii, diger tiim altsirasayili
o’lar1 0, _g tiiriinden yazabilmek i¢in kullanabiliriz. Boylece

(k)= (j+a) (j+a—1)(j+ou—2)(j+0o1—3) 0505 ()

(k) =+ —1)(j+a—2)(j+ 0 —3) 502 6(k)

021 2(K) = (j+0ou =2) (j+ o —3) 0502;6(K)

—4(Kk) = (j+ou—1)0por;_6(K),

02j+2(K

02;(K

j=3,4,5,.. (A.32)
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esitliklerini elde ederiz. Bunlardan asagidaki esitlikler ve denklemler iiretilebilir.

Si(k,Ep) = P (K,Ep)0n; ¢ (K)ot >, j=3,4,5,.. (A.33)

P;(k,Ep) =0, j=3,4,5,.. (A.34)

Burada P; (A.32)’deki tiim egitliklerin (A.30)’da kullanimiyla elde edilen o0, ¢’larin
katsayilarin1 ifade eden cokterimlilerdir.  (A.31)’in dogru olabilmesi i¢in tiim
bu katsayilarin sifirlanimi1 gerekir ve bu da (A.34)’te gosterilmistir. Bu katsayi
cokterimlisi agik olarak ifade edilmek istenirse agagidaki esitlikler yazilabilir.

5
i (k,Ep) = Y PV (x,Es), i=345,. (A35)
k=1
(1) % 4
P’ (k,Ep) = 4 K (j+an) (j+on—1)(j+on—2)(j+oy—3),
i=3.4,5,.. (A36)

P (x,Ep) =

1
~ad{ (2= 3) F - BB o - 1) e -2 (43,
j=3,4,5.. (A37)

(3) o2 3, 9. 15\ .
P (k,Ep) = {(21 Sit 1)K t(6j—4)K

—(4j—3)K(1+2EB)+ﬁ1—ﬁs}(j+oc1 ) (4 —3),

j=3,4,5.. (A38)

P (x,Eg) =on { (8% — 30,2 +37) — 15)K +2Ep(2j —2)(2j - 3)
+ﬁ2_ﬁ6}(.}+a1_3)7 ]:374757 (A39)

PP (k,E) = {(j—1)(/-2)(2/-3)2j—5)+Bs}, =345 (A40)

Son bes esitlikten goriilebilecegi tizere, P biiyiikliigii j biitiinsay1 degiskenine gore
dordiincii dereceden bir ¢okterimlidir. Bu ¢okterimlinin, j ne olursa olsun, sifirlanimi
i¢cin onun toplamcil a¢iliminin her bir katsayisinin ayr1 ayri sifirlanimi gerekmektedir.
Bu amagla ilk olarak, j*’iin katsayisinin sifirlanimi giindeme getirilecek olursa
asagidaki cebircil denklem elde edilir.

(k)" —8(ark)® +6(cnk)* —32 (k) +16 =0 (A41)

Bu denklem (k) carpimina gore dordiincii derecedendir ve kokler igin ¢oziimciil
anlatimlar bulunabilir. Ancak, bu tiir anlatimlar 6zelsizde cok karisik yapida olurlar.
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Bu olumsuzluktan kacinim i¢in say1 degerli sonuglar iiretimi yeglenebilir. MuPAD
ile belirlenen dort kokten ikisi eslenik karmagik degerli, diger ikisi ise art1 degerlidir.
Art1 degerler, MuPAD’1in benimsenen duyarliligi cercevesinde 0.5178107523 ve
7.724829935 olarak elde edilmigslerdir. Dolayisiyla, o degistirgesi « tiiriinden,
secenekli olarak,

~0,5718107523 _1.7724829935

() = I (), = — (A.42)

degerleri yapisinda belirlenmis olur. Diger iki karmasik deger, sorun yaratim
olasiligindan dolay1 devre disi birakilmisti. Ama gercekten gereksinim dogarsa,
ileride onlara odaklanimdan da s6zedilebilir.

Yukaridaki P cokterimlisinde ;3 iisliisiiniin katsayisinin sifirlamim denklemi asagidaki
bicimde elde edilir.

05 Bs+ 203k — 1203 k%> + L o3 k> — 3ok + 8Epon + 5S4k — 8oy ok

—8Epa3Kk+Epa3 k> +3005K* — 601 05K + a0k —28 =0 (A.43)

Simgecil olarak daha rahat ¢alisabilmek i¢in tiirii tanimlar yapilabilir. Boylece, (A.43)
cok daha elverisli yapida diizenlenerek, asagidaki bicimde de yazilabilir.

1 E
dfﬁ—‘; F2d} =+ dr =2 + dyoty +dy =0 (A.44)
K K K

Burada, altsirasayili d’ler bilinen say1 degerli biiyiikliikler olup agik tanimlar1 asagida
verilmektedir.

d = mk
dy = 8d;—8d}+d;
dy = df —6d;+3d} —8d,
3, 49
dy = —Ed;‘+7df—12d%+54d1—28 (A.45)

(A.44), B4+/x3, Eg/x, ve de, a; bilinmeyenlerinin her iiciine gore de dogruculdur ve
bunlardan biri digerleri tiiriinden sorunsuz ve egsiz olarak belirlenebilir. Burada, o’in
digerleri tiiriinden belirlenimi yeglenecektir. Bu durumda, asagidaki esitlik yazilabilir.

Ba 1 Ep

o = —ds— —dg— —d7— —d, A.46
1 53 de o —di— - —dy (A.40)

Burada, altsirasayilandirimli d’ler say1 degerli bilinen biiyiikliikler olup agik olarak

asagida tanimlanmaktadirlar.

d3 d? d> dy
ds = L de =2-L dr =22 dy =2 A47
5 & 6 & 7 & 8 A ( )

MuPAD betikleri ile elde edilen bu sonuclar ve P ¢okterimlisinin diger j iisliilerinin
katsayilarinin sifirlammmu ile elde edilen denklemler bu tutamaga yansitilmamustir.
Ancak tiim {Usler i¢in bilinmeyenleri icerecek bicimde asagidaki denklemler
yazilabildigi gozlemlenmisgtir. Altsirasayili KD katsay1 dizeylerini ve sy ise sag yan
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degerlerini gostermek iizere

KDn@ +KD12% = 8y1

KD21E—+KD 2ﬁj+KD 313‘ Bs—syz

KD31E—+KD &JFKD ﬁl ﬁ5+KD ﬁz;ﬁ6:sy3
KD41E—+KD ZBjJrKD b B5+KD BZ;B6:sy4 (A48)

Bu denklem takiminin dizey c¢oziimiinden o; ve fB3’e bagh bir ¢oziim ¢ikacagi
ongoriililyor. Bu durumda dizgenin erkesi E yi istten baskilayan Ep degerini en
kiictik kilacak bicimde en iyileyis yapmak gerekmektedir. Ancak dizey ¢oziimiinde
katsay1 dizeyinin evirtimi giivence altinda degildir. Bu sorunun hangi degistirgelere
bagl olarak ortaya ¢ikacagi veya ¢ikmayacagi da sorgulanmasi gereken bir durumdur.
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EK B: Gecikimli Siradan Tiirevli Denklem Inceleyimleri

Nicem isle¢ beklenen deger belirlenimi i¢in Onceki boliimlerde isle¢ taban kiimesi
kullanilarak iki terimli 6zyineleyisli bir siradan tiirevli denklem olusturumu ve bunun
¢cOziimil ¢abasina girilmisti. Bu ek boliimde isle¢ taban kiimeli olusturulan bu denklem
yeniden ele almarak ozyineleyissiz ¢oziim asamalari irdelenmistir. Ozyineleyissiz
denklem olusturumu sirasinda elde edilen en son bagint1 “Gecikimli Siradan Tiirevli
Denklem (ing: Delay Ordinary Differential Equation)” tiiriinde olup, bu ek boliimde
bu olgu anlatilip, denklemin ¢oziimii iizerine ¢alismalar yapilmistir.

Ozyineleyissiz Siradan Tiirevli Denklem Olusturumu

Bir onceki boliimde beklenen de8er tanimlari ile bir denklem kurabilmek ig¢in
herhangi bir konum islecine bagli ¢6ziimciil f(g) islevinin Hamilton igleci ile Poisson
kiimesimgelilerini ele almis ve burada devinim denklemlerini olusturmustuk. Erkesi E
olan duragan diizeyler icin devinim denklemini asagidaki gibi yenidem yazabilmistik.

V@7 @) -2V @7 @)+ (FY@)HE @) =0 B

Gizilgiicii iistel yapiyla verilen Nicem Devinbilimcil Bakisik Ustel Uyumsuz Salingac
dizgesi i¢in inceleyislerimizde f islevi i¢in asagida verilen bir degistirgeli anlatimi
ongorecegiz.

f(@=ev,  v>0 (B.2)

Burada goriinen ve gercel oldugu 6ngoriilen v degistirgesinin baslangi¢ dalga iglevinin
uzbilimcil yapisinda varolmadigr ongoriilmektedir. (B.1) denkleminde kullanilmak
tizere bu iglevin ilk dort tiirevi asagidaki anlatimlarla yazilir

r@  =-avge v,

1(q) =2v(2vgi—1)e 7,

7(G) =—4v3G (2vg>—3) e VT,

FD(G) =42 (@G —12vg?+3) eV, k>0 (B.3)

Gizilgiic tiirevi agagidaki anlatimla elde edilebilir.

(S

V(§)=xGei?, k>0 (B.4)

(B.3)’teki birinci esitlik ve (B.4)’iin birlestiriminin her iki yaninin beklenen degeri
alinarak

V(@) f(q)) = —2xv <a2e(§*v)‘?2>, K,V >0 (B.5)

yazilabilir. Ote yandan, (B.3)’teki ikinci esitlik ve gizilgiiciin birlestiriminin her iki
yaninin beklenen degerinin alimi da asagidaki esitligin yazimina olanak verir.

V@S @) = a2 (@NP) a7
(T Lo (), vl B6)
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f islevinin ikinci ve dordiincii tiirevlerinin beklenen degerleri de asagidaki gibi yazilir.
(@) =4v3 (g2 T ) —av (V1)
<f<4>(a)> — 16v* <A4 —va > 483 < vg >+12v2<e*V‘72> v>0

(B.7)
Elde edilen tiim bagintilarin (B.1)’de kullamimui asagidaki esitligin yazimina olanak
Verir.

2y (27T ) - 8v2 (q2e(37)7%) 4 8v2 (g2e T ) av ((37)7)

—4v<e_"52>+4v < Ghe v > 123 < G2V >+3v2<e_"52>

+8V2E <A2 -vq >—4vE<e—W7 > —0 K,v>0 (B.8)

Bu denklemi, ortak beklenen deger terimlerini biraraya getirerek asagidaki bicimde
yeniden yazmak olanaklidir.

4yt (e T ) + (8vVPE+8v2 —12v%) (3% > (3v2—4v—4vE) (e7¥7")
:(8v2—21<v)<c72e(§*")‘1> < (5- ")§2> K,V >0
(B.9)

Bu denklem yeni tanimlanacak bir iglev ve onun tiirevlerinin kullanim ile siradan
tiirevli bir denkleme doniistiiriilebilir. Bu amacgla,

G(v) = <e_qu> (B.10)

tanimi1 yapilacak olursa asagidaki esitlikler yazilabilir.
<672 V4 2> = —o'(v)
<Z]\4e—v§2> _ GH(V)

(@27 =o' (v-3)
<a4e<§—v>‘72> =o”(v—f) (B.11)

Bu tanim ve esitliklerin (B.9)’te kullanim1 asagidaki denkleme gotiiriir.
4v*e" (V) + (—8v? = 8VZE+ 12v?) 6’ (v) + (3v? —4v —4VE) 5(v)

= (2KV—8V2) o’ <V—§)—4G (v—g) K,v>0 (B.12)
Islev ve/veya tiirevinde islev tipli degisken iceren bu ve andiran bicimdeki denklemler
bilimcil yazinda “Islevimsi Tiirevli Denklem (ing: Functional Differential Equation)”
baghigr altinda ele alinmigtir. Bu calismada elde ettigimiz (B.12) bagintist ise bir
alt tiiri olan “Gecikimli Tiirevli Denklem (ing: Delay Differential Equation)”dir.
[121-126]. (B.12) denklemi degismez katsayili olsayd: belirtkeler (karakteristikler)
araciligiyla ¢oziilebilirdi. Ancak burada degisken katsayilarin varligi s6z konusudur.
Bu nedenle, belirtkeler yerine “Ardisik Altaraliklarda Coziim Y6nteminin” kullanimi
cok daha uygun olacaktir.

170



Dogrucul Gecikimli Siradan Tiirevli Denklemler

Bilimcil yazinda “Dogrucul Gecikimli Siradan Tiirevli Denklemler” asagidaki esitlik
ile tantmlanir.

Dof (t)+Dif(t =)+ ...+ Dpf (t —Tp) =0 (B.13)

Burada f(¢) herhangi ¢ degiskenine bagh ¢6ziimciil bir islev, alt indisli D’ler tiirev
islecleri ve 7’lar da gecikim belirten degerlerdir. Bir gecikimli STD

Dof(t)+D1f(t—7)=0 t €[0,0) (B.14)
esitligi ile yazilabilir. Degigsken tanim aralig alt araliklara boliinebilir. T > 0 i¢in
Tj = [jz,(j+ 1)7] (B.15)

seklinde yapacagimiz alt aralik tanimiyla, tanim araligin1 asagidaki gibi yazabiliriz.
0,0) = T; (B.16)

Her j. alt aralikta tanimli, disinda O degerini alacak yeni bir f;(¢) islevi tamimlayalim.

ﬁmz{g@ 4 (B.17)

Bu yeni iglev ile gecikimli siradan tiirev denklemini alt araliklar i¢cin asagidaki bicimde
yazabiliriz.

Dofj(l‘)—f—lej,l (Z)ZO j=12,... l‘ETj (B.18)

Aslinda bu D islevleri sabit katsayili oldugu durumlar i¢in gecerlidir. D islevleri
degisken katsayili oldugu durumda araliklarda degisir. Ornegin

d? d -
o2 T (1) & +ax(t)1 (B.19)

Dy=ay (l‘) di

teT; — JT<t<(j+ 1)t

t=oqi+ oy — jt<air+o<(j+1)r (B.21)
Eger
t_min =0 fmax =1
JT = CQilmin+ 0 = 0
(J+Drt=ailpax+0p — T=iT — a;=1
t=t+j7 (B.22)
(B.19)’da yerine koydugumuzda degisken katsayili tiirev isleci Dy i¢in asagidaki
esitligi yazabiliriz.
o d? _ .. d T
Doyt jr = a2 (T4 j7) pral +ay (f+j7) d—l—+dz (f+jo)1 (B.23)
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Degisken katsayili gecikimli STD (B.18)’1 agagidaki gibi yazabiliriz.
DV +DVf =0 j=12,.. Tel01] (B.24)

Islevimiz i¢in bir sonsuzda sifirlanim kisit: tanimlayacak olursak GSTD’yi ¢6zebiliriz.
Oncelikle bir kesme yaparak bu kisit1 ele alalim.

fi)=0  j>m+1 (B.25)

j=m+1 = D"Vp () =0 (B.26)

siradan tiirevli bagdasik bir denklem elde ederiz ve bu denklemin geriye dogru
cOziimiinden 0zelsiz ¢oziime gidebiliriz.

DD = gmt) ) dgt_ +al" (DT (B.27)

Bu tanimi1 (B.26)’da yerine koyarsak

"N (@) £, () + aém“) &) fn () =0 (B.28)

r a
A= (B.29)

Ustel evrik tiimlevleyis kullanarak bu denklemi ¢6zebiliriz.

(m+1) /-
NI S
In(fn O] =~y = (B.30)
i O =~
7 (m+1) ;
)= 0= - [ ey
ay 1
_ (m+1) (.
_ _.f(gdtla?m+l)(1)
= (D)= fu(O)e___ 2 1) (B.31)

) (7)

Buradan bir belirsiz degistirgeli bir ¢oziim iirettik ama ¢oziim tiretebilmek igin f;, (0)
bilinmiyor. (B.24)’te j yerine m koydugumuzda

DY) foue1 () + D" fin (1) = 0 (B.32)

denklemini elde ederiz. Yine dogrucul, birinci kerteden bagdasik bir denklem ettik.
Bagdasik ¢6ziimii bilinen bir denklemin bagdasik olmayan ¢oziimii “Degismezlerin
(Sabitlerin) Degisimi (ing: Variations of Constants)” [127] yontemiyle bulunur.
Bagdagik ¢6ziim f,ﬁf’) (7) biliniyor. Bunun DY"H) altindaki goriintiisii de O bulunur.

m—m—1=D" " (7 =0 (B.33)

m
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Bu olguyu bilerekten f,,—; (f) igin bir 6ngoriimde bulunalim.

OGO (B.34)

fm—l (f)

Bu 0ngoriimii (B.32)’de yerine koyacak olursak

" @) (2@ 12, 0) +a§" @) (s 12, 0) + DY fu () =0 B35)

" @) (8 DL O +8 @10 0) +al” @) (2@ £ @) +DF (B = 0

(B.36)
m) - . m) - _
" (@) i) (@) +ay” (@) f) () =0 (B.37)
bagdasik ¢6ziim bilindigi icin denklem asagidaki hale doniisiir.
" (D)8 @) Sy () +DF" fu (F) =0 (B.38)
Buradan g (7) bulunabilir.
N 0 10
g =—C5 — o - (B.39)
ay () f,,2 ()

Buradan da cikacak keyfilik ile f;,,—; (7) i¢in de bir belirsiz degistirgeli bir ¢6ziim
iiretilebilir. Ilerleyis siirdiiriildiigiinde sayilabilir sonsuzlukta denklem elde edilir.

Ozyineleyissiz siradan tiirevli denklem olusturmak igin icine girdigimiz cabada
karsimiza gecikimli siradan tiirevli denklemler ¢ikti.  Ancak anlatimlardan da
goriildiigii iizere gecikimli STD’ler de kavramcil olarak 6zyineleyislidirler. Burada
Ozyineleyis degisik islevler arasinda degil, tek bir islevin alt araliklardaki yapilari
arasinda ortaya ¢ikmaktadir. Islev icin sonsuzda sifirlanim kisit1 iizerinde kesme ile
yaptigimiz ¢oziimleyisten geriye dogru giderek sonlu sayida denklem elde edelir. Bu
asamada olusacak yapiyi bilgisayar betikleri ile ¢ozmek olanakl géziitkmektedir.
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Nicem Ustel uyumsuz Salingac Icin GSTD Coziimii
(B.12)’de verilen GSTD’in ¢6ziimii i¢in % boylu alt araliklarda calisacak bi¢cimde

islevde degisken doniisiimii yapiyoruz. Bunun i¢in 6nce v yerine v + (m+1)5
koyuyoruz. Burada m sonsuza kadar giden aralik sira sayisini belirtmekte.
K\ 4
4 <v+ (m+ 1)5> " <v—|—(m+ 1)%)
K\ 2 K\3 K\ 2
- <8 (v+ (m+ 1)5) 12 <v+ (m+ 1)5) +8E (v+ (m+ 1)5> )

x o' <v+(m+ I)E)

2
F(rrmeng) (e smeng) (v ement)
X G<v+(m+1)g> =
<2K<V+(m+l)g) _8<"+(m+1)§)2) o’ <v+§1<> —4o (v+§x>

(B.40)

Her 5 boylu aralig: [0, 1] araligina lgeklemek amaciyla v yerine V5 degiskenini

koyuyoruz.

. Jo((v+m)5) v elo,1]
om(v):{o 2 b0 (B.41)
4<V+m+1)4§—:i—16m+1(9>

_ 21(2 _ 31(3 _ 27('2 2. _

2

K K K
+ (3(\7+m+1)2?—4(\7+m+1)§—4E(\7+m+1)§) 1 (V) =

2
(2K(\‘/+m+1)g—8(\7+m—|—1)2%> %6,,1(\7)—46,"(\7) (B.42)

Ustel islevin beklenen degeri olarak tanimlanan ¢ (V) nin sonsuzda sifirlaniyor olmasi
kosulunu denklemimizi ¢6zmek i¢in kullanabiliriz.

kosulu altinda (B.42) denkleminin sol yaninm yanagsik olarak sifir aliriz ve her alt aralik
icin sag yanini bagdasik olarak ¢ozeriz.

K(V4+m+1)27+2m+1) 6 (V) + 20, (V) =0 (B.44)
_ Vmt1 |k
on(®) =G 55 a7 1) (B4
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(B.42)de m yerine m — 1 koyarak ilerleyelim.
K2 (V+m)* 6, (V) — kK (V4+m)? (4 =3k (V+m) +4E) 6, (V)

(V+m) (%K(\‘/er) —4—4E) o (V) =

2k (V+m) (1 =2V —2m) 61 (V) — 40— (V) (B.46)

0, (V) bilindigine gore yerine konularak buradan o©,_; (V) bulunur. (B.42)
denklemimde m yerine m — 2 konularak bir alt aralik i¢in denklem elde edilir ve

buradan 6,,_, (V) bulunur.

K V+m—1) 6,1 (V) —x(V+m—1)2(4=3k(V+m—1)+4E) G,_1 (V)
+ @ m) (%x(wm— 1)—4—4E) G (V) =
2k (VAm—1)(1 =2V —2m+2) Gy (V) — 46,2 (V) (B.47)

0, (V) lar iizerinde olugan bu 6zyineleyis m yerine 0 konulana kadar siirer. Boylece
m~+ 1 tane denklem elde edilmis olunur. Aslinda 6zyineleyissiz bir siradan tiirevli
denklem elde ederek ¢ozmek istedigimiz sorunumuzda Oniimiize yine Ozyineleyisli
bir ¢oziim ¢ikti. (B.42), (B.46), (B.47) ve ilerleyis siirdiiriildiigiinde olusacak tiim
siradan tiirevli denklemlerde katsayilar o alt araliga gore degisecektir. Bu durumda
olusacak 6zyinelemeli yap1 i¢in bilgisayar betigi yazmak ve oradan ¢oziime gitmek

gerekmektedir.
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EK C: Aralik Katlilagtirrmi ile Yeni Hamilton Isleci Tanimi

Nicem iistel uyumsuz salinga¢ dizgesinin Hamilton islecinin 6zdeger sorunu

. 1 K

Hy=Ey —51//”+<ef"2—1>1//:E1// x € (—o0,00)  (C.1)
olarak tanimlanir. Dalga islevi tamimli aralikta her yerde siirekli olmal1 ayrica

V)x—e0 =0 (C.2)

kosulunu saglamalidir. Dalga islevinin bakisik ve evrik bakisik ¢oziimleri vardir. Biz
calisgmamizda bakigik olan ile ilerleyisi siirdiirecegiz.

y(—x) = y(x) (C.3)

Bu durum x? seklinde goziiken bagimsiz degiskenimizi yeni bir degisken olarak tanim-
lamamiza olanak saglar.

2
y= > x=4/2y
d dy d d
— = 2=y
dx dxdy dy
d? d _d > d
— = 2y =2y—5+ C4
dx? ﬁdyﬁdy ydy2 * dy €4

Burada x eksi sonsuz, sonsuz araliginda tamiml iken y sifir, sonsuz araliginda taniml
olur. Boylelikle aralik katlilastirnmi gergeklestirilmis olur. Yeni de8isken y’ye gore
Hamilton islecini yazacak olursak

Hlooy =y =5+ (=TI y€[0,e) (C.5)
H baglangic taniminda 6ziine es ama su anda bu kosulu saglamiyor. Elimizdeki

islevleri bunu saglayacak bicimde yeniden diizenleyelim.

Birim agirlik altinda birimboylulagtirnm kosulu asagidaki bicimdedir.

| v =1 (C.6)

Degisken doniisiimii uygularsak

1
dx = —=dy (C.7)
V2y

elde ederiz. Boylece tiimlevde agirlik 1/4/2y olur.

y degiskenine bagl olan yeni bir dalga islevi tanimi yaparak aralik kathilagtirimi
uygulayalim.

w(x) =27 7yi f(y) (C.8)
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| v v = 2

o] 1 N
= V2| vy Ol Wl

= [ anroro) (C9)
Hamilton iglecinin beklenen degerini yeni degisken y iizerinden yazacak olursak
)= [ dxy' iyl = 2| a0y
o 1 11 ~ 11
= \/5/ dy—=274y4 f*(y)H2 *y4 f(y
a2 )
°° NN |
= [ an oo (C.10)

esitligini elde ederiz. Denklemin sag yanindaki tiimlevin i¢ini ¢éziimleyelim.

1 1

OFfO)) = 73 F0)+2410) (C.11)

f<y>+yif'<y>)

YamnS
<
=
)
S
<
N—
==
Il
N
| —
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NS

(C.12)
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VAL O H a0y f ) = =2 O 0) — £ ) F ) + (—y +e'Y - 1) )

— 1 (y) _d_z_i+ — 4+ —1)T) f(y) (C.14)
AT y S

Buradan yeni Hamilton igleci tanimina gidersek

~ > d 1 ~
H= vy—— — 4 —aev_1])1I
dy? a’y+<16y+e )
d [ d 1 cy ~
= —(y— — —1)1 C.15
i 05) () 19

esitlifini elde ederiz. Burada Oziine esligin saglandig1 bir igle¢ elde ettik. Bundan
sonra bu Hamilton islecinin 6zdeger sorununu ele alalim.

HIG)=EfG) = —(fO)) + (1% Fen 1) FO)=EfG)  (C.16)
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Elimizde sifirda diizgiin tekilligi, sonsuzda diizgiin olmayan tekilligi olan bir bagint1
var. Bu denklemi Riccati denklemine [128-130] benzeterek cozmeye calisalim. Bunun
icin

f) eiu(y), f'(y) = —ue™™
(yf/(y)>/ _ (yu/efu)/ _ _u/efu . yu//efu _f_y(u/)ZCfu (C17)

tanimim1 yapalim ve denklemde yerine koyalim.

1
W +yu” —y(u)+ (E—i—e"y—l) —E=0 (C.18)

gerekli degisken doniisiimlerini yapalim.

1
u/EV —— yvl—l—v—yv2—|—<g—|—eky—1> —E=0 (C19)
y

Elde ettigimiz denklemin sonsuzdaki davranigini inceleyecek olursak

5y
W =0 = ye= (C.20)

VY

yanagik ¢oziimiinii buluruz. Bulunan bu ¢oziime sonsuzda sonecek yeni anlatimlar
ekleyerek yanagsik ¢coziimiin iyilestirilmesi cabasina gidilebilir.

v(y) = — 4+ vi(y) +va(y)e ¥ (C.21)

K 1 K K K K
V)= —=—— | e +v|(y) +5(»)e 2V — =vy(y)e 2 C.22
) (2 5 2y;> 1) +va(y) 5727 (C.22)

Yeni ¢Oziim Onerimizi ve tiirevini (C.19)’de yerine koyacak olursak

y L _ L e%y +yV,1 _’_yvlzegy _yEvze_gy + e_gy +V1 +vZe_§y + =0
2\/y Zy% 2 VY
(C.23)

esitligini elde ederiz. Burada E degerinin de isin i¢ine girdigi goriiliir. Denklem erke
degerine bagli olarak coziiliir.
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EK D: Uzay Budayis Yontemi

“Uzay Budayis Yontemi (ing: Space Pruning Method)” [131, 132] aranan 0zislevin
gosterilimi icin dizge deviniminde saglanimi gereken kiy1 kosullarini saglayan bir
taban kiimesi olusturumuna dayanir. Olusturumda temel ilke, yalnizca islevin
Oziiniin degil onun Hamilton islecinin belli sayida ilk dogalsay: iisliilerinin altindaki
goriintiilerinin kosullar1 saglayacak yapiya biiriindiiriilisiidiir.

Nicem Uyumsuz Sahingag Icin Denklem ve Ar1 Ustel Coziimii

S6z konusu dizgenin Hamilton iglecinin izgecil denklemi asagidaki anlatimlarla
verilebilir.

1d?f(x)
2 dx?

+ <e§x2 4 1) F(X)=Ef(x),  x€ (—o0,o00) D.1)

Inceleyislerimizide x sonsuza gittiginde (D.1) denkleminin yanasik esdegerinin (ing:
asymptotik equivalent) kullanimi ¢oziimiin sonsuzdaki davranisi konusunda goriis
yaratir. Ancak, burada denklemin 6zii yerine onun iistel ¢oziim iizerindeki karsiliginin
kullanim1 daha yalin bir inceleyis icin olanak saglar. (D.1) i¢in asagidaki iistel ¢coziim
yapist ongoriilebilir.

f(x) = e (D.2)

Bu anlatimdaki yeni bilinmeyen u(x)’in, x art1 ve eksi sonsuza giderken, eksi sonsuza
giden ama onun diginda sonlu kalan bir islev oldugu dngoriilmektedir. Bu islevi, izgecil
denklemde yerine koyar isek, gerekli yalinlagtirimlardan sonra u(x) i¢in asagidaki
denklemi yazabiliriz.
1 " /()2 Kﬁ

—E(u (x)+u'(x)7) +e*2 —1-E=0 (D.3)
Bunun asagidaki yapida yeniden diizenlenisi yanasik inceleyisler icin cok daha
uygundur.

w2
W (x)? =2e57 —2—2E — " (x) (D.4)

Buradan dordil kok alarak

W (x) = £/ 2655 —2—2F —u(x) D.5)

ve bunun da 6tesinde uygunluk tasiyan

2

' (x) = —\/iek% \/1 —(1 +E)e_’<% - %u”(x)e_’cz (D.6)

denklemine ulasilabilir.  Bu sonuca ulasilirken arti, eksi im ikileminde eksilik
secilmigtir. Bunun nedeni de, x art1 ya da eksi sonsuza giderken u(x)’in eksi sonsuza
gidisinin saglanimidir. Boylece, 6zislevin de sonsuzda soniimii saglanmis olmaktadir.

181



(D.6)’nin sag yanindaki dordiil kok iginde, 1’1 izleyen eksi imli anlatim, x’in imsiz
degerde sonsuza gidisi durumunda sifira yanagir. Diger bir deyisle, 1’in yaninda sonsuz
kiiciilir. Bu anlatimi izleyen diger anlatim ise bilinmeyen islev olan u(x)’in ikinci
tiireviyle orantilidir ve neye yanasacagini ilk anda kestirebilmek kolay degildir. Yine
de bu anlatimin da sifira yanasacagi dngoriilerek ilerleyis ¢abasina girisilebilir. Boyle
yapilirsa, (D.6)’dan agagidaki yanasik esitlige ulagilir.

u'(x) !)Hioo > —\/Ee'(% (D.7)

Yanagik bir esitligin her iki yaninin yanasiklik degiskenine tiirevlenimi yanagikligin
gecerliligini korur. Boylece, (D.7)’den asagidaki yanasik esitlige ulasilabilir.

K 2

W) e ™ = 53T (D3)
Bu ise
1 1" —K’ﬁ K —Ké
——u'(x)e 72 ~——xe 4 (D.9)
ke 22

anlamina gelir. Boylece, soldaki anlatimin, daha 6nceden Ongoriilen, sifira yanasim
olgusu kanitlanmig olur. Bu anlatimda goriinen iistel iglevin dordili —(1 + E)
anlatiminin carpani olarak ortaya ¢ikar. Bu yiizden, (D.9)’un solundaki yanagimi
belirtilen anlatim icerdigi iistel islevle sifira yanasirken, 1 disindaki diger anlatim yine
bu iistel islevle, ama 6zii yerine dordiiliiyle sifira yanasir. Bu durum saptirim agilimi
kullanimina olanak saglar.

Yanagikhik Tabanh Saptirim Acilim

(D.6) denkleminde x degiskeni art1 ya da eksi sonsuza giderken yukarida saptanan
yanasim diizeylerini yansitacak bicimde ilgili anlattmlarin her birinin Oniine bir
ozelsizlestirim degistirgesi ya da onun biitiinsay1 isliilerini yerlestirerek ¢ok daha
yaygin nitelikli bir denklem elde edilebilir.

2 1 x2 2
W' (x,€) = —\/2eXT \/1 — 8§u”(x,£)e_’(7 —e2(1+E)e ¥z (D.10)

Bu denklem € = 1 i¢in (D.6) ile ortiisiir. € = 0 i¢in de yanagik a¢ilimin ilk anlatimini
verir. Diger bir deyisle, u(x,0) islevi, yukarida verilen yanasik a¢ilimin ilk anlatimiyla
ortugtr.

(D.10)’un ¢6ziimil i¢in asagidaki saptirim agilimi dngoriilebilir.
u(x,e) =Y eluj(x) (D.11)
Jj=0

Burada, Saptirrm Kurami’ndan [16, 114] bilindigi iizere, u(x, €) islevinin £’a ¢6ziimciil
olarak bagimli oldugu 6ngoriilmektedir.

Bu acilim (D.10)’da yerine yerlestirilip, u;(x) bilinmeyen islevlerinin belirlenimine ge-
cilebilir Ancak, (D.10) un igerdigi dordiil kok yapist islemleri giiclestirir. Bu yiizden,
daha yalin belirleyisler i¢in, (D.10)’un her iki yanin dordiilii alinarak elde edilebilen
asagidaki denkleme odaklanalim.

%2
' (x,€)* =2e57 —eu (x,€) — €2(242F) (D.12)
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Buradan ¢oziime gegebilmek i¢in (D.11)’den asagidaki esitlikleri yazmak gerekmek-
tedir.

o
W (x,e) =Y &Y up(x)u; 4 (x) (D.13)
j=0 k=0

2eK% = i efze’f%sm (D.14)

j=0
—eu’ (x,€) = i g’ {—u/j/fl(x)}, u_1(x)=0 (D.15)

j=0

—e*(2+2E) = i e/ {—(2+2E)}§;, (D.16)

j=0

Burada 6 Kronecker simgesini gostermektedir. Bu esitliklerin (D.12)’de kullanimi
asagidaki esitligin yazimina olanak saglar.

o]

) € i (Ui (x) = g)gj {26K)§5j,0 —uj_q(x) - (2+2E)8j72} . u_q(x)

j=0 k=0

0

(D.17)
Bu toplamdizi esitligin her iki yaninda, €/’nin katsayilar1 olan anlatimlar &£’dan

bagimsiz olarak oOngoriilmektedir.  Bu ylizden, (D.17)’nin her iki yanindaki
anlatimlarda, &’ katsay1 anlatimlari birbirlerine esit olmalidirlar. Bu ise

J 2
Z ufc(x)u;_k(x) =2e"78;0—uj (x) = (2+2E)8;2, j=0,1,2,... u_1(x)=0
k=0

(D.18)
Ozyineleyis denklemlerinin yazimina olanak verir. (D.18)’de j = 0 alinirsa,
up(x)* = 2657 (D.19)
ve buradan da
u(x) = V2657 (D.20)

iki secenekli sonucuna ulasilir. Bu seceneklerden, ancak, ug(x)’i sonsuzda eksi
sonsuza gotlirecek olan ¢oziim olarak belirlenmelidir. Boylece, saptirim agiliminin
taban iglevinin birinci tiirevi

2
Up(x) = —V/2e°T (D.21)
estiligiyle verilen bicimde saptanmis olur. (D.18)’de j = 1 alinirsa
2ug(x)u) (x) = —up (x) (D.22)
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ve burada ug(x) yerine yukarida bulunan yapisinin kullanimiyla

K
uy(x) = " (D.23)

elde edilir. Buna karsin, (D.18)’de j = 2 alinigi
2uly(x)ub (x) = —u] (x) — (1 + E) — u} (x)? (D.24)

denklemine ve onun ¢oziimiiyle de
1 K2

wh(x) = ——= (32+32E — 4k + °x%) e 4* D.25
2( ) 32\/5 ( ) ( )

sonucuna gotiiriir. (D.18)’de j = 3 alimisiyla elde edilecek olan denklemin ¢oziimii
asagida verilmektedir.

1 «
s (x) = 8 (6x%x — 32k (1 + E)x+ — K‘x)e*p@ (D.26)

Bu ana dek, up(x), u}(x), ub(x), uy(x) islevleri i¢in elde edilen sonuglar agagidaki
Ozelsizlestirim ongoriimiine olanak saglar.
(=1
Wi(x) = pi(x)e” T < j=0,1,2,3,.. (D.27)
Burada p;(x) ile simgelenen biiyiikliik j.dereceden bir ¢cokterimli olarak ongoriilmek-
tedir. Bu 6ngoriimden asagidaki esitlikleri yazmak olanaklidir.

/ _UD) 2 )
Y w(uy () =" T Y pe()pj(x),  j=0,1,2.3,..  (D28)
k=0 k=0
2655 50— 20 NS j=0,1,2,3,.. (D.29)
j—2 (j-2)
u/j'_l(x) = <(] 2 )Kpj,l(x) —p;_l(x)> e_JTsz, j=0,1,2,3,... (D.30)
)
—(24+2E)8;2 = —(2+2E)e T8, j=0,1,2,3,... (D.31)
Son dort esitligin (D.18)’de kullanimi asagidaki ¢okterimli 6zyineleyisine gotiiriir.
ZPk X)pj—k(x) =200+~ 1 Kpj—1(x) —pj_1(x) — (2+2E)5; 2,

i=0,1,2,3,...(D.32)
Buradan po(x) i¢in asagidaki anlatim yazilabilir.
po(x) =—v2 (D.33)

Bunun kullanimiyla, aslinda ortiik (ing: implicit) yapida olan (D.32)’yi asagidaki
belirtik (ing: explicit) yapida yazmak olanaklhidir.

i—2
pi(x) = 3 {2 Ky () = Py () = (24 2E)82 = B2 pe(x)pj i) }
j=1,2,3,.. (D.34)
Burada, sagdaki sonlu toplam j = 1 i¢in O olarak éngoriilmektedir.

Bu 6zyineleyis betiklenim igin oldukga yalin bir yap: tasgimaktadir ve p;(x) ¢okterim-
lilerinin belirlendigi dngoriilecek olursa yanasik iistel acilim, saptirrm kuramecil yoldan
belirlenmis olur.
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Yahn Kalan Bastirnm Uzerinden Erke Belirleyisleri

Eger u(x) islevi ug(x) isleviyle yaklastirilacak olursa f(x) islevi de e® ile
yaklastirilmig olur. Bu durumda, agagidaki esitlikler yazilabilir.

Hf(x)—Ef(x) He" — Eetol)

K()(X, KaE) = f(.x) - euO(x)
1 1 2
= —Euf)(x)z—iug(x)+ex2 —1-E
K £
= —xe"7-1-E (D.35)

u(x) =~ up(x) yaklastirrmi olan bu islevin, aslinda, tim x degerleri i¢in sifirlanmasi
istenir.  Ancak, burada o durum gerceklesmemektedir. Bunun da nedeni, bu
kalanin, x degiskeni eksi sonsuzdan art1 sonsuza dek degistiginde, eksi sonsuz ile art1
sonsuz arasinda her degeri alabilecek durumda olugsudur. Bu sonsuza gidisler yalin
(degismez agirlik islevi kullanan) bir boy tanimina da olanak vermez. Bu yiizden, boy
bastirim1 yaparak E degerini belirlemek de olanaksizdir. Bu durumda u(x) = up(x)

yaklastiriminin yetersiz oldugu goriiliir.

u(x) = up(x) yaklagtinmindan daha iyi bir durum u(x) = ug(x) 4 u; (x) yaklagtirimi
yeglenebilir. Bu durum igin kalanin belirtik anlatimi, ara olusturum asamalari
verilmeksizin, asagidaki bicimde yazilabilir.

Ko =-S5 1 g D36
1(x, K, ):—3—2x —|—§— — (D.36)
Bu anlatimda da eksi sonsuza gidis vardir. Ama art1 degerlerin bir en biiyiigiinden
sozedilebilmektedir. Diger bir deyisle, art1 sonsuza gidis yoktur. Bunun yanisira, eksi
sonsuza gidis de Onceki duruma gore ¢ok ¢ok yavaslamig goriinmektedir. Ama yine
yalin boy bastirrmina olanak vermeyen bir yap1 soz konusudur. Acikcasi, azalmis
olmakla birlikte yine oldukca kotii bir durum s6z konusudur. Ancak, kotiiliigiin
azalig1 daha cok anlatim eklenerek yeni bir yaklastirimin ise yarayabilme olasigim
ortaya c¢ikarir. u(x) & ug(x) 4+ uj(x) yaklagtirmindan daha iyi bir durum u(x) ~
uo(x) +uy(x) + up(x) yaklagtirimi olabilir. Bu durum igin de kalanin belirtik anlatimu,
ara olusturum asamalar1 verilmeksizin, asagidaki bicimde yazilabilir.

Kz()@K,E) = {(ﬂ(l“f—E)—?)\/sz)x—i—ﬁKs 3}6—1()‘42

4 64 128 "

34 3E —dk+xk22)°
_{ 1056 ) e K% (D.37)

Buradaki anlatim 6nceki iki anlatimdan daha iyi bir yapidadir. Ne eksi ne de art1
sonsuza dogru gidis yoktur. Diger bir deyisle x degiskeni ister art1 ister eksi sonsuza
gitsin, anlattmin degeri kapal1 bir araliktan degerler alir. Bu olgu, bu kalan i¢in yalin
bastirima gidilebilecegini gosterir. u;(x) islevinin, j bilyiidiik¢e aldigi, yapr da daha
sonraki kalanlarda da, bundan da 6te, iyilesimler gozlenebilecegi beklentisini giindeme
getirir. Bu andaki durumumuz, elimize segenek gecmisken, yalin boy bastirrmina
gitmek ve oradan E degerini belirlemektir.
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(D.37)’de boy dordiilii bastirimi i¢in asagidaki esitlik yazilabilir.
2
3v2 3 2
K(x,k,E)|? = dx \/_K 1+E)— \/_Kz \/_K e X7
|| M

4 128

= (2432E—d4k+x22)" _
+/_oo g 16777216
Burada iistelli anlatimlarin ¢carpimui iizerindeki tiimlev yazilmamistir. Bunun nedeni,
o tiimlevin tiimlevleneninin evrik bakigimli (ing: anti-symmetric) olusu ve bu yiizden
stfirlanigidir.

(D.38)

Eger,

(D.39)

_ (V2 3v2 , _ V23
Gl:(T(l—f-E)—HK s Oy = 128

tanimlar1 yapilirsa,

= V2K 3vV2 , V2ie 4 -

* - ¥ A0 °° e
2612/ dxx’e 2 +26162/ dxx*e ¥7 +622/ dxx®e %3

2
_ ./ ”( 6—"162+15 ) (D.40)
K K

yazilabilir. Eger, andiran bicimde,

03 = 32+ 32E — 4x, o4 = K2 (D.41)

tanimlar1 yapilirsa,
oo 4 2
/ dx (63+G4x2) e ¥
°° 2 o 2 e )
:(7?/ dxe ™ +4G§’64/ dxx’e —1—663264%/ dxxte ™

it ) o 2
+4G3Gg:’/ dxxle ™ —l—Gf/ dxxBe™*

n 2 9 15 o4 105 105

yazilabilir. Yukarida yeni tanimlanan o’lar ile iizerinde elde edilen tiimlevler (D.38)’de
kullanilirsa,

2
1Ko, B =y = ( ! +6@+15—)

T 2 9 15 105
+\/;(cr3 +0'30'4 —|—G3O'42 2+G3c742 5104 161(’4)116777216
(D.43)

cebircil sonucuna ulasilir.  Bu esitligin sag yam E’de dordiincii dereceden bir
cokterimlidir. Onu eniyilemek icin E’ye gore tiirevleyip sifira esitlemek gerekir. Bu
yapilirsa ortaya c¢ikan denklem E’de iiciincii dereceden olur ve 3 kok verir. Bunlarin
incelenip anlamliliklari irdelenip tartigilmalidir.
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EK E: Ustel Doniisiim Altinda Yanasik Coziim Tabanli Saptirim Acilimlari

Ozelsizde tiim V (x) gizilgiicleri igin Hamilton islecinin izgecil denklemi

1d*f(x)
2 dx2

HVf() =Ef(x),  x€(=o0,) (E.D)

esitligi ile yazilir. Bu denklemde gizilgii¢ islevini simgeleyen V (x)’in x = 0 konumuna
gore bakisik, x’in tiim degerleri i¢in art1 olan, ve de, x art1 ya da eksi sonsuza giderken
sonsuz biiyiiyen bir yapida oldugu 6ngoriilmektedir.

f(x) = e (E.2)

Inceleyislerimizi etkinlestirmek icin, denklemin kendisi yerine onun iistel ¢6ziim iize-
rindeki karsiliginin (E.2) kullanimini yeglliyoruz. Bu kullanim (E.1) denkleminin bir
Riccati denklemi olarak asagidaki gibi yazimina olanak verir.

1
~2 (u" (x) +u/(x)2) +V(&x)—E=0 (E.3)
Burada u(x)’in ikinci tiirevinin yalniz birakilarak denklemin yeniden diizenlenmesinin
yanasik inceleyisler i¢cin daha uygun olabilecegi diisiiniilerek yola ¢ikilmustr.

W' (x) =2V (x) — i (x)? —2E (E4)

Temelde sonsuz biiyiiyiis V(x) islevinden kaynaklanmaktadir. Bu yiizden, x eksi
ya da arti sonsuza giderken V(x)’in eksi islillerinin paydada bulunacagi katsayi
anlatiml esitlikler kurmakta yarar bulunmaktadir. V(x)’in sonsuzdaki biiyiiyiisiini
dengeleyebilecek tek biiyiikliikk u(x) islevinin tirevidir. Dengeleyis i¢in bu tiirevin
de, x sonsuza giderken, imsiz degerde sonsuza dogru biiyiiyiisiiniin Ongdrimii
gerekir. Orada, x’in sonsuza gidisindeki biiyiiyiisii bir dlcekleyis carpaniyla yansitip
u(x)’in birinci tiirevi yerine, x iizerinde (belki sifir digindaki) her yerde sonlu olarak
ongoriilebilecek bir yeni bilinmeyenle is gormek, yalinlagtirim i¢in énemli bir adim
olacaktir. Bu baglamda, asagidaki bilinmeyen doniisiimiinii giindeme getirelim.

i (x) = V2V (x) 1Y (x) (E.5)
Tiirevleyis yoluyla u(x)’in ikinci tiirevi asagidaki gibi yazilir.
V/
W () = VIV Y () + —2 ) () (E.6)

V2V (x) 2

Buradan (E.4)’li bilinmeyen tiirevli anlatim solda ama digerleri sagda olacak bi¢cimde
diizenleyip, her iki yani 2V (x) ile bolelim.

— Y (x)=1-Y(x)?

— 2\/§\/(x)% V() Y(x)+ ——E (E.7)
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Burada, x bagimsiz degiskeni yerine, ona bagimlilig1 asagidaki bigimde verilen bir y
bagimsiz degiskeninin kullanimina gegebiliriz.

Y (x) =2V (x)% (E.8)
Bu ortiik STD’den tiimlevleyisle asagidaki denkleme gegilebilir.

Y =v2 [ CaEv (&)} (E.9)

Burada, belirsiz de8ismez degistirge xp’in belirlenisi icin ek bir kosul verilisi
gerekmektedir. V(—x) = V(x) olgusu da gozoniine alinarak,

yx) = V2 [ dEvE)t=-—va[ aEv(-&)

= V2 avert-va [ azvie)!
= () V2 _ dEV (£)? (E.10)

yazilabilir. Bu esitligin y(—x) = —y(x) esitligine doniigebilisi icin asagidaki esitligin
saglanigt gerekir.

X0
/ dEV (E)T =0 (E.11)
.
Bu ise xg = 0’a bir kisitim1 getirir. Boylece, (E.9) 6zelsiz olarak asagidaki gibi yazilir.
X 1
y(x) = \/5/0 dEv (&)2 (E.12)

(E.7)’deki x bagimhiligt V ve Y i¢in yeni tamimlar yapilarak y bagimlili§ina
doniistiiriilebilir.

V(x)=V(y), Y(x)=Y(y) (E.13)

Bunlardan asagidaki esitlikler iiretilebilir.

V/(x) = V)Y (x) = V) V2V (x)2 (E.14)
o 1

Viy)= —V'(x E.15

) NG (x) (E.15)

T0) = —— () (E.16)

V2Y(x)2

Bu denklemlerde iis ile iistnokta simgeleri, sirasiyla x ve y degiskenlerine gore tiirevleri
simgelemektedir.

Yeni esitlikler kullanilarak (E.7) denklemini yeniden yazacak olursak asagidaki
denklemi elde ederiz.

- 1
S T0) + S E (E.17)



Saptirimh Siradan Tiirevli Denklem Olusturumu

€ bir saptirim degistirgesini olmak iizere, (E.17) yerine asagidaki denklem yazilabilir.

2
YO)¥y,6)+ £ E (E.18)

() 46))

Burada, E aranan degil verilen bir degistirge olarak ongoriilmektedir. Bu nedenle,
€’dan bagimsiz olarak nitelendirilmistir. (E.18)’de € = 0 alinirsa asagidaki denkleme
ulagilir.

<l

Y(y,S) =1 _T<y78)2 -

NS R,

Y(y,0) = 1-T(y,0)> (E.19)

Bunun sonsuz kii¢iik degisimli yapis1 asagidaki bigimde verilebilir.
dY(y,0) = dy (E.20)

Burada,
Y(y,0) = tanh (6(y)) (E.21)
bilinmeyen doniisiimii gerceklestirilecek olursa, (E.20) asagidaki yapiya kavusur

d{6(y)—y}=0 (E.22)

Bu sonsuz kiiciik degisim denkleminin ¢6ziimii, ¢ belirsiz bir degismez olmak iizere,

0(y)=y+c (E.23)
olarak elde edilir. Bu ise,
— Ce» —1
Y(y,0) = tanh = =% E.24
(y7 ) an (y—f—Cl) Cezy +1 ’ C € ( )

anlamina gelir.

(E.24) ile verilen Y(y,0)’1n y’de evrik bakigik yapida olacak olursa, u(x,0)’ 1 tiirevinin
x’te evrik bakigik olusu, bu yiizden de u(x,0)’1n x’te bakisik olusu saglanir ki, bu da
istenen bir durumdur. Bu dogrultuda, (E.24) den

— Cle 1

yazilabilir. Bu esitligin sag yani ile (E.24)’1n en sag yaninin, imsiz degerde, ortiisebilisi
istenilen evrik bakisimi saglayacaktir. Bu ise

cl=c, Cc==+1 (E.26)

bagintisindaki son esitliklerden birisinin saglaniminm gerektirir.

Once C = 1 alirsak (E.24)’ten

Y(y,0) tanh(y) (E.27)



anlattmina ulagilir. Bu anlatimin y = —eo’da —1’e, y = oo’de 1’e yatay olarak yanasan
ve, y arttikca, tekdiize artan bir davranigi vardir.

y bagimlili§indan x bagimliligina gecmek istenirse asagidaki esitlik yazilabilir.

1

e2V2 [ dev(€)2 -1 x |
Y(x,0) = —— —tanh <\/§ / déjV(J;)z) (E.28)
e2V2[dev(€)? 4 0

(E.5)’te Y(x) islevi yerine onun saptirilmigt olan Y(x,€) yerlestirilecek olursa
u'(x)’in de € degistirgesine bagimlh olacag diisiiniilmeli agagidaki saptirimli esitlik
yazilmaldir.

u(x,€) = \/iV(x)%T(x,e) (E.29)
€ = 0 alinirsa, agsagidaki saptirimsiz esitlifin yazimina olanak saglar.

i (x,0) = V2V (x) 2X(x,0)

1
_ \/EV(X)%gﬂfé‘déV(é)z .

2V2ITdEV(E? |
— v/2V(x) tanh <x/§/0xclév(§)i) (E.30)

Buradan u(x,0) ¢oziilmek istenirse

| 2VIJEAEV(E)? _q

du(x,0) =V2V (x)2 dx

VIFAEV(E)? 4 |
VEAEV(E)E _ o~V [FdEV(E)?

_ 1 ~d (ﬂ/%m&ﬁ) (E31)
eVEITAEV(©)T | o—V2[FdEV(E) 0

(]

esitligi yazilir. Evrikiistelcil sonsuz kiiciik de8isim (ing: logarithmic differential)
kullanarak

J {u(x, 0)—In (em;‘déws)i +e—ﬁfa‘d5v<é>5) } _o (E32)
ve buradan

u(x,0) = In (emgdafv@i +e—ﬁf5‘d5v<5>%) Lo (E33)

sonucuna varilabilir. Bu esitlik, x degigkeni art1 ya da eksi sonsuza giderken, u(x,0)’mn
hep art1 sonsuza gidecegini gosterir. Bu durum, u(x,0)’1n, o durumda hep eksi sonsuza
gidisi istemiyle celigir. Bagka bir deyisle, u(x,0)’i degisken anlatimi olarak alan iistel
islevin dalga islevi olabilisi olanaksizdir. Bu nedenle bir de C = —1 durumunu ele
alalim. Bu durumda (E.24)’ten

= e +1
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anlatimina ulagilir. Bu anlatimin y = —eo’da —1’e, y = oo’da 1’e yatay olarak yanasan
bir yapisi vardir ve y = 0’da oradaki diisey dogruya soldan art1 sonsuzda, sagdan eksi
sonsuzda yanasir. O diisey dogrunun her iki yaninda da artan bir islevdir.

y bagimhilifindan x bagimliligina ge¢mek istenirse asagidaki esitlik yazilabilir.

AVIRAEV(E)? || oVARTAEV(E)? 4 o VAITdEV()?
T(x,0) = =

: : = : - (E.35)
e2ﬁf8d5V(§)7 —1 eﬁfgdév(é)j — e—\ﬁf(fdf‘/(f)j

Buradan da,

| oVIRAEV(E)? | VIS dEV(E)?
u'(x,0) = V2V (x)2 1 1 (E.36)
eﬁfgdév(é)j — e*ﬁfgdév(é)j

esitligine ulagilabilir. Esitlik yeniden yazilacak olursa

VARAEV(E)T | oA [FdEV(E)?
du(x,0) = V2V (x)S— —  Fe TR g
VIRAEV(E)D _ VA frdEv(E)}

J (em;‘d&w:)% y e—mafdéw&)i)

V2 IEAEV(E)T _ o=V [FdEV(E)?
2
p (emgdéw&)i _ eﬂf&déwéﬁ)

2

NS

(eﬁfa‘dév@ﬁ _e—ﬁfédaﬁv@ﬁ)

— dIn ( VERAEVEE _ —vafraev(E)! ) (E37)
elde edilir. Buradan, c¢; yeni bir belirsiz degismez olmak iizere,
u(x,0) =1In ( eﬁjgd&v(é)% - e_ﬁfgdév(é)% ) +c2 (E.38)

sonucuna varilir. Bu da, x arti ya da eksi sonsuza giderken arti sonsuza giden bir
¢oziimdiir. Ustelik, bir de x = 0 degerinde de tekilligi vardir. Sonugta benimsenemez
bir yapidadir. Bu inceleyisler ¢6ziim bulunamiyormus gibi bir izlenimi yaratti. Ama
biitiinciil anlatim yerine kesimcillik benimsenebilecek olursa durum degisebilir.

(E.24)’te C sonsuza gotiiriilecek olursa Y (y,0) = 1 degismez bir ¢oziim elde edilir. Bu,
y = 0°da sifir olan, y’ye gore tiimlevi #(y,0) = y islevini iiretir. Bu igslevden

u(x,0) = V2l azv (&)} (E.39)

sonucu elde edilir. Gerek bu sonug, gerekse #(y,0) = y, x’in eksi sonsuza gidisi
durumunda istedigimiz eksi sonsuza gidis 6zelligini saglar. Ancak, x’in art1 sonsuza
gidisi durumunda bu islev, istenenin evrigine, arti sonsuza gider. Bagka bir deyisle,

Y(y,0) = I’e karsilik gelen bu durum u(x,0)’dan sonsuzdaki beklentilerimizden yalniz
eksi sonsuzdakini gerceklestirir.
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Ote yandan, (E.24)’te C sifir alinacak olursa Y(y,0) = —1 yine degismez bir ¢oziim
elde edilir. Bunun, y = 0’da sifir olan, y’ye gore tiimlevi #(y,0) = —y islevini iiretir.
Bu igslevden

u(x,0) = e~ V21§ 4EV(E)? (E.40)

sonucu elde edilir. Gerek bu sonug, gerekse u(y,0) = —y, x’in art1 sonsuza gidisi
durumunda istedigimiz eksi sonsuza gidis 6zelligini saglar. Ancak, x’in eksi sonsuza
gidisi durumunda bu islev, istenenin evrigine, art1 sonsuza gider. Bagka bir deyisle,

Y(y,0) = —1’e karsilik gelen bu durum u(x,0)’dan sonsuzdaki beklentilerimizden
yalmiz art1 sonsuzdakini gerceklestirir.

Bu iki olgunun birlestirimi ile Y(y,0) im (ing: signum) islevi olarak secilmis olur ve bu
secim, ilgili saptirimsiz denklemi x = 0 ya da y = 0 disinda saglar. x =0 yaday = 0’da
da saglamim istenecek olursa, Y(y,0)’mn bu konumda 1 ya da —1 degerli olarak segilisi
gerekir. Bu durumda, im iglevinden tek bir konumda sapig vardir. Kesimcil ¢oziimler

Y(y,0) = im(y) (E.41)

—}ﬁfédéV(é)%

u(x,0)=e (E.42)

esitlikleriyle yazilir.

Saptirm Acilminin Ozyineleyis Denklemleri

Saptirim denklemlerini belirlemek i¢in (E.18)’iin her iki yaninin saptirim degistirgesi
olan €’a gore istenilen kerteden tiirevlenip € yerine sifir yerlestirilmelidir. (E.18)’in her
iki yan1 €’a gore j kez tiirevlenecek olursa, tiim dogalsay1 j degerleri i¢in asagidaki
denkleme ulagilir.

I(pe)| [ [N(e)?) 1V [eX(re)
del 820_ el | o del oo 2V (y) Je/ o
E (d/e?
o = i =0,1,2,... E.43
* V(y) { del }80 J it ( )

Burada, sag yandaki ilk anlatimda 1 degismezinin €’a gore j. kerteden tiirevi
goriinmektedir. j’nin art1 biitiinsay1 degerleri i¢in bu tiirev sifir degerini alir. j =0
i¢in ise yine 1 olarak kalir. Bu durum, bu tiirevin J; ile simgelenen Kronecker
deltasi’na esit oldugu yargisina gotiiriir. Bu yargi, bu tiirevde € yerine 0 degeri konulsa
da degismez. Sonugcta, asagidaki esitligi yazabiliriz.

dle!
—_— =9d;0, 1=0,1,2,... E.44

{ del }8—0 70 g ( :
Bunu andiran bir durum €2’nin £’a gore j. kerteden tiirevi icin gecerlidir. j’nin 2°den
biiyiik degerleri i¢in bu tiirev sifirlanir. j’nin O ve 1 degerleri icin sifirlanmasa da, €
yerine 0 yerlestirildiginde sifirlanir. Bu durumda, ancak ve ancak, € un eksi olmayan
biitiinsay1 degerlerinden 2’de sifirlanis sz konusu olmaz, 2 degeri iiretilir. Bu ise
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bu biiyiikliigiin £’a gore j. tiirevinin € = 0’daki degerinin 28;, olusunu gerektirir.
Boylece,

0/e?
{a—;} =285, j=0,12,.. (E.45)
e=0

yazilabilecegi ortaya ¢ikar.

(E.43)’lin saginda sondan ikinci anlatimdaki, £’a gore j. tiirev icin Leibnitz kuralindan
yararlanilabilir ve asagidaki esitlik yazilabilir.

{ 8JsaYé]y,s) }820 - { i (i) (e) 7™ (y,e)} j=0,1,2..  (E46)

k=0 e=0

Burada iistsimge olarak verilen, siradan ayiraglar arasindaki sayilar ya da sayicil
simgeler, ilgili biiytikliiklerin €’a gore kaginci kerteden tiirevleri oldugunu gostermek-
tedirler. €’un € = (’da sifirlanmayan tiirevi k = 1 iistsimge degerine karsilik gelir ve bu
degerde ikili toplam acilim (binom) katsayist da j degerini alir. Boylece, (E.46) yerine

{ 8@?(}7, £)

* } — T V500  j=01,2. (E47)
e=0

daha yalin esitligi yazilabilir. Aym bicimde (E.43)’iin sagindaki ikinci toplamcil
anlatim icin de asagidaki esitlik yazilabilir.

I3 e & (N\® . b .
{ 557 eo_kgb . T (0Y" “(y,00 j=0,1,2.. (E.48)

Yukaridaki inceleyigler, jnin tim dogalsayr degerleri igin gecerlidir ve Y(y,€)
islevinin £’da Maclaurin a¢iliminin yaziliminm saglar. A¢ilim i¢in

Y(ye)=Y %gl’, j=0,1,2... (E.49)
=0

yazilabilir. Tikiz simgelendirim i¢in

<)
- TV ,0 ,
Y;(y) z¥ i=0,1,2... (E.50)

tanimlar1 yapilacak olursa, (E.49) yerine

[}

Y(ye)=Y Y;(ne’, j=0,1,2... (E.51)
j=0

yazilabilir. Tikiz anlatimlar j. tiirevleri asagidaki gibi yazmamiza olanak saglar.

ang(y7€) —_ Y. H—
{ P }80 =jY_1(y), j=0,1,2... (E.52)
/Y (y,€)? A .
e =Y Y)Y (y), j=0,1,2... (E.53)
e=0 k=0



Yine (E.50)’nin kullanimi

e | = .
&=

esitlifinin yazimina olanak saglar. Bu tikizlagtinmdan sonra (E.43) asagidaki gibi
yazilabilir.

- I 1 — E
Yy :5'70— T yY, y ——_—Y'_l y —:6'72, j:O,l,Z,...
J( ) J k;o k( ) J k( ) ZV(y) J ( ) V(y) J

(E.55)

Bu ortiik bir 6zyineleyis gosterir. Bunun nedeni de, j Maclaurin katsayisi islevinin
belirleniminin, daha kiiciik altsirasayili katsay1 iglevleri belirlenmis olsa da, bir STD
¢Oziimiine gerek duyurusudur.

(E.55)’te j = 0 yerlestirilir ve eksi altsirasayili bilesenler 6zdes olarak sifir alinirsa

Yo(y) = 1 - To(y)? (E.56)

yazilabilir. Bu esitlik yukarida saptirnmsiz durumda iiretilen yapidadir. Yalnizca bilin-
meyeninin simgelenisi degismistir. Saptirimsizlik agisindan degisen bir olgu yoktur.
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EK F: Siradan Tiirevli ve Degisimli Denklemler Tabanli Uygulayislar

Onceki boliimlerde isle¢ taban kiimesi kullamlarak nicem islec beklenen degerlerin
belirlenimi iizerine c¢alisilmis ve olusturulan denklemin ¢odziimiinde son asamada
“Gecikimli Siradan Tiirevli Denklem (ing: Delay Ordinary Differential Equation)”
diye adlandirdirilan denklem elde edilmisti. “Siradan Tiirevli ve Degisimli Denklem
(ing: Difference-Differential Equation)” diye de adlandirabileceg§imiz bu denklemin
cOziimil i¢in bu ek boliimde bir yontem gelistirilmesine ¢alisilmis ve de uygulayislar ile
kuramcil yapinin desteklenmesine calisilmistir. Ayrica bu ek boliimde bilimcil yazinda
Oziine es (ing: self-adjoint) olmayan bir islecin beklenen degerinin belirleniminde
kullanilan “Iki-Yanli Rayleigh Orani (ing: Two-Sided Rayleigh Quotient)” veya 6teki
adiyla “Ostrowski Oran1” olgusu ele alinmis ve buradan erke degerini verecek baginti
elde edilmeye calisilmistir. Elde edilen bagintidan uyumlu salingac icin yaklasik erke
degerleri MuPAD betigi yardimiyla elde edilmistir.

Sifir Ustellik Ereyinde Coziim

Onceki boliimlerde elde edilen siradan tiirevli ve degisimli denklemin ¢oziimii
tizerinde calisirken inceleyislerimizi yalinlagtiracak bigcimde denklemi yeniden elde
etmekte yarar bulunmaktadir. Bu amacla agagida verilen nicem devinbilimcil bakigik
istel uyumsuz salingac denklemine dogabilimcil birimsizlestirim uygulayalim.

oy(xt) 1 P y(x)

P TR

e (e’“2 - 1) w(x,1) (E1)

Burada, konum (x) ve zaman (¢) degiskeni uzunluk ve zaman biriminde, indirgenmis
Planck degismezi () erke ile uzunluk carpimi biriminde, u kiitle biriminde, gizilgiic
genli8i (o) ile etkilesim yay de8ismezi (k) ise, sirasiyla, erke ve uzunluk karekokii
birimindedir. Bu denklemi dogabilimcil birimsizlestirmek i¢in, zamanda ve uzunlukta
bilinmeyen birim degerleri simgeleyen f,; ve xp,’yi asagidaki olcekleyis esitlikleri ile
yazabiliriz.

_ X
f -

(F.2)

t _
— N x
Ipha Xbd

Bunlarin (F.1) denkleminde kullanimui ile

37’ (371?) . 1 [ htpy 821[_/ (f,f) Otpg ol 2 o
ot T 2 (‘uxgd) ox2 +< A ) <e M= 1) v (x,1) (E3)

elde edilir. Dogabilimcil birimsizlestirim icin yeni bir yaklagim olarak ayiraclar ara-

sindaki biiyiikliikleri inceleyislerimizi yalinlastiracak bi¢cimde asagidaki gibi alabiliriz.
hit
L —1, e=xP, = (F.4)
HXpa

Onceki uygulayista ikinci denklemin sol yaninda € yerine ’% bulunmaktaydi. Ugiincii
denklemin sag yanindaysa yalnizca 1 bulunmaktaydi. Bu birimsizlestirim de 7 =1 ve
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W = 1 alimma esdegerdir. Bu durumda gizilgii¢ asagidaki gibidir.

Vi) =, (F.5)

Burada ve anlatimlarin siiregelen kesimlerinde x {izerindeki ¢izgi, 6zelsizlikten birsey
yitirmeksizin kaldirilmustir. “Ustellik Degistirgesi” diye adlandirabilecegimiz €, sifira
gotiirtildiigiinde gizilgiic uyumlu salingac gizilgiiciine yanagsmaktadir ve bu yanasim
tam belirtik (ing: explicit) durumdadir.

Konum iglecine bagl herhangi bir ¢oziimciil f(g) islevi i¢in duragan diizeylerde

asagida verilen esitligin

d>
sl (f(g) =0 (F.6)

gizilgii¢ islevinde degisken yerine konum isleci yerlestirilerek, erkesi E degerine
karsilik geldigi durumlarda asagidaki denklem ile yazilabilecegini gostermistik.

~V@F @) -2V @F @)+ (FO @)+ EG @) =0 ED

Bu denklemde goriilen nicem devinbilimcil bakisik iistel uyumsuz salinga¢ dizgesi
icin (F.5)’te yeniden tanimlanan V (g) ve inceleyislerimizi yalinlastiracak bi¢cimde iistel
islev olarak sectigimiz f (¢)’u asagidaki gibi yazabiliriz.

r 1 -2 N A
V@=5, (T -1),  s@=e ()

Ozislevde varolusu gereken € bagimlhiliginin yanstyacagini goz oniine aralarak f (g)’in
beklenen degeri icin

o(v,e) ={f(2)) (F.9)

tanimin1 da yapacak olursak (F.7)’yi asagidaki gibi bir siradan tiirevli denklem olarak
yazmak olanaklidir.
4vic” (v,e) + (12v? —8E (¢) v?) o’ (v,€) + (3v? —4E (¢) v) (v, €)

(va)_:j/(v_878) —2VG/(V—8,8)—2VO-<V78)_§(V_8’8)

0-/
—4v? =0

(F.10)

Burada iis simgeleri v’ya gore tiirevi simgelemektedir. En sagda ve en sagdan
ticiincii toplamcil anlatimda goriinen orancil yapilar aslinda degisim oranlaridir ve €
degisim bagimsiz degistirgesi olarak diisiiniildiigiinde, v’daki € degerindeki azalima
karsin sirasiyla o’daki ve onun v’ya gore tiirevindeki degisimin orancil degerlerini
anlatmaktadirlar.

€’un sifira yakin olusu durumunda asagidaki yaklastirim esitlikleri yazilabilir.

{G(v,e)—o(v—e,e)} {G/(V,S)—G/(V—E,S)}

— 0" (v.,0
: ‘ (v.0)

e—0

— o'(v,0),
£—0

(F.11)
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€ = 0 oldugunda yani sifir iistellik ereyinde (limitinde), (F.10) denklemi asagidaki
bicimde yeniden yazilabilir

4v? (v2—=1) 6" (v,0) + (12v* —8E(0)v> — 4v) ¢’ (v,0)
+ (3v? —4E(0)v) 6(v,0) =0 (F.12)

Bu denklemin degisik E(0) degerlerine karsilik gelen o(v,0) c¢oziim degerleri
bulunmaktadir. Bunlardan biri asagidaki bicimde verilebilir.

[S—
—_

E(0) = o (v,0)=(14+v)2 (F.13)

ok
Sifir uistellik ereyi “Uyumlu Salingac”a karsilik gelir. Bu yiizden, (F.13)’teki bulgular
da bir bigimde uyumlu salingacin erke diizeylerinden birine karsilik gelmelidir. Ilk
olarak uyumlu salingacin taban diizeyine odaklanalim. Indirgenmis Hamilton islecinin
0zdenklemi, sifir iistellik ereyinde agsagidaki yapidadir.

1 x?

) u,s(x) + Ell/us(x) = Eus‘l/us<x) (F.14)
us altsimgedizisi uyumlu salingaci cagristirmak amaciyla kullanilmaktadir. Bu denk-
lemin taban 6zdegeri ve birimboylulastirilmis 6zislevi ¢oziimciil olarak belirlenebilir
ve asagidaki sonuglara ulagilabilir.

1

E,= 57 Wus(x) =T

—_
(S8

X

T (F.15)

ie

Buradaki oziglev kullanilarak beklenen deger o,s(v) asagidaki esitlikler ile
belirlenebilir.

(V) =72 / T doys (1) e (1) = 1t / " dxe 1 = (14 y) 3
(F.16)

Bu sonug, (F.13)’te elde edilen sonuglarin uyumlu salingacin taban diizeyine karsilik
geldigini gosterir. Ancak, (F.12) icin bagka ¢6ziim ikilileri de elde etmek olanaklidir.
Ornegin,

E(0) = 6 (v,0)=(1+v)2 (F.17)

27
Bu c¢oziimlerin de uyumlu salinga¢ icin asagidaki oOzikiliye karsilik geldigini
gosterilebilir.

[§)

1 X

J Vus(X) = V21 dxe” 7 (F.18)

Onceki ¢oziimiin bakisik dalga islevli diizeylerin tabanina karsilik gelisine karsin bu
coziim evrik bakisik dalga islevli diizeylerin tabanina karsilik gelir.

Aslinda, (F.12)’nin sayilabilir sonsuz sayida ¢oziimii vardir. Bunlarin yaris1 bakigik,
oteki yarisiysa evrik bakigik diizeylere karsilik gelir. Bu ¢oziimler de, o(v,0)
(1+v)’nun eksi yarimhi (—1/2, —3/2,...) uisliilerinden olusan bir sonlu sayida anlatim
iceren anlatim olarak saptanabilir. S6zgelimi, taban iizeri ilk bakigik diizeye karsilik
gelen o ¢ozimi o(v,0) (1 + v)nun —1/2, —3/2, ve de, —5/2 isliilerinin bir
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dogrucul birlesimi olarak 6ngoriiliip, birlesim katsayilari, bu dogrucul birlesimin ilgili
denklemi saglayacagi bicimde saptanabilir. Taban iizerindeki ikinci bakigik diizey icin
bunu andiran bigimde ama bu kez bes anlatim alarak (iis i¢cin —1/2, —3/2, —5/2,
—7/2, —9/2 kullanarak) sonuca ulasilabilir. Taban iizerindeki n. bakigik diizey i¢in
—1/2’den baslayip birer birer azalan (2n+ 1) anlatim alinarak sonuca ulagilabilir.
Evrik bakigik diizeyler i¢in de durum es yapidadir. Ama azalan iisler —1/2°den degil
—3/2’den baglamalidir.

Degisimcil Bilgisaymim Tabanh Yaklastirnmlar

Bir onceki altboliimde sifir iistellik ereyinde kuramcil tabanini dogruladigimiz yapiy1
degisimcil bilgisayim yaklastirimi ile ele alarak uyumsuz iistel salinga¢ icin ¢coziim
arayisina girelim. Bunun i¢in bir 6nceki altboliimde elde aldigimiz (F.10) denklemini
agirlikli 6zdeger sorunu olacak bigcimde yeniden yazalim.

"(v,e)—0'(v—g,¢)
€

c
4vte” (v,e)+12v3c’ (v,e) +3vio(v,e) —4v?

o(v,e)—o(v—g,¢)
€

—2vo' (Vv—g,8)—2v =E(¢) [8v?0'(v,€) +4vo(v,e)]

(F.19)
Bu denklemi bir islevimsi (ing: functional) elde edecek bicimde yazmak olanaklidir.
Bunun i¢in denklemin her iki yam herhangi bir islev ile ¢arpip v lizerinde sifirdan

sonsuza dek tiimlev almak gerekecek. Biz herhangi bir islev yerine o (v, €)’i segersek
asagidaki denklemi elde ederiz.

/ dvo(v,e) [4v46”(v,8) +12v30’ (v,e) +3v?o(v,€)
0

_4v20’(v,e)—0’(v—8,8)
€
o(v,e)—o(v—eg,¢)
€

—2vo' (v —g,€)—2v
:E(e)/;lvc(v,e) [8v?6'(v,€) +4vo(v,e)] (F.20)

Bu denklem, 6 (v, €) ve E ikilisi ger¢ek ¢oziim degerlerinden birinde oldugunda, kesin
olarak saglanir. Ama, eger o(Vv,€) yerine bir kestirimcil yap1 yerlestirilirse, kesin E
yerine yaklagik bir degerce saglanir. Bu degerlere “degisimcil bilgisayim yaklastirimi
(ing: Variational Computational Approximation) ad1 verilebilir.

(F.20)’de tiimlev aralig: sifir ile sonsuz arasinda se¢ilmistir. Bunun nedeni, (v, ¢€)
islevinin bu aralikta siirekli olusunun gerekliligindendir. Bu islev, v = 0’da 1 degerini
alir, v art1 degerlerinde sonlu kalir ve v sonsuza giderken sifira dogru soner yani tiimlev
aralig1 icinde tekillik icermez.

Yaklasik da olsa bir ¢oziim elde edebilmek i¢in asagidaki gibi bir ongoriimde
bulunabiliriz.

o(v,e)=Ae " (F21)
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Burada A ve Y bilinmeyen degistirgelerdir. Bu 6ngoriime dayali olarak asagidaki
esitlikleri yazabiliriz.

/ dvo(v,e) [4vie” (v,e) +12vi0’ (v,€) +3vio(v,€) ]
0

42 2 4 3 2\ _
=A /O dve 2 (4yv* —12yv? +3v )__4_;/3 (F.22)
) / _ ~/ _ _ Y€
/ dvo(v,e) [—4v26 (v.e)—o' (v 8’8)} e E
0 € %
/Mdvc(v e)[—2vo' (v—g,e)] = e (F.24)
0 ) ) - 2,}/ .
> o(v,e)—o(v—eg,g) 1—e?® ,
d A 8 .
/o vo(v,€) { 2v - ] e A (F.25)
/ dvo(v.e)[8vio'(v.e) +4vo(v,e)]| = ) (F.26)
0
e _q
Bl = >+ 1 Yo (F27)

4y 2¢e 2

Yaklasik erke icin buldugumuz bu anlatimi ¥ iizerinde art1 kalis1 inceleyebilmek icin
asagidaki bicimde yeniden yazabiliriz.

3 e’ —1
Eyak(&}’) = <ﬂ - %/) + e (1 — ’}/8) (F.28)

Bu esitligin sag yanindaki ilk 6gesi ¥ < /3/2 oldugunda, toplamin diger 6geleri de
y < 1/€ oldugunda art1 kalir. Béylelikle asagidaki kosul saglandiginda E,;’1n artihg:

giivence altindadir.
31
Y < min (\/;, E) (F.29)

Bu kosulun tanimladig1 y bolgesinin disinda da artilik saglanabilir. Ancak, o bolgenin
coziimciil olarak belirlenisi olanakli degildir. Sayicil olaraksa belirlenebilir.

En kii¢tik Ey,; degerini verecek y’y1 bulmak igin (F.28)’in her iki yam y’ya gore
tirevlenmeli ve sifira esitlenmelidir.

37
Bl (e.7) = 37— €3¢ (F30)

Tiirev alinarak elde edilen (F.30) esitligi eksi olmayan y ve € degerleri icin hep
eksi kalmaktadir. Buradan bir y belirlenmesi ve sonlu bir en kiigiik erke degerinin
belirlenemesi olanakli olmamaktadir. y’min alacagi degerlerden biri taban erke
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degerine denk gelecegi bilindigi halde, bu degerin belirlenimi i¢in buradan ilerlemek
dogru degildir.
Coziim i¢in yeni bir yol sendelenim bastirnmini ele almaktir. Yukaridaki inceleyisler

yaklagik erke degeri iireten bir islevimsiye ve uygun secilen bir taban islevine
dayandirilmigtir.  Erkedeki sendelenimi tanmimlamak i¢in beklenen degeri erkeyi

verecek asagidaki gibi bir 2 isleci
Zo(v,e)=E(e)o(v,e) (F31)

ve erkenin dordiilii i¢in de bir islevimsi tanimina gereksinim vardir. (F.31)’de tanimla-
nan 6zdenklemi yazabilmek icin (F.19)’u yeniden ele almak ve asagidaki dzdeslikleri
yazmak gerekir.

d
8v2o'(v,e) +4vo(v,e) = SV%E (vﬁ;(v,e)) (F.32)

4vtc(v,e)+12v36’(v,e) +3vio(v,e) = 4v3% (v2% <v56(v,£))) (F.33)

4\/2 6/(‘/78) — g/<v — 878) +2vG(V,8) _ :(V — 878)

3 d |
4v25 (vi [G(v,e)—c(v—s,e)]> (F.34)

Bunlarin (F.19)’da yerlerine yerlestiriminden sonra olusacak denklemin her iki yam
v3/2 /8 ile carpildiktan sonra v yerine 71 yerlestirilip 1 ilizerinde 0’dan v’ya
dek tiimlevlenirse; bu yapilirken v sifir oldugunda o(v,€) degerinin sonlu kaldig
amimsanirsa; ve de, elde edilen denklemin her iki yan1 v—1/2 ile carpilirsa asagidaki
denklem elde edilir.

vid [ lo(v,e)—o(v—g¢) vy _i1do
2.dv (vzg(v 8)> € 4 o dnn 2dn (n-e.¢)
= Z0(v,e) = E(e)o(v,€) (F.35)

Bu denklem, siradan tiirevli, tiimlevli, degisimtirimli bir dogrucul olan 2 islecinin
O0zdenklemini tamimlamaktadir. Bu esitligin her iki yan1 herhangi bir islev olan
g(v,¢) ile carpildiktan sonra Vv iizerinde sifirdan sonsuza dek tiimlevlenecek olursa
bir “Rayleigh Oran1”n1 [133, 134] veren asagidaki esitlige ulagilir.

E(e) = Jo d}/ogfl\;;() <.§> (F.36)

Bu esitlik g islevi 7 islecinin 6ziglevlerinden biri olduk¢a kesin olarak dogrudur ve 2
islecinin g 6ziglevine karsilik gelen 6zdegerini iiretir. Yoksa, iiretilen deger bir 6zdeger
esit olmaz. Boyle durumlarda

Jo dvoyu(v, 8)$6yak V,€)
Eva(€) = Jo" dvoya (v, €)? <g\> E37)
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ile tanimlanan iglevimsiden, verilen bir oy islevi i¢in yaklagik bir erke degeri
belirlenebilir.

Uygulayimcil bir adim atmak i¢in oy,;"a 6nceden de kullandigimiz 6ngdriimii yeniden
yazalim.

Oyak(v,€) =e 7 (F.38)

Burada belirlenisi beklenen y ve diger biiyiiklikk v eksi olmayan degerler olarak
diisiiniilmektedir. Onceden varolan A de§ismez ¢arpam erke belirleyici yapilarda
goriinmediginden ve de ¢ islevinin v = 0’da 1 degerini aliginin gerekliliginden dolay1
burada 1 alinmistir.

Bu 0ngoriim ile (F.36)’dan yaklasik erke degerini bulmak icin Oncelikle (F.35)’1
kullanarak asagidaki esitlikleri yazmamiz gerekmektedir.

V2 d \% 2 _
LS <V1C7yak<v 8)> (Z_WT> e 7V (F.39)
_ — Ye _
_%cyak(v,e) SGyak(v ) _e - Lo (F.40)
7d 40, oVE [V d

(F.36)’n1in pay ve paydas1n1 bu e§1thk1eri kullanarak bulmak olanakli.

2 d 1 o \% 2\ 1

(F42)
1 0y (V,€) — Oyar(vV —€,€ E_1 [ 1
(F.43)

dGak
/dvcyakve 4/ dnn zd—y(n—s,E)

ve v e 2 e
_rel [rdv W/ M T (/ dne "My~ 2) = (ka)

4 Jo 8
/mdva (v 8)2 _ 1 (F.45)
0 yak\ 'V - D) y .
Elde edilenler yerine konuldugunda
ny 1 TYE —1
E =— —— — F.46

bulunur. Bu bagint1 ¥ 1/27’den biiyiik oldukga hep art1 erke degeri tiretir. Bu y de-
gerlerinden birisinin taban erke degerini kesin olarak verecegini soylemek olanaklidir.
Ancak, bulunan esitligin hep artan nitelikte olusundan dolay1 ek bir bilgi olmadik¢a bu
degeri bulmak olanakli géziikmemektedir.
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Oziine es .7 isleci icin

Verilen bir 6y, (V, €) islevi i¢in

N _ 2
Jo dv <.§fcyak(v,e)>
Jo dvoyu(v,€)?

fO dvcyak(" S)g.ﬁfcyak V g
B fO dvcyak(v,g) < §> (F47)

E(Z)(s) =

yak

ile tanimlanan (} simgesi es i¢in (2) iistyazisi ise dordiil i¢in kullanilmaktadir) ve erke
dordiiliine yaklagtirim iireten islevimsi bakigik bir islecin beklenen degerini betimler.
Bu islevimsi bir Rayleigh Oran1 olup duragan (ing: stationary) degerleri erke dordiilii
izgesini olusturur. Bu izgedeki taban deger bu oran en kiigiik kilar.

(F.38)’deki ongoriim icin asagidaki esitlik yazilabilir.

eyg_l v_&z>e - r}/e%‘;‘ Vdn

€ + 4 4
Buradaki sag yan anlatiminin dordiiliiniin v iizerinde 0’dan sonsuza dek tiimlevi erke
dordiil degerlerinin belirlenimine olanak saglar. Elde edilecek ilgili beklenen deger
Y degistirgesine gore bir ya da birden ¢ok eniyileyis degeri iiretir. Bunlardan en az
degerli olan1 taban erke de8erine buradaki 6ngoriim baglaminda en iyi yaklastirimi
tiretir.

gcyak(v,e) = ( (F.48)

o icin degistirge sayis1 yeterince yiiksek olan yaklastirnm ongoriimleri de giindeme
getirilebilir. Bu baglamda

Oyak(v,€) =e 1" Zn: cjPi(v) (F.49)
Jj=0

Burada n eksi olmayan bir biitiinsay1 olarak segilecek olup P;(Vv) ile simgelenen
biiyiikliik j. dereceden bir cokterimliyi gostermektedir. Bu ¢okterimliler aralarinda
exp(—2yv) agirhik islevi altinda dikgenlestirilmis ve birim boylulastirilmig olarak
diigiiniilmektedirler. cjler belirlenecek dogrucul birlesim katsayilari olup bilgisayimi
dizeyler ve yoneylerle ilintilendirecek olan olgudur. Bundan sonrasi tiimlevcil
bilgisayimla dizey 6gesi belirleyisi olup ele gecen dizeyin izgesi erke dordiil degerleri
icin yaklagtirm degerlerinden olusacaktir. Bunlarin arti dordiilkokleri aranan erke
degerlerini verecektir. Erke degerlerinden her birine bir cy,...,c, takimi karsilik gelecek
ve bu da ilgili 6zislevin tiretimine olanak saglayacaktir.

Oziine es olmayan .Z isleci icin

2 isleci icin 6ziine es olug durumu giivence altinda olmadigindan bir 6nceki kesimde
verilen yaklasimi yeniden ele almak ve kurami tekrar olusturmak uygun olacaktir.
(F47)de tanimlanan islevimsi, . islecinin esi ile o islecin Oziiniin ¢arpiminin
beklenen degeridir. Beklenen degerde kullanilan iglev de yalmizca oy ’dir. Bu durum,

bu beklenen degerin 2 islecinin dordiilii izerinde tanimlanmamig oldugundan, erke
degerinin dordiiliinii vermez.

Beklenen degeri alinan isleg, aslinda, Z’m carpimcil bakigiklastinmidir. Erke ile
dolayli olarak ilgili oldugu diisiiniilse bile dogrudan bir dogabilimcil anlam vermek pek
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de olanakli degildir. Bu yiizden (F.47) esitligini erke belirleyisinde kullanmak yerine
Z islecinin 6zdenklemine yeniden odaklanip beklenen degerini yeniden tanimlamak
gerekecektir. Islecin 6zdenklemi asagidaki gibidir.

Zo(v,e)=E(e)o(v,€) (F.50)

Yukaridaki denklem, aslinda, . islecinin sag 6zdenklemi, o (v, €) da sag ozislevi ve
karsilik geldigi 6zdeger E(€)’dur. .Z islecinin sol 6zdenklemi agagidaki gibidir.

@p(v,s) =E(e)p(v,¢) (F.51)

Burada, p(v,¢€) Z islecinin E(g) dzdegerine karsilik gelen sol 6zislevini simgeler.
Goriildiigii gibi her bir katsiz 6zdegere bir sag bir de sol 6zislev karsilik gelir. Ozdeger
katlilig1 durumunda, katlilik sayisina eg sayida sag-sol 6zislev ikilisi bulunabilir.

Z islecinin 6ziine es olusu durumunda (F.51) ile (F.50) ortiisiir. Bu durumda yalnizca,
tek bir 6zigleve, 6’ya odaklanilir ve bir onceki kesimdeki gibi ilerlenir.

Oziine es olmayan bir 2 isleci i¢in beklenen deger ya da o tabanda bir islevimsi
taniminda da yalnizca tek bir islev degil hem sag hem de sol 6zislevlerle ilgili yapilar
kullanmak gerekir. Bilimcil yazinda “iki-Yanli Rayleigh Oran1”ve “Ostrowski Oran1”
[135-137] olarak gecen oran asagidaki gibi tanimlanir.

E(g) = f(}od:;eé\(/vglga v,€) <§> p,o) (E.52)

2 isleci ile onun esinin tanim bolgelerinin farklidir. Bunun nedeni sol ve sag
oziglevlerin islevcil 6zelliklerinde tam bir Ortiisiimiin olmayist ya da sonlu adiml

doniistimlere dayandirilma durumunun pek varolmayigidir. .Z 6ztanim bolgesinden
estanim bolgesine, esi ise es tamim bolgesinden Oztanim bolgesine doniisiim
gerceklestirir.  Bu iglecler tanim bolgelerinde goriintii yaratamazlar. Bagka uzaya
gotiiriirler. Bu durumda goriintiilerini tamim bolgelerinde yaratan islecleri bulmak

gerekir. Bunun icin Zile esinin ve esi ile Oziinlin carpimlart ele alinabilir. Bu
durum, tekil deger ayristirrmlarinda bulunur. Bu ikili ¢carpimlarla olusturulan islecler
Oziine es olup birincisinin Ozislevleri sol, ikincisinin 6zislevleri ise sag olmak iizere
2 islecinin oziglevlerine karsilik gelir. Sirasiyla sol ve sag tekil islev adi verilen bu
islevlere karsilik gelen ortak 6zdegerler ise tekil degerlerinin dordiillerine karsilik gelir.

Bu nedenle, Ey(il)((e) ile simgelenen iglevimsi, Z islecinin 6zdeger dordiillerine degil,
tekil deger dordiillerini verir.

Bu c¢ikarimdan sonra sol ve sag 0zislev yaklastirimlart icin asagidaki ongoriimleri
yaparak ilerleyelim.

Oyak(V,€) =e 1Y, Pyak(v,€) =e 7Y (F.53)

Ara agsamalar verilmeksizin bu dngoriimlerin kullanimi ile asagidaki sonuca ulagilir.
1 nm+n) ( /%) 2!
@ c,p)= + arctan vl R —
< dn+r) 4/nr B/ (n+p)

nnm+nr) ( /%))e“—l
+ 1 —I— — = € arctan — F.54
( 2Ny §%) 2¢ £54)

203




Bu esitligin sag yam dort toplamcil anlatimdan olugsmaktadir. Bunlardan ikincisi ve
sonuncusu Y’lar hep art1 kaldikca art1 kalirlar. Birinci ve iigiincii anlatimlarin toplami
ise eksi deger de alabilir. Ancak, y; degistirgesi 39> ’den biiyiik kaldikca bu toplam
da hep art1 degerler alir. Bu durum bir yeterlilik kosuludur. Uygun secimler altinda
artilik durumu hep saglanabilir. Artilik durumunda (F.54)’iin sag yaninin davranigini
olabildigince yalinlastirabilmek i¢in asagidaki doniisiimleri yapalim.

"= rsin((p)z, Y = rcos ((p)z, (E.55)

Burada, y’lar eksi olmadikca, r de eksi olmaksizin degerler alir. Buna karsin ¢ de
0 ile m/2 arasinda degisir. Bu doniisiimlerin (F.54)’te kullanarak asagidaki esitligi
yazabiliriz.

1 2\ 1 ercos((p)28 -1 9 reos(¢)’e 1
<.,27>(6,p): Z_COS((P) ;+f+5tan((p) e 57
(F.56)

Sag yan anlatimi, ¢ degistirgesi 7/3’ten bilyiik deger aldikca, r’nin eksi olmayan
tiim degerleri i¢in hep art1 kalir ve bir en kiiciik deger alir. ¢ degistirgesi 7/3’ten
kiiciik kalsa da, €’a bagh olarak degisebilen birkesim degerlerde art1 kalabilir ama,
artik, en kiiciik sonlu bir degeri olamaz. En kiiciik degeri belirleyebilmek i¢in sag yan
anlatiminin r’ye gore tiirevini alip sifira esitlemek ve elde edilecek cebircil denklemi
cozmek gerekir. € sifir olmadik¢a bu eylem ¢oziimciil olarak gerceklestirilemez. € =0
icinse (F.56) asagidaki yapiya biiriiniir

(1 2\ 1 (0] 2\
<62/”\> (G,p)L:O = (4 —cos () ) ;. + <4 tan (@) +cos (@) > r=E, (E57)
(E.57)’yi r’ye gore tiirevleyip sifira esitler isek olusan denklemin r i¢in ¢oziimii
1—4 2
rei = \/ cos(9)” (F.58)
@tan (@) +4cos (@)

bulunur. Burada ei altyazisi eniyilenmis deger anlamindadir. Bu eniyilenmis degere
karsilik gelen erke degeri E,; icin asagidaki esitlik yazilabilir.

1
E,; = 5\/1 —4cos((p)2\/(ptan((p) +4cos(@)? (F.59)

Bu esitligin ¢, ©/3 ile 7/2 arasinda deger alirken bir en kiigiik deger almasi gerekir.
Yoksa, ¢ degerinin se¢ciminde ne gibi ol¢iit kullanilacagi sorunu ortaya ¢ikar. O
durumda, en kiiciik sendelenim arayisina gitmek bir ¢coziim olarak goriilebilir. Ote
yandan, yukaridaki r,; degeri ¢ = 7/3 i¢in de, ¢ = m/2 icin de sifirlanir ve bu iki
degerin arasinda, siirekliligi nedeniyle, en azindan bir yerel en biiyiik deger alir. Bunu
veren @ degeri kullanmak olanaklidir.
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Diizlesiklik ya da giirbiizliik ilkesi

Onceki altboliimde (F.57) ile verilen esitligin r *ye gore tiirevini alip, sifira esitlenimi
ile elde edilen denklemin sonuclar1 (F.58) ve (F.59) esitlikleri ile verilmisti. (F.59)’un
sag yanindaki anlatim ¢, m/3’ten m/2’ye dek degistik¢e tekdiize artar ve ¢@’nin
belirlenimi icin bir Olgiit getirmez. Buna karsin, r,; icin verilen esitlik (F.58)
incelendiginde sag yanin 0’dan baglayarak tekdiize arttig1 ve belli bir degere ulastiktan
sonra 0’a dogru tekdiize azaldigi goriilir. Bu durum, ¢’nin belirlenimi icin bir
onemlidir. Ciinkii r,; bir en kiiciik degerdir. Bu en kiiciik degerden sapisin E, ’de
biiyiik degisikliklere yolagmamasi istenir. E,’daki bu 6zellik onun olabildigince
diizlesik (ing: flat) ya da giirbiiz (saglikli, az etkilenen, ing: robust) olusu olarak
nitelendirilir. E,;’un r’ye gore ikinci tiirevi, r,; dolaylarinda, ne diizeyde kiiciikse (en
kiictikliik i¢in artilik gereklidir); E,; r’ye gore o yorede o diizeyde diizlesiktir. E,;’un
r’ye gore ikinci tiirevinin @’ye gore enkiiciiklenimi aranan ¢ deger(ler)ini verecektir.

(F.57)’nin her iki yaninin r’ye gore 2. tiirevi alinirsa

02 Eys 1 1
3,2 ()= 5 <1 —4cos((p)2) 3 (F.60)

elde edilir. Burada, r yerine r,; alinarak, eniyilenis sonucu kullanilirsa asagidaki
esitlige ulasilabilir.

9%Eys 1 -3 3
S35 (s 9) = 5 (1=4c0s(9)?)  (gtan(9) +4cos (9)?) (E61)

Bunun sag yan anlatiminin, ¢ 7/3’ten 7/2’ye degisirken, alacagi en kiiciikk deger-
(ler)in ve onu yaratan @ deger(ler)inin saptanisi, £, ’in en diizlesik ya da en giirbiiz
durumunu elde edise olanak saglayacaktir.

(F.61)’in her iki yam ¢’ye gore tiirevlenecek olursa asagidaki esitlikler yazilabilir.

(G ) = (1-4005(07)  (otan(e) +4cos (p) 00 (FeD

P(p) =—sin(2¢) ((ptan((p) +4cos ((p)2> +§1 (1 —4cos ((p)2>
X (tan (@) + @+ @tan (@) —4sin (2(p)> (F.63)

(F.62)’nin sag yanimnin, ¢ degistirgesi n/3 ile w/2 arasinda degisirken O olacagi
beklenmektedir. Oradaki yap1 ancak ®(¢) = 0 denklemi sifirlanirsa sifir olur.
®(¢@) = 0 denkleminin belirtilen aralikta tek bir gergel kokii olmakla birlikte
coziimciil olarak belirlenemez. Ancak sayicil ve simgecil bilgisayim yapabilen
buyrukdiziler (programlar) ile belirlenebilir. Ekte verilen MuPAD betigi ile 20
ondalik basamak duyarlik diizeyinde gerceklestirilmis ve ilk dokuz ondalik basamak
gosterilim diizeyinde ama son basamak yuvarlanarak ¢ = 1.179713302 elde edilmistir.
Buna kargillik gelen uyumlu salinga¢ erke degeri de es diizeyde, E,; = 0.600330425
olarak bulunur. Ongoériilen islev yapisinin oldukca kaba secilmis olusuna karsin, elde
edilen yaklagik deger, kesin taban erke degeri olan E,; = 1/2 degerine gore kotii bir
yaklastirim degildir.
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MuPAD betigi

DIGITS:=20;

Eus:=(r,varphi)->(1/4-cos (varphi) *2) /r+\
(varphi*tan (varphi) /4+cos (varphi) *2) *r;

Eus (x,VY);
EuslnTur2r:=(r,varphi)->diff (Eus (r,varphi), r);
EuslnTur2r (r,varphi);
rei:=varphi->sqgrt (1-4xcos (varphi) *2) /sqrt (varphix\
tan (varphi) +4xcos (varphi) *2);
Eei:=varphi->simplify (Eus (rei (varphi),h varphi));
Eus2nTur2r:=(r,varphi)->diff (Eus (r,varphi), r$2);
Eus2nTur2r (r,varphi);

Eus2nTur2rSubsrei:=varphi->\

simplify (subs (Eus2nTur2r (r,varphi), r=rei (varphi)));
Eus2nTur2rSubsrei (varphi) ;
Phi:=varphi->expand (subs (simplify ((l1-4xcos (varphi) ~2)\
~(3/2) % (varphi*tan (varphi) +4+cos (varphi) ~2) "~ (=1/2) *\
diff (Eus2nTur2rSubsrei (varphi),varphi)), \

tan (varphi)=sin (varphi) /cos (varphi)));

Phi (varphi);
PhiOte:=varphi->-2xsin (varphi) xcos (varphi) = (varphi*\
sin (varphi) /cos (varphi)+4xcos (varphi) "2)+(3/4) *\
(1l-4xcos (varphi) *2) *\

(sin (varphi) /cos (varphi) +varphi+varphi*sin (varphi) *2/\
cos (varphi) "2-8+cos (varphi) *sin (varphi));

PhiOte (varphi) ;

simplify (expand (Phi (varphi)-PhiOte (varphi)));
numeric::solve (Phi (varphi)=0,varphi=PI/3..PI/2);
numeric::solve (PhiOte (varphi)=0,varphi=PI/3..P1/2);
varphi:=numeric::solve (Phi (varphi)=0, varphi=\
PI/3..PI/2)[17;

Eei (varphi) ;
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