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ABSTRACT

The subject of this study is to obtain analytical solutions to elastic and partially plastic
deformation of a solid cylinder subjected to periodic surface temperature. A state of
generalized plane strain is presumed. Tresca’s yied criteria and the corresponding flow rules
are used for a linearly hardening material in the treatment of plastics. By making use of
Duhamel’s Theorem, the unsteady temperature distribution in the cylinder is derived. Elastic
solutions indicate that the maximum difference between principal stresses occur at the surface
of the cylinder. Hence, plasticization always commences at the surface. At higher thermal
loads two adjacent plastic regions propagate into the cylinder at sharp temperature gradients
and stop when the gradients cease to increase.

OZET

Bu ¢aligmanin konusu yiizey sicakligi periyodik olarak degisen bir silindirin elastik ve kismen
plastik ¢oziimlerini analitik olarak elde etmektir. Genellestirilmis diizlem birim sekil
degistirme durumu varsayilmstir. Plastik bolgelerin ¢6ziimlenmesi igin Tresca akma Kriterleri
ve karsilik gelen akma kurallar1 kullanilmistir. Silindir i¢erisindeki sicaklik dagilimi Duhamel
Teoremi kullanilarak elde edilmistir. Elastik ¢ozlimler gostermistir ki normal gerilmeler
arasindaki maksimum fark ylizeyde olusmaktadir. Bu durumda silindirin ylizeyden
plastiklesmeye baglayacagi aciktir. Artan termal yiiklerde birbirine bitisik iki plastik bolge
sicaklik gradyanlarmin artmasiyla silindir igerisine dogru yayilmakta ve bu yayilma gradyan
artisinin durmastyla sonlanmaktadir.

GIRIS

Silindirler miihendislik uygulamalarinda olduk¢a fazla yer tutan makina elemanlar
geometrilerindendir ve genellikle farkli termal, mekanik ve her ikisinin birlikte oldugu yiikler
altinda caligirlar. Bu yiikler metallerin 1s1l islemleri, klima sistemleri, uzay araglari, otomobil
parcalari, niikleer ve kimyasal reaktorler, enerji ve kimya iizerine olan bazi uygulamalarda
zamanla periyodik olarak degisebilir [1,2]. Ozisik [1] periyodik sinir sartlar1 altindaki igi dolu
ve i¢i bos silindirlerde sicaklik dagilimlarini incelemistir. VDI [3] konferansinda, harmonik
sekilde salinan ortam sicaklifinda calisan i¢i dolu silindirde sicaklik dagilimi incelenmistir.
Atefi ve arkadaglar1 [2] zamanla periyodik olarak degisen smir sartlar1 altindaki i¢i bos
silindirlerde iki boyutlu sicaklik dagilim problemini Fourier serileri metoduyla ¢ozmiislerdir.
Radu ve arkadaslar1 [4] ise zamanla sinilizoidal olarak degisen 1s1l yilik etkisindeki i¢i bos
silindirlerin termoelastik davranigini analitik olarak elde etmislerdir.
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Bu c¢alismada dis ylizey sicaklifi zamana baglh bir fonksiyonla siniizoidal olarak degisen i¢i
dolu silindir ¢ubuklarin termoelastik ve kismen plastik davranislar1 analitik olarak elde
edilmistir. Akma kriteri olarak Tresca [4] akma kriteri esas alinmis, malzeme ve sicaklik
parametrelerinin plastik davranis tizerindeki etkileri incelenmistir. Sicaklik dagilimi ise
Duhamel teoremi yardimiyla elde edilmistir. Silindir ylizeyinde akma baslangicindan sonra
zamanla iki farkli formda plastik bdlge olustugu gozlenmis ve bu plastik bdlgelerin zamanla
silindir igerisinde nasil genisledikleri ayrica lineer peklesme Ozelligine sahip malzeme igin
peklesme parametresinin plastik bolgelerin ilerleyisine etkileri incelenmistir.

SICAKLIK DAGILIMI
b yarigapl: silindir baslangigta sifir sicakliga sahip olup dis ylizey sicakligi zamanla F(7) = A
sint seklinde boyutsuz formdaki periyodik fonksiyonla degismektedir. Burada r, a;t/b?
seklinde tanimlanmis normalize edilmis zaman, A fonksiyonun genligini belirleyen bir sabit,
a7 ise malzemenin 1s1l yayilma katsayisidir. Bu sekilde 1s1l yiik etkisindeki silindirin radyal
dogrultudaki 1s1 transferi problemi boyutsuz formda sinir ve baslangi¢ sartlariyla birlikte

oT 10T o°T .
—=——t

= — 0<T1<] > 0, 1
or For @ o ’ @
ve
T(0,7) =sonlu,
T 7)=F(7),
T(F,0)=0. )

seklindedir [1].

Burada T, referans sicakligi gostermek iizere T =T /T, boyutsuz sicakhigi, F=r/b ise

boyutsuz radyal koordinati ifade etmektedir. Bu problem zamanla degisen siir sarti olan
F(z) teriminin homojen olmamasimdan dolay1 degiskenlerin ayrilmasi metoduyla ¢oziilemez.

Bu nedenle problemin ¢dziimiinde Duhamel teoremi kullanilmistir. Duhamel teoremine gore
problemin ¢oziimii

T(re)= [ F(B) = o(rr - Hp. 3

seklindedir [1]. Burada ®(F,r), zamana baglh ve zamandan bagimsiz iki fonksiyonun
toplamindan olugmakta olup asagida verilen ikincil problemin ¢ézlimiinii ifade etmektedir;

ob 1lod oD

or For ol

;o 0<r<1 >0, 4)

®(0,7) =sonlu,
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d@Q,7) =1
®(r,0)=0. (5)

(4) ile verilen ikincil problemin ¢6ziimii igin ®(F,7) zamana bagli ve zamandan bagimsiz iki
fonksiyonun toplami olarak

o(r,7)=Y(F,7)+ Z(F) (6)
seklinde yazilir. Bu ifadenin (4) ile verilen diferansiyel denklemde yerine yazilmasiyla

ay 14y 0% 1dz d?*z

t—+t——+—; 0<7<1 >0, (7)
or FOF  oF rdr dr

denklemi elde edilir. Bu denklem siiperpozisyon metoduyla zamana bagli ve zamandan
bagimsiz iki pargaya ayrilabilir. Elde edilen iki ayr1 denklemin ¢6ziilmesiyle

—ﬂ%z’ J 0 (;l’n r)

Yro= ZnZ_; indy (i), )
ve
Z(F)=C, InF +C, )

seklinde elde edilir. Baslangi¢c ve sinir sartlarinin bu denklemlere uygulanmasiyla integral
sabitlerinin bulunmasinin ardindan elde edilen ®(r,z) ifadesinin (3) ile verilen denklemde

yerine yazilmasiyla sicaklik dagilimi asagidaki sekilde elde edilir;

_ a2 Jo(A,T) B E
T(r,r)—ZnZIe 0 )j F(B)dp. (10)
Kismui integrasyon islemi ile (10) denklemi
oy o a2 Jo(AgT) N
T(F,7)=F(z) 2n§e inJl(ﬂn)[F(OHLe F(ﬁ)dﬁ} (11)

seklinde yazilabilir. Baslangig sart1, F(0) = 0 yardimiyla sicaklik dagilimi

,2(7 )
T =F() -2 el [e T g (12
n=1 1

formunda elde edilir. Burada J, ve J,, sirasiyla birinci tiirden sifirinci dereceden ve birinci
dereceden Bessel fonksiyonlarmi gostermektedir. A, (n=12,...) ise J,(4) =0 ifadesinin
pozitif kokleridir.
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ELASTIK COZUM

Silindirin radyal dogrultusu boyunca sicaklik dagiliminin belirlenmesinden sonra elastik
bolgedeki 1s1l gerilme ve yer degistirme dagilimlari, silindirik koordinatlardaki biinye
denklemi ve genellestirilmis Hooke bagintilar1 yardimiyla elde edilen diferansiyel denklemin
¢ozlimiyle belirlenmistir [6,7]. Bu diferansiyel denklem;

p2 00 0T G 14V e OT (13)
dr? r 1-v or
seklinde Cauchy-Euler tipindedir ve ¢6ziimii ise asagidaki sekildedir:
U(F):C1F+%+G+VJ( jj 7T (7, 7)d7. (14)

Burada U =Eu/boy, boyutsuz radyal yer degistirme, o, malzemenin eksenel ¢ekme

durumundaki dayanimi, v poisson orani, « boyutsuz isil genlesme katsayisidir. Yer
degistirmenin silindir merkezinde (I =0'da) tanimli olabilmesi i¢in integral sabitlerinden

C, =0 olmalidir. (14) ile verilen yer degistirme ifadesi ile temel elastisite bagintilari

kullanilarak tiiretilen gerilme - yer degistirme ifadeleri yardimiyla gerilme bilesenleri ve yer
degistirme asagidaki gibi elde edilmistir:

T=CF+ Gt—ij@j [T (1,23, (15)
vey +C; a
T A ) a— ) T v-ZI”T(” ndm, (16)
or = (1:6;(3;;C12v) 1-vT I"T(” ndn. - 1911)’ (17

_(@=v)g+2C, aT (F,7)
L @+v)AL-2v) 1-v

(18)

Burada & i

degistirmesi ile C; integral sabitleri ise, silindir yiizeyinde &,(1)=0 olmas1 ve
genellestirilmis diizlem birim sekil degistirme durumunda uglart serbest silindir i¢in eksenel
dogrultudaki net kuvvetin sifir olmasi sartlar yardimiyla;

=o;loy boyutsuz gerilme bilesenlerini ifade etmektedir. &, birim sekil

C, - M [[FT(r.oyr, (19)
g, = 20 EFT_ (F.7)dF (20)

seklinde elde edilir.
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Elastik Sonuclar

Sekil 1.’de A=4.0,a =2.5 alinarak akma baglangicinda gerilme dagilimi1 verilmistir. Bu

anda asal gerilmeler arasindaki fark silindir ylizeyinde 1’e ulagsmaktadir, dolayisiyla akma
silindir yiizeyinde baslamaktadir.

1.0
0.3
0.6
04
02
0.0
-0.2 F
04 [
06 F
08 F
10 f
17 B

00 02 04 06 08 1.0

radval koordinat

gerlmeler

Sekil 1. Akma baslangicinda elastik gerilme dagilimi, v =0.3

PLASTIK COZUM

Sekil 1. incelendiginde zamanin ilerlemesiyle silindirin yiizeyinden iceriye dogru iki farkli
formda plastik bolgenin olusacagi goriilmektedir. Tresca akma kriterine gére bu bolgelerden
birinde gerilme bilesenleri &, > o, > 5, seklinde degisirken, diger bolgede &, >0, =0,

seklinde degismektedir. Plastik bdlgelerde toplam birim sekil degistirme, elastik bilesen &,

plastik bilesen & ve 1s1l bilesen aT ’nin toplami seklindedir:
g =& +&°+al, i=r20. (21)
Ayrica lineer gerinme peklesme davranisi
o, =1+ Hegg (22)

seklinde tammlanmustir. Burada &gq, esdeger birim sekil degistirme ve H normalize edilmis
peklesme parametresidir. Olusan iki plastik bolgeye ait denklemler asagida verilmistir:

Plastik Bolge 1
Bu boélgede gerilmeler arasinda &, > &, > o, iliskisi bulunmaktadir. Tresca kriteri ve ilgili

=P

akis kuralina gére &, =6, -6,, & =-&J, & =0 ve &y =& ifadeleri gecerlidir.

Toplam birim gekil degistirme ve yer degistirme — birim sekil degistirme ifadeleri ile elde
edilen gerilme bilesenlerinin biinye denkleminde yerine yazilmasiyla
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2 _ _ _ _
c2d l; +rd_li_U:_2(l+v)(1 221/) r+a(1+v)[2+H(21+v)]r28_'[ 23)
F2 o dr 1+ H@-v?) 1+ H@-v?) or

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii asagidaki gibidir:

0(F) = c3r+c—_4— (1+v)(1—22v) INF 4 a@l+v)[2+H (;l+v)]%

r 1+H@-v?) 1+H@-v?) T

o o=, Fo_

{e2-ryT @ 2f T (r.oydn (24)

Plastik Bolge 2
Bu bolgede gerilmeler arasinda &, > 6, =&, iliskisi bulunmaktadir. Tresca kriteri ve ilgili

akis kuralna gore &, =6, -Gy =0, -0,, & =—(& +&) Ve &gq=¢,  ifadeleri

gecerlidir. Plastik bolge 1°dekine benzer sekilde

r2ﬂ+r£—mzuz— (1-2v)(3—Hs,) F+E[3+2H(l+v)]r2i (25)
dr2  dr M2 -1+ 2HA-v)] 1+2H@1-v) or
diferansiyel denklemi ve ¢oziimii
U(r)=c:5r+C__6— (1-2v)(3—Hs,)F +a(1+v)[3+2H(1+v)]
o (M2-D+2H@A-v)] 2M[I+2H(@1-v)]
FM[l’l_Mf(F,r)—_;_M'F(Fp,r)—(l—M)rn_Mf(n,r)dn}
e
Ca@ev)B+2HA+ )] mams e o 1M
2M[1+2H(1—v)] r [r T(F,o)-1," " T(F,,7)
@M T (n,r)dn} (26)

olarak elde edilir. Burada;

M = 1+H (27)
V1+2H(L-v)

SAYISAL SONUCLAR
Sekil 2°de iki farkli formda olusan plastik bolgelerin zamanla silindir igerisinde ilerleyisi
goriilmektedir. Sekilde T,, plastik bolge 1 ile elastik bolge smirini, F, ise iki plastik bolge
arasindaki siir1 gostermektedir. Sekil 2(a)’ da peklesme parametresi H = 0.25, Sekil 2(b)’de

ise H=0.5 alinmistir. Buna gére 7 =0.136 aninda bagslayan plastik deformasyon, 1s1l yiiklerin
periyodik olarak degisen sicaklik sinir sartindan dolayr azalmaya basladigi 7=0.52 anina

seklinde tanimlanmustir.
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kadar ilerlemektedir. Sekil 2 incelendiginde 1. plastik bolgenin diger formdaki plastik bolgeye
gore daha hizli ilerledigi goriilmektedir. Peklesme parametresinin etkisine bakildiginda ise
diisiik parametre degerinde plastik bolge 2’nin daha hizli bir bigimde ve daha genis bir
bolgeye ilerledigi goriilmektedir. Sekil 3’te ise plastik deformasyon bolgelerinin
genislemelerinin durdugu 7 =0.52 anindaki gerilme, yer degistirme ve birim sekil degistirme
dagilimlar1 verilmistir.

032 0.32
049 049 ¢
046 046
043 | 043 |
040 | 040 [
037 037 F

5034 | 2034 F

2031 | 5031 ¢
028 028 f
025 025 ¢
022 022 ¢
019 | 019 F
0.16 | 0.16 F
p13 Do ivenininndonnn bl 013 B bbb el

0.75 080 085 090 095 1.00 0.75 080 085 090 095 1.00
Plastil Arayiiz Yancap Plastik Arayiiz Yancap
a) b)

Sekil 2. Plastik bolgelerin zamanla ilerleyisi ve peklesme parametresinin etkisi, v = 0.3

4.0
3.6
32
23
24
20
1.6
1.2
0.8
0.4
0.0
-0.4

-0.8
_1_2 I R P B A D

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
radval koordinat

sekil degigtirmeler

plastik gerilme, ver dedigirme ve binm

Sekil 3. 7 =0.52 aninda plastik gerilme, yer degistirme ve birim sekil degistirmeler, v =0.3
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SONUCLAR

Dis yiizey sicakligi periyodik olarak zamanla degisen i¢i dolu silindirin termoelastoplastik
davranisi incelenmistir. Tresca akma kriteri esas alindiginda plastik deformasyonun silindirin
dis yiizeyinde basladig1 goriilmiistiir. Silindir yiizeyinde tegetsel gerilme bileseni ile eksenel
gerilme bileseni birbirine esittir. Akmanin baslamasiyla birlikte iki farkli formda plastik bolge
olusmakta ve bu bolgeler ayn1 anda zamanla silindirin i¢ine dogru genislemektedir. Bu iKi
plastik bolgenin silindir icerisindeki ilerleyisleri incelendiginde elastik bolge ile komsu olan
plastik bolgenin daha hizli ilerledigi goriilmiistiir. Peklesme parametresinin plastik bolge
ilerleyisi tizerindeki etkisi incelendiginde diisiik parametreye sahip silindirde dis yiizeye yakin
olan plastik bolgenin daha genis oldugu gézlemlenmistir.

KAYNAKLAR
[1] Hahn, W.D., Oz1sik, M.N., Heat Conduction, John Wiley & Sons, 2012.

[2] Atefi, G., Abdous, M.A., Ganjehkaviri, A., Moalemi, N., An analytical solution of a two-
dimensional temperature field in a hollow cylinder under a time periodic boundary condition
using Fourier series, Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers Part C, Journal
of Mechanical Engineering Science, (vol 223), 20009.

[3] Verein Deutscher Ingenieure (VDI) - Wdrmeatlas, Diisseldorf, 2003.

[4] Radu, V., Taylor, N., and Paffumi, E. Development of new analytical solutions for elastic
thermal stress components in a hollow cylinder under sinusoidal transient thermal loading.
Int. J. Pressure Vessels Piping, 85(12), 885-893, 2008.

[5] Mendelson, A., Plasticity: Theory and Application, The Macmillan Company, New York,
1968.

[6] Timoshenko, S., Goodier, J.N., Theory of Elasticity, New York, McGraw-Hill, 1970.

[7] Ugural, A.C., Fenster, S.K., Advanced Mechanics of Materials and Applied Elasticity,
Prentice-Hall, 2012.

444 XIX. Ulusal Mekanik Kongresi


http://www.researchgate.net/journal/0954-4062_ARCHIVE_Proceedings_of_the_Institution_of_Mechanical_Engineers_Part_C_Journal_of_Mechanical_Engineering_Science_1989-1996_vols_203-210
http://www.researchgate.net/journal/0954-4062_ARCHIVE_Proceedings_of_the_Institution_of_Mechanical_Engineers_Part_C_Journal_of_Mechanical_Engineering_Science_1989-1996_vols_203-210

