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SEMI-SIMETRIK METRIK F-KONNEKSIYONLU UZAYLAR
OZET

Literatiirde semi-simetrik metrik F-konneksiyonlu uzaylar bircok yazar tarafindan
incelenmistir [1-3].

Bu calismada, Yano ve Imainin [3]'de ele aldigi semi-simetrik metrik F-
konneksiyonlu uzaylar gozoniine alinmigtir. Bu uzaylarda, yaklagik yapi, Hermitsel
yapi, kaehler yapi tanimlari verilip uzayin egrilik tensoriiniin sifir olmasi duru-
munda Bochner egrilik tensortiniin de sifir olacagi gosterilmistir.

Ayrica, semi-simetrik metrik F-konneksiyonlu uzaylarin hangi kosgullar altinda
yaklagik Kaehler uzay1 ve Kaehler uzayr olacagi teoremlerle ifade ve ispat
edilmigtir.

Birinci bolimde Riemann uzayma ait temel kavramlar ele alinmigtir.

M,, bir Riemann manifoldu olsun. M,, iizerinde (1,1) tipinde tanimli olan bir F} J

tensoru
ik k
FIFF = ~5, (1)

kosulunu sagliyorsa F,? tensoriine yaklagik kompleks yapr ve (M, F,7) ikilisine
de yaklagik kompleks uzay denir.

Eger M, tizerinde bir yaklagik kompleks F; 7 yapisi varsa ve gi; Riemann metrik
tensoru

9i; 5 FY = ghi, (2)

kogulunu saglarsa (F,”, gux, ) ciftine M, iizerinde yaklagik Hermitsel yap1 denir.

Eger M, tizerinde Fij Hermitsel yapisi her i, j, k icin

ka % 7 =0 ) (3)
bagintisini sagliyorsa F) 7 yaklagik kompleks yapisina Kachler yap: denir.

yaklagik F; 7 Hermitsel yapisi
Fhij == thij + VZF}h + Vijl' == 0, (4)
bagintisim gerceklesiyorsa F, 7 tensoriine yaklagik Kaehler yap: denir.

Yaklagik F; i yapisl _
F,=—V,F7=0, (5)

kogulunu saglarsa F) 7 tensoriine yaklagik semi Kaehler yapist denir.
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Bu bolimde, yaklagik yapi yardimiyla burulma tensorii tanimi verilmis ve yaklagik
yapmin integre edilebilme kosulu ifade edilmistir. Ayrica, M, Kaehler mani-
foldunda Bochner egrilik tensorii tanimi verilmistir.

Ikinci boliimde semi-simetrik konneksiyon ve semi-simetrik metrik F-konneksiyon
tanimlar1 verilmistir.

M, n-boyutlu diferansiyellenebilen, g Riemann metrigine sahip bir manifold olsun
ve V, Riemann konneksiyonu, D de herhangi bir lineer konneksiyonu gostersin. M,
tizerinde herhangi bir p; vektor bilegeni icin D konneksiyonunun burulma tensorii

Ty = p; 0, — i ;.. (6)
seklinde tanimlanirsa, bu konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir.

Fﬂh, D afin konneksiyonunun katsayilar1 olsun. Eger D konneksiyonu igin

Dy gi; =0, D;F,"=0, (7)

kosullar1 saglanmiyorsa D’ye metrik F-konneksiyon denir. {Z}, V Riemann kon-

neksiyon katsayilar1 ve Fijh

neksiyonuna ait katsayilar

lar da D konneksiyon katsayilari olsun. Eger D kon-
h
h _ h
seklinde ele alinirsa, D konneksiyonun burulma tensorii
h__ 77 h h
Sy = U = Uy", (9)
olarak elde edilir.
D metrik konneksiyon ise
Uyj' 9 + Uy 95 = 0, (10)
dir. D konneksiyonu metrik F-konneksiyonu ise
UjitFth_thhEt:O7 (11}
dir.

pi, 1-form, ¢" herhangi bir kontravaryant vektor alam ve Fj; anti-simetrik bir
tensorlin bilegenleri olmak iizere

Sjih = 5?171' - 5?27]' - 2Fji qh7 (12)

seklinde bir burulma tensorii ele alinirsa, D konneksiyonuna semi-simetrik metrik
F'-konneksiyon denir.

D konneksiyonu semi-simetrik ve metrik konneksiyon ise bu durumda

U =06"pi—g;d" + F,"q;+ F,"¢; — Fjid", (13)



elde edilir. Bu boliimde (7)’1 saglayan D konneksiyonu i¢in konneksiyon katsayilar:
sz‘h:{$}+5§Zpi_gjiph+ﬂhQi+F;th_Fjiqh7 (14)
seklinde elde edilmigtir. Burada
pi = —q'Fy, G =D Fu, (15)
dir.

Onerme. gi; Hermitsel metrik tensoriine ve F;" kompleks yapisina sahip bir
Kaehler manifoldunda p; ve ¢; formlar1 (15) daki gibi tanimlanmig olsun. Bu du-
rumda semi-simetrik metrik F-konneksiyonu D nin katsayilar1 (14) seklindedir.

Semi-simetrik metrik F-konneksiyonlu uzaylarda egrilik tensorii
ijih = Rkjih + 51’3(1%]9]' - gjiptpt — qiq5 — Fjiptqt — V;pi)
+87 (—pipk + geivep’ + Giqk + Fripeq' + Vap:)
+9i;(P"pe — ad" — V") + gie(d"q; — 0"pj + Vip") + 2F(=p"qi + ¢"pi)
+Fw(0"q; + pid" — V;d") + Fii(prd" + " ar — Vid")
+F @iy + ajpi — gii'ae — Frad' — V)
+F " (—qipe — awpi + 9ried’ + Fruad + Vi) + F,"(Veg; — Vig),  (16)

seklinde elde edilmistir. Burada p;; ve g;; tensorleri

1

Pji = Vpi — pipi + ;¢ + §ptptgjz’ ) (17)
]‘ t

4ji = Vg — piq; + piq; + §Ptp Fy;, (18)

dir. Eger semi-simetrik metrik F-konneksiyonlu uzayim egrilik tensori ijih =0
ise p;; = pji ve gi; + q;; = 0 oldugu gosterilmistir.

Ayrica Kaehler manifoldunda (n > 4) i¢in L, = 0 ise manifoldun Bochner
egriliginin sifir oldugu gosterilmistir.

Uciineii boliimde, semi-simetrik metrik F-konneksiyonlu uzaylarin  yaklagik
Kaehler uzay1 ve Kaehler uzay1 olmasi ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilmigtir.
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SEMI-SYMMETRIC METRIC F-CONNECTION SPACES

SUMMARY

In literature semi-symmetric metric F-connection spaces have been interested by
many authors [1-3].

In this study, the semi-symmetric metric F-connections, which were studied by
Yano and Imai at (3), were examined in general. In these spaces, after giving
the definitions of an almost complex structures, an almost Hermitian structure,
Kaehlerian structure, it has been shown that, if the curvature tensor equals to
zero then Bochner curvature tensor also becomes zero.

Then, some basic theorems about the conditions under which a semi-symmetric
F-connection space turns out to be an almost Kaehlerian space or a Kaehlerian
space, have been stated and proved.

Also, the definition of Riemannian space, and properties related to these spaces
are given.

Supposing that M, is a Riemannian manifold, a tensor Fl-j of order (1,1) is an
almost complex structure on M,,. If the tensor F,’ satisfies the condition

ik _ sk
F " = =67, (1)
then (M, F;”7) is called an almost complex space.

If M, admits an almost complex structure E-j and the metric tensor g;; of M,
satisfies

95 FY = ghi, (2)

then the (F,7, guy) is called an almost Hermitian structure on M,. In this context
an almost Hermitian structure F;’ (respectively,space) is a Kaehlerian structure
(respectively, space) if the tensor F,” satisfies

ViF =0, (3)

for all 7,7,k and it is called an almost Kaehlerian structure, if the tensor Fij
satisfies the relation

Fhij = VhFij + szgh + Viji = 0. (4)

and also it will be called an almost semi-Kaehlerian structure if the tensor F),’
satisfies

Fy=-V;F7=0. (5)
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In this section, the definition of the torsion tensor is given by means of an almost
complex structure and Bochner curvature.

In the second section the definitions of semi-symmetric connection and semi-
symmetric metric F-connection were given at first.

Supposing that M, is an n-dimensional differentiable manifold having the Rieman-
nian metric g, V is the Riemanniann connection and D is any lineer connection

with components Fjih, the torsion tensor of the connection D for any arbitrary

vector component p; on M, is defined as follows.

Ty = p; 0, — pi 0, (6)

Now, this connection is called a semi-symmetric connection.

If D satisfies
Dy gij =0, D;F,"=0, (7)

7

then D is called a metric F'-connection.
Let { Z} be the coefficients of V Riemannienn connection and I';/* of D.

If the coefficients of D are in the form of

I, = {h} U, (8)

jt
where {Z} is the coeflicients of V Riemannienn connection then the torsion tensor

S;{"* of the connection, D is given by

sz‘h = sz‘h - Uijh ) (9)

If D is a metric connection then it is satisfied that

Ui 9i + Uy’ 915 = 0. (10)

Moreover, if D is a metric F-connection then, in this case we have

U,'F," = U,"F,' .= 0. (11)

An affine connection having the torsion tensor S jih satisfying
Sjih = (5;1]?1 - (S,th] - 2Fﬂ qh7 (12)

where p; is a 1-form and ¢" a contravariant vector field, is called a semi symmetric
connection. If D is a semi-symmetric and metric connection then we obtain that

Ujih:5§Lpi_gjiph+pihqj+17jh%_Fjiqh7 (13)
where p" = p,g",  and ¢; = ¢'gui -
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In this section, the coefficients of the connections satisfying (7) are obtained in
the form of

h i
Fjih:{ji}—f_é?p _gjiph"_P}hQi"’Eth_Fjiqh, (14)

where
pi=—-Fud',  q=Fp. (15)

Proposition. In a Kaehler manifold with Hermitian metric tensor g;; and complex
structure tensor F," a semi-symmetric metric F-connection is given by (14) with
pi and ¢; satisfying (15).

In the space with semi-symmetric metric F-connection the curvature tensor is
obtained as

ijih = Rkjih + 51’3(%]9]' - gjiptpt — 495 — Fjiptqt - Vjpi)
+87 (—pipk + geioep’ + Gigk + Fripeq' + Vap:)
+9:;(0"pe — aud” — Vip") + g (d"a¢; — P"p; + Vip") + 2Fj(—p" 4 + ¢"pi)
+Fw(0"q; + pid" — V;d") + Fialprd” + p"ar — Vid")
+F " (qip; + ajpi — 950" @ — Fjiwd' — V;q:)
+F " (—qipe — awpi + 9ried’ + Fruad + Vi) + F;"(Veg; — Vig),  (16)

where the tensors p;; and g;; are in the form

1

Pji = Vpi — pipi + q;q; + éptptgji 3 (17)
]‘ t

4ji = Vjq; — piq; + pigj + iptp Fj;, (18)

If the curvature tensor of semi-symmetric metric F-connection space is ijih =0
then p;; = pj; and ¢;; +¢q; =0 .

Moreover, in a Kaehlerien manifold for (n > 4), if L, ;" = 0 then it can be shown
that the Bochner curvature of the manifold is also zero.

In the third section, the theorems, related to the fact that the semi-symmetric
metric F-connection spaces become an almost Kaehlerian space and a Kaehlerian
space, are stated and proved.
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1 BOLUM

1.1 GIRIS

1854 yilinda Riemann herhangi bir koordinat sistemindeki koordinatlari x’ ve
2! + dz® olan birbirine cok yakin iki nokta arasmdaki sonsuz kiiciik ds mesafe
vi, g;; katsayilar1 a* koordinatlarimin fonksiyonlar1 olmak iizere agagidaki sekilde

tanimlamigtir

ds® = gijda*da?, (i,j=1,2,---,n). (1.1.1)

Burada g;; katsayilar1 Riemann metrigi olarak adlandirilir. Boyle bir metrik ile
karakterize edilen uzaya Riemann uzay1 ve Riemann metrigine dayanan geometriye

de Riemann geometrisi denir [4] ,[5].

Tanim 1.1.1. g;; metrik tensort ile verilmis bir M,, Riemann uzayinda bu metrik
tensorle uyumlu, Fj-k ve F/JB ‘lar sirasiyla x ve 2’ koordinatlarinin fonksiyonlari

olmak fizere,
0z . Oxd OxP ., Oz

ox'*0x'P + ik g GaiB B Py

(1.1.2)

denklemini saglayan bir ve yalniz bir konneksiyon vardir. Burada adi gecen I'

fonksiyonlaria konneksiyon katsayilari denir [5].

Ozel olarak F;k konneksiyonu Riemann konneksiyonu (Levi-Civita) ise bu du-

rumda
ih 5 i L, 1=y
gg]h_5j7 5]_{O,Z7éj
. i . 1 0gjn  Ogin  Ogi
1"11 = g v = — J - J 11
g {Jk} gLk Bl Uk R =5 a0k T o T ) (1.1:3)
dir.



Burada [jk, h] ifadesine 1. cins, {J’k} ifadesine ise 2. cins Christoffel sembolii denir.
Goriildigii gibi Chiristoffel sembolleri alt iki indise gore simetriktir. Bir Riemann
uzayinda g;; metrik tensort ile bagdasan bir ve yalniz bir V Riemann konneksiyonu

vardir [5].

Tanim 1.1.2. M bir Haussdorff uzay1 olsun. M nin her p komsulugunun uygun
bir U civarini, R" nin acik bir V" alt ctimlesine tasvir eden bir ¢ homeomorfizmasi
varsa, M ye n-boyutlu topolojik manifold ve (U, ¢) ¢iftine de p nin bir koordinat
komgulugu denir.

M bir topolojik manifold olsun. A indis ciimlesi, U, da A yardimu ile belirlenmis
acik ciimleler ailesi olmak tizere, M tizerinde bir S = {(Uy, ¢a)aca} kolleksiyonu
agagidaki kogullar1 sagliyorsa bu kolleksiyona M iizerinde n-boyutlu diferansiyel-

lenebilir bir yap1 olugturur denir [6].
) Upen Ua = M
ii) Herhangi bir o, 8 € A i¢in fa, ve f,p3 fonksiyonlar:

foa =050 0" : da(UaNUs) C R" — ¢5(Us N Us) C R

fap = da 005" Uy NUp) C R" — ¢ (U, NUs) C R"
diferansiyellenebilir tasvirdir.
iii) {(Ua, ©¥a)}aca ailesi (i) ve (ii) kogullarina goére maksimaldir.
M,,, C* smifindan ve yerel ifadesi

ds® = g;j da’ da? (i,j=1,2,-++,n). (1.1.4)

ile verilen bir Riemann metrigiyle belirlenmis diferansiyellenebilen bir mani-
fold olsun. M, iizerindeki ijf konneksiyon katsayilari simetrik ve antisimetrik
kisimlaria ayrigtinlabilir. T'; ./ konneksiyon katsayilariin simetrik kismin Ajki ve

antisimetrik kismini da €2 j,j ile ifade edersek;

A G 7 1 7 %



seklinde olur, burada A ;;’ konneksiyon katsayist, €2, ise bir tensordiir ve bu tensor

konneksiyonun burulma tensérii adini alir. (1.1.5) ve (1.1.6) denklemlerinden
iji - A].ki + iji (1.1.7)
yazilir.

v® bir kontravaryant vektor alani, v; bir kovaryant vektor alani ve Tjih da bir
tensor alaninin bilegenleri olmak tizere bu biiytikliiklerin bir V konneksiyonuna
gore kovaryant tiirevleri sirasiyla

o'

Vvl = v + 0"y} (1.1.8)
8’Ui
p 0T v L o
vaJl - + Tij Fka o Tai ij - T'ja Fkn ) (1110)

oz
seklindedir [7.8].

Ayrica (1.1.3) ve (2.1.3) dan kolayca goriilecegi gibi g;; metrik tensoriintin Levi-

Civita konneksiyonuna gore kovaryant tiirevi

09 a a
Vigij = (9_95’1 - {kj}gai - {ki}gaj =0, (1.1.11)

olarak elde edilir.

Bir M,, manifoldunun egrilik tensorii, en genel haliyle

0

ijih = ak‘rjih - 8j Fkih + Fkthrjit - th " sz‘t7 (ak = @)

(1.1.12)

seklindedir, burada sz-h fonksiyonlar: ikinci cins Christoffel sembolleri olan {th}
lerle yer degistirirse, g;; metrik tensorii ile verilen bir Riemann uzaymin Riemann-

Christoffel egrilik tensorii,

ot ol (- o

sekline doniisiir [7].

M,, iizerinde, v" bir kontravaryant vektér alanmmnim, w; bir kovaryant vektor
alanimin, f bir skaler fonksiyonunun, Tjih (1,2) tipinde herhangi bir tensor alaninin
I egrilik

ve Sjih da burulma tensortiniin bilegenlerini gostersin. Bu durumda L,

tensorii agagidaki Ricci 6zdesliklerini saglar:

3



ViV =V, Vi = R Mot = 25 IVl
Vkvjwi — V]-kai = —Rkjihwh — ZSk]?Vtwi,
vjvif - vivjf = _2Sjihvhf>

ViViT," = ViV T, = Ry, "T,

Jt

(1.1.14)
(1.1.15)

(1.1.16)

= Ryy'T" = Ry, ' Ty — 28,V T;".

(1.1.17)

Ozel olarak M,, uzay1 Riemann uzay: ise Skjt = 0 olacagindan Riemann uzay ile

ilgili Ricci ozdegliklerine ulagilir.
(1.1.13) den Riemann-Christoffel egrilik tensoriiniin
Rkjih = _Rjkih7
Rkjih + Rjikh + Rikjh =0,
ozelliklerine sahip oldugu goriiliir.
Dordincii dereceden Ryj, kovaryant egrilik tensor
Ryjin = Ryji" Gan
seklinde tammlanmigtir ve agagidaki ozellikleri saglar [7]:
(1) Ryjin + Rjigen + Rigjn = 0,
(2) Ryjin = — Rjkin »
(3) Ryjin = —Rigjni
(4)  Ryjin = Rink;

(5) Ryrin = —Rpjnn = 0.

(1.1.18)

(1.1.19)

(1.1.20)

(1.1.21)

(1) 6zdegligine birinci Bianchi 6zdesligi denir. Ayrica, egrilik tensoriiniin Riemann

konneksiyonuna gore kovaryant tiirevi
VIRkjih + Vk- lel h + V] leih = 0 5

ikinci Bianchi 6zdegligini saglar [7].

(1.1.22)



(1.1.13) de h ve k indisleri tizerine daraltma yapilirsa
seklinde tanimlanan Ricci tensoriine ulasilir, buradan

Rji = Rajia = gab Rajib = gba Ribaj = gba Rbija = Rij y (1124)

esitliginden Ricci tensoriiniin simetrik oldugu goritliir. Ricci tensorii yardimiyla

Riemann uzayinin skaler egriligi
R=¢"Rj, (1.1.25)
seklinde tanimlanir.
g metrigine sahip bir M,, Riemann uzayimn egrilik tensorii
Ryjin =0, (1.1.26)
kogulunu saghyorsa Riemann uzayima diiz uzay denir.
(1.1.22) de yani, 2. Bianchi 6zdegliginde [ ve h indisleri tizerinde daraltma yapilirsa
ViR = Vi Rji — V; Ry, (1.1.27)
elde edilir. (1.1.27) denklemi ¢’* ile garpilirsa
¢"ViR, ' =ViR—V; R/, (1.1.28)
bulunur. (1.1.18) denklemi kullanilirsa
—¢"Vi Rl = Vi R—V,; R/, (1.1.29)
bulunur. Buradan da (1.1.21) kullanilarak
— ¢ g"™V Rjmi = ViR — V;R] |
9"VIR ) = ViR — VR
ViRimg™ = ViR — VR,
2V, R. = ViR, (1.1.30)

bagintisi elde edilir.[7]



1.2 Kompleks ve Kaehler Uzaylar

Tanim 1.2.1. [ bir reel V' vektor uzayinin birim dontigiimii olmak tizere, V' vektor
uzay1 iizerinde yaklasik yapi, J? = —I esitligini saglayan bir lineer endomorfiz-

madir.

Tanim 1.2.2. M,,, n-boyutlu differansiyellenebilen bir reel manifold olsun. M,
lizerinde bir J tensor alami, her z € M, igin, T,(M) teget uzaymm J? = —T
kogulunu saglayan bir endomorfizmasi ise J ye yaklagik kompleks yapi denir [§],

[9]-
M,, iizerinde (1,1) tipinde taniml olan bir F,’ tensorii
ik _ sk
FIF} = —oF, (1.2.1)

kogulunu saglarsa Fij tensorline yaklagik kompleks yap1 ve (Mn,Fij ) ikilisine

yaklagik kompleks uzay denir.

Eger M, tizerinde bir yaklagik kompleks Fij yapist varsa ve g;; Riemann metrik
tensoru

9i;F,'F) = g, (1.2.2)
kosulunu saglarsa (FZJ , gnk) Giftine M, tizerinde yaklagik Hermitsel yap1 denir.
Eger M, tizerinde Fij Hermitsel yapisi, her 4, j, k icin

ViF7 =0, (1.2.3)
bagintisini sagliyorsa Fij yaklasik kompleks yapisina Kaehler yapi denir.

Fij bir yaklasik kompleks yap: ve g;; de metrik tensoriin bilegenleri olmak tizere

F'i ve F;; tensorleri
Fjn F = =Fy B = —gan, (1.2.4)

Fii = gihpJ, Fy; = g FF (1.2.5)



seklinde tamimlanir. F7 ve F}; tensorleri anti-simetrik tensorlerdir.
Yaklagik Fij Hermitsel yapis
Fhij = thij + Vzﬂh + Viji =0, (1.2.6)

bagintisini sagliyorsa Fz-j tensortine yaklagik Kaehler yapi denir. Bu ozelligin

gecerli oldugu uzaya da yaklagik Kaehler uzay1 denir.

Tanim 1.2.3. Eger yaklasik Hermitsel yap1 olan Fij tensoru F; = —V; Fij =0

kogulunu sagliyorsa o zaman bu yapiya yaklasik semi-Kaehler yapi denir.
Fij yaklagik kompleks yapisi i¢cin burulma tensorii

N, = FMVoFf = VB — FM VW FP = VB, (1.2.7)

ij
ile tanimlanir.

Eger Nijk =0 ise Fij yaklagik kompleks yapisina integre edilebilir denir.
Bir M,, Kaehler Manifoldunda Ricci 6zdesligi

ViV;F" = V;V.F," = R,/'F — R\ F,", (1.2.8)

)

kullanilarak agagidaki bagintilar elde edilir [7]:

RkjthF't_RkjitFthzoa Rkjih+RkjstFisFth:O7

)

Rijm F,' — Ryjur ' =0, Ryjin — Rt F;° F,' =0,
R'F,"— R "F'=0, R"+R'F*+F"=0,
Ry F,'+ Ry F;' =0, Rji— R, F,'F,° =0. (1.2.9)
H,;" tensorii
2H," = —R ;" F | (1.2.10)



seklinde tanimlanirsa
Hip, = H;'gun 2H;y = —Rysin F'"® = — Ripys F*°
Hi, = Ryns ' Rji = H;F; ",
Hy = —RyF,t,  HF* =R,
V;iHin +ViHp; + Vi Hj =0,
2V.H}! = (V\R)F/}, (1.2.11)

bagintilar: elde edilir.

1.3 Bochner Egrilik Tensorii

Bir M,, uzay1 iizerinde Rkjih Riemann, Rj; Ricci egrilik tensorlerini ve R de skaler

egriligi gostermek tizere Bochner egrilik tensorii [3]

Bkjih = Rka'h + 51?sz‘ - 5?Lki + Lkhgji - Ljhgki + FkhMj‘ —F; "M
+ M Fji — M;"Fy — 2(My; F, " + Fi M, "), (1.3.1)

seklinde tanimlanir. Burada L;j; ve Mj; tensorleri agsagidaki sekilde tanimlanmigtir:

1 1

Lij=-—R; Rg;i 1.3.2
! n+4 j+2(n—|—2)(n—|—4) 9i ( )
M, =-——H, RE,, 1.3.4
L" = Liug™, — M= Mg™. (1.3.5)
PLi——— 1 R (1.3.6)
7 2(n+2)
FIAM. = _—1 (1.3.7)
7 2(n +2)
Byjin = Bkjitgth seklinde tanimh oldugundan (1.3.2) ve (1.3.3) ile verilen Lj; ve



M;; tensorlerini kullanarak (1.3.1) ifadesi

Byjin = Ryjin + genlji — ginLii + LinGgji — Lingri + FonMj; — Fin My,

+ Myn Fji — M Frg — 2(My; Fir, + Fioj M) (1.3.8)

olarak bulunur. Ayrica, Bochner egrilik tensorii agagidaki ozelliklere sahiptir:

Bkjih = _Bjkih7 Bkah = _Bkjhi7 (139)
Byjin + Bjikn + Bigjn = 0, (1.3.10)
Byjin = Binkjs (1.3.11)
Bujin + Bjigh + Bigjn =0, (1.3.12)
B;' =0, (1.3.13)
Bi"F;' = B'F," = 0. (1.3.14)



2 BOLUM

2.1 Semi-simetrik Metrik F' -Konneksiyonlu Uzaylar

Tanim 2.1.1. M, , n-boyutlu diferansiyellenebilen g Riemann metrigine sahip
bir manifold olsun ve V, M iizerinde Riemann konneksiyonu, D de herhangi bir
lineer konneksiyonu gostersin. M, tizerinde herhangi bir p; vektor bilegeni i¢in D

konneksiyonunun burulma tensorii

Ty = p; 6, — Pk 0, (2.1.1)

seklinde tamimlanirsa, bu konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir [3].

Tamim 2.1.2. M, (n = 2m,m = 1,2,3,...) lizerinde, katsayilari Fjih olan bir D

afin konneksiyonunu gozoniine alalim. Eger D koneksiyonu

Dygi; =0, D;E"=0 (2.1.2)

)

kosullarini saghyorsa D ye metrik F-konneksiyon denir. {Z}, V Riemann konnek-
siyon katsayilar1 ve fjih lar semi-simetrik metrik /' konneksiyonu D nin konnek-
siyon katsayilar: olsun. Eger D konneksiyonuna ait katsayilar en genel haliyle

h
i = { } + U (2.1.3)

Ji

=

seklinde ele alinirsa, D konneksiyonun burulma tensori Sjih

h ™ h ™ h h h
St=0,t-T,)=U-U, (2.1.4)

Ju J

olarak elde edilir. Ayrica, (2.1.4) bagintisindan burulma tensoriiniin alt iki indise

gore anti-simetrik oldugu goriliir

Sh=—w-U)=-8". (2.1.5)
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Teorem 2.1.1. D konneksiyonu (2.1.2) kogullarim saglarsa
Upi' 91 + Uy 95 = 0 (2.1.6)
dir.
Ispat. Dy gi; = 0 oldugu i¢in,
_ A R A h
Dy, gij = Ok9i5 — Uki* gnj — Uty Gin
h h
= akgij — Gnj {]ﬂ} — Gin {k‘j} — Ukih gnhj — Ukjh Gin
= ngij - Ukihghj - Ukjhgih =0. (2.1.7)
V Riemann konneksiyonu i¢in V,g;; = 0 oldugundan
h h _
Uki' 9nj + Uyj' gin = 0 (2.1.8)
elde edilir.
Ukji = Ukjt g1 seklinde tammlanirsa, (2.1.5) den
Ukij + Uka’ =0 (2.1.9)

bulunur ve buradan Uy;; tensoriiniin son iki indise gore yani, ¢ ve j indislerine gore

anti-simetrik oldugu goriilir.
(2.1.9) denklemi g*" ile carpilirsa
Uh%j = _U};'i (2.1.10)

bulunur. ;" tensorii

S = Sir g™ (2.1.11)
olarak tanimlanir ve (2.1.4) denklemi g*" ile carpilirsa
Siik = Usirs — Usji (2.1.12)
elde edilir.
(2.1.9) ve (2.1.11) denklemleri kullamilarak S} + Skj; + Ski; toplami hesaplanirsa;
Siik + Skji + Skij = Ujir — Usjie + Ukji — Ujpi + Ukij — Ui
= Ujit = Ujki = Ujir + Ujin (2.1.13)
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elde edilir ve buradan
bulunur. (2.1.14) denklemi g*”* ile carpilirsa
1
Uy = 585" + 8"+ 5") (2.1.15)

bulunur.

Teorem 2.1.2. Eger D konneksiyonu bir semi-simetrik metrik F- konneksiyonu
ise, yani D;F," =0 ise

U/ F"—U/F'=0 (2.1.16)

dir.

Ispat. D;F," = o;F,"—T,/F,"+T]'F,'

)

t h
—am - ({fru)mhe (o) 2

=V,F,"—U/F,"+U/"F,'=0. (2.1.17)

1

M, nin Kaehler manifoldu olmas1 6zelligi ve (2.1.2) kullanilirsa ispat tamamlanir.

p; 1-form, ¢" bir kontravaryant vektor alani ve F}; anti-simetrik bir tensortin

bilegenleri olmak tizere
S;lt =00 pi— 0l p; — 2Fjiq" (2.1.18)

seklinde bir burulma tensorii ele alinirsa, D konneksiyonuna semi-simetrik metrik

F- konneksiyon denir. [3]

(2.1.18) denklemi gy ile carpilirsa
Siik = Sjih Ik = 5? i Gnk — 00 Dj g — 2Fji g

= Dpi Gjx — Pj 9ik — 2F qi

elde edilir. Benzer gekilde Sy;; tensorii
Skij = Ok Pi Gnj — 01 Pk Gnj — 2Fki 5 = Di Grj — P 955 — 2Fhi @5
belirlenip, Si;; g*" = S hij ozelligi kullanilarak
S"i = Skij 9" = pigk; g™ — Prgiz g™ — 2Friq;g™"
= p;0) — pgi; — 2F"sq; (2.1.19)
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bulunur. (2.1.19) denkleminde i ve j indislerinin yerleri degistirilirse S*;; tensorii
S5 = ;0 — p'gj — 2F"q; (2.1.20)
seklinde elde edilir. (2.1.18), (2.1.19) ve (2.1.20) kullanilarak

1
§(Sﬂh + S Sh ) =2 (200 pi—2p i —2Fq" —2F'q; — 2F" q;) (2.1.21)

1

2

ve elde edilir. Boylece, (2.1.15) den
Ujih:5§Lpi_gjiph_'_Fith"i_F}‘hQi_Fjiqh (2.1.22)

bulunur. Burada, p" = p; ¢, ¢ = ¢ g4 dir.

D konneksiyonu semi-simetrik, metrik F- konneksiyonu oldugundan (2.1.22)

yardimiyla agagidaki ifadeler elde edilir:

Ul F" = (0tpi— gjip' + Fytg; + Fy gy — Fgh) F,", (2.1.23)
Ul Et = (00 pe— gpup" + F" o+ F," gy — Fjg") )t (2.1.24)

(2.1.23) dan (2.1.24) denklemi gikarilip (2.1.16) yardim ile

UjitFth_thhFit:pith_gjiptFth_5§ZQi_5?%'_Fjithth_(S?ptFit

" g B = Fh B —F"q F,'+ Fu BN "
=0 (2.1.25)
bagintisi elde edilir. (2.1.25) denklemi g’ ile garpilirsa
piF" g =0 g By =0 g — Fud By =0 p Fyt gt
g By — FlgF, ¢ + Fy Flg" gt =0,  (2.1.26)
daha sonra (2.1.26) denklemi gy, ile garpilirsa
pz‘thgjlghl —0' i F," g7 g — 5§qu’gjlghz — Fiq" F," g7 g
' E g g 0" 91 F g g — F e B g g+ F Fy N g g =0,

(2.1.27)
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denklemi elde edilir. Buradan da
P F g +d B Fyt+n(pFy'+¢) =0,
P Fa+ag" F"Fu+np F'+q) =0,
P Fi+ @ d" B Fu+n(pi Fon g™ + ;) =0,
(1=n)p' Fy+qgn+qFy, F" =0,
(1—n)p'Fi+(n—1)¢=0 (2.1.28)

bulunur. (2.1.28) denklemi kullamlarak ¢; ve p; formlar arasindaki bagmti

agsagidaki gekilde belirlenir:
(I=n)p'Fi=(1-n)g,
G =p"' Fi. (2.1.29)
(2.1.29) denkleminin her iki yam 6nce g*, daha sonra da F;™ ile carpilirsa
Gig? F;"™ = p' F)F' = =5 p'
= —p" (2.1.30)
bulunur. (2.1.30) denklemi g, ile ¢arpilirsa
P" Gk = — Gk F;™ = —¢’ Fy,
elde edilir. Buradan da
e =~ Fii (2.1.31)

bulunur.

Elde edilen sonuglar (2.1.3) denkleminde yerine konursa D semi-simetrik metrik

F-konneksiyonu i¢in konneksiyon katsayilari
_ h .
seklini alir. Boylece agagidaki énermeyi verebiliriz:

Onerme 2.1.1. gi; Hermitsel metrik tensériine ve F," kompleks yapisina sahip
bir Kaehler manifoldunda p; ve ¢; (2.1.29) ve (2.1.31) deki gibi tanimlanmig 1-
formlar olsun. Bu durumda semi-simetrik metrik F' konneksiyonu D nin katsayilari

(2.1.32) seklindedir.
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2.2 Semi-Simetrik Metrik F-konneksiyonlu Uzaylarda Egrilik Tensorii

Bir M,, manifoldunun egrilik tensorii en genel haliyle, (1.1.12) geklinde ele alinirsa
ijih - akfjih = OT," + Ty L' = thh T (2.2.1)

ve ', fonksiyonlar icin (2.1.3) kullanilirsa, bu takdirde semi-simetrik metrik-F

konneksiyonlu uzaylarda egrilik tensorii

Ly = ak({h} +U;") = 0j({]?i} +U")

Ji

+({:t} - Ukt")({jtz.} LU - ({ﬁ} - thh)<{;} U

(2.2.2)

h h h t h t
h _ _ 9. _ .U
b’ = a’“{ﬂ} a{kn} i {kt}{ﬂ} {Jt}{kz} O = O
h t h t
+{kt}Uﬂt " {ﬂ}U’“h + O Ui = {jt}U’“'t ) {ki}Uﬂh

t t
h h h
~U;" Ui — {kj}Uti + {kj}U“ (2.2.3)

seklinde bulunur. (2.2.3) de Riemann manifoldunun egrilik tensorii tanimu ile M,

manifoldunun egrilik tensorii

h t t

t t h
- (ajUkih — {kj}Uti h— {ji}Ukth + {jt}Ukit> + UkthUjit - thhUkit

(2.2.4)
haline gelir, bu son ifade yeniden diizenlenirse

Ju J

elde edilir.

(2.2.5) icin gerekli olan (2.1.22) nin V konnenksiyonuna gore kovaryant tiirevleri

alinirsa
ViU " =60V — giVip" + F,"Vigi + F,"Vig; — FiVid" (2.2.6)
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ijki h = (52v]‘pi — gkiVjph + Fkhvj'qi + Fi thqk — F]m‘quh (227)
elde edilir. Buradan da
ViU, "= VU " = 60Vipi — ¢V pi — 95:Vip" + 91 V0" + F;"Vig;
—Fthjqi + F; h(quj — quk) - Fjivkqh + FkZ'quh (2.2.8)

bulunur. Ayrica, (U,," U;') ve (thh U,;") ifadeleri ayri ayr1 hesaplanirsa ;

Ukth Ujit = (52 piPj — 52 Pt gjipt - 52%%’ - 5;?%%‘ - 62Fjiptqt>
+(=grp"pi + 950" P — Fied" @ — Fup"q; + Fiip"ar)
+(E,"q;pi — Fgjiap’ + Faipy + F"pigy — F" Friqed')
+(F"qepi — g5i00d” — 0} i — 0L awt; + Fruqup™)
+H(=Frid"pi — gsiqnd” — 91ja" 4 — 9xd"q; + Fjiprd") (2.2.9)
ve
th " Ukit = (5§Lpipk - 5jhptgkzipt - 25?%‘% - 5?Fkiptqt)
+(—gip"pi + grid"pj — Frjp" a0 — Fip"qr + Fripq;)
+(F;"qupi — F; " graap’ + F;"qupi + F;"pig, — F;" Friqeq")
+(B"4pi — 9kiq;q" — S1ajai — Ol arq; + Fraq;p")
+(—ijthi - gkiqth - gjkqhQi - githQk + Fkiquh) (2.2.10)

bulunur. (2.2.9) ve (2.2.10) denklemlerinin faklari alinir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa
(Ukth Ujit) - (thh Um't) = 51]3(1%29]' - gjiptpt — 495 — Fjiptqt)
+0" (—pipr + griped’ + G + Friped')
+9i; 0"k — ad") + g (d" 05 — p"py) + Fju(—20"a + 24" p;)
+Fiu(p"q; + pid") + Fyi(prd" + p"ar)
+F.(g;pi — 950" @ + aip; — Friaqd")
+F, " (—qipe — arpi + griaep” + Friqed') (2.2.11)
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sonucuna ulagilir. Bulunan ifadeler denklem (2.2.5) de yerine konulursa L "

egrilik tensori
ijzh = Rkjih + 6Z(pipj - gjiptpt — 4iq5 — sz'ptqt - ijz’)
+07 (=pipk + gripe?’ + Giqe + Friped' + Vips)
+9i "ok — ard" = Vip") + gin(q"q; — P"p; + Vip") + 2F(—p"qi + ¢"pi)
+Fr(0"q; +0ia" = V") + Fiu(prd" + p"ax — Vid")
+Fkh(Qipj + q;pi — 950" @ — Fjiaed' — V)
+F M (—aipk — @pi + geiaed" + Frard' + Via) + F, " (Vg — Vige) (2.2.12)

seklini alir. Ayrica (2.1.29) ve (2.1.31) denklemlerinin sonucu olarak elde edilen
¢ p' = 0ve q' ¢ = p; p' bagintilar: (2.2.12) de yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa semi-simetrik metrik /- konneksiyonlu bir M,, uzayiin egrilik tensori

1
Ly = Ry = 6¢(V 01 = pipj + 450 + 50ep'951)

1
+5;L<Vkpi — DiPk + Qiqx + §ptqt9ki)

1
—95i0"™ (Vipi — Prpr — PeDk + Qe + =DeD Gkt

2
th 1 t
+9ri9" (Vipe + @1q; — pepj + SPep gjt)
h Loy
—F."(Viq — qip; — q;pi + PP Fji)

1
+F " (Vi — aipk — qupi + Eptptsz‘)

1
—F5i9" (Vg — apr — s + PP Fia)

1
+Frig™(Vq — ap; — qps + §ptptth

+th(vkqj — Viq) — 2F;(pid" — aip") (2.2.13)

seklinde bulunur. (2.2.13) denkleminde hesaplarda kolaylik saglanmasi igin p;; ve

q;; tensorleri agagidaki sekillerde tanimlanirsa,

1
pji = Vpi — pibi + ¢4 + iptptgji : (2.2.14)
]' t
qji = Vjqi — piqi + pig; + PP Fj; (2.2.15)
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M,, uzayimin egrilik tensorii

ijih = Rkjih — Oppyi + 5?]91@1‘ — plrgii + p?gki — F.q;

+F g — i Fji + 4 Fri + (Vs — Viae) F, " = 2F(pid" — aip”)

olarak bulunur.

(2.2.16)

(2.2.14) ve (2.2.15) denklemleri ile tanimlanan p;; ve ¢;; tensorleri tanimindan

agagidaki bagintilar elde edilir.
(2.2.14) denklemi F, ile ¢arpilip diizenlenirse

1
Fl'ipjo = V(F'ip) — pipeF + ;0 F' + §ptptgjtFt¢

m 1
= Vj(ptFmig t) - pjptFm- + +qutFti + §ptptsz‘

m 1
=V,;(p" Frni) — pigi + ¢;(—pi) + §ptptFji

1
= Va4 — pjqi — 4pi + §ptptFji
ve buradan
qji = F ti Djt

bulunur. (2.2.15) denklemi F*; ile ¢arpilirsa

1
th’%‘t = Vj(th‘Qt) - Pthth' - ijtFti + §ptptthFti

1
= =Vpi = pi(=pi) = 4ia" + 5piv' (= 950)
i L
=—(V;p' —pjpi + qjq; + SPtP gji)
ve buradan da

pi = —F'i ;e

bulunur. Burada p,* = prg™ ve ¢,F = qrig™ esitlikleri kullanilmigtr.
(2.2.16) denkleminde
akj = — (Vg — Vi), @h = 2(pi qh - Qiph)
Bin = B gin = 2(pign — Prtts)
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(2.2.17)
(2.2.18)
(2.2.19)

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)
(2.2.23)

(2.2.24)

(2.2.25)

(2.2.26)

(2.2.27)



olarak almursa, egrilik tensorii Ly ;"
ijih = Rkjih — Sy + 5??1% — prgji + p?gki — F,q;s
+F, " qri — a1 Fji + ¢} Fro — oo F, " — Fi Bl (2.2.28)

seklini alr. (2.2.28) den yararlanarak L' icin yazlan ifade gy, ile carpihrsa M,

uzayimnin kovaryant egrilik tensori
Lyl gin = Ryji'gin — 61psigm + 05prigmn + pigiigm — Piarigin + Fr,'ajigmn
- F; "Gigin + @ Fjigin — Q;‘sz’glh —apiF g — FriBlgn  (2.2.29)
ve daha sonra (2.2.26), (2.2.27) ifadeleri yerine konulursa
ijz'h = Rkjih — PjiGnk + PkiGjn — PkhYji + DinGki
—Finqji + Finari — Fyiqen + Frigjn — o Fin — BinFj (2.2.30)
haline gelir.

(2.2.30) denkleminde Ly;;, egrilik tensorii k& ve j indisleri yer degistirilerek hesa-

planir (1.1.21) 6zellikleri kullanilirsa ilk iki indise gore anti-simetrik,
Lijkin = —(Rgjin + DjiGnk — PkiGjn + Dknhgji — DinJki
+ Fendji — Finari + Fjiqrn — Frigjn + ow; Fin + BinFi;j)
Lijin = —Lijkin (2.2.31)
ve Ly egrilik tensortiniin son iki indise gore de anti-simetrik
Lijni = —(Rijin — PjiGnk + PriGin — Prnbji + DinGri
— Fungji + Finqri — Fjiqen + Frigjin — arjFin — BinF;y)
Lyjin = —Lijni (2.2.32)
oldugu goriiliir. Eger M,, uzayimin egrilik tensori ijih =0 ise
Rkjih = 51’3sz‘ - 5;-1]01%' + ngji - p?gki + Fkhqji
—F g+ gt Fy — " P+ o B+ Fy Bl (2.2.33)
bulunur ve buradan da
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Rijin = pjignk — Pri9in + Penji — PinGki + Frn@ji — Finqri
+Fiqrn — Friqjn + o Fin + Bin Fi; (2.2.34)

elde edilir. (2.2.34) ¢g*" ile arpilir ve (2.2.14), (2.2.15), (2.2.26) ve (2.2.27) kul-

lanilirsa
Rji = (n+ V)pji + pij + pi"gji — 20" 950 — 2(piv; + 4i45) (2.2.35)
bulunur. Benzer sekilde
Rij = (n+ V)pij + pji + phgi; — pep'9i5 — 2(pipi + ¢;) (2.2.36)
hesaplanir ve R;; = R;; oldugu gozoniine alinirsa
Dij = Pji (2.2.37)

elde edilir. ijih = 0 kabuliinden ve Riemann egrilik tensoriintin Ryjin, = Rink;j

ozelliginden
Rijin — Rinkj = Frn(qji + @i5) — Fin(qri + @) + Fji(qen + qni)
—Fri(gjn + anj) + Fin(ow; — Brj) — Frj(oun — Bin) =0 (2.2.38)
elde edilir ve buradan
Fen(@ji + @i5) — Fin(qri + qie) + Fji(qen + qne)
—Fyi(qin + any) + Fin(arj — Brj) — Frj(oin — Bin) =0 (2.2.39)
dir. (2.2.39) denklemi F*" ile carpilirsa
n(gi + qij) — F™ Fin(qri + in) + F" Filqun + ane) — F*" Fri(gin + qnj)
+F* F(ag; — Bry) — F*™ Frj(aun — Bin) = 0 (2.2.40)
elde edilir. Burada F*" tensorii igin (1.2.4) ve (1.2.5) bagtilar1 kullamlarak
n(qji + Gij) — Fkhth(Qki + i) + FkhFinkh + FjiFkthk
—F* Ei(gin + ang) + FF" Fy (o — Brg) — F™ Fi(aw; — Brj) =0, (2.2.41)
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(n —2)(gji + qij) =0
ve buradan da
qji = —4qij

elde edilir. O halde agagidaki teoremi verebiliriz :

(2.2.42)

(2.2.43)

Teorem 2.2.1 Semi-simetrik metrik F- konneksiyonlu uzaymn egrilik tensorii

L

kji

" = 0 ise uzaym konneksiyon katsayilarimda yer alan p; ve g; vektor bilegenleri

cinsinden ifade edilen p;; ve g;; tensorleri (2.2.37) ve (2.2.43) bagintilarin saglar.

Diger taraftan (2.2.42) den
pie Fy' +pz’tth =0

ve buradan da

Pji :ptsttFiS

bulunur. (2.2.38) ve (2.2.42) den
(arj — Brj) Fin — Frj(aun — Bin) =0
elde edilir. (2.2.45) F* ile carpilirsa
(o = B) Fip — nlcin — Bin) =0

veya

1

i — Bin = —(a — B)F;

n

bulunur, (2.2.26), (2.2.27) kullanihirsa

a=F" Qi = —2V, p!
ve
3= F" G = dp,p'
bulunur. (2.2.48) ve (2.2.49) dan
i — Bin = == (Vup' +2pup") F
ih ih — n( tp+ptp> 7
bulunur. Diger taraftan (2.2.15), (2.2.26), (2.2.42) den
o = —qj; + pip'Fji
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(2.2.44)

(2.2.45)

(2.2.46)

(2.2.47)

(2.2.48)

(2.2.49)

(2.2.50)

(2.2.51)

(2.2.52)



elde edilir. Ayrica,
Fl g = FI' (—pp By ') = p,! (2.2.53)

dir ve (2.2.53) den
a==2p'+npp’ (2.2.54)

bulunur. (2.2.52) ve (2.2.53) kullanilarak

2
Bji = —2qji + pip Fji + E(tht +2p,p") Fj;

2 n+4
Bji = —2aq; + [ Vip' + " pep'] Fyi (2.2.55)
elde edilir, buradan da
n
pl=Vip'+ Spep’
2 t t
Bji = —2q;; + - (py +2p:ep")Fyi (2.2.56)

bulunur. (1.1.21), (2.2.34), (2.2.36), (2.2.42) denklemleri kullanilarak
2(Fxn g0 + Fin qie + Fin ey + Fji ain + Fie ¢n + Fioj @in)
+Eyn o + Fip cig + Fipougj + Bin Fji + Bjn Fire + Bin Fry = 0 (2.2.57)
bagintist bulunur. (2.2.51) ve (2.2.55), (2.2.58) de yerine yazilirsa
2p + (n+4)pep'|(Fin Fji + Fjn Fi, + Fip, Fij) =0
2p+ (n+4)p;pt=0. (2.2.58)
elde edilir. (2.2.33) de denkleminde h ve k indisleri {izerinde daraltma yapilirsa
Rji = npjiptt Gji — Qi F; b— Bit th
bulunur ve buradan da

S 2 S S
Rji = npjip g5 = (=245 + psp* Fyo) F " = =20 + (= p," + 2p, ") Ful "

n—2 n+4
Rji = (n+4)pji + (Tptt - pep) gji s

Rji=(n+4)pj+p, 95 (2.2.59)
bagmtilarima ulagilir. (2.2.59) denklemi ¢7¢ ile carpilirsa skaler egrilik
R=2(n+2)p, (2.2.60)
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seklinde elde edilir. Buradan

¢ 1
P =9t 2)
dir. (1.1.32) ve (1.1.33) den
pji = —Lji,
qji = —M;;

ifadeleri bulunur. (2.2.52), (2.2.59), (2.2.60) ve (2.2.61) kullanilarak

i = 2Mji + py p' Fi

aj; = 2Mj; — mpttFjia

R

= 2M; — F
@ Tt 2)nta)?

bulunur ve (2.2.55) ve (2.2.56) dan

2
Bji = 2M; + E(ptt +2p: ") Fyi

2
Bji = 2M;; + mpttFjia

R

=9, P,
b it I mra

bulunur. Sonug olarak
Ry = —08Lj; + 6" Ly — L, gji + L} g1 — F,"Mj;
+F, "My — M Fji + M Fyi + 2(My; F, " 4 Fio M, "),
Bka‘h =0

elde edilir. Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

(2.2.61)

(2.2.62)

(2.2.63)

(2.2.64)

(2.2.65)

(2.2.66)

(2.2.67)

Teorem 2.2.2. (2.1.32) konneksiyonuna sahip n-boyutlu Kaehler uzayinda

(n > 4) icin semi-simetrik metrik F' -konneksiyonlu uzayin egriligi sifir ise uzayin

Bochner egriligi de sifirdir.
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3 BOLUM

3.1 Semi-Simetrik metrik F-konneksiyonlu Kaehler Uzaylar

Teorem 3.1.1. Semi-simetrik metrik F-konneksiyonlu uzaylar yaklagik Kaehler

uzaylardir, yani, bu uzaylar
Frij = DpFij + DiFyp + DjFpi = 0 (3.1.1)
denklemini saglar.

ispat. M,,, semi-simetrik F-konneksiyona sahip oldugundan, (2.1.2) kullanilir ve

sirasiyla Dy Fy;,  D;Fy,, D;Fy; blytklikleri hesaplanirsa

DyFij = Di(gjnFi ") = gjDnF ¥, (3.1.2)
DiFy = Di(gn F;*) = g DiF; ", (3.1.3)
DjFy; = Dj(gik:Fhk) = giijFhk (3.1.4)

bulunur. Buradan da (3.1.1)
DhF’ij ‘l‘ Dith —|— D]’F}n’ - 0

elde edilir.

Teorem 3.1.2. Semi-simetrik metrik F-konneksiyonlu uzaylarda yaklagik Kaehler

yapi integre edilebilir ise, yaklagik yap1 Kaehler yapidir.

Ispat. Yaklagik kompleks F, .© yapsi, yaklagik Kaehler yapisi oldugundan
DpFij+ DiFyp + DjFpi =0 (3.1.5)

ve

N;* = F,MDyF* — D;F}) — FMDyF* — D FF) (3.1.6)
dir. (3.1.6) denklemi gy, ile carpihip k tizerinden toplam alinirsa
F,"(DFjm — DjFym) — F;" (D Fy — DiFp) =0, (3.1.7)
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bulunur. (3.1.6) ve (3.1.7) den

DyFij + DiFy, = —DjFy,;

DyFip, = —DjFpn — Dy Frj = DjFypy — Dy Fyj

DypFim = =DiFpp — Din i = DiFpm — Dy Fi
elde edilir. Buradan da

F(=DyFyy) = " (=DFyi) = 0
bulunur. Denklem (3.1.11) i F? ile garpip 4 iizerinden toplarsak
FF,"(=DyFy;) — F/F" (=D Fi) = 0
ve F/F," = —§" oldugundan
Dy Foj + F)F"(Dyy, Fj) = 0

elde edilir. F! yaklagik Hermitsel yap1 oldugu icin FnithF hi = I}
dir. Buradan da

FyiDy(F,F") = 0

elde edilir ve

(3.1.8)
(3.1.9)

(3.1.10)

(3.1.11)

(3.1.12)

(3.1.13)

(3.1.14)

(3.1.15)

bulunur. F,,; tensorleri anti-simetrik tensorler oldugundan (3.1.15) denkleminden

D, Fj, =0
bulunur. (3.1.16) denklemi g™* ile garpilirsa
D, F* =0
elde edilir.
Teorem 3.1.3. Fij yaklagik Hermitsel yap1

D;Fj, = DjFiyp =0

esitligini saglarsa, Fij bir Kaehler yapidir.

25

(3.1.16)
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Ispat. F;; tensorii anti-simetrik oldugu icin
DiFj, + DiFy; =0 (3.1.19)
elde edilir. Denklem (3.1.18) ve (3.1.19) kullamlarak
D;Fjy, + DyFyj =0 (3.1.20)
elde edilir. Indisler devirsel olarak degistirilirse
2(D;Fy + D;Fyi + DyFyy) = 0, (3.1.21)
2(D;Fyy, + D;Fyj + D;Fyyi) = 0 (3.1.22)
bulunur, (3.1.22) denkleminden (3.1.21) denklemi ¢ikarilirsa
DiFy =0,

ve buradan da

bulunur. Denklem (3.1.23) ¢ ile carpilirsa
9" D; gjm B = 0 (3.1.24)

her t, i, k icin
D;F,' =0 (3.1.25)

elde edilir.
Teorem 3.1.4. Eger Fij yaklagik kompleks yapis
F9DF D, Fyy =0 (3.1.26)
kogulunu saglarsa, (D* = ¢/* D;) F; yapis1 Kaehlerdir.
ispat. F; F = —o" oldugundan
Fy; F7 =2n (3.1.27)
dir. (3.1.27) denkleminin kovaryant tiirevi alinirsa
Dy (F;; F7) = Fy; (DL, F7) =0 (3.1.28)
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elde edilir. Buradan da
D¥ Dy, (Fy; F7) = F% D* D, Fy; + (D F7) (D}, Fy;) = 0 (3.1.29)

bulunur. (3.1.29) da (3.1.28) kullanilirsa (D*F%)(DyF;;) = 0 elde edilir ve bu-
radan da

DyFij =0 (3.1.30)

bulunur.
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4 SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, Yano ve Imainin [3]'de ele aldigi semi-simetrik metrik F-
konneksiyonlu uzaylar gozoniine alinip, bu uzaylarda yaklasik yapi, Hermitsel yapi,
Kaehler yapi tanimlari verilmistir. g;; Hermitsel metrik tensoriine ve F," kompleks
yapisina sahip bir Kaehler manifoldunda p; ve ¢; formlar (2.1.29) ve (2.1.31)
deki gibi tanimlan formlar olmak tizere, semi-simetrik metrik F-konneksiyonu D
nin katsayilar1 (2.1.32) deki gibi ve semi-simetrik metrik F-konneksiyonlu uzaym
egrilik tensorti de (2.2.12) geklinde elde edilmisgtir. Bu uzaym egrilik tensériiniin
sifir olmasi durumunda konneksiyon katsayilarinda yer alan p; ve ¢; tensorleri
cinsinden ifade edilen (2.2.14) ve (2.2.15) de tammlanan p;; ve ¢;; tensorleri
arasindaki bagintilar bulunmustur.

Uzayin egrilik tensoriiniin sifir olmasi durumunda Bochner egrilik tensoriintin de
sifir olacag1 gosterilmistir.

Ayrica, semi-simetrik metrik F-konneksiyonlu uzaylarin hangi kosullar altinda
yaklagik Kaehler uzayr ve Kaehler uzay1 olacagi teoremlerle ifade ve ispat
edilmigtir.

Bundan sonra yaklagik Tachibana (nearly Kaehler) yapilar1 semi-simetrik metrik
F-konneksiyonlu uzaylar icin incelenebilir. Bu uzaylara ait metrik ornekleri
aragtirmasi yapilabilir.
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