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SEMİ-SİMETRİK METRİK F -KONNEKSİYONLU UZAYLAR

ÖZET

Literatürde semi-simetrik metrik F -konneksiyonlu uzaylar birçok yazar tarafından
incelenmiştir [1-3].

Bu çalışmada, Yano ve Imai’nin [3]’de ele aldığı semi-simetrik metrik F -
konneksiyonlu uzaylar gözönüne alınmıştır. Bu uzaylarda, yaklaşık yapı, Hermitsel
yapı, kaehler yapı tanımları verilip uzayın eğrilik tensörünün sıfır olması duru-
munda Bochner eğrilik tensörünün de sıfır olacağı gösterilmiştir.

Ayrıca, semi-simetrik metrik F -konneksiyonlu uzayların hangi koşullar altında
yaklaşık Kaehler uzayı ve Kaehler uzayı olacağı teoremlerle ifade ve ispat
edilmiştir.

Birinci bölümde Riemann uzayına ait temel kavramlar ele alınmıştır.

Mn bir Riemann manifoldu olsun. Mn üzerinde (1,1) tipinde tanımlı olan bir F j
i

tensörü
F j

i F k
j = −δk

i , (1)

koşulunu sağlıyorsa F j
i tensörüne yaklaşık kompleks yapı ve (Mn, F

j
i ) ikilisine

de yaklaşık kompleks uzay denir.

Eğer Mn üzerinde bir yaklaşık kompleks F j
i yapısı varsa ve gij Riemann metrik

tensörü
gijF

i
h F j

k = ghk, (2)

koşulunu sağlarsa (F j
i , ghk, ) çiftine Mn üzerinde yaklaşık Hermitsel yapı denir.

Eğer Mn üzerinde F j
i Hermitsel yapısı her i, j, k için

∇kF
j

i = 0 , (3)

bağıntısını sağlıyorsa F j
i yaklaşık kompleks yapısına Kaehler yapı denir.

yaklaşık F j
i Hermitsel yapısı

Fhij = ∇hFij +∇iFjh +∇jFhi = 0, (4)

bağıntısını gerçekleşiyorsa F j
i tensörüne yaklaşık Kaehler yapı denir.

Yaklaşık F j
i yapısı

Fi = −∇jF
j

i = 0 , (5)

koşulunu sağlarsa F j
i tensörüne yaklaşık semi Kaehler yapısı denir.
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Bu bölümde, yaklaşık yapı yardımıyla burulma tensörü tanımı verilmiş ve yaklaşık
yapının integre edilebilme koşulu ifade edilmiştir. Ayrıca, Mn Kaehler mani-
foldunda Bochner eğrilik tensörü tanımı verilmiştir.

İkinci bölümde semi-simetrik konneksiyon ve semi-simetrik metrik F -konneksiyon
tanımları verilmiştir.

Mn n-boyutlu diferansiyellenebilen, g Riemann metriğine sahip bir manifold olsun
ve∇, Riemann konneksiyonu, D de herhangi bir lineer konneksiyonu göstersin. Mn

üzerinde herhangi bir pj vektör bileşeni için D konneksiyonunun burulma tensörü

T i
jk = pj δi

k − pk δi
j , (6)

şeklinde tanımlanırsa, bu konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir.

Γ h
ji , D afin konneksiyonunun katsayıları olsun. Eğer D konneksiyonu için

Dk gij = 0 , Dj F h
i = 0 , (7)

koşulları sağlanıyorsa D’ye metrik F -konneksiyon denir.
{

h
ij

}
, ∇ Riemann kon-

neksiyon katsayıları ve Γ h
ij lar da D konneksiyon katsayıları olsun. Eğer D kon-

neksiyonuna ait katsayılar

Γ h
ji =

{
h

ji

}
+ U h

ji , (8)

şeklinde ele alınırsa, D konneksiyonun burulma tensörü

S h
ji = U h

ji − U h
ij , (9)

olarak elde edilir.

D metrik konneksiyon ise

U t
kj gti + U t

ki gtj = 0, (10)

dir. D konneksiyonu metrik F -konneksiyonu ise

U t
ji F h

t − U h
jt F t

i = 0, (11)

dir.

pi, 1-form, qh herhangi bir kontravaryant vektör alanı ve Fji anti-simetrik bir
tensörün bileşenleri olmak üzere

S h
ji = δh

j pi − δh
i pj − 2Fji q

h , (12)

şeklinde bir burulma tensörü ele alınırsa, D konneksiyonuna semi-simetrik metrik
F -konneksiyon denir.

D konneksiyonu semi-simetrik ve metrik konneksiyon ise bu durumda

U h
ji = δh

j pi − gji p
h + F h

i qj + F h
j qi − Fji q

h, (13)
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elde edilir. Bu bölümde (7)’i sağlayan D konneksiyonu için konneksiyon katsayıları

Γ h
ji =

{
h

ji

}
+ δh

j p i − gji p
h + F h

j qi + F h
i qj − Fji q

h, (14)

şeklinde elde edilmiştir. Burada

pi = −qtFti, qi = ptFti , (15)

dir.

Önerme. gij Hermitsel metrik tensörüne ve F h
i kompleks yapısına sahip bir

Kaehler manifoldunda pi ve qi formları (15) daki gibi tanımlanmış olsun. Bu du-
rumda semi-simetrik metrik F -konneksiyonu D nin katsayıları (14) şeklindedir.

Semi-simetrik metrik F -konneksiyonlu uzaylarda eğrilik tensörü

L h
kji = R h

kji + δh
k (pipj − gjiptp

t − qiqj − Fjiptq
t −∇jpi)

+δh
j (−pipk + gkiptp

t + qiqk + Fkiptq
t +∇kpi)

+gij(p
hpk − qkq

h −∇kp
h) + gik(q

hqj − phpj +∇jp
h) + 2Fjk(−phqi + qhpi)

+Fik(p
hqj + pjq

h −∇jq
h) + Fji(pkq

h + phqk −∇kq
h)

+F h
k (qipj + qjpi − gjip

tqt − Fjiqtq
t −∇jqi)

+F h
j (−qipk − qkpi + gkiqtp

t + Fkiqtq
t +∇kqi) + F h

i (∇kqj −∇jqk), (16)

şeklinde elde edilmiştir. Burada pij ve qij tensörleri

pji = ∇jpi − pjpi + qjqi +
1

2
pt p

tgji , (17)

qji = ∇jqi − pjqi + piqj +
1

2
pt p

tFji , (18)

dir. Eğer semi-simetrik metrik F -konneksiyonlu uzayın eğrilik tensörü L h
kji = 0

ise pij = pji ve qij + qji = 0 olduğu gösterilmiştir.

Ayrıca Kaehler manifoldunda (n ≥ 4) için L h
kji = 0 ise manifoldun Bochner

eğriliğinin sıfır olduğu gösterilmiştir.

Üçüncü bölümde, semi-simetrik metrik F -konneksiyonlu uzayların yaklaşık
Kaehler uzayı ve Kaehler uzayı olması ile ilgili teoremler ifade ve ispat edilmiştir.
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SEMI-SYMMETRIC METRIC F -CONNECTION SPACES

SUMMARY

In literature semi-symmetric metric F -connection spaces have been interested by
many authors [1-3].

In this study, the semi-symmetric metric F -connections, which were studied by
Yano and Imai at (3), were examined in general. In these spaces, after giving
the definitions of an almost complex structures, an almost Hermitian structure,
Kaehlerian structure, it has been shown that, if the curvature tensor equals to
zero then Bochner curvature tensor also becomes zero.

Then, some basic theorems about the conditions under which a semi-symmetric
F -connection space turns out to be an almost Kaehlerian space or a Kaehlerian
space, have been stated and proved.

Also, the definition of Riemannian space, and properties related to these spaces
are given.

Supposing that Mn is a Riemannian manifold, a tensor F j
i of order (1, 1) is an

almost complex structure on Mn. If the tensor F j
i satisfies the condition

F j
i F k

j = −δk
i , (1)

then (Mn, F j
i ) is called an almost complex space.

If Mn admits an almost complex structure F j
i and the metric tensor gij of Mn

satisfies
gijF

i
h F j

k = ghk, (2)

then the (F j
i , ghk) is called an almost Hermitian structure on Mn. In this context

an almost Hermitian structure F j
i (respectively,space) is a Kaehlerian structure

(respectively, space) if the tensor F j
i satisfies

∇kF
j

i = 0, (3)

for all i, j, k and it is called an almost Kaehlerian structure, if the tensor F j
i

satisfies the relation

Fhij = ∇hFij +∇iFjh +∇jFhi = 0. (4)

and also it will be called an almost semi-Kaehlerian structure if the tensor F j
i

satisfies
Fi = −∇jF

j
i = 0. (5)
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In this section, the definition of the torsion tensor is given by means of an almost
complex structure and Bochner curvature.

In the second section the definitions of semi-symmetric connection and semi-
symmetric metric F -connection were given at first.

Supposing that Mn is an n-dimensional differentiable manifold having the Rieman-
nian metric g, ∇ is the Riemanniann connection and D is any lineer connection
with components Γ h

ji , the torsion tensor of the connection D for any arbitrary
vector component pj on Mn is defined as follows.

T i
jk = pj δi

k − pk δi
j . (6)

Now, this connection is called a semi-symmetric connection.

If D satisfies
Dk gij = 0 , Dj F h

i = 0, (7)

then D is called a metric F -connection.

Let
{

h
ij

}
be the coefficients of ∇ Riemannienn connection and Γ h

ij of D.

If the coefficients of D are in the form of

Γ h
ji =

{
h

ji

}
+ U h

ji , (8)

where
{

h
ij

}
is the coefficients of ∇ Riemannienn connection then the torsion tensor

S h
ji of the connection, D is given by

S h
ji = U h

ji − U h
ij , (9)

If D is a metric connection then it is satisfied that

U t
kj gti + U t

ki gtj = 0. (10)

Moreover, if D is a metric F -connection then, in this case we have

U t
ji F h

t − U h
jt F t

i , = 0. (11)

An affine connection having the torsion tensor S h
ji satisfying

S h
ji = δh

j pi − δh
i pj − 2Fji q

h , (12)

where pi is a 1-form and qh a contravariant vector field, is called a semi symmetric
connection. If D is a semi-symmetric and metric connection then we obtain that

U h
ji = δh

j pi − gji p
h + F h

i qj + F h
j qi − Fji q

h , (13)

where ph = ptg
th, and qi = qtgti .
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In this section, the coefficients of the connections satisfying (7) are obtained in
the form of

Γ h
ji =

{
h

ji

}
+ δh

j p i − gji p
h + F h

j qi + F h
i qj − Fji q

h , (14)

where
pi = −Ftiq

t, qi = Ftp
t . (15)

Proposition. In a Kaehler manifold with Hermitian metric tensor gij and complex
structure tensor F h

i , a semi-symmetric metric F -connection is given by (14) with
pi and qi satisfying (15).

In the space with semi-symmetric metric F -connection the curvature tensor is
obtained as

L h
kji = R h

kji + δh
k (pipj − gjiptp

t − qiqj − Fjiptq
t −∇jpi)

+δh
j (−pipk + gkiptp

t + qiqk + Fkiptq
t +∇kpi)

+gij(p
hpk − qkq

h −∇kp
h) + gik(q

hqj − phpj +∇jp
h) + 2Fjk(−phqi + qhpi)

+Fik(p
hqj + pjq

h −∇jq
h) + Fji(pkq

h + phqk −∇kq
h)

+F h
k (qipj + qjpi − gjip

tqt − Fjiqtq
t −∇jqi)

+F h
j (−qipk − qkpi + gkiqtp

t + Fkiqtq
t +∇kqi) + F h

i (∇kqj −∇jqk) , (16)

where the tensors pij and qij are in the form

pji = ∇jpi − pjpi + qjqi +
1

2
ptp

tgji , (17)

qji = ∇jqi − pjqi + piqj +
1

2
ptp

tFji , (18)

If the curvature tensor of semi-symmetric metric F -connection space is L h
kji = 0

then pij = pji and qij + qji = 0 .

Moreover, in a Kaehlerien manifold for (n ≥ 4), if L h
kji = 0 then it can be shown

that the Bochner curvature of the manifold is also zero.

In the third section, the theorems, related to the fact that the semi-symmetric
metric F -connection spaces become an almost Kaehlerian space and a Kaehlerian
space, are stated and proved.
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1 BÖLÜM

1.1 GİRİŞ

1854 yılında Riemann herhangi bir koordinat sistemindeki koordinatları xi ve

xi + dxi olan birbirine çok yakın iki nokta arasındaki sonsuz küçük ds mesafe

yi, gij katsayıları xi koordinatlarının fonksiyonları olmak üzere aşağıdaki şekilde

tanımlamıştır

ds2 = gij dxidxj, (i, j = 1, 2, · · · , n). (1.1.1)

Burada gij katsayıları Riemann metriği olarak adlandırılır. Böyle bir metrik ile

karakterize edilen uzaya Riemann uzayı ve Riemann metriğine dayanan geometriye

de Riemann geometrisi denir [4] ,[5].

Tanım 1.1.1. gij metrik tensörü ile verilmiş bir Mn Riemann uzayında bu metrik

tensörle uyumlu, Γi
jk ve Γ

′γ
αβ ’lar sırasıyla x ve x′ koordinatlarının fonksiyonları

olmak üzere,
∂2xi

∂x′α∂x′β
+ Γi

jk

∂xj

∂x′α
∂xk

∂x′β
= Γ

′γ
αβ

∂xi

∂x′γ
(1.1.2)

denklemini sağlayan bir ve yalnız bir konneksiyon vardır. Burada adı geçen Γ

fonksiyonlarına konneksiyon katsayıları denir [5].

Özel olarak Γi
jk konneksiyonu Riemann konneksiyonu (Levi-Civita) ise bu du-

rumda

gihgjh = δi
j, δi

j =

{
1, i = j
0, i 6= j

Γi
jk =

{
i

jk

}
= gij[jk, h], [jk, h] =

1

2
(
∂gjh

∂xk
+

∂gkh

∂xj
− ∂gjk

∂xh
) (1.1.3)

dir.
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Burada [jk, h] ifadesine 1. cins,
{

i
jk

}
ifadesine ise 2. cins Christoffel sembolü denir.

Görüldüğü gibi Chiristoffel sembolleri alt iki indise göre simetriktir. Bir Riemann

uzayında gij metrik tensörü ile bağdaşan bir ve yalnız bir∇ Riemann konneksiyonu

vardır [5].

Tanım 1.1.2. M bir Haussdorff uzayı olsun. M nin her p komşuluğunun uygun

bir U civarını, Rn nin açık bir V alt cümlesine tasvir eden bir ϕ homeomorfizması

varsa, M ye n-boyutlu topolojik manifold ve (U,ϕ) çiftine de p nin bir koordinat

komşuluğu denir.

M bir topolojik manifold olsun. A indis cümlesi, Uα da A yardımı ile belirlenmiş

açık cümleler ailesi olmak üzere, M üzerinde bir S = {(Uα, ϕα)α∈A} kolleksiyonu

aşağıdaki koşulları sağlıyorsa bu kolleksiyona M üzerinde n-boyutlu diferansiyel-

lenebilir bir yapı oluşturur denir [6].

i)
⋃

α∈A Uα = M

ii) Herhangi bir α, β ∈ A için fβα ve fαβ fonksiyonları

fβα = φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn → φβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn

fαβ = φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn → φα(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rn

diferansiyellenebilir tasvirdir.

iii) {(Uα, ϕα)}α∈A ailesi (i) ve (ii) koşullarına göre maksimaldir.

Mn, C∞ sınıfından ve yerel ifadesi

ds2 = gij dxi dxj, (i, j = 1, 2, · · · , n). (1.1.4)

ile verilen bir Riemann metriğiyle belirlenmiş diferansiyellenebilen bir mani-

fold olsun. Mn üzerindeki Γ i
jk konneksiyon katsayıları simetrik ve antisimetrik

kısımlarına ayrıştırılabilir. Γ i
jk konneksiyon katsayılarının simetrik kısmını Λ i

jk ve

antisimetrik kısmını da Ω i
jk ile ifade edersek;

Λ i
jk = Γ i

(jk) =
1

2
(Γ i

jk + Γ i
kj ) (1.1.5)

Ω i
jk = Γ i

[jk] =
1

2
(Γ i

jk − Γ i
kj ) (1.1.6)

2



şeklinde olur, burada Λ i
jk konneksiyon katsayısı, Ω i

jk ise bir tensördür ve bu tensör

konneksiyonun burulma tensörü adını alır. (1.1.5) ve (1.1.6) denklemlerinden

Γ i
jk = Λ i

jk + Ω i
jk (1.1.7)

yazılır.

vi bir kontravaryant vektör alanı, vi bir kovaryant vektör alanı ve T h
ji da bir

tensör alanının bileşenleri olmak üzere bu büyüklüklerin bir ∇ konneksiyonuna

göre kovaryant türevleri sırasıyla

∇jv
i =

∂vi

∂xj
+ vhΓ i

hj , (1.1.8)

∇jvi =
∂vi

∂xj
− vkΓ

k
ij , (1.1.9)

∇kT
h

ji =
∂T a

ji

∂xk
+ T a

ij Γ h
ka − T h

ai Γ a
kj − T h

ja Γ a
ki , (1.1.10)

şeklindedir [7,8].

Ayrıca (1.1.3) ve (2.1.3) dan kolayca görüleceği gibi gij metrik tensörünün Levi-

Civita konneksiyonuna göre kovaryant türevi

∇kgij =
∂gij

∂xk
−

{
a

kj

}
gai −

{
a

ki

}
gaj = 0, (1.1.11)

olarak elde edilir.

Bir Mn manifoldunun eğrilik tensörü, en genel haliyle

L h
kji = ∂kΓ

h
ji − ∂j Γ h

ki + Γ h
kt Γ t

ji − Γ h
jt Γ t

ki , (∂k =
∂

∂xk
) (1.1.12)

şeklindedir, burada Γ h
ji fonksiyonları ikinci cins Christoffel sembolleri olan

{
h
ji

}

lerle yer değiştirirse, gij metrik tensörü ile verilen bir Riemann uzayının Riemann-

Christoffel eğrilik tensörü,

R h
kji = ∂k

{
h

ji

}
− ∂j

{
h

ki

}
+

{
h

ka

}{
a

ji

}
−

{
h

ja

}{
a

ki

}
, (1.1.13)

şekline dönüşür [7].

Mn üzerinde, vh bir kontravaryant vektör alanının, wi bir kovaryant vektör

alanının, f bir skaler fonksiyonunun, T h
ji (1, 2) tipinde herhangi bir tensör alanının

ve S h
ji da burulma tensörünün bileşenlerini göstersin. Bu durumda L h

kji eğrilik

tensörü aşağıdaki Ricci özdeşliklerini sağlar:

3



∇k∇jv
h −∇j∇kv

h = R h
kji vi − 2S t

kj∇tv
h, (1.1.14)

∇k∇jωi −∇j∇kωi = −R h
kji wh − 2S t

kj∇twi, (1.1.15)

∇j∇if −∇i∇jf = −2S h
ji ∇hf, (1.1.16)

∇l∇kT
h

ji −∇k∇lT
h

ji = R h
lkt T t

ji −R t
lkj T h

ti −R t
lki T h

jt − 2S t
lk ∇tT

h
ji .

(1.1.17)

Özel olarak Mn uzayı Riemann uzayı ise S t
kj = 0 olacağından Riemann uzayı ile

ilgili Ricci özdeşliklerine ulaşılır.

(1.1.13) den Riemann-Christoffel eğrilik tensörünün

R h
kji = −R h

jki , (1.1.18)

R h
kji + R h

jik + R h
ikj = 0 , (1.1.19)

özelliklerine sahip olduğu görülür.

Dördüncü dereceden Rkjih kovaryant eğrilik tensörü

Rkjih = R a
kji gah , (1.1.20)

şeklinde tanımlanmıştır ve aşağıdaki özellikleri sağlar [7]:

(1) Rkjih + Rjikh + Rikjh = 0 ,

(2) Rkjih = −Rjkih ,

(3) Rkjih = −Rkjhi ,

(4) Rkjih = Rihkj ,

(5) Rkkih = −Rkjhh = 0 . (1.1.21)

(1) özdeşliğine birinci Bianchi özdeşliği denir. Ayrıca, eğrilik tensörünün Riemann

konneksiyonuna göre kovaryant türevi

∇lR
h

kji +∇k R h
jli +∇j R h

lki = 0 , (1.1.22)

ikinci Bianchi özdeşliğini sağlar [7].
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(1.1.13) de h ve k indisleri üzerine daraltma yapılırsa

Rji = R a
aji , (1.1.23)

şeklinde tanımlanan Ricci tensörüne ulaşılır, buradan

Rji = R a
aji = gab Rajib = gba Ribaj = gba Rbija = Rij , (1.1.24)

eşitliğinden Ricci tensörünün simetrik olduğu görülür. Ricci tensörü yardımıyla

Riemann uzayının skaler eğriliği

R = gjiRji , (1.1.25)

şeklinde tanımlanır.

g metriğine sahip bir Mn Riemann uzayının eğrilik tensörü

Rkjih = 0 , (1.1.26)

koşulunu sağlıyorsa Riemann uzayına düz uzay denir.

(1.1.22) de yani, 2. Bianchi özdeşliğinde l ve h indisleri üzerinde daraltma yapılırsa

∇lR
l

kji = ∇k Rji −∇j Rki , (1.1.27)

elde edilir. (1.1.27) denklemi gji ile çarpılırsa

gji∇l R
l

kji = ∇k R−∇j R j
k , (1.1.28)

bulunur. (1.1.18) denklemi kullanılırsa

−gji∇l R
l

jki = ∇k R−∇j R j
k , (1.1.29)

bulunur. Buradan da (1.1.21) kullanılarak

−gjiglm∇lRjkmi = ∇kR−∇jR
j
k ,

glm∇lR
j

jkm = ∇kR−∇jR
j

k ,

∇lRkmglm = ∇kR−∇jR
j

k ,

2∇lR
l
k = ∇kR , (1.1.30)

bağıntısı elde edilir.[7]
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1.2 Kompleks ve Kaehler Uzaylar

Tanım 1.2.1. I bir reel V vektör uzayının birim dönüşümü olmak üzere, V vektör

uzayı üzerinde yaklaşık yapı, J2 = −I eşitliğini sağlayan bir lineer endomorfiz-

madır.

Tanım 1.2.2. Mn, n-boyutlu differansiyellenebilen bir reel manifold olsun. Mn

üzerinde bir J tensör alanı, her x ∈ Mn için, Tx(M) teğet uzayının J2 = −I

koşulunu sağlayan bir endomorfizması ise J ye yaklaşık kompleks yapı denir [8],

[9].

Mn üzerinde (1, 1) tipinde tanımlı olan bir F j
i tensörü

F j
i F k

j = −δk
i , (1.2.1)

koşulunu sağlarsa F j
i tensörüne yaklaşık kompleks yapı ve (Mn, F j

i ) ikilisine

yaklaşık kompleks uzay denir.

Eğer Mn üzerinde bir yaklaşık kompleks F j
i yapısı varsa ve gij Riemann metrik

tensörü

gijF
i

h F j
k = ghk , (1.2.2)

koşulunu sağlarsa (F j
i , ghk) çiftine Mn üzerinde yaklaşık Hermitsel yapı denir.

Eğer Mn üzerinde F j
i Hermitsel yapısı, her i, j, k için

∇kF
j

i = 0 , (1.2.3)

bağıntısını sağlıyorsa F j
i yaklaşık kompleks yapısına Kaehler yapı denir.

F j
i bir yaklaşık kompleks yapı ve gij de metrik tensörün bileşenleri olmak üzere

F ij ve Fij tensörleri

Fjh F j
i = −Fhj F j

i = −gih , (1.2.4)

F ij = gihF j
h , Fij = gjkF

k
i , (1.2.5)
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şeklinde tanımlanır. F ij ve Fij tensörleri anti-simetrik tensörlerdir.

Yaklaşık F j
i Hermitsel yapısı

Fhij = ∇hFij +∇iFjh +∇jFhi = 0 , (1.2.6)

bağıntısını sağlıyorsa F j
i tensörüne yaklaşık Kaehler yapı denir. Bu özelliğin

geçerli olduğu uzaya da yaklaşık Kaehler uzayı denir.

Tanım 1.2.3. Eğer yaklaşık Hermitsel yapı olan F j
i tensörü Fi = −∇j F j

i = 0

koşulunu sağlıyorsa o zaman bu yapıya yaklaşık semi-Kaehler yapı denir.

F j
i yaklaşık kompleks yapısı için burulma tensörü

N k
ij = F h

i (∇hF
k

j −∇jF
k

h )− F h
j (∇hF

k
i −∇iF

k
h ) , (1.2.7)

ile tanımlanır.

Eğer N k
ij = 0 ise F j

i yaklaşık kompleks yapısına integre edilebilir denir.

Bir Mn Kaehler Manifoldunda Ricci özdeşliği

∇k∇jF
h

i −∇j∇kF
h

i = R h
kjt F t

i −R t
kji F h

t , (1.2.8)

kullanılarak aşağıdaki bağıntılar elde edilir [7]:

R h
kjt F t

i −R t
kji F h

t = 0 , R h
kji + R t

kjs F s
i F h

t = 0 ,

Rkjht F
t

i −Rkjit F
t

h = 0 , Rkjih −Rkjst F
s

i F t
h = 0 ,

R t
j F h

t −R h
t F t

j = 0 , R h
j + R t

s F s
i + F h

t = 0 ,

Rjt F
t

i + Rit F
t

j = 0 , Rji −Rts F t
j F s

i = 0 . (1.2.9)

H h
i tensörü

2H h
i = −R h

kji F kj , (1.2.10)
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şeklinde tanımlanırsa

Hih = H t
i gth , 2Hih = −RtsihF

ts = −RihtsF
ts ,

Hih = RtihsF
ts , Rji = HjsF

s
i ,

Hji = −RjtF
t

i , HtsF
ts = R ,

∇jHih +∇iHhj +∇hHji = 0 ,

2∇tH
t
i = (∇tR)F t

i , (1.2.11)

bağıntıları elde edilir.

1.3 Bochner Eğrilik Tensörü

Bir Mn uzayı üzerinde R h
kji Riemann, Rji Ricci eğrilik tensörlerini ve R de skaler

eğriliği göstermek üzere Bochner eğrilik tensörü [3]

B h
kji = R h

kji + δh
kLji − δh

j Lki + L h
k gji − L h

j gki + F h
k Mji − F h

j Mki

+ M h
k Fji −M h

j Fki − 2(MkjF
h

i + FkjM
h

i ), (1.3.1)

şeklinde tanımlanır. Burada Lji ve Mji tensörleri aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır:

Lji = − 1

n + 4
Rji +

1

2(n + 2)(n + 4)
Rgji (1.3.2)

Mji = −LjtF
t

i , (1.3.3)

Mji = − 1

n + 4
Hji +

1

2(n + 2)(n + 4)
RFji, (1.3.4)

L h
k = Lktg

th, M h
k = Mktg

th. (1.3.5)

gjiLji = − 1

2(n + 2)
R (1.3.6)

F jiMji = − 1

2(n + 2)
R (1.3.7)

Bkjih = B t
kji gth şeklinde tanımlı olduğundan (1.3.2) ve (1.3.3) ile verilen Lji ve
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Mji tensörlerini kullanarak (1.3.1) ifadesi

Bkjih = Rkjih + gkhLji − gjhLki + Lkhgji − Ljhgki + FkhMji − FjhMki

+ MkhFji −MjhFki − 2(MkjFih + FkjMih) (1.3.8)

olarak bulunur. Ayrıca, Bochner eğrilik tensörü aşağıdaki özelliklere sahiptir:

Bkjih = −Bjkih, Bkjih = −Bkjhi , (1.3.9)

Bkjih + Bjikh + Bikjh = 0 , (1.3.10)

Bkjih = Bihkj, (1.3.11)

Bkjih + Bjikh + Bikjh = 0 , (1.3.12)

B t
tji = 0, (1.3.13)

B h
kjt F t

i −B t
kji F h

t = 0 . (1.3.14)
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2 BÖLÜM

2.1 Semi-simetrik Metrik F -Konneksiyonlu Uzaylar

Tanım 2.1.1. Mn , n-boyutlu diferansiyellenebilen g Riemann metriğine sahip

bir manifold olsun ve ∇, M üzerinde Riemann konneksiyonu, D de herhangi bir

lineer konneksiyonu göstersin. Mn üzerinde herhangi bir pj vektör bileşeni için D

konneksiyonunun burulma tensörü

T i
jk = pj δi

k − pk δi
j, (2.1.1)

şeklinde tanımlanırsa, bu konneksiyona semi-simetrik konneksiyon denir [3].

Tanım 2.1.2. Mn, (n = 2m,m = 1, 2, 3, ...) üzerinde, katsayıları Γ h
ji olan bir D

afin konneksiyonunu gözönüne alalım. Eğer D koneksiyonu

Dk gij = 0 , Dj F h
i = 0 (2.1.2)

koşullarını sağlıyorsa D ye metrik F -konneksiyon denir.
{

h
ij

}
, ∇ Riemann konnek-

siyon katsayıları ve Γ̄ h
ji lar semi-simetrik metrik F konneksiyonu D nin konnek-

siyon katsayıları olsun. Eğer D konneksiyonuna ait katsayılar en genel haliyle

Γ̄ h
ji =

{
h

ji

}
+ U h

ji (2.1.3)

şeklinde ele alınırsa, D konneksiyonun burulma tensörü S h
ji

S h
ji = Γ̄ h

ji − Γ̄ h
ij = U h

ji − U h
ij (2.1.4)

olarak elde edilir. Ayrıca, (2.1.4) bağıntısından burulma tensörünün alt iki indise

göre anti-simetrik olduğu görülür

S h
ji = −(U h

ij − U h
ji ) = −S h

ji . (2.1.5)
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Teorem 2.1.1. D konneksiyonu (2.1.2) koşullarını sağlarsa

U t
kj gti + U t

ki gtj = 0 (2.1.6)

dir.

İspat. Dk gij = 0 olduğu için,

Dk gij = ∂kgij − Γ̄ h
ki ghj − Γ̄ h

kj gih

= ∂kgij − ghj

{
h

ki

}
− gih

{
h

kj

}
− U h

ki ghj − U h
kj gih

= ∇kgij − U h
ki ghj − U h

kj gih = 0 . (2.1.7)

∇ Riemann konneksiyonu için ∇kgij = 0 olduğundan

U h
ki ghj + U h

kj gih = 0 (2.1.8)

elde edilir.

Ukji = U t
kj gti şeklinde tanımlanırsa, (2.1.5) den

Ukij + Ukji = 0 (2.1.9)

bulunur ve buradan Ukji tensörünün son iki indise göre yani, i ve j indislerine göre

anti-simetrik olduğu görülür.

(2.1.9) denklemi gkh ile çarpılırsa

U h
ij = −U h

ji (2.1.10)

bulunur. S h
ij tensörü

S h
ij = Sijk gkh (2.1.11)

olarak tanımlanır ve (2.1.4) denklemi gkh ile çarpılırsa

Sjik = Ujik − Uijk (2.1.12)

elde edilir.

(2.1.9) ve (2.1.11) denklemleri kullanılarak Sjik +Skji +Skij toplamı hesaplanırsa;

Sjik + Skji + Skij = Ujik − Uijk + Ukji − Ujki + Ukij − Uikj

= Ujik − Ujki = Ujik + Ujik (2.1.13)
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elde edilir ve buradan

Sjik + Skji + Skij = 2Ujik (2.1.14)

bulunur. (2.1.14) denklemi gkh ile çarpılırsa

U h
ji =

1

2
(S h

ji + Sh
ji + Sh

ij) (2.1.15)

bulunur.

Teorem 2.1.2. Eğer D konneksiyonu bir semi-simetrik metrik F - konneksiyonu

ise, yani DjF
h

i = 0 ise

U t
ji F h

t − U h
jt F t

i = 0 (2.1.16)

dir.

İspat. DjF
h

i = ∂jF
h

i − Γ̄ t
ji F

h
t + Γ̄ h

jt F t
i

= ∂jF
h

i −
({

t

ji

}
+ U t

ji

)
F h

t +

({
h

jt

}
+ U h

jt

)
F t

i

= ∇jF
h

i − U t
ji F h

t + U h
jt F t

i = 0 . (2.1.17)

Mn nin Kaehler manifoldu olması özelliği ve (2.1.2) kullanılırsa ispat tamamlanır.

pi 1-form, qh bir kontravaryant vektör alanı ve Fji anti-simetrik bir tensörün

bileşenleri olmak üzere

S h
ji = δh

j pi − δh
i pj − 2Fji q

h (2.1.18)

şeklinde bir burulma tensörü ele alınırsa, D konneksiyonuna semi-simetrik metrik

F - konneksiyon denir. [3]

(2.1.18) denklemi ghk ile çarpılırsa

Sjik = S h
ji ghk = δh

j pi ghk − δh
i pj ghk − 2Fji qk

= pi gjk − pj gik − 2Fji qk

elde edilir. Benzer şekilde Skij tensörü

Skij = δh
k pi ghj − δh

i pk ghj − 2Fki qj = pi gkj − pk gij − 2Fki qj ,

belirlenip, Skij gkh = Sh
ij özelliği kullanılarak

Sh
ij = Skij gkh = pigkjg

kh − pkgijg
kh − 2Fkiqjg

kh

= pjδ
h
j − phgij − 2F h

iqj (2.1.19)
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bulunur. (2.1.19) denkleminde i ve j indislerinin yerleri değistirilirse Sh
ji tensörü

Sh
ji = pjδ

h
i − phgji − 2F h

jqi (2.1.20)

şeklinde elde edilir. (2.1.18), (2.1.19) ve (2.1.20) kullanılarak

1

2
(S h

ji + Sh
ij + Sh

ji) =
1

2
(2 δh

j pi − 2 ph gij − 2 Fji q
h − 2 F h

i qj − 2 F h
j qi) (2.1.21)

ve elde edilir. Böylece, (2.1.15) den

U h
ji = δh

j pi − gji p
h + F h

i qj + F h
j qi − Fji q

h (2.1.22)

bulunur. Burada, ph = pt g
th , qi = qt gti dir.

D konneksiyonu semi-simetrik, metrik F - konneksiyonu olduğundan (2.1.22)

yardımıyla aşağıdaki ifadeler elde edilir:

U t
ji F h

t = (δt
j pi − gji p

t + F t
j qi + F t

i qj − Fji q
t) F h

t , (2.1.23)

U h
jt F t

i = (δh
j pt − gjt p

h + F h
j qt + F h

t qj − Fjt q
h) F t

i . (2.1.24)

(2.1.23) dan (2.1.24) denklemi çıkarılıp (2.1.16) yardımı ile

U t
ji F h

t − U h
jt F t

i = pi F
h

j − gji p
t F h

t − δh
j qi − δh

i qj − Fji q
t F h

t − δh
j pt F

t
i

+ph gjt F
t

i − F h
j qt F

t
i − F h

t qj F t
i + Fjt F

t
i qh

= 0 (2.1.25)

bağıntısı elde edilir. (2.1.25) denklemi gj l ile çarpılırsa

pi F
h

j gj l − pt gji F
h

t gj l − δh
j qi g

j l − Fji q
t F h

t gjl − δh
j pt F

t
i gj l

+ph gjt F
t

i gj l − F h
j qtF

t
i gj l + Fjt F

t
i qh gj l = 0 , (2.1.26)

daha sonra (2.1.26) denklemi ghl ile çarpılırsa

pi F
h

j gj l ghl − pt gji F
h

t gj l ghl − δh
j qi g

j l ghl − Fji q
t F h

t gj l ghl

−δh
j pt F

t
i gj l ghl + ph gjt F

t
i gjl ghl − F h

j qt F
t

i gj l ghl + Fjt F
t

i qh gj l ghl = 0 ,

(2.1.27)
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denklemi elde edilir. Buradan da

p t F j
t gji + qt F h

t Fhi + n (p t F
t

i + qi) = 0 ,

p t Fti + ql g
lt F h

t Fhi + n(p t F
t

i + qi) = 0 ,

p t Fti + ql g
lt F h

t Fhi + n(p t Fim gmt + qi) = 0 ,

(1− n)p t Fti + qin + ql Fhi F
lh = 0 ,

(1− n)p t Fti + (n− 1)qi = 0 (2.1.28)

bulunur. (2.1.28) denklemi kullanılarak qi ve pi formları arasındaki bağıntı

aşağıdaki şekilde belirlenir:

(1− n)p t Fti = (1− n) qi ,

qi = p t Fti . (2.1.29)

(2.1.29) denkleminin her iki yanı önce gij, daha sonra da F m
j ile çarpılırsa

qi g
ij F m

j = pt F j
t Fm

j = −δm
t pt

= −pm (2.1.30)

bulunur. (2.1.30) denklemi gmk ile çarpılırsa

pm gmk = −qj gmk F m
j = −qj Fjk

elde edilir. Buradan da

pk = −qj Fjk (2.1.31)

bulunur.

Elde edilen sonuçlar (2.1.3) denkleminde yerine konursa D semi-simetrik metrik

F -konneksiyonu için konneksiyon katsayıları

Γ̄ h
ji =

{
h

ji

}
+ δh

j p i − gji p
h + F h

j qi + F h
i qj − Fji q

h (2.1.32)

şeklini alır. Böylece aşağıdaki önermeyi verebiliriz:

Önerme 2.1.1. gij Hermitsel metrik tensörüne ve F h
i kompleks yapısına sahip

bir Kaehler manifoldunda pi ve qi (2.1.29) ve (2.1.31) deki gibi tanımlanmış 1-

formlar olsun. Bu durumda semi-simetrik metrik F konneksiyonu D nin katsayıları

(2.1.32) şeklindedir.
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2.2 Semi-Simetrik Metrik F -konneksiyonlu Uzaylarda Eğrilik Tensörü

Bir Mn manifoldunun eğrilik tensörü en genel haliyle, (1.1.12) şeklinde ele alınırsa

L h
kji = ∂kΓ̄

h
ji − ∂jΓ̄

h
ki + Γ̄ h

kt Γ̄ t
ji − Γ̄ h

jt Γ̄ t
ki (2.2.1)

ve Γ̄ h
ki fonksiyonları icin (2.1.3) kullanılırsa, bu takdirde semi-simetrik metrik-F

konneksiyonlu uzaylarda eğrilik tensörü

L h
kji = ∂k(

{
h

ji

}
+ U h

ji )− ∂j(

{
h

ki

}
+ U h

ki )

+(

{
h

kt

}
+ U h

kt )(

{
t

ji

}
+ U t

ji )− (

{
h

jt

}
+ U h

jt )(

{
t

ki

}
+ U t

ki )

(2.2.2)

L h
kji = ∂k

{
h

ji

}
− ∂j

{
h

ki

}
+

{
h

kt

}{
t

ji

}
−

{
h

jt

}{
t

ki

}
+ ∂kU

h
ji − ∂jU

h
ki

+

{
h

kt

}
U t

ji +

{
t

ji

}
U h

kt + U h
kt U t

ji −
{

h

jt

}
U t

ki −
{

t

ki

}
U h

jt

−U h
jt U t

ki −
{

t

kj

}
U h

ti +

{
t

kj

}
U h

ti (2.2.3)

şeklinde bulunur. (2.2.3) de Riemann manifoldunun eğrilik tensörü tanımı ile Mn

manifoldunun eğrilik tensörü

L h
kji = R h

kji +

(
∂kU

h
ji +

{
h

kt

}
U t

ji −
{

t

kj

}
U h

ti −
{

t

ki

}
U h

jt

)

−
(

∂jU
h

ki −
{

t

kj

}
U h

ti −
{

t

ji

}
U h

kt +

{
h

jt

}
U t

ki

)
+ U h

kt U t
ji − U h

jt U t
ki

(2.2.4)

haline gelir, bu son ifade yeniden düzenlenirse

L h
kji = R h

kji +∇kU
h

ji −∇jU
h

ki + U h
kt U t

ji − U h
jt U t

ki (2.2.5)

elde edilir.

(2.2.5) için gerekli olan (2.1.22) nin ∇ konnenksiyonuna göre kovaryant türevleri

alınırsa

∇kU
h

ji = δh
j∇kpi − gji∇kp

h + F h
j ∇kqi + F h

i ∇kqj − Fji∇kq
h , (2.2.6)
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∇jU
h

ki = δh
k∇jpi − gki∇jp

h + F h
k ∇jqi + F h

i ∇jqk − Fki∇jq
h (2.2.7)

elde edilir. Buradan da

∇kU
h

ji −∇jU
h

ki = δh
j∇kpi − δh

k∇jpi − gji∇kp
h + gki∇jp

h + F h
j ∇kqi

−F h
k ∇jqi + F h

i (∇kqj −∇jqk)− Fji∇kq
h + Fki∇jq

h (2.2.8)

bulunur. Ayrıca, (U h
kt U t

ji ) ve (U h
jt U t

ki ) ifadeleri ayrı ayrı hesaplanırsa ;

U h
kt U t

ji = (δh
k pi pj − δh

k pt gjip
t − δh

kqiqj − δh
kqiqj − δh

kFjiptq
t)

+(−gkjp
hpi + gjip

hpk − Fjkp
hqi − Fikp

hqj + Fjip
hqk)

+(F h
k qjpi − F h

k gjiqtp
t + F h

k qipj + F h
k piqj − F h

k Fjiqtq
t)

+(F h
j qkpi − gjiqkq

h − δh
j qkqi − δh

i qkqj + Fjiqkp
h)

+(−Fkjq
hpi − gjiqkq

h − gkjq
hqi − gikq

hqj + Fjipkq
h) (2.2.9)

ve

U h
jt U t

ki = (δh
j pipk − δh

j ptgkip
t − 2δh

j qiqk − δh
j Fkiptq

t)

+(−gjkp
hpi + gkip

hpj − Fkjp
hqi − Fijp

hqk + Fkip
hqj)

+(F h
j qkpi − F h

j gkiqtp
t + F h

j qkpi + F h
j piqk − F h

j Fkiqtq
t)

+(F h
k qjpi − gkiqjq

h − δh
kqjqi − δh

i qkqj + Fkiqjp
h)

+(−Fjkq
hpi − gkiqjq

h − gjkq
hqi − gijq

hqk + Fkipjq
h) (2.2.10)

bulunur. (2.2.9) ve (2.2.10) denklemlerinin fakları alınır ve gerekli düzenlemeler

yapılırsa

(U h
kt U t

ji )− (U h
jt U t

ki ) = δh
k (pipj − gjiptp

t − qiqj − Fjiptq
t)

+δh
j (−pipk + gkiptp

t + qiqk + Fkiptq
t)

+gij(p
hpk − qkq

h) + gik(q
hqj − phpj) + Fjk(−2phqi + 2qhpi)

+Fik(p
hqj + pjq

h) + Fji(pkq
h + phqk)

+F h
k (qjpi − gjip

tqt + qipj − Fjiqtq
t)

+F h
j (−qipk − qkpi + gkiqtp

t + Fkiqtq
t) (2.2.11)
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sonucuna ulaşılır. Bulunan ifadeler denklem (2.2.5) de yerine konulursa L h
kji

eğrilik tensörü

L h
kji = R h

kji + δh
k (pipj − gjiptp

t − qiqj − Fjiptq
t −∇jpi)

+δh
j (−pipk + gkiptp

t + qiqk + Fkiptq
t +∇kpi)

+gij(p
hpk − qkq

h −∇kp
h) + gik(q

hqj − phpj +∇jp
h) + 2Fjk(−phqi + qhpi)

+Fik(p
hqj + pjq

h −∇jq
h) + Fji(pkq

h + phqk −∇kq
h)

+F h
k (qipj + qjpi − gjip

tqt − Fjiqtq
t −∇jqi)

+F h
j (−qipk − qkpi + gkiqtp

t + Fkiqtq
t +∇kqi) + F h

i (∇kqj −∇jqk) (2.2.12)

şeklini alır. Ayrıca (2.1.29) ve (2.1.31) denklemlerinin sonucu olarak elde edilen

qi p
i = 0 ve q t qt = pt p

t bağıntıları (2.2.12) de yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler

yapılırsa semi-simetrik metrikF - konneksiyonlu bir Mn uzayının eğrilik tensörü

L h
kji = R h

kji − δh
k (∇jpi − pipj + qjqi +

1

2
ptp

tgji)

+δh
j (∇kpi − pipk + qiqk +

1

2
ptq

tgki)

−gjig
th(∇kpt − pkpt − ptpk + qkqt +

1

2
ptp

tgkt)

+gkig
th(∇jpt + qtqj − ptpj +

1

2
ptp

tgjt)

−F h
k (∇jqi − qipj − qjpi +

1

2
ptp

tFji)

+F h
j (∇kqi − qipk − qkpi +

1

2
ptp

tFki)

−Fjig
th(∇kqt − qtpk − qkpt +

1

2
ptp

tFkt)

+Fkig
th(∇jqt − qtpj − qjpt +

1

2
ptp

tFjt

+F h
j (∇kqj −∇jqk)− 2Fkj(piq

h − qip
h) (2.2.13)

şeklinde bulunur. (2.2.13) denkleminde hesaplarda kolaylık sağlanması için pji ve

qji tensörleri aşağıdaki şekillerde tanımlanırsa,

pji = ∇jpi − pjpi + qjqi +
1

2
ptp

tgji , (2.2.14)

qji = ∇jqi − pjqi + piqj +
1

2
ptp

tFji (2.2.15)
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Mn uzayının eğrilik tensörü

L h
kji = R h

kji − δh
kpji + δh

j pki − ph
kgji + ph

j gki − F h
k qji

+F h
j qki − qh

kFji + qh
j Fki + (∇kqj −∇jqk)F

h
i − 2Fkj(piq

h − qip
h)

(2.2.16)

olarak bulunur.

(2.2.14) ve (2.2.15) denklemleri ile tanımlanan pij ve qij tensörleri tanımından

aşağıdaki bağıntılar elde edilir.

(2.2.14) denklemi F t
i ile çarpılıp düzenlenirse

F t
ipjt = ∇j(F

t
ipt)− pjptF

t
i + qjqtF

t
i +

1

2
ptp

tgjtF
t
i (2.2.17)

= ∇j(ptFmig
mt)− pjp

tFti + +qjq
tFti +

1

2
ptp

tFji (2.2.18)

= ∇j(p
mFmi)− pjqi + qj(−pi) +

1

2
ptp

tFji (2.2.19)

= ∇jqi − pjqi − qjpi +
1

2
ptp

tFji (2.2.20)

ve buradan

qji = F t
i pjt (2.2.21)

bulunur. (2.2.15) denklemi F t
i ile çarpılırsa

F t
iqjt = ∇j(F

t
iqt)− pjqtF

t
i − qjptF

t
i +

1

2
ptp

tFjtF
t
i (2.2.22)

= −∇jpi − pj(−pi)− qjq
i +

1

2
ptp

t(−gji) (2.2.23)

= −(∇jp
i − pjpi + qjqi +

1

2
ptp

tgji) (2.2.24)

ve buradan da

pji = −F t
i qjt (2.2.25)

bulunur. Burada p k
h = pktg

th ve q k
h = qktg

th eşitlikleri kullanılmıştır.

(2.2.16) denkleminde

αkj = −(∇kqj −∇jqk) , βh
i = 2(pi q

h − qi p
h) (2.2.26)

βih = βh
i gih = 2(piqh − phqi) (2.2.27)
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olarak alınırsa, eğrilik tensörü L h
kji

L h
kji = R h

kji − δh
kpji + δh

j pki − ph
kgji + ph

j gki − F h
k qji

+F h
j qki − qh

kFji + qh
j Fki − αkjF

h
i − Fkjβ

h
i , (2.2.28)

şeklini alır. (2.2.28) den yararlanarak L l
kji için yazılan ifade glh ile çarpılırsa Mn

uzayının kovaryant eğrilik tensörü

L l
kji glh = R l

kji glh − δl
kpjiglh + δl

jpkiglh + pl
kgjiglh − pl

jqkiglh + F l
k qjiglh

− F l
j qkiglh + ql

kFjiglh − ql
jFkiglh − αkjF

l
i glh − Fkjβ

h
i glh (2.2.29)

ve daha sonra (2.2.26), (2.2.27) ifadeleri yerine konulursa

Lkjih = Rkjih − pjighk + pkigjh − pkhgji + pjhgki

−Fkhqji + Fjhqki − Fjiqkh + Fkiqjh − αkjFih − βihFkj (2.2.30)

haline gelir.

(2.2.30) denkleminde Lkjih eğrilik tensörü k ve j indisleri yer değiştirilerek hesa-

planır (1.1.21) özellikleri kullanılırsa ilk iki indise göre anti-simetrik,

Ljkih = −(Rkjih + pjighk − pkigjh + pkhgji − pjhgki

+ Fkhqji − Fjhqki + Fjiqkh − Fkiqjh + αkjFih + βihFkj)

Lkjih = −Ljkih (2.2.31)

ve Lkjih eğrilik tensörünün son iki indise göre de anti-simetrik

Lkjhi = −(Rkjih − pjighk + pkigjh − pkhgji + pjhgki

− Fkhqji + Fjhqki − Fjiqkh + Fkiqjh − αkjFih − βihFkj)

Lkjih = −Lkjhi (2.2.32)

olduğu görülür. Eğer Mn uzayının eğrilik tensörü L h
kji = 0 ise

R h
kji = δh

kpji − δh
j pki + ph

kgji − ph
j gki + F h

k qji

−F h
j qki + qh

kFji − qh
j Fki + αkjF

h
i + Fkjβ

h
i , (2.2.33)

bulunur ve buradan da
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Rkjih = pjighk − pkigjh + pkhgji − pjhgki + Fkhqji − Fjhqki

+Fjiqkh − Fkiqjh + αkjFih + βihFkj (2.2.34)

elde edilir. (2.2.34) gkh ile çarpılır ve (2.2.14), (2.2.15), (2.2.26) ve (2.2.27) kul-

lanılırsa

Rji = (n + 1)pji + pij + pk
kgji − pt p

t gji − 2(pipj + qiqj) (2.2.35)

bulunur. Benzer şekilde

Rij = (n + 1)pij + pji + pk
kgij − ptp

tgij − 2(pjpi + qjqi) (2.2.36)

hesaplanır ve Rji = Rij olduğu gözönüne alınırsa

pij = pji (2.2.37)

elde edilir. L h
kji = 0 kabulünden ve Riemann eğrilik tensörünün Rkjih = Rihkj

özelliğinden

Rkjih −Rihkj = Fkh(qji + qij)− Fjh(qki + qik) + Fji(qkh + qhk)

−Fki(qjh + qhj) + Fih(αkj − βkj)− Fkj(αih − βih) = 0 (2.2.38)

elde edilir ve buradan

Fkh(qji + qij)− Fjh(qki + qik) + Fji(qkh + qhk)

−Fki(qjh + qhj) + Fih(αkj − βkj)− Fkj(αih − βih) = 0 (2.2.39)

dir. (2.2.39) denklemi F kh ile çarpılırsa

n(qji + qij)− F khFjh(qki + qik) + F khFji(qkh + qhk)− F khFki(qjh + qhj)

+F khFih(αkj − βkj)− F khFkj(αih − βih) = 0 (2.2.40)

elde edilir. Burada F kh tensörü için (1.2.4) ve (1.2.5) bağıntıları kullanılarak

n(qji + qij)− F khFjh(qki + qik) + F khFjiqkh + FjiF
khqhk

−F khFki(qjh + qhj) + F khFih(αkj − βkj)− F khFih(αkj − βkj) = 0 , (2.2.41)
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(n− 2)(qji + qij) = 0 (2.2.42)

ve buradan da

qji = −qij (2.2.43)

elde edilir. O halde aşağıdaki teoremi verebiliriz :

Teorem 2.2.1 Semi-simetrik metrik F - konneksiyonlu uzayın eğrilik tensörü

L h
kji = 0 ise uzayın konneksiyon katsayılarında yer alan pi ve qi vektör bileşenleri

cinsinden ifade edilen pij ve qij tensörleri (2.2.37) ve (2.2.43) bağıntılarını sağlar.

Diğer taraftan (2.2.42) den

pjt F
t

i + pit F
t

j = 0 (2.2.44)

ve buradan da

pji = pts F t
j F s

i (2.2.45)

bulunur. (2.2.38) ve (2.2.42) den

(αkj − βkj)Fih − Fkj(αih − βih) = 0 (2.2.46)

elde edilir. (2.2.45) F kj ile çarpılırsa

(α− β)Fih − n(αih − βih) = 0 (2.2.47)

veya

αih − βih =
1

n
(α− β)Fih (2.2.48)

bulunur, (2.2.26), (2.2.27) kullanılırsa

α = F kj αkj = −2∇t p
t (2.2.49)

ve

β = F kj βkj = 4pt p
t (2.2.50)

bulunur. (2.2.48) ve (2.2.49) dan

αih − βih = − 2

n
(∇t p

t + 2 p t p
t) Fih (2.2.51)

bulunur. Diğer taraftan (2.2.15), (2.2.26), (2.2.42) den

αji = −qji + p t p
tFji (2.2.52)
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elde edilir. Ayrıca,

F ji qji = F ji (−pjt F
t

i ) = p t
t (2.2.53)

dir ve (2.2.53) den

α = −2 p t
t + n p t p

t (2.2.54)

bulunur. (2.2.52) ve (2.2.53) kullanılarak

βji = −2qji + p t p
tFji +

2

n
(∇t p

t + 2p t p
t)Fji

βji = −2qji + [
2

n
∇t p

t +
n + 4

n
p t p

t] Fji (2.2.55)

elde edilir, buradan da

p t
t = ∇t p

t +
n

2
p t p

t ,

βji = −2qji +
2

n
(p t

t + 2 p t p
t)Fji (2.2.56)

bulunur. (1.1.21), (2.2.34), (2.2.36), (2.2.42) denklemleri kullanılarak

2(Fkh qji + Fjh qik + Fih qkj + Fji qkh + Fik qjh + Fkj qih)

+Fkh αji + Fjh αik + Fihαkj + βkh Fji + βjh Fik + βih Fkj = 0 (2.2.57)

bağıntısı bulunur. (2.2.51) ve (2.2.55), (2.2.58) de yerine yazılırsa

[2 p t
t + (n + 4) p t p

t](Fkh Fji + Fjh Fik + Fih Fkj) = 0

2 p t
t + (n + 4) p t p

t = 0 . (2.2.58)

elde edilir. (2.2.33) de denkleminde h ve k indisleri üzerinde daraltma yapılırsa

Rji = n pji p
t

t gji − αjt F
t

i − βit F
t

j

bulunur ve buradan da

Rji = n pji p
t

t gji − (−2qjt + ps ps Fjt) F t
i − [−2qit + (

2

n
p s

s + 2ps ps) Fit] F
t

j ,

Rji = (n + 4) pji + (
n− 2

n
p t

t −
n + 4

n
p t p

t) gji ,

Rji = (n + 4) pji + p t
t gji (2.2.59)

bağıntılarına ulaşılır. (2.2.59) denklemi gji ile çarpılırsa skaler eğrilik

R = 2(n + 2) p t
t (2.2.60)
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şeklinde elde edilir. Buradan

p t
t =

1

2(n + 2)
R (2.2.61)

dir. (1.1.32) ve (1.1.33) den

pji = −Lji , (2.2.62)

qji = −Mji (2.2.63)

ifadeleri bulunur. (2.2.52), (2.2.59), (2.2.60) ve (2.2.61) kullanılarak

αji = 2Mji + p t p
tFji ,

αji = 2Mji − 2

n + 4
p t

t Fji ,

αji = 2Mji − R

(n + 2)(n + 4)
Fji (2.2.64)

bulunur ve (2.2.55) ve (2.2.56) dan

βji = 2Mji +
2

n
(p t

t + 2p t p
t)Fji ,

βji = 2Mji +
2

n + 4
p t

t Fji , (2.2.65)

βji = 2Mji +
R

(n + 2)(n + 4)
Fji (2.2.66)

bulunur. Sonuç olarak

R h
kji = −δh

kLji + δh
j Lki − L h

k gji + L h
j gki − F h

k Mji

+F h
j Mki −M h

k Fji + M h
j Fki + 2(MkjF

h
i + FkjM

h
i ),

B h
kji = 0 (2.2.67)

elde edilir. Böylece aşağıdaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 2.2.2. (2.1.32) konneksiyonuna sahip n-boyutlu Kaehler uzayında

(n ≥ 4) için semi-simetrik metrik F -konneksiyonlu uzayın eğriliği sıfır ise uzayın

Bochner eğriliği de sıfırdır.
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3 BÖLÜM

3.1 Semi-Simetrik metrik F -konneksiyonlu Kaehler Uzaylar

Teorem 3.1.1. Semi-simetrik metrik F -konneksiyonlu uzaylar yaklaşık Kaehler

uzaylardır, yani, bu uzaylar

Fhij = DhFij + DiFjh + DjFhi = 0 (3.1.1)

denklemini sağlar.

İspat. Mn, semi-simetrik F -konneksiyona sahip olduğundan, (2.1.2) kullanılır ve

sırasıyla DhFij, DiFjh, DjFhi büyüklükleri hesaplanırsa

DhFij = Dh(gjkF
k

i ) = gjkDhF
k

i , (3.1.2)

DiFjh = Di(ghkF
k

j ) = ghkDiF
k

j , (3.1.3)

DjFhi = Dj(gikF
k

h ) = gikDjF
k

h (3.1.4)

bulunur. Buradan da (3.1.1)

DhFij + DiFjh + DjFhi = 0

elde edilir.

Teorem 3.1.2. Semi-simetrik metrik F -konneksiyonlu uzaylarda yaklaşık Kaehler

yapı integre edilebilir ise, yaklaşık yapı Kaehler yapıdır.

İspat. Yaklaşık kompleks F i
k yapısı, yaklaşık Kaehler yapısı olduğundan

DhFij + DiFjh + DjFhi = 0 (3.1.5)

ve

N k
ij = F h

i (DhF
k

j −DjF
k

h )− F h
j (DhF

k
i −Di F

k
h ) (3.1.6)

dir. (3.1.6) denklemi gkm ile çarpılıp k üzerinden toplam alınırsa

F h
i (DhFjm −DjFhm)− F h

j (DhFim −DiFhm) = 0 , (3.1.7)
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bulunur. (3.1.6) ve (3.1.7) den

DhFij + DiFjh = −DjFhi , (3.1.8)

DhFjm = −DjFmh −DmFhj = DjFhm −DmFhj , (3.1.9)

DhFim = −DiFmh −DmFhi = DiFhm −DmFhi (3.1.10)

elde edilir. Buradan da

F h
i (−DmFhj)− F h

j (−DmFhi) = 0 (3.1.11)

bulunur. Denklem (3.1.11) i F i
n ile çarpıp i üzerinden toplarsak

F i
n F h

i (−DmFhj)− F i
n F h

j (−DmFhi) = 0 (3.1.12)

ve F i
n F h

i = −δh
n olduğundan

Dm Fnj + F i
n F h

j (Dm Fhj) = 0 (3.1.13)

elde edilir. F i
n yaklaşık Hermitsel yapı olduğu için F i

n F h
j Fhi = Fjn

dir. Buradan da

FhiDm(F i
n F h

i ) = 0 (3.1.14)

elde edilir ve

−DmFnj + DmFjn = 0 (3.1.15)

bulunur. Fnj tensörleri anti-simetrik tensörler olduğundan (3.1.15) denkleminden

DmFjn = 0 (3.1.16)

bulunur. (3.1.16) denklemi gnk ile çarpılırsa

DmF k
j = 0 (3.1.17)

elde edilir.

Teorem 3.1.3. F j
i yaklaşık Hermitsel yapı

DiFjk = DjFik = 0 (3.1.18)

eşitliğini sağlarsa, F j
i bir Kaehler yapıdır.
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İspat. Fij tensörü anti-simetrik olduğu için

DiFjk + DiFkj = 0 (3.1.19)

elde edilir. Denklem (3.1.18) ve (3.1.19) kullanılarak

DiFjk + DkFij = 0 (3.1.20)

elde edilir. İndisler devirsel olarak değiştirilirse

2(DiFjk + DjFki + DkFij) = 0 , (3.1.21)

2(DiFjk + DiFkj + DjFki) = 0 (3.1.22)

bulunur, (3.1.22) denkleminden (3.1.21) denklemi çıkarılırsa

Di Fkj = 0 ,

ve buradan da

Di gjm F m
k = 0 (3.1.23)

bulunur. Denklem (3.1.23) gjt ile çarpılırsa

gjt Di gjm F m
k = 0 (3.1.24)

her t, i, k için

Di F
t

k = 0 (3.1.25)

elde edilir.

Teorem 3.1.4. Eğer F j
i yaklaşık kompleks yapısı

F ij Dk Dk Fij = 0 (3.1.26)

koşulunu sağlarsa, (Dk = gjk Dj) F j
i yapısı Kaehlerdir.

İspat. Fij F hi = −δh
j olduğundan

Fij F ij = 2n (3.1.27)

dir. (3.1.27) denkleminin kovaryant türevi alınırsa

Dk (Fij F ij) = Fij (DkF
ij) = 0 (3.1.28)
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elde edilir. Buradan da

Dk Dk (Fij F ij) = F ij Dk Dk Fij + (Dk F ij) (Dk Fij) = 0 (3.1.29)

bulunur. (3.1.29) da (3.1.28) kullanılırsa (DkF ij)(DkFij) = 0 elde edilir ve bu-

radan da

DkFij = 0 (3.1.30)

bulunur.
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4 SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Bu çalışmada, Yano ve Imai’nin [3]’de ele aldığı semi-simetrik metrik F -
konneksiyonlu uzaylar gözönüne alınıp, bu uzaylarda yaklaşık yapı, Hermitsel yapı,
Kaehler yapı tanımları verilmiştir. gij Hermitsel metrik tensörüne ve F h

i kompleks
yapısına sahip bir Kaehler manifoldunda pi ve qi formları (2.1.29) ve (2.1.31)
deki gibi tanımlan formlar olmak üzere, semi-simetrik metrik F -konneksiyonu D
nin katsayıları (2.1.32) deki gibi ve semi-simetrik metrik F -konneksiyonlu uzayın
eğrilik tensörü de (2.2.12) şeklinde elde edilmiştir. Bu uzayın eğrilik tensörünün
sıfır olması durumunda konneksiyon katsayılarında yer alan pi ve qi tensörleri
cinsinden ifade edilen (2.2.14) ve (2.2.15) de tanımlanan pij ve qij tensörleri
arasındaki bağıntılar bulunmuştur.

Uzayın eğrilik tensörünün sıfır olması durumunda Bochner eğrilik tensörünün de
sıfır olacağı gösterilmiştir.

Ayrıca, semi-simetrik metrik F -konneksiyonlu uzayların hangi koşullar altında
yaklaşık Kaehler uzayı ve Kaehler uzayı olacağı teoremlerle ifade ve ispat
edilmiştir.

Bundan sonra yaklaşık Tachibana (nearly Kaehler) yapıları semi-simetrik metrik
F -konneksiyonlu uzaylar için incelenebilir. Bu uzaylara ait metrik örnekleri
araştırması yapılabilir.
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