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KISALTMALAR

ac : Aerodinamik merkez (aerodynamic center)

cg : Agirhik merkezi (center of gravity)

DTM : Diferansiyel Doniigiim Yontemi (Differential Transform Method)
ea : Elastik eksen (elasticity axis)
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: Kesit alani (m?)

: Tagima egrisi egimi

: Theodorsen tagima katsayist
: Profil stiriikleme katsayisi

: Profil tagima katsayist

": Veter uzunlugu (m)

: Genislik daralma orani

: Kalinlik daralma oram

: Pal {izerine etkiyen siiriikkleme kuvveti (N )
: Elastisite modiilti (N/m? )

: Egilme katihig1 ( Nm*)
: Kirig kiitle merkezinden gegen eksen ile elastik eksen arasindaki
agiklik (m)

: Kiris kesit alam merkezinden gegen eksen ile elastik eksen

arasindaki agiklik (m)

: Palin birim uzunluguna etkiyen eksenel aerodinamik kuvvet ( N/m)

: Palin birim uzunluguna etkiyen diizlemsel aerodinamik kuvvet
(N/m)

: Palin birim uzunluguna etkiyen diizlemdisi aerodinamik kuvvet
(N/m)

: Kayma modiilii (N/m? )

: Burulma katilig1 ( Nm?)

: Kanat ¢arpma kiitle atalet momenti ( kgm?)

: Burulma kiitle atalet momenti ( kgm?)

: Agirlik merkezi etrafindaki burulma atalet momenti (m*)
: Bksen y gevresindeki alan atalet momenti (m*)

. Eksen z cevresindeki alan atalet momenti (m*)
: Elastik eksen etrafinda polar kiitle atalet momenti (kgm )

: Gecikme kiitle atalet momenti (kgm?)

: Burulma ekseni etrafindaki kesit atalet momentidir (m*)

: Burulma modiilii (m*)

: Kanat ¢irpma yay sabiti (N/m)

: Burulma yay sabiti (N/m)

: Kayma gerilmesi diizeltme garpani (Shear correction factor)
: Pal kesit alani jirasyon yarigap: (m )

: Pal kesit alam kiitle jirasyon yarigap: ()

: Pal kesit alani integrali (m )

: Pal kesit alan1 integrali ()
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: Kanat ¢irpma-burulma etkilesim kaysayisi

: Gecikme-burulma etkilegim kaysayisi

: Pal veya kiris uzunlugu (m ); pale etkiyen tasima kuvveti (N )

: Kiris elemanina etkiyen egilme momenti ( Nm )

: Sirkiilasyondan kaynaklanmayan aerodinamik moment ( Nm/m )
: Palin birim uzunluguna etkiyen diizlemdis1 aerodinamik kuvvetin
F_, olusturdugu aerodinamik moment ( Nm/m )

S

: M ; aerodinamik momentinin boyutsuz ifadesi
: Pale etkiyen diizlemsel aerodinamik kuvvetin, F,, olusturdugu

aerodinamik moment ( Nm/m)
: M, aerodinamik momentinin boyutsuz ifadesi

: Palin birim uzunluguna etkiyen aerodinamik burulma momenti
(Nm/m)

: Birim uzunluga diisen kiitle miktan (= p4 ) (kg/m)

: Pal kesidinde referans olarak alinan noktanin deformasyon sonrasi
durumu

: Pal kesidinde referans olarak alinan noktanin deformasyon dncesi
durumu

: Birim uzunluk bagina uygulanan kuvvet (N/m)

: Dinamik basing (= p U2 /2) (kg/ms2 )
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: Palin birinci atalet momenti ( kgm )

: Kayma deformasyonu parametresi (shear deformation parameter)
: Merkezkag kuvveti (N )

: Zaman (s5)

: Potansiyel enerji (Nm)

: Pal iizerine gelen serbest akim hizinin dik bileseni (m/s)

: Pal lizerine gelen serbest akim hizinin tegetsel bileseni (m/s )

: Serbest akim hzi (m/s)

: Eksenel uzama (m )

: Diizlemsel egilme deplasmam (m )

: Helikopter rotorundaki indiiklenme hizi (m/s)

: Diizlemdis1 egilme deplasmani (m )

: Frekans (rad/s)

: S6niimlenmis boyutsuz frekans

: Boyutsuz dogal frekans

: Dénmeyen pal igin hesaplanan kanat ¢irpma frekansi (rad/s)

: Dénmeyen pal i¢in hesaplanan boyutsuz kanat ¢irpma frekansi.
: Dénmeyen pal i¢in hesaplanan gecikme frekans: (rad/s )

: Donmeyen pal i¢in hesaplanan boyutsuz gecikme frekanst

: Dénmeyen pal i¢in hesaplanan kontrol katilifin1 simgeleyen
boyutsuz burulma frekansi

: Pal kesidi aerodinamik merkezinin, elastik eksene uzakligi (m)
: Pal kesidi agirlik merkezinin, elastik eksene uzaklig1 (m )
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: Pal kesidinde referans olarak alinan noktanin deformasyon 6ncesi

koordinatlar: (m )

: Pal kesidinde referans olarak alinan noktanin deformasyon sonrast

koordinatlar (m )

: Etkin hiicum ag1s1 (rad )

: Palin kanat ¢irpma (flapping) agis1, yukan yénde pozitiftir (rad )
: Onkoniklik acis1 (rad )

: Birinci kanat ¢irpma modu i¢in kullanilan sabit

: Aerodinamik kuvvetlerin atalet kuvvetlere oranimi gésteren Lock
sayis1 (= p,_cal’ / 1,)

: Gergek birim uzama bilesenleri

: Birinci burulma modu i¢in kullanilan sabit

: Rotor kafas1 yaricap parametresi

: Boyut analizinde kullanilan kiigiik parametre

: Mithendislik birim uzamasi bilesenleri

: Palin gecikme (lagging) agisi, siirlikleme kuvveti ydniinde pozitiftir
(rad)

: Sontimleme oram

: Gecikme frekansinin yapisal sontimleme katsayisi

: Kesit alaninda referans olarak alinan noktanin x ekseni
dogrultusundaki koordinati (ekler kisminda, m ); Dénme hiz1
parametresi (ana béliimlerde)

: Onburulma agis1 (rad )

: Kontrol sistemi tarafindan verilen burulma agis1 (rad )

: Indiiklenmis akig oram (=v, /QL)

: Frekans parametresi

: Poisson orani

: Pal donerken hesaplanan boyutsuz kanat ¢irpma frekans:

: Pal donerken hesaplanan boyutsuz gecikme frekansi

: Pal donerken hesaplanan boyutsuz burulma frekans:

: Kesit alaninda referans olarak alinan noktamin z ekseni
dogrultusundaki koordinati (ekler kisminda, m ); Konum parametresi
(ana bslimlerde)

: Malzeme yogunlugu (kg/m*)

: Birim uzunluga diigen kiitle miktart (kg/m)

: Havann yogunlugu (kg/m*)

: Rotor katihg1 (= N,c/zL) (N ,: Pal sayis1)

: Kinetik enerji ( Nm)

: Timoshenko kiriste diizlemdis1 egilmeden kaynaklanan dénme agis1
(rad)

: Burulma agis1 (rad )

: Indiiklenme agis1 (rad )

: Azimut agist (= Q) (rad )

: Agisal donme hiz1 (rad/s)

: Referans olarak alinan agisal dénme hizi (rad/s )
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BiR HELIKOPTER PALININ DINAMIK VE AEROELASTIK ANALIZI
OZET

Bu calismada bir helikopter pali, dinamik ve aeroelastik agidan incelenmistir.
Dinamik inceleme kapsaminda ilk olarak kirig teorileri hakkinda temel bilgiler
verilerek kiris problemlerinde kullanilan hareket denklemlerinin ¢ikarimlar:
yapilmigtir. Daha sonra bir helikopter pali; donen, ankastre Euler-Bernoulli ve
Timoshenko kiris olarak modellenip bu kirislerin serbest titresimi, gesitli problemler
coziilerek incelenmigtir. Serbest titresim incelemesi yapilan kirisler, tek veya iki
diizlemde dogrusal daralan kirisler olmak {izere iki farkli geometride modellenmistir.
Simetrik kesitli kirislerde diizlemdis1 egilme serbest titresimi incelenirken tek eksene
gore simetrik olan kesitlere sahip kirislerde egilme-burulma etkilesimli serbest
titresim incelemesi yapilmigtir. Mathematica bilgisayar programinda yazilan kodlar
ile kiriglerin frekanslarnn hesaplanmis, mod sekilleri ¢izdirilmis ve cesitli
parametrelerin, frekanslar tizerindeki etkileri incelenmistir. Elde edilen sonuglar,
gesitli tablo ve grafiklerde sunularak literatiirdeki ¢aligmalarin sonuglan ile
kargilagtirmalar ~ yapilmigtir.  Literatiirde  karsilagtirma  yapilacak  ¢alisma
bulunamadig durumlarda ABAQUS sonlu elemanlar programi ile olusturulan
modellerin analiz sonuglari, kargilagtirma i¢in kullaniimugtir.

Aeroelastik inceleme kapsaminda helikopter pali, tam menteseli rotor sisteminde rijit
pal ve mentegesiz rotor sisteminde elastik pal olmak {izere iki sekilde modellenmis
ve askida kalma durumunda kanat ¢girpma-gecikme, kanat ¢irpma-burulma ve kanat
¢irpma-gecikme-burulma  kararhliklari incelenmigstir. Elde edilen formiiller,
Mathematica programinda kodlanarak Kkararlilik simrlarmi  gosteren grafikler
cizdirilmigtir. Dinamik ve aeroelastik inceleme kapsaminda yapilan ¢aligmalarda
problemlerin ¢6ziimii igin ¢ogunlukla Diferansiyel Doniistim Yontemi kullanmilmstir
ve her iki boltimiin sonuglar, literatiirle karsilastinldiginda sonuglar arasinda
mithendislik agisindan yeterli yakinsakligin sagladig1 g6zlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Daralan Kirig, Diizgiin Olmayan Kirig, Kanat Cirpma- Gecikme
Cirpinmasi, Kanat Cirpma-Burulma Cirpinmasi, Kanat
Cirpma-Burulma Diverjansi, Tam Mentegeli Rotor, Mentesesiz
Rotor
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DYNAMIC AND AEROELASTIC ANALYSIS OF A HELICOPTER ROTOR
‘ BLADE

SUMMARY

In this study, dynamic and aeroelastic analysis of a helicopter blade is performed. In
the dynamic analysis section, some basic information is given about beam theories
and derivation of the equations of motion used in many beam problems are made
first. Afterwards, a helicopter blade is modeled as rotating cantilever Euler-Bernoulli
and Timoshenko beams and free vibration analysis of these beams is performed by
solving several problems. The beams whose free vibration characteristics are
inspected are modeled with two different geometries, tapered in one plane or double
tapered. For the beams with symmetric cross sections, the flapwise bending free
vibration analysis is performed and for the ones whose cross sections are symmetric
only about one axis, the coupled flapwise bending-torsion free vibration analysis is
performed. Computer codes are written in Mathematica and using these codes,
natural frequencies are calculated, mode shapes are drawn and the effects of several
parameters on the natural frequencies are investigated. The calculated results are
tabulated in several tables and graphics and compared with the results in open
literature. When a suitable study is not present in open literature to make
comparisons, the considered beam model is created in the finite element pronram,
ABAQUS, and results taken from ABAQUS are used for comparison. In the
aeroelastic analysis section, a fully articulated rotor system with a rigid blade and a
hingeless rotor system with an elastic blade are considered and flap-lag, flap-pitch,
flap-lag-pitch stabilities in hover condition are studied. Computer codes are written
in Mathematica and using these codes, graphics presenting the stability boundaries
are plotted. Both in the dynamic and aeroelastic analysis sections, mostly the
Differential Transform Method, DTM, is used to solve the equations of motion.
When the results of both sections are compared with the ones in open literature, it is
seen that they are in good agreement from an engineering point of view.

Keywords: Tapered Beam, Nonuniform Beam, Flap-Lag Flutter, Flap-Pitch Flutter,
Flap-Pitch Divergence, Articulated Rotor, Hingeless Rotor
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1. GIRiS BOLUMU

1.1. Giris ve Caliymanin Amaci

Frekanslar ve mod sekilleri, kirislerin dinamik ozellikleri olarak tamimlanir. Bu
ozellikler, yapilarin maruz kaldiklar titresimlerin ve bu titresimlere yapilar
tarafindan verilen cevaplarin incelenmesinde kullamlir. Makinelerin dénen pargalari,
tlirbin palleri, helikopter palleri ve robot kollann gibi &nemli miihendislik
uygulamalarinda kullamldiklar i¢in donen ve daralan kiriglerin dinamik 6zellikleri,
tasarim ve verim agisindan ¢ok Snemlidir. Bu nedenle, bu ¢alismanin ilk kisminda
Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiriglerinin dinamik incelemesi yapilmigtir. Dinamik
inceleme kapsaminda ilk olarak Kiris teorileri hakkinda kisa bilgiler verilerek kiris
problemlerinde kullanilan hareket denklemlerinin ¢ikarimlar1 yapilmistir. Daha sonra
bir helikopter pali; donen, ankastre Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris olarak
modellenip bu kiriglerin serbest titregimi, gesitli problemler ¢oziilerek incelenmisgtir.
Serbest titresim incelemesi yapilan kirigler, tek veya iki diizlemde dogrusal daralan
kirigler olmak tizere iki farkl1 geometride modellenmistir. Simetrik kesitli kirislerde
diizlemdis1 egilme serbest titresimi incelenirken tek eksene gore simetrik olan
kesitlere sahip kiriglerde egilme-burulma etkilesimli serbest titresim incelemesi
yapilmistir. Mathematica bilgisayar programunda yazilan kodlar ile kirislerin
frekanslar hesaplanmig, mod sekilleri ¢izdirilmis ve ¢esitli parametrelerin, frekanslar
tizerindeki etkileri incelenmistir. Elde edilen sonuglar, gesitli tablo ve grafiklerde
sunularak literatiirdeki calismalarin sonuglar1 ile karsilagtirmalar yapilmustir.
Literatiirde karsilagtirma yapilacak ¢alisma bulunamadif durumlarda ABAQUS
sonlu elemanlar program: ile olugturulan modellerin analiz sonuglar, karsilagtirma

icin kullanilmugtir.

Bu caligmanin ikinci kismunda, bir helikopter palinin aeroelastik incelemesi
yapilmistir. Aeroelastik inceleme kapsaminda bir helikopter pali, tam menteseli rotor
sisteminde rijit pal ve mentesesiz rotor sisteminde elastik pal olmak iizere iki sekilde

modellenerek askida kalma durumunda kanat ¢irpma-gecikme, kanat c¢irpma-
1



burulma ve Kkanat girpma-gecikme-burulma kararliliklari incelenmistir. Elde edilen
formiiller, Mathematica programinda kodlanarak kararhlik simrlarm gosteren

grafikler ¢izdirilmigtir.

Dinamik ve aeroelastik inceleme kapsaminda yapilan caligmalarda problemlerin
¢oziimii igin ¢ogunlukla Diferansiyel Doniigiim Yontemi kullamlmistir ve her iki
boliimiin sonuglar, literatiirle karsilastinldiginda sonuglar arasinda mithendislik

acisindan yeterli yakinsakligin sagladigi gozlenmistir.



2. KIiRIS TEORILERI VE FORMULASYONLARI

Bu boliimde, kiris teorileri hakkinda temel bilgiler verilmektedir. Ayrica, Boliim 4’te
bir helikopter palinin dinamik incelemesi kapsaminda yapilan ¢aligmalarda pal,
donen ankastre Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris olarak modellendigi i¢in bu
boliimde Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiriglere ait temel hareket denklemlerinin

¢ikarimi, hem Hamilton hem de Newton yaklagimi kullanilarak yapilmaktadir.

Kirig teorileri, bir boyutu diger boyutlarina gore ¢ok daha uzun olan yapilar igin
kullalan tek boyutlu modellerdir. Bu teoriler; helikopter rotor pallerinin, ucak
kanatlarinin, hava tiirbini pallerinin, uzay araci yapilarinin, vb. modellenmesinde
kullanilir. Simetrik kesitli ve izotropik kiriglerde, iki ana diizlemdeki titresimler
etkilesim i¢inde degildir. Ancak, izotropik olmayan ve/veya sadece bir eksene gore
simetrik olan Kesitlere sahip kirislerde egilme-egilme veya egilme-burulma
etkilesimi oldugu igin iki ana diizlemdeki titresimler de birbirleri ile etkilesir.
Asagida agiklamasi yapilan kirig teorilerinde kiriglerin simetrik kesitli ve izotropik

oldugu ve sadece bir diizlemde titresime maruz kaldiklar1 kabul edilmistir.

Kiris teorileri, karmagiklik derecelerine gore ii¢ ana baglik altinda toplanabilir
(Nayfeh ve Pai, 2004):

a. Euler-Bernoulli kiris teorisi

b. Kayma sekil degistirmesini kapsayan kirig teorileri (Timoshenko Kkiris teorisi,

{iclincii derece kayma teorisi, diizlemsel kayma teorisi, vb.)
c. Ug boyutlu kiris teorileri
2.1. Euler-Bernoulli Kiriy Teorisi

Euler-Bernoulli kiris teorisinde, Sekil 2.1°de goriildiigii gibi sadece eksenel birim

uzama, &,,, kullanilir ve yanal birim uzamalar, &, ve &,,, ihmal edilir.



Sekil 2.1: Euler-Bernoulli Kiris Teorisinde Kullanilan Birim Uzamalar

Bu kiris teorisinde, deplasmandan &nce kirig eksenine dik olan diizlemsel bir kesidin,
deplasmandan sonra da hem diizlemselligini hem de referans eksene olan dikligini
korudugu kabul edilir. Euler-Bernoulli kiriginin bu ozelligi, Sekil 2.2.(a) ve
2.2.(b)y’de goriilmektedir.

N
g&
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w

w

(b)

Sekil 2.2: (a) Euler-Bernoulli Kiriginin Diizlemdis1 Egilme Hareketi (b) Kiris
Elemaninin Diizlemdis1 Egilmesi ve Egilme Kaynakli Donme Agisi



2.1.1. Ankastre Euler-Bernoulli kirisi hareket denkleminin Hamilton yGntemi
ile cikarinmu

Bu béliimde, donen ve donmeyen, diizgiin (higbir diizlemde daralmayan), ankastre
Euler-Bernoulli kirigleri i¢in potansiyel ve kinetik enerji ifadelerinin ¢ikarimu detayls
bir bicimde yapilmigtir. Ayrica, elde edilen enerji ifadelerine Hamilton prensibi

uygulanarak hareket denklemi ve sinir sartlar: elde edilmistir.

2.1.1.1. Dinmeyen, diizgiin, ankastre Euler—-Bernoulli kiriginin diizlemdis1
egilme hareketi

Sekil 2.2.(a)’da goriilen dénmeyen, diizgiin, ankastre Euler-Bernoulli Kirisinin
hareket denkleminin ¢ikarimi igin gerekli olan ifadelerin yaziminda Sekil 2.3.(a) ve

2.3.(b)’den yararlamlir.
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Sekil 2.3: Dénmeyen, Diizgiin, Ankastre Euler-Bernoulli Kiriginin Deplasman
Oncesi ve Sonrasinda (a) Kesidi (b) Yandan Goriiniisti

Burada referans olarak alinan nokta, deplasmandan 6nce P, ve deplasman sonra P

ile gosterilmektedir. Sekil 2.3.(a)’da verilen kirig kesidi ve 2.3.(b)’de verilen Kkiris
yandan goriintisti kullanilarak referans noktanin, deplasman dncesi ve sonrasindaki

koordinatlar sirasiyla agagidaki gibi bulunur.

Referans noktanin deplasmandan 8nceki koordinatlari:



X, =R+x ' (2.1a)
Yo =1 (2.1b)

z,=¢ 2.1¢)

Referans noktanin deplasmandan sonraki koordinatlar:

x,=R+x-&/ (2.2a)
Y1 =1 (2:2b)
Z=w+é (2.2¢)

Potansiyel enerji ifadesi i¢in birim uzamalar ile birim a¢1 degisimlerine ihtiyag

duyulur. Bu birim degisimleri elde etmek i¢in asagidaki formiilden yararlanilir.

dx
dF, dF, - dry iy =2[dx dn dg]e, fdn @3)
dé
g.n' xn gxg
Burada [g!.,]= Ep Epy Eg olarak tamimlanmaktadir.

Denklem (2.3)’te yer alan ve deplasman oncesinde ve sonrasinda referans noktamn

konumunu gosteren vektorlerin tiirevleri agagidaki gibi ifade edilir.

dry = (dx, i +(dy, ) +(dzo Jk (2.4a)
d, = (e, +(dy,)j +(dz, )k (2.4b)

Denklemler (2.4a) ve (2.4b)’de yerlerine koymak i¢in (2.1a)~(2.2¢c) no’lu denklemler
ile tanimlanan deplasmanlarin tiirevleri asagidaki gibi bulunur.

dx, = dx (2.5a)



dy, =dn (2.5b)

dz, = d& (2.5¢)
dx, = (1- &w")dx —w'd& (2.62)
dy, =dn | (2.6b)
dz, = w'dx +d& (2.6¢)

Denklem (2.3)’ten elde edilen ifadelerden sadece dxdx, dxdn ve dxd¢ nin

katsayilari olan & hesaplamalarda kullanilir ¢iinkii Hodges ve Dowell

xx 2

£y V€ £,
(1974)’te ifade edildigi kadariyla uzun ve ince kirisler i¢in eksenel gerilme, o,
yanal gerilmelere, o, ile o, gbre daha baskindir. Bu nedenle, ¢,, ve ¢, ihmal
edilebilir. Ayrica, £,, birim sekil degistirmesi, mertebe olarak £, ve &, birim sekil
degistirmelerinden iki mertebe daha kiigiiktiir. Bu nedenle o,. ve ¢, ihmal '

edilebilir.

ne?

Elde edilen ¢,,, ¢,, ve &, mithendislik birim uzama ifadeleri i¢inde yer alan gok
kiiciik mertebeli terimler, Hodges ve Dowell (1974)’te kullanilan ve Tablo 2.1. ile
verilen mertebe semasina gore belirlenerek ihmal edilir ve birim uzama ifadeleri
daha basit sekilde yazilir. Burada &, w/L mertebesinde bir degerdir ve diger

bityiikliikler, bu deger referans alinarak belirlenmistir.

Tablo 2.1: Dénmeyen Euler-Bernoulli Kirisi i¢in Mertebe Semasi

x 4 _
—=0W) ~=0()

w_ n_
3 O(e) 1 O(¢)

Tablo 2.1. kullamlarak yapilan sadelestirme sonucunda denklem (2.3)’ten elde edilen

birim uzama ve birim sekil degistirme ifadeleri asagidaki gibi basit olarak verilebilir.

Ve = Exe = —EW" (2.7a)



Vin =0 (2.7b)
Ve =Ew'w' (2.7¢)

Burada gergek birim uzama bilesenleri, y.,y,. ve 7, olarak tammlanmstir.

Potansiyel enerjinin temel ifadesi, asagidaki gibidir.

U=~;—;[{ [MlE. ) +6l2, + 72 Jlmac }dx @.8)

A

Potansiyel enerji denklemi dogrultusunda hesap yapilarak denklemler (2.7a)-(2.7¢)
ile verilen birim uzama ve birim sekil degistirme ifadelerinin kareleri aliir ve Tablo
2.1 ile verilen mertebe semasi kullanilarak ¢ok kiiciik terimler ihmal edilir. Geri
kalan ifadeler, denklem (2.8)’de yerlerine koyularak Hodges ve Dowell (1974)’tc
kullanilan ve Tablo 2.2’de verilen alan integralleri uygulamirsa potansiyel enerji

ifadesine ulagilir.
1 >
U=y j EI(w") dx (2.9)
0

Tablo 2.2: Potansiyel Enerji Hesabinda Kullanilan Alan Integralleri

[Jandé = 4 [Jn*dnag =1, [fédnaz = [fngdnag =0
[[e2anaz =1, [frdndz = 4e, [[lr? + & nde = g = ak;

Burada Hr)dndé = Ae, olarak verilen ifadede yer alan ¢, kesit alanmin
A

merkezinden gegen eksen ile elastik eksen arasindaki mesafe olarak tammlanir. Bu

calismada, simetrik kesitli izotropik kirig incelemesi yapildig1 i¢in bu mesafe sifirdir

ve iki eksen ¢akigiktir. Bu nedenle, _Und ndé =0 olarak alinir.
A

Kinetik enerji hesabinda deplasman hizlarmna ihtiyag duyulur ve referans noktanin

hiz vektoriiniin ifadesi agagidaki gibi verilir.



-~ OF
% =a—l;‘=5c,1 +9F+2k (2.10)

Denklem (2.10)’da yer alan deplasman hiz1 bilesenleri, (2.2a)-(2.2c) no’lu

denklemler ile verilen koordinatlarin zamana gore tiirevleri alinarak asagidaki gibi

“bulunur.
V, =% =-&w' (2.11a)
V,=3=0 (2.11b)
V.=z% =w (2.11¢)

Kinetik enerjinin temel ifadesi, agagidaki gibidir.

3= %Ij{ ) o) + W, F + .y hindz }dx (2.12)

Denklem (2.12) ile verilen kinetik enerji ifadesi dogrultusunda hesap yapilip hiz
bilesenlerinin kareleri bulunur ve Tablo 2.1 ile verilen mertebe semas: kullanilarak
cok kiiciik terimler ihmal edilir. Geri kalan ifadeler, denklem (2.12)’de yerlerine
koyularak Hodges ve Dowell (1974)’te kullanilan ve Tablo 2.3 ile verilen alan

integralleri kullanilirsa kinetik enerji ifadesinin son haline ulaglir.
1 v
3=3 Jm(w) dx (2.13)

Tablo 2.3: Kinetik Enerji Hesabinda Kullamlan Alan Integralleri

[lpdnag=m | [[pn*dnds =pl, =mk}, | [[pngdnds =me =0

A A

[[ogande =0 | [[pz*dnas =pl, =mks | [[pndnds =me

[[olr? + & Jinag =1,




Burada ”pndqdé =me olarak verilen ifadede e, kesidin agirlik merkezinden
A

gecen eksen ile elastik eksen arasindaki uzakliktir. Daha 6nce agiklandiga gibi bu

caligmada, simetrik kesitli izotropik kiris incelemesi yapildig1 igin bu mesafe sifirdir

ve iki eksen ¢akigiktir. Bu nedenle, _Upndnd§ =0 olarak alinir
A '

Yukarida elde edilen potansiyel ve kinetik enerji ifadelerine Hamilton prensibi
uygulanarak donmeyen, diizgiin, ankastre Euler-Bernoulli kiris i¢in kullanilan
haraket denklemine ve sinir sartlarina ulagilir. Hamilton prensibi asagidaki gibi

tanumlanir.

[sw-3-wydr=0 (2.14)

Burada W ile verilen ifade tersinmez kuvvetlerin yaptifi sanal isi simgeler. Bu
caligmada serbest titresim incelemesi yapildifi igin tersinmez kuvvetlerin etkisi
sozkonusu degildir ve denklem (2.14)te kullanmak i¢in sadece enerjilerin
varyasyonlarinin alinmasi yeterlidir. Denklemler (2.9) ve (2.13) ile verilen enerji
ifadelerinin varyasyonlar1 agagidaki gibi elde edilir.

SU = 5[-;— LjEzy (w”)zdx} = II(ZEI.),W"&v”ﬁx (2.15a)
0 0

1
2
53 = 5[% Jm(W)z dx:| - % ()I(2mW5W)dx (2.15b)

Bu varyasyon ifadeleri, denklem (2.14)’te yerlerine koyularak hareket denklemini ve

sinir sartlarini veren ifadeye ulasilir.

t ., 5 A\ ) 2 1
[(6U - )it = (E1,w") +[Elya w] 5%-%(151}, ‘Zx—‘;) Sw+mivSwdw (2.16)
0

2
Ox 0

I

Denklem (2.16)’daki éw ’nun katsayilari alinarak dénmeyen, diizgiin, ankastre Euler-

Bernoulli kiriginin serbest titresim hareketinin denklemi agagidaki gibi elde edilir.
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(B1,w") +miv=0 | @.17)

Denklem (2.16)’da yer alan difer terimler kullamlarak simir sartlari, dénmeyen,

diizgiin, ankastre Euler-Bernoulli kirisi igin asagidaki gibi elde edilir.
x=0"da w=w =0 ' (2.18a)
x=R’de w'=w"=0 (2.18b)

2.1.1.2. Merkezkac¢ kuvveti

Donen kirig denklemlerinde yer alan 6nemli terimlerden biri merkezka¢ kuvvetidir
ve bu kuvvet, herhangi bir nokta etrafinda d6nen rijit cismin, dénme eksenini
terketme egilimi olarak tamimlanir. Bu boéliimde, merkezka¢ kuvveti ifadesinin

¢ikarimi yapilmaktadir.

Sekil 2.4°te, sabit Q acisal hiziyla donen, R yarigaph rijit rotor kafasina O
noktasindan ankastre olarak baglanmis L uzunlugunda diizglin bir kirig

goriilmektedir. Kiris; homojen ve izotropik malzeme &zelliklerine sahiptir.

N

!
!
1Q

=

[
[
|
!
!
I
[
[
|

Sekil 2.4: Dénen Diizgiin Ankastre Kiris Modeli

Bu kiris tizerinde dx uzunlugunda bir kirig elemam ahnarak $ekil 2.5°te bu elemamn
incelemesi yapilmaktadir. Bu kiris elemanna etkiyen kuvvetlerin x dogrultusunda

denge denklemleri yazilarak merkezkag¢ kuvveti ifadesine ulagilir.
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M +dM
) T+dT

S+dS

Sekil 2.5: Donen Kiris Elemam Uzerine Etkiyen Kuvvet ve Momentler

Donme ekseninden R+ x kadar uzaklikta bulunan ve Sekil 2.4°te goriilen kiris

elemaninin ¢izgisel hiz1 agagidaki gibidir.
V=0Q(R+x) (2.19)

Denklem (2.19) kullanilarak kirig eleman: {izerine etkiyen merkezka¢ kuvveti

asagidaki gibi tanimlanir.
omr o (R +x) (2.20)
ME (R + x)

Kiris elemamn iizerine etkiyen kuvvetlerin x dogrultusunda dinamik denge denklemi

yazilirsa eleman {izerine etkiyen ¢ekme kuvveti ifadesi elde edilir.
T+dl -T=mQ*(R+x)dx =  dI =mQ’(R+x)dx (2:21)

Denklem (2.21)’deki ifadenin integrali alinarak dénen kirigin tiimiine etkiyen ve Kiris
boyunca degisen gekme kuvvetinin asagidaki ifadesine ulagilir.

T = l_[mQ (R + x)dx 2.22)

2.1.1.3. Dénen, diizgiin, ankastre Euler—-Bernoulli kiriginin diizlemdisi egilme
hareketi

Dénen, diizgiin, ankastre Euler—Bernoulli Kiriginin hareket denkleminin ¢ikariminda

Bolim 2.1.1.1°deki formiillere ek olarak dénme hareketinden kaynaklanan baz

12



terimler gelmektedir. Bu boliimdeki kirisin hareket denkleminin ¢ikarim i¢in gerekli

olan ifadelerin yazzminda Sekil 2.6.(a) ve 2.6.(b)’den yararlamilmaktadir.

n P Orta

R A Diizlem
Qe= i -
n P, -
¢ %
T .)) x
-~ Orta
' Yo=Y Diizlem
(a)

Sekil 2.6: Dénen, Diizglin, Ankastre Euler—Bernoulli Kirisinin Deplasman Oncesi ve
Sonrasinda (a) Kesidi (b) Yandan Goriiniisii

Sekil 2.6.(a)’da verilen kiris kesidi ve 2.6.(b)’de verilen kiris yandan goriiniisii
kullanilarak referans noktanin, deplasman Oncesi ve sonrasindaki koordinatlart

sirasiyla asagidaki gibi bulunur.

Referans noktanin deplasmandan &nceki koordinatlari:

Xo=R+x (2.23a)
Yo =1 (2.23b)
zy=¢& , (2.23¢)

Deplasmandan sonra referans noktanin koordinatlari:

x, =R+x+u-&w' (2.24a)
Y =1 (2.24b)
Z =w+é (2.24¢)
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Burada, merkezka¢ kuvvetinin kirig {izerinde neden oldugu eksenel uzama, u ile
ifade edilir.

Koordinatlarn tiirevleri, (2.3) no’lu denklemde yerlerine koyulmak i¢in asagidaki

gibi hesaplanir.

dx, = dx “ (2.25a)
dy, =dn (2.25b)
dey = d& (2.25¢)
dx, = (1 +u' - Ew")dx — w'dé (2.262)
dy, =dn (2.26b)
dz, = wdx +dé& | (2.26¢)

Bu tiirevler, denklem (2.3)te yerlerine koyularak ¢, &, ve &, ifadeleri

1
hesaplanir. Elde edilen ifadelerin iginde yer alan kiiglik terimler, Hodges ve Dowell

(1974)’te kullanilan ve Tablo 2.4 ile verilen mertebe semasina gore ihmal edilir.

Tablo 2.4: Donen Euler-Bernoulli Kirigi i¢in Mertebe Semasi

x_ s,

=00 >=0()

% = 0(&) % = 0(¢)
—=0(")

Mertebe semasina gére ¢ok kiigiik olan terimler ihmal edilince birim uzama ve birim

sekil degistirme ifadelerinin basit sekillerine asagidaki gibi ulagilir.
' ” 1 AY
Ve =g =t —&W +-2-(w) (2.27a)

Yy =0 (2.27h)
14



Ve = —Ew" ' 2.27¢)

Denklemler (2.27a)-(2.27c)’deki ifadelerin kareleri alinarak Tablo 2.4 ile verilen
mertebe semasina gore gerekli sadelestirmeler yapilir ve bulunan ifadeler, denklem
(2.8)’de yerlerine koyulur. Alan integrali hesabinda Tablo 2.2°de verilen ifadelerden

yararlanilirsa potansiyel enerji ifadesi agagidaki gibi elde edilir.
L

U= % [lEAGy + E4w(w) + B, () Jix (2.28)
0

Burada, merkezka¢ kuvvetinin kiriste neden oldugu eksenel uzama # ’nun tiirevi

asagidaki gibi tanimlanmaktadir (Houbolt ve Brooks, 1957).
' = 2.29)

Kinetik enerji hesabinda deplasman hizlarina ihtiyag duyulur. Donen kiris hiz
vektoriiniin ifadesi asagidaki gibi verilmektedir.

V="t xi=0 - N +( +x )+ +2,k (2:30)

2|9

Deplasman hiz1 bilesenleri, (2.24a)-(2.24c) no’lu denklemlerde yer alan

deplasmanlarin zamana ggre tiirevleri alinarak bulunur.

V,.=% —-Qy =u—-&'-Qn (2.31a)
V,=p+0x =(R+x+u-)Q (2.31b)
V. = 2] =w (2.310)

Denklem (2.12) ile verilen kinetik enerji hesabi dogrultusunda, denklemler (2.31a)-
(2.31c)’deki hiz bilesenlerinin kareleri alimr ve Tablo 2.4’teki mertebe semasindan
yararlanilarak ¢ok kiigiik terimler ihmal edilir. Sadelestirilen ifadeler, denklem
(2.12)’de yerlerine koyularak ve Tablo 2.3’teki alan integralleri kullanilarak dénen,
diizglin, ankastre Euler-Bernoulli kirisi igin kinetik enerji ifadesine agagidaki gibi
ulagilir.
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N[r—*

j{ [(w +(R+x)Q +2(R +xuQ’ ]+ pl Q) }dx (2:32)

Denklem (2.14) ile verilen Hamilton prensibi, yukarida ¢ikarimi yapilan potansiyel

ve kinetik enerji ifadelerine uygulanir. Bu amag¢ dogrultusunda enerji varyasyonlar

asagidaki gibi verilmektedir.
% [EAw ' + 240w 6w’ + EA(w Y 80’ + 2E1 w" 5" (2.33a)
0
% 2mwé’w (2.33b)
0

Burada denklem (2.32)’de yer alan (R+x)'Q, 2(R+x)u ve pl.Q* terimleri sabit
ifadelerdir ve varyasyon alinirken sifir olurlar. Bu varyasyon ifadeleri denklem
(2.14)’te yerlerine koyulur ve elde edilen ifadeden o&w ’nun katsayilari alinarak,
donen, diizgiin, ankastre Euler-Bernoulli kirisinin diizlemdis1 serbest titresim hareket

denklemi ve sinir sartlar asagidaki gibi elde edilir.

Hareket denklemi:

(B1,w") +miv—(1w') =0 2.34)
Sinir gartlar::

x=0"da w=w = (2.35a)
x=L’de w=w"=0 (2.35b)

2.1.2. Ankastre Euler-Bernoulli kirigi hareket denklemlerinin Newton ydntemi
ile gikarimi |

Bu bdliimde, dénen ve donmeyen, diizgiin (hicbir diizlemde daralmayan), ankastre

Euler-Bernoulli kirisleri i¢in hareket denklemleri, Newton yaklagimi dogrultusunda

kuvvet ve moment denge denklemleri yazilarak detayli bir bigimde ¢ikartilmigtir.

Burada basit kiris teorisi kullanilacaktir. Buna gére asagidaki kabuller yapilmaktadir:
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a. Sekil 2.2.(b)’deki kiris elemaninin dénme agisi, egilme deplasmam w’dan ¢ok

kigtiktiir.

b. Kayma etkilerinden kaynaklanan deformasyonlar, egilme deformasyonun

yaninda ¢ok kiictiktiir.

c. Kirisin kalinlig1 # ve uzunlupu L olmak fizere, h/L olarak tammlanan kiris

agiklik oram gok kiigtiktiir (#/L <0.1).

d. Egilmeden dolayi Kiris {izerinde burkulmalar olmamaktadir.

2.1.2.1. Dénmeyen, diizgiin, ankastre Euler—-Bernoulli Kiriginin diizlemdis:
egilme hareketi

Doénmeyen, diizglin, ankastre Euler—Bernoulli kirisinin hareket denkleminin ¢ikarimi

i¢in gerekli olan ifadelerin yaziminda Sekil 2.7°den yararlanilir.,
i £, 1)dx

M) 1 H ﬁ(x,t)+.6£§4)dx

dx
A I - M(x,1)+ 6M6(;c t)dx
Yyl4
w(x,1) V(x r)b——4
2

Sekil 2.7: Dénmeyen Euler-Bernoulli Kiris Elemani Uzerine Etkiyen
Kuvvet ve Momentler

Sekil 2.7°de goriilen kuvvet ve momentler kullanilarak A4 noktasina gére moment
dengesi yazilirsa ve saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak kabul edilirse asagidaki

denge denklemine ulagilir.

M(x,t)+aia(x’ﬂdx-M(x,) [V(x 1)+ an ’) ]dx+ f(x,t)dx—cé—x=0 (2.36)
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Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra denklemin her iki tarafi dx’e boliiniip

dx — 0 limiti uygulanirsa denklem (2.36), asagidaki denkleme indirgenr.

oM (x,1)

o +V(x,1)=0 ‘ (2.37)

Sekil 2.7°de goriilen kuvvetler kullanilarak diisey eksende kuvvet dengesi yazilirsa

ve z yonii pozitif yon olarak kabul edilirse agagidaki esitlik elde edilir.
aV(x,t) 62w(x,t)
V(x,t)+ de —V(x,t)+ f(x,1)dx = m(x)dx——gl—z— (2.38)

Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra denklemin her iki tarafi dx’e bdliiniirse
denklem (2.38), asagidaki ifadeye indirgenir.

WGt) ) - i) 222) @)

Denklem (2.37)’den elde edilen ¥(x,?) ifadesi, denklem (2.39)’da yerine koyulursa

hareket denkleminin ana hatlarina ulagilir.

= f(x.1) (2.40)

( A w(x t) 0- M(x,t)
ax2

Egilme momenti ile kiris deplasman: arasindaki baglant: asagida verilmektedir.

M(x,1)= El(x )a W(" 1) @2.41)

Denklem (2.41), denklem (2.40)’ta yerine koyulursa dsnmeyen Euler-Bernoulli kirisi
diizlemdis: egilme hareketi denklemi, Newton yaklagim ile asagidaki gibi bulunur.

m(x)2 :(x 1), ai [EI( )azgff’t)}f(x,t), 0<x<L (2.42)

Bu ¢alismada serbest titresim incelemesi yapildig1 i¢in denklem (2.42)’deki esitligin

sag tarafinda yer alan kuvvet ifadesi f (x,t) =0 olarak alinabilir.
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2.1.2.2. Dinen, diizgiin, ankastre Euler—Bernoulli kirisinin diizlemdis1 egilme
hareketi

Dénen, diizgiin, ankastre Euler—Bernoulli kiriginin hareket denkleminin ¢ikarimi igin

gerekli olan ifadelerin yaziminda Sekil 2.8’den yararlamlir.

V(x,f)-l— aV(x,t)
Ox

N

) M(x,t)+%x”)dx

dx

Sekil 2.8: Donen Euler-Bernoulli Kiris Eleman: Uzerine Etki Eden Kuvvet ve
Momentler

Sekil 2.8’deki kuvvet ve momentler kullanilarak A’ noktasina gére moment dengesi
yazilirsa ve saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak kabul edilirse asagidaki esitlik elde
edilir.

O

oV (x,1) dx} . f(x,,)dxi;_ Ta_;’dx:o (2.43)

ox

M(x,t)+—6—A%dx—M(x,t)+[V(x,t)+

Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra denklem dx’e bolinlip dx — 0 limiti
uygulanirsa denklem (2.43), asagidaki ifadeye indirgenir.

V(x,t)=T5x--@—46(:—”) (2.44)

Sekil 2.8°deki kuvvetler kullamlarak diisey eksende kuvvet dengesi yazilirsa ve z
yonii pozitif olarak kabul edilirse asagidaki esitlik elde edilir.
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‘”(’”)dx V(x,0)+ f(x.1)dx = ()dxm 2.45)

Vix.r)+
)+ ot

Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra denklemin her iki tarafi dx’e béliiniirse
denklem (2.45), asagidaki ifadeye indirgenir.

———an” )\ f(xr)= m(x)-———az‘;’(f”’) (2.46)

Denklemler (2.41) ve (2.44), denklem (2.46)’da yerlerine koyulursa dénen diizgiin

Euler-Bernoulli kirisi diizlemdisi egilme hareketi denklemi, Newton yaklasimi ile

asagidaki gibi bulunur.
6"‘w(x,t) 0? 62w(x,t) 0 [ aw(x, )}
\ T(x A0S B A 2.47)
m(x, e +— [E (x) 5 ™ £x.1) (

2.2. Kayma Sekil Degistirmesini Igeren Kiris Teorileri

Shames ve Dym (198S), iizerine diizglin yayili yiik etkiyen basit mesnetli kiriste
olusan diizlemsel gerilmeleri incelediklerinde, 4 kirig kalinlif1 ve L kirig uzunlugu

olmak tizere, yanal kayma gerilmelerinin, o, ve o,,, #/L ile ve yanal normal

gerilmelerin, o,, ve &.,, (#/L) ile orantili oldugunu bulmuslardir. Bu nedenle,

kirig incelemelerinin gogunda normal yanal gerilmeler hesaba katilmazken; 6zellikle

yliksek agiklik oranli, #/L , veya yliksek frekansl Kiris problemlerinde yanal kayma
gerilmeleri dikkate alinmaktadir.

Kayma sekil degistirmesini igeren Kkiris teorilerinde, Sekil 2.9°da gosterildigi gibi
yanal kayma birim uzamalari, &, ve &, hesaba katilir. Bu nedenle, £, ve £ ;’den

kaynaklanan ve Sekil 2.10.(a) ve 2.10.(b)’de gosterilen diizlemdis1 ¢arpilmalara da

bu teorilerde yer verilmektedir.
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Sekil 2.10: Kayma Birim Uzamalar1 Sonucu Olusan Diizlemdis: (a) Burulma

Carpilmasi (b) Kayma Carpilmasi

Bu caligmanin dinamik inceleme ile ilgili kisminda kullanilan kirig modelleri
arasinda Timoshenko Kkirisi yer almaktadir. Bu nedenle, kayma gsekil degistirmesini
iceren kiris teorilerinden biri olan Timoshenko kiris teorisi hakkinda asagidaki ek

bilgiler verilmektedir.

Timoshenko kiris teorisine gore, deplasmandan &nce kirig eksenine dik olan
diizlemsel bir kesit, sekil degisiminden sonra da diizlemselligini korur; ama kirig
eksenine olan dikligini kaybeder. Timoshenko kiriginin bu 6zelligi, Sekil 2.11°de
gosterilmektedir.

Yiksek dereceli kiris teorilerinde deplasmandan once kiris eksenine dik olan
diizlemsel kesit, deplasmandan sonra hem diizlemselligini hem de kiris eksenine olan
dikligini kaybeder. Bu nedenle Timoshenko kiris teorisi, birinci derece kayma teorisi

olarak da adlandirilir.
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Sekil 2.11: Timoshenko Kirig Elemaninin Diizlemdis: Egilmesi Sonucu Olugan
Donme Agist ve Kayma Agist

Ayrica Timoshenko kiris teorisinde, kayma birim uzamalannin ve yanal kayma
gerilmelerin kesit boyunca sabit oldugu kabul edilmektedir. Euler kirig teorisinde,
kayma gerilmesi ve kayma birim uzamasi, kesit {izerinde diizgiin dagilmadig: i¢in
Timoshenko teorisinde, kesidin sekline gore farkli degerler alan kayma gerilmesi

diizeltme ¢arpani, &, kullanilir.

2.2.1. Ankastre Timoshenko kirigi hareket denklemlerinin Hamilton yontemi
ile ¢cikarimi

Bu bsliimde, donen ve dénmeyen, diizgiin (higbir diizlemde daralmayan), ankastre

Timoshenko kirisleri i¢in potansiyel ve kinetik enerji ifadelerinin ¢ikarimi detayl bir

bicimde yapilmistir. Ayrica, elde edilen enerji ifadelerine Hamilton prensibi

uygulanarak hareket denklemi ve sinir gartlar: elde edilmigtir.

2.2.1.1. Dinmeyen, diizgiin, ankastre Timoshenko kirigin diizlemdis1 egilme
hareketi

Dénen, diizgiin, ankastre Timoshenko kiriginin hareket denklemlerinin ¢ikarimu igin

gerekli olan ifadelerin yaziminda Sekil 2.12.(a) ve 2.12.(b)’den yararalanilir.
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n P
w—.' -------
: z,
n R
l§ lzo
' Yy
E<——>E Orta
e =N Diizlem
@)

Sekil 2.12: Donmeyen, Diizgiin, Ankastre Timoshenko Kirisinin Deplasman
Oncesinde ve Sonrasinda (a) Kesidi (b) Yandan Goriiniisii

Sekil 2.12.(a)’da verilen Kkirig kesidi ve 2.12.(b)’de verilen kiris yandan goriiniisii
kullanilarak referans noktanin, deplasman oncesi ve sonrasindaki koordinatlari

sirasiyla asagidaki gibi bulunur.

Referans noktanin deplasmandan dnceki koordinatlar:

Xo=R+x (2.48a)
Yo =1 (2.48b)
zyg=¢& (2.48¢)

Referans noktanin deplasmandan sonraki koordinatlar:

x=R+x-Sop (2.49a)
y=n (2.49b)
z,=w+& ‘ (2.49¢)

Burada diizlemdis: egilmeden kaynaklanan dénme agisi, ¢ ile tanumlanmaktadir. Bu

ac1, Euler-Bernoulli kirisinde oldugu gibi tarafsiz eksenin egimi olan w' degerine
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esit degildir ¢iinkii Sekil 2.11°de ve Sekil 2.12.(b)’de goriildiigti gibi Timoshenko
kiriste y kadarlik bir kayma agis1 olusur ve bu nedenle ag1 kaybi ortaya ¢ikar.

Diizlemdis1 egilme kaynakli donme agis1 ¢, asagidaki gibi tanimlanir.
p=w-y (2.50)

Denklem (2.3)’te yerlerine koyulmak {izere denklemler (2.48a)-(2.49¢c) ile verilen

koordinatlarin tiirevleri asagidaki gibi bulunur.

dx, = dx (2.51a)
dy, =dn (2.51b)
dz, = d& (2.51¢)
dx, = (1 Ep')dx — pd (2.52a)
dy, =dn (2.52b)

dz, =wdx +d& (2.52¢)

Bu tiirevler, denklem (2.3)’te yerlerine koyularak &, &, ve &, ifadeleri

1
hesaplanir. Elde edilen ifadelerin i¢inde yer alan kiigiik terimler, Tablo 2.5 ile verilen

mertebe semastna gore ihmal edilerek asagidaki basit ifadelere ulagilir.

12

w'"

Vix T€u = —§¢' + 9 (2.53a)
Ven =0 (2.53b)
Ve =W —0)+Epp’ (2.53¢)
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Tablo 2.5: Timoshenko Kiris i¢in Mertebe Semasi

%:owﬂ %:om
%:ow) %:ow)
£~ 06) 0 =0()
y=w-p=0(") v =0(¢)

Denklem (2.8) ile verilen potansiyel enerji ifadesi dogrultusunda hesap yapilarak
(2.53a)-(2.53¢) no’lu denklemlerdeki ifadelerin kareleri alimir ve Tablo 2.5 ile verilen
mertebe semasma gore Kkiiciik olan terimler ihmal edilir. Sonugta ulasilan
basitlestirilmis ifadeler, denklem (2.8)’de yerlerine koyulup Tablo 2.2°deki alan

integralleri kullanilirsa potansiyel enerji ifadesinin son haline ulagilir.

L

U=%j@g@¥+b«%w%aw¢+wﬂh (2.54)

0

Kinetik enerji hesabinda deplasman hizlarina ihtiya¢ duyulmaktadir. Hiz vektoriiniin
ifadesi denklem (2.10) ile verilmektedir. Deplasman hizlarimin bilesenleri, (2.49a)-

(2.49c) no’lu denklemlerdeki deplasmanlarn zamana gore tlirevleri alinarak

asagidaki gibi bulunur.

V.=x,=-¢¢p (2.55a)
V,=»=0 (2.55b)
V.=z =w (2.55¢)

Denklemler (2.55a)-(2.55¢) ile verilen ifadelerin kareleri almarak (2.12) no’lu
denklemle verilen kinetik enerji ifadesinde yerlerine koyulursa ve Tablo 2.3 ile

verilen alan integralleri uygulanirsa asagidaki kinetik enerji ifadesine ulagilir.
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S= % Lj(pg,gbz + A (2.56)
0

Denklem (2.14) ile verilen Hamilton prensibi ifadesinde kullanmak i¢in potansiyel ve
kinetik enerjilerin varyasyonlar asagidaki gibi bulunur.
1.

8U = [{E1,(¢'60")+ kAG(w' 8w’ ~w' Sp — oS’ + pSp )i (2.57a)

0
13

3= [(ol ,p6¢ + paviéin Jix (2.57b)
0

Bu varyasyon ifadeleri denklem (2.14)’te yerlerine koyulur ve elde edilen ifadeden

dp ve ow ’nun katsayilan alinarak, donmeyen ankastre Timoshenko Kirisinin serbest

titresim hareket denklemi ve sinir gartlan asagidaki gibi elde edilir.

Hareket denklemleri;

dw:  pAv+kAG(p' —w")=0 (2.582)
Sp: pl $—Elo"+kAG(p—w')=0 (2.58b)
Sinir sartlar::
I
p'6p | =0 (2.59a)
0

1

-0 (2.59b)

0

[Tw' + kAG(w' — ))ow

2.2.1.2. Déonen, diizgiin, ankastre Timoshenko kiriginin diizlemdig: egilme
hareketi

Donen, diizgiin, ankastre Timoshenko kiriginin hareket denkleminin ¢ikariminda
Boslim 2.2.1.1°deki formiillere ek olarak dénme hareketinden kaynaklanan baz
terimler gelmektedir. Bu boliimdeki kirigin hareket denklemlerinin gikarimt igin

gerekli olan ifadelerin yaziminda Sekil 2.13.(a) ve 2.13.(b)’den yararlanilir.
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@ (b)

Sekil 2.13: Dénen, Diizgiin, Ankastre Timoshenko Kirisinin Deplasman Oncesinde
ve Sonrasinda (a) Kesidi (b) Yandan Goriiniisii

Sekil 2.13.(a)’da verilen kiris kesidi ve 2.13.(b)’de verilen kiris yandan goriiniisii
kullanilarak referans noktanin, deplasman Oncesi ve sonrasindaki koordinatlan

sirasiyla agagidaki gibi bulunur.

Referans noktanin deplasmandan 6nceki koordinatlari:

Xo=R+x (2.60a)
Yo =11 (2.60b)
zp=¢ (2.60c)

Referans noktanin deplasmandan sonraki koordinatlar::

x,=R+x+u-{fp (2.61a)
%= (2.61b)
z,=w+€ (2.61¢)

Denklem (2.3)’te yerlerine koyulmak iizere denklemler (2.60a)-(2.61c) ile verilen

koordinatlarin tiirevleri agsagidaki gibi bulunur.
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dx, = dx (2.622)

dy, =drn (2.62b)
dz, = dE (2.62¢)
dx, = (1+u' = £¢')dx — pdé (2.632)
dy, =dn (2.63b)
dz, = wdx+d§ (2.63¢)

e ve ¢ . ifadeleri

xx xn xS

Bu tlirevler, denklem (2.3)’te yerlerine koyularak &

hesaplanir. Elde edilen ifadelerin i¢inde yer alan kiigiik terimler, Tablo 2.5 ile verilen

mertebe semasina gore ihmal edilerek asagidaki basit ifadelere ulagilir.

2

Ve =€ =t =S50+ W2 (2.64a)
Yig =0 (2.64b)
Vee = (W =)+ Epp’ ~u'p (2-64¢)

Denklem (2.8) ile verilen potansiyel enerji ifadesi dogrultusunda hesap yapilarak
(2.64a)-(2.64) no’lu denklemlerdeki ifadelerin kareleri alinir ve Tablo 2.5 ile verilen
mertebe semasma gore kiiglik olan terimler ihmal edilir. Sonugta ulasilan
basitlestirilmis ifadeler, denklem (2.8)’de yerlerine koyulup Tablo 2.2°deki alan

integralleri kullanilirsa potansiyel enerji ifadesinin son haline ulagilir.

NI'—‘

J'[EA(u + EAu'(w')’ + EI ’ (@) +kAG(W - @)’ }ix (2.65)

Kinetik enerji hesabinda deplasman hizlarina ihtiyag duyulmaktadir. Dénen kirigin
hiz vektérii, denklem (2.30) ile verilmektedir. Deplasman hizi bilesenleri, (2.60a)-

(2.61c) no’lu denklemlerdeki deplasmanlarin zamana gore tiirevleri alinarak
asagidaki gibi bulunur.
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Ve=%-Qy =u-5p—-Qn (2.66a)
V,=3+0x =(R+x+u-Ep)Q (2.66b)
V=2 =w (2.66¢)

Denklem (2.12) ile verilen kinetik enerji hesabi dogrultusunda, denklemler (2.66a)-
(2.66¢)’deki hiz bilesenlerinin kareleri alinir ve Tablo 2.5’teki mertebe semasindan
yararlanmilarak ¢ok kii¢lik terimler ihmal edilir. Sadelestirilen ifadeler, denklem
(2.12)’de yerlerine koyularak ve Tablo 2.3’teki alan integralleri kullanilarak doénen,
diizgiin, ankastre Timoshenko Kkirisi i¢in kinetik enerji ifadesine asagidaki gibi
ulasilir.

o~ 1 ¢ .2 .2 .3 22

5= Oj (1,6 + pa® + paii* + pl > Q* Jix (2.67)
Denklem (2.14) ile verilen Hamilton prensibi ifadesinde kullanmak i¢in potansiyel ve

kinetik enerjilerin varyasyonlan asagidaki gibi bulunur.

1

8U = [{EAGww ow)+ E1,(¢/59") + kAGI(wW ~ p)ow’ — ('~ o)l (2.68a)

1

83 = (|pl, (¢80 + Q2000+ pA(irdii + it ix (2.68b)
0 .

Bu varyasyon ifadeleri denklem (2.14)’te yerlerine koyulur ve elde edilen ifadeden

8¢ ve ow’nun Katsayilari alinarak, donen ankastre Timoshenko Kkiriginin serbest

titresim hareket denklemi ve sinir sartlan asagidaki gibi elde edilir.

Hareket denklemleri:

Sw:  pdiv—(Tw') +kAG(p' - w")=0 (2.692)
Sp:  pl G- plgQd* — El 0"+ kAG(p—w')=0 (2.69b)
Sinir sartlari:
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1

-0 (2.70a)

0

@'6p

L

[Tw' + kAG(w' - @)low | =0 (2.70b)

0

2.2.2. Ankastre Timoshenko kirigi hareket denklemlerinin Newton yéntemi ile
cikarmm

Bu boliimde, dénen ve dénmeyen, diizgiin (higbir diizlemde daralmayan) ve ankastre
Timoshenko kiris modelleri i¢in hareket denklemleri, Newton yaklasimi
dogrultusunda kuvvet ve moment denge denklemleri yazilarak detayli bir bigimde

cikartilmigtir.

2.2.2.1. Donmeyen, diizgiin, ankastre Timoshenko kirisin diizlemdiypn egilme
hareketi

Daha 6nce Sekil 2.11 ile Sekil 2.12.(b)’de gosterildigi gibi Timoshenko kiriglerde, ¥
kayma agist kadarlik bir a¢1 kaybi nedeniyle diizlemdis1 egilmenin, w, sebep oldugu
kiris kesidi donme agis1, ¢, kadar olur. Denklem (2.50) ile verilen bu dénme agisi,

Sekil 2.14°te gosterilmektedir.

z,w

Sekil 2.14: Diizlemdisi Egilme Hareketi Sonucunda Timoshenko Kiris Kesidinde
Gorlilen D6nme Agisi

Sekil 2.14’ten yararlamlarak, sirasiyla x, y ve z eksenleri yoniinde u, v ve w

olarak tammlanan deplasmanlar, asagidaki gibi ifade edilir.
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u(x,z)=~zp(x) (2.71a)
v=0 (2.71b)
w=w(x) (2.71¢)

Birim uzamalar ve birim sekil degistirmeler. birinci mertebeden bir yaklasimla

asagidaki gibi tanimlanir.

g, = a = —ZE (2.723)
£. =0 (2.72b)
ou ow ow
_oe M Ow_ O 2.72
R v A (2.72¢)

Denklemler (2.72a) ve (2.72c¢) kullanilarak asagida verilen ifadelere ulasilir.

M =-(z0.dd=-[zEe.dd=EI, o9 (2.73)
M W T Ox
ow
T = [o.dd=kAGy,, = kAG(a —(pj (2.74)
A

Donmeyen, diizgiin, ankastre Timoshenko kirigin diizlemdis1 egilme hareket
denklemlerinin ¢ikarimi i¢in gerekli olan ifadelerin yaziminda Sekil 2.15°ten

yararlanilir.

z f(x,t%dx
M(x)) T T V(x,t)+ ——aVa(:t)dx

-

Wi, 1) e

Sekil 2.15: Donmeyen Timoshenko Kiris Elemam Uzerine Etkiyen
Kuvvet ve Momentler
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Sekil 2.15°teki kuvvet ve momentler kullanilarak 4 noktasina gére moment dengesi
yazilirsa ve saat yoniiniin tersi pozitif yon olarak kabul edilirse asafidaki esitlik elde

edilir.
M(x,t)+%dx—M(x,t)+[V(x,r)+a—';%—’2dx}dx+f(x,z)dx% = pl ,¢dx (2.75)
Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra denklemin her iki tarafi dx’e béliiniip

dx — 0 limiti uygulanirsa denklem (2.75), asagidaki ifadeye indirgenir.

M(x1) V(x.t)= pl, ¢ 2.76)

Sekil 2.15°teki kuvvetler kullanilarak diisey eksende kuvvet dengesi yazilirsa ve z

yonii pozitif yon olarak kabul edilirse asagidaki esitlik elde edilir.

V(x,0)+ aV(" OVt) g e+ £t = ()dxasz;(f,{) @.77)

Gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra denklemin her iki tarafi dx’e boliiniirse
denklem (2.77) asagidaki ifadeye indirgenir.

W), )= mi) 22420 G-

Deﬁklemler (2.73) ve (2.74) ile verilen ifadeler, denklem (2.76) ve denklem
(2.78)’de yerlerine koyulursa ve serbest titresim incelemesi yapildig: icin f (x,t)

yayili yiikii sifir olarak alimirsa donmeyen, diizgiin, ankastre Timoshenko Kirig

hareket denklemleri agagidaki gibi elde edilir.
— pl +(El9) +kAG(W — ) =0 (2.79a)

— pdii + G (w' - 9)] =0 (2.79b)
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2.3. Ug Boyutlu Kiris Teorileri

Ucg boyutlu kiris teorilerinde hem diizlemsel hem de diizlemdis1 ¢arpilmalara yer
verilmektedir. Diizlemdisi carpilmalar, daha 6nce Sekil 2.10.(a) ve 2.10.(b) ile
gosterilmigtir. Sekil 2.16°da yer alan yanal normal birim uzamalar, &,, ve &y, ile
diizlemsel kayma birim uzamasi, ¢,,, Sekil 2.17.(a) ve Sekil 2.17.(b)’de goriilen

diizlemsel ¢arpilmalara neden olmaktadir.

w

Sekil 2.17: Diizlemsel (a) Daralma Carpilmas: (b) Egilme Carpilmas:

Yanal normal birim uzamalar, &,, ve &,,, 6nemli sayilabilecek biiyiikliikte yanal
normal gerilmelere, o,, veo,;, neden olurken, diizlemsel kayma birim uzamasi,
£,,, onemli sayilabilecek biiyiiklitkte diizlemsel kayma gerilmesine, o,,, neden

olmaktadir. Bu nedenle {i¢ boyutlu Kkiris teorilerinde, ii¢ boyutlu gerilmelerin

etkilerine tamamen yer verilmektedir.
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3. DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMi

3.1. Tarihge

Ik olarak Zhou (1986), elektrik devreleri analizi icin lineer ve nonlineer baslangig
deger problemlerinde diferansiyel doniisiim ydntemini kullanmigtir. Chiou ve Tzeng
(1996), nonlineer titresim problemlerinin ¢oziimii igin Taylor doniistimiinii
kullanmuglardir.  Yontem, hem adi diferansiyel denklemlere hem de kismi
diferansiyel denklemlere uygulanabildigi i¢in Jang ve dig. (2001), kismi diferansiyel
denklémlerin ¢6ziimiinii iki boyutlu diferansiyel doniisiim yontemi ile yapmuslardir.
Abdel ve Hassan (2002), ozdeger problemlerinin ¢6zlimiinde bu ydntemi
kullanmiglardir. Onceki ¢aligmalar, diferansiyel déniisiim yonteminin nonlineer veya
degisken parametreli problemlerin ¢oziimiinde etkin oldugunu gosterdigi igin son
dénemde pek ¢ok calismada bu yontem kullanilmaktadir (Ozdemir ve Kaya, 2006;
Arikoglu ve Ozkol, 2005; Bert ve Zeng, 2004; Chen ve Ju, 2004)

3.2. Yintemin Tanitim

Diferansiyél d6niigim yOntemi, Taylor seri a¢ilimina dayanan ve diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ztimlerini elde etmek i¢in kullanilan bir doniistim teknigidir.
Bu y6ntemde, bir probleme ait diferansiyel denklemlere ve simir kosullarina belirli
doniigtim kurallar1 uygulanarak denklemler, basit analitik ifadelere ddniigtiiriiliir ve
bu analitik ifadelerin ¢6ziilmesi ile istenilen sonuglar biiyiik bir hassasiyetle elde
edilir. Bu yontem, Taylor y6nteminden farklidir ¢iinkii Taylor seri agihiminda oldugu

gibi bir fonksiyonun tiirevlerinin hesaplanmas: gerekmez.

D Dbdlgesinde analitik olan bir f (x) fonksiyonu ve aym bolgede bulunan x = x,
noktas1 g6éz6éniine ahmirsa, f (x) fonksiyonu x =1x, civarida bir seri agilimla

asagidaki gibi ifade edilebilir.

e x=x) (d f)
f(x)—; Py ( =5 ) 3.1)
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Asil fonksiyon, f (x) ve donistiirilmis fonksiyon, F[k] olmak iizere asil

fonksiyonun diferansiyel doniiglimii asagidaki gibi tammlanabilir.

1 k
F[k]=ﬁ(iﬁj (32)

Denklemler (3.1) ve (3.2) g6zdniine alindiginda asil fonksiyon ile d6niigtiirilmiis
fonksiyon arasindaki baglantiya ulagilir.

7 =3 (r-x0)* Flk] 33)
k=0

Asil fonksiyonun seri agiliminda sonlu sayida terim almak genel bir yaklagimdir. Bu

nedenle denklem (3.3)’{in iist simir1 sonlu bir g sayisi ile ifade edilebilir. Bu ¢ st

sinirmnun degerini elde edilen sonuglarin yakinsama hizi belirler.
q ‘

F) =Y (x—x,)" Flk] (3.4
k=0

3.3. Yintemin Uygulanmasi

Diferansiyel denklemlerin déniistiiriilmesi i¢in kullanilan bazi teoremler asagida

verilmektedir

Teorem 3.1:
fx)=glx)thlx) = Flk]=Glk]+ H[k] (3.59)
Teorem 3.2:
fx)=4g(x) =  Flk]=2G][k] (3.5b)

Teorem 3.3: .

£()= glhlx) = F[k]=:ZOG[k—1]H[l] (350
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Teorem 3.4:

=g ee B > A=Y Z 336 4)6, b k)

k=0, 2=0  ky=0k=0 " (3.5d)
X n-1 (kn—l kn~2)Gn( n—l)
Teorem 3.5:
fx)=4 df,(,") S L), +") Glk + ] (3.5¢)
Teorem 3.6:
fix)=x" = Flk]=6(k-n)= {0 ’f e (3.59)
1 if k=n
Teorem 3.7:
f ( ) [g I x)g’J x)‘ gn—l (x gu I}ﬁ m—] m(’ﬁt =

Flk|= Z . by ZZ—H [ 1, [k, ~ k) H s~ Ko 1A K -, ] 358D

=lhyapa=l  ky=lk=1 m

XG[ i+l k ]GZ[ w2 m+l]‘ l[km-m—l mn—2 ]C;n [k m+n—l]

Siir  kosullarinin  déniistiiriilmesi  i¢in  kullamilan teoremler Tablo3.1°de

verilmektedir.

Tablo 3.1: Simir Sartlarina Uygulanan Diferansiyel Déniistim Kurallan

Asil - =I.;6nﬁ§tﬁriilmiis Asil — :)ﬁnﬁgtiirﬁlmﬁg
Smir Sarti Smur Sarti Smir Sarti Simir Sart
f(0)=0 Flo]=0 f)=0 gF[k] =0
%S?):O Fli]=0 %(:)-:o g Flk]=0
d di’ ©_y | Fp]=0 d Z_(I) 0 g(k DFlk] = 0
d{() o | FBl=0 d;’;(l)=o gk 2k~ 1)kAk] =0
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4. HELIKOPTER PALININ DINAMIK INCELEMESi

Bu béliimde bir helikopter pali; donen, ankastre Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiris
olarak modellenip bu kiriglerin serbest titresimi, ¢esitli problemler ¢oziilerek
incelenmistir. Serbest titresim incelemesi yapilan kirigler, tek veya iki diizlemde
dogrusal daralan kirisler olmak {izere iki farkh geometride modellenmigtir. Simetrik
kesitli kirislerde diizlemdisi egilme serbest titresimi incelenirken asimetrik kesitli
kirislerde egilme-burulma etkilesimli serbest titresim incelemesi yapilmigtir. Bu
boliimde yapilan ¢alismalar, daha 6nce yapilmis ¢aligmalarin devam: niteligindedir
(Kaya ve dig., 2004; Ozdemir ve Kaya, 2004a; Ozdemir ve Kaya, 2006).

4.1. Dinen ve iki Diizlemde Dogrusal Daralan Ankastre Euler-Bernoulli
Kiriginin Diizlemdis1 Egilme Serbest Titresiminin Incelenmesi (Ozdemir
ve Kaya, 2005a)

Bu boliimde, donen ve iki diizlemde dogrusal olarak daralan Euler-Bernoulli kiriginin
diizlemdis1 egilme serbest titresiminin incelemesi yapilmaktadir. Bu ¢alismada
kullanilan hareket denklemi ve sinir sartlarmin ¢ikarimi, Béliim 2.1.1.3°te diizgiin
(daralma yok) bir kiris i¢in detayl1 olarak yapilmigtir. Hareket denkleminin ¢6ziimi,
Bélim 3°te anlatilan Diferansiyel Donilisiim Yontemi (Differential Transform
Method-DTM) kullanilarak elde edilmistir. Daralma oram, dénme hizi ve rotor
kafas1 yarigap: parametrelerinin, dogal frekanslar {izerindeki etkileri incelenerek elde
edilen sonuglar, ¢esitli tablolarda ve grafiklerde sunulmustur. Literatiirdeki
¢alismalarin sonuglar ile kargilagtirilmalar yapilmig ve sonuglar arasinda oldukea iyi

bir uyum oldugu gézlenmistir.

4.1.1. Kiriy modeli

Bu ¢alismada kullanilan kiris modeli, Sekil 4.1°de gosterilmektedir. Sekilde, sabit
agisal hizi ile dénen R yangapl rijit bir rotor kafasina O noktasindan ankastre olarak
baglanmis, L uzunlugunda bir Euler-Bernoulli kirigi goriilmektedir. Kirig, xz
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diizleminde 4,’dan A yiikseklifine ve xy diizleminde b,’dan » genisligine kadar
daralmaktadir. Kullanilan kartezyen koordinat sisteminde x ekseni, deforme olmamis
kirisin tarafs1iz ekseni ile gakismaktadir; z ekseni, ¢akismayacak sekilde dénme
eksenine paraleldir ve y ekseni, d6nme diizlemi iginde yer almaktadir. Bu eksen
diizenine gore kiris kesidinin ana eksenleri, y ve z eksenlerine paralel olmaktadir.
Ayrica burada incelenen Kiris, hem izotropiktir hem de her iki ana eksene gore
simetrik olan kesitlere sahiptir. Bu nedenle, her kesidin elastik ekseni ile kesit agirhk

merkezi cakigiktir ve diizlemdis1 egilme titregimi, burulma titresimi ile etkilesim
icinde degildir.

M - -

.

o o o - —— . - -

AN

Sekil 4.1: iki Diizlemde Daralan Euler-Bernoulli Kirisinin (a) Ustten Gériiniisti (b)
Yandan Goriiniist

4.1.2. Hareket denklemi ve simir gartlar .

Boliim 2.1.1.3’te ¢ikarimu detayl: bir bi¢imde yapilan donen, diizgiin Euler-Bernoulli

kirisinin diizlemdis: egilme hareketi denklemi asagida verilmektedir.
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w82 o’w) o ( 6wj
4 + E1l ~-—| T — |=p. 4.1
P 6’2 axg ( axg J ‘ Py ( )

Bu galigmada serbest titregim incelemesi yapildig1 igin p, yayih yiikii sifir olarak
almr. Burada T olarak gegen merkezkag kuvvetinin ifadesi, denklem (2.22)’de

verilmektedir.

Hamilton prensibinin uygulanmas: ile hareket denkleminin yani sira donen ankastre

Euler-Bernoulli kirisinin sinir sartlan da asagidaki gibi elde edilir.

x=0"da w=0 ve -a-"—’=0 (4.2a)
Ox
2 3 5
x =L de a‘,"=0vea‘j=o (4.2b)
ox~ Ox’

Denklem (4.1) ile verilen hareket denkleminin ¢6ziimii i¢in basit harmonik hareket

kabulii yapilarak diizlemdis1 egilme deplasmani, w(x,), asagidaki gibi tanimlanir.

w(x,t)=w(x)e™ | 4.3)

Basit harmonik hareket kabulii, denklem (4.1)’de yerine koyulursa hareket
denkleminin yeni ifadesine agagidaki gibi ulagilir.

s o d( dW) d( dF
o’ pAW -~ (El dx‘j ]+E;(TEJ=0 4.4)

4.1.3. Daralan kiris formiilleri ve boyutsuz parametreler

Kirigin genisligi, b(x), kalnligs, h(x), kesit alani, A(x) ve alan atalet momenti,

I(x), iki diizlemde daralan bir kiris i¢in asagidaki gibi yazilr.

b(x)=b, (1 —c, %)m (4.5a)
h(x)= b, (1 —c, %) (4.5b)
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Alx)= Ao(l —c, %J (1 —c, i)" (4.5¢)

L

I(x)=1, (1 _e, %) (1 _e, %) (4.5d)

Burada alt indis, ( )0 , kirisin rotor kafasina baglandigi kok bolgesindeki degerleri

ifade etmektedir. Kiris, bu ¢alismada oldugu gibi dogrusal olarak daraliyorsa, n =1

ve m=1 degerleri kullamlir. Buradaki genislik daralma orani, c,, kalinlik daralma

orani, ¢,, kok bolgesindeki kesit alan1, 4,(x), ve atalet momenti, I,(x), asagidaki

ifadelerle tanimlanir.
b
c, = ]—— (4.63)
b,
h
c, =1—— 4.6b
h ho ( )
A, =byh, (4.7a)
I, = M (4.7b)
0 1 2 .

Elastisite modiili E, kayma modiili, G ve malzeme yogunlugu, p ’nun Kiris
boyunca sabit kaldig1 kabul edilirse birim uzunluk basina diigen kiitle, p4 ve egilme

katiligi, EI, (4.5c)-(4.5d) no’lu denklemlere gére degisir. Bu boliimde ve diger tiim
bosliimlerde bu kabul yapilmistir.

Denklemleri basitlestirmek ve literatiirdeki ¢alismalarla karsilagtirma yapabilmek
i¢in kullamlan boyutsuz parametreler agagidaki gibidir (Banerjee, 2001).

X R _ W,
= — 5:«-—’ =—, T =
E=T.8=7.We)=—.7

r'or I'®?
: ALY o _PA L 4.8)

2

El El

[ 4

Boyutsuz parametreler ve daralan kiris formiilleri, denklem (2.2) ile verilen

merkezkac kuvveti ifadesinde yerine koyularak bu kuvvetin boyutsuz denklemi elde
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edilir. Daralan kiris formiilleri, boyutsuz parametreler ve boyutsuz merkezkag
kuvveti ifadesi, (4.4) no’lu denklemde yerlerine koyulursa boyutsuz hareket

denklemi, dogrusal daralma durumu (m =1, n=1) i¢in agagidaki gibi elde edilir.

e [(1 ~a&li-c,d) Z?W]—u R i{{f?(l -&')+oli-¢)+

1

1 2 _ _ )|
5(1—0116_0116)(1_5 )+§(-ch ch+chch§)(l 4 )]dé} 0 4.9)

Ayrica, (4.2a) ve (4.2b) no’lu denklemlerle verilen sinir gartlar, boyutsuz olarak
asagidaki gibi ifade edilir.

§=O,da W:O Ve@=0 (4.10&)
dg
2'7 3~’
g=1de ¥ _gve 1V _g (4.10D)
dé” aé

4.1.4. Diferansiyel doniiyiim yonteminin uygulanmasi

Boltiim 3°te detaylan anlatilan diferansiyel doniisim yontemi, denklem (4.9) ile
verilen boyutsuz hareket denklemine uygulanirsa asagidaki doniistiiriilmiis ifadeye
ulasalir.

(k+1){k+2)(k +3)k + 4]k + 4] [(k +1)(k+2)* (k+3)c, +3c, )Mk +3]+

(k+1k-+2)3c, e, + ¢, X+ 1k-+2) +,fB (e+e,8-D+3(e,+,—c..6)-
1 [ 260 2 M

26540 Wik +2]+|(k+1) 570 —c2(3c, +c, Nk —2)(k — Dk + )i +1]+
(k+l{c,,czk(k+l)(k+2)+%(l —c,8—c, 00’ — i1 }W[k]+[(c,, +e, i+

%(c,,c,,é'—cb —c, Nk—1)k +1)]W[k——l]+[% (k+)k-2)n* —c,c, 1 :IW[k—-z] =0 (4.11)
Denklemler (4.10a) ve (4.10b)’ye Tablo 3.1°de yer alan DTM kurallan uygulanarak

d6niistiiriilmiis sinir kosullan agagidaki gibi elde edilir.

£=0°da  W[0]=0 ve W[1]=0 (4.12a)
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E=1"de i k(k-1DW[k]=0 ve i k(k-1)(k-2)W[k]=0 (4.12b)

4.1.5. Sonuglar

Diferansiyel doniiglim ydntemi uygulanarak elde edilen denklemler, Mathematica
bilgisayar programmdé kodlanarak hesaplamalar yapilmistir. Elde edilen sonﬁglarln
dogrulunu kontrol etmek amaciyla literatirdeki calismalarn sonuglart ile
karsilagtinlmalar yapilarak, gerekli tablolar ve grafikler olusturulmustur. Daralma
oranlari, ddSnme lzi ve rotor kafasi yaricapi parametrelerinin, dogal frekanslar

lizerindeki etkileri incelenmistir.

Iki diizlemde daralan ve dénmeyen (7 = 0) Euler-Bernoulli kiris modelinin ilk dért
frekansinin, genislik ve kalinlik daralma oranlarina bagli olarak 6 =0 olmak iizere
aldigi degerler Tablo 4.1-4.8 ile sunulmaktadir. Elde edilen sonuclar, Downs
(1977y’nin sonuglan ile karsilastirildiginda sonuglar arasindaki uyumun ok iyi

oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.1: Dénmeyen ve Iki Diizlemde Daralan Euler-Bernoulli Kirisinin Birinci

Dogal Frekansinin Daralma Oranlar: ile Degisimi

Ch"b 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
o | 351602 |3.63103 [3.76286 [ 3.91603 | 4.09698 | 431517 | 4.58531

3.516028 | - - 3.91603° - - 4.58531°
0.1 |3.55870 |3.67370]3.80552 | 3.95870 | 4.13966 | 4.35792 | 4.62822
0.2 |3.60828 |3.72328 ] 3.85512 | 4.00831 | 4.18932 | 4.40768 | 4.67816
03 | 3:66675 |3.78180 [3.91368 [ 4.06693 |4.24802 | 4.46651 | 4.73721

3.66675° - - 4.06693° - - 4.73721%
0.4 |3.73708 |3.852223.98419 | 4.13755 | 4.31878 | 4.53744 | 4.80842
0.5 |3.82379 |3.93909 | 4.07124 | 4.22480 | 4.40623 | 4.62515 | 4.89647
0.6 13:93428 4.04988 | 4.18235 | 4.33622 | 4.51799 | 4.73728 | 5.00903
© 13.93428° - - 4.33622° - - 5.00903°

¥ (Downs, 1977)
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Tablo 4.2: Dénmeyen ve Iki Diizlemde Daralan Euler-Bernoulli Kirisinin Ikinci
Dogal Frekansinin Daralma Oranlar ile Degisimi

o\ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0 |122:0345 |22.2540 | 22.5018 [ 22.7860 | 23.1186 | 23.5193 | 24.0211
22.0345° - - 22.7860° - - 24.0211°
0.1 |21.3381 |21.5503 | 21.7898 | 22.0645 | 22.3864 [ 22.7741]23.2602
0.2 |20.6210 |20.8256 [ 21.0567 | 21.3220 | 21.6327 ] 22.0074 | 22.4774
03 |19:8806 |20.0776 | 20.3001 | 20.5555 | 20.8550 | 21.2163 | 21.6699
19.8806° - - 20.5555° - - 21.6699°
0.4 {19.1138 |19.3029 | 19.5166 | 19.7620 |38.4920 | 20.3975 | 20.8343
0.5 | 183173 |18.4982]18.7029 | 18.9381 | 19.2141 | 19.5476 | 19.9671
0.6 117:4879 |17.6604 | 17.8557 | 18.0803 | 18.3441 | 18.6631 | 19.0649
17.4879% - - 18.0803° - - 19.0649*

Tablo 4.3: Dénmeyen ve iki Diizlemde Daralan Euler-Bernoulli Kirisinin Ugiincii
Dogal Frekansinin Daralma Oranlarn ile Degisimi

ol 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0 L6L6972 [61.9096 | 62.1525 | 62.4361 | 62.7763 | 63.1992 | 63.7515
61.6972° - = 62.4361° - = 63.7515°
0.1 |58.9799 |59.1886 | 59.4269 | 59.7046 | 60.0369 | 60.4489 | 60.9854
0.2 |56.1923 |56.3970 | 56.6303 | 56.9017 | 57.2257 | 57.6264 | 58.1466
03 153:3222 |53.5226 [ 53.7506 | 54.0152 | 54.3304 | 54.7192 | 55.2224
53.3222° d r 54.0152° - - 55.2224°
0.4 |50.3537 |50.5492]50.7714 | 51.0288 | 51.3346 | 51.7108 [ 52.1963
0.5 | 47.2648 |47.4550 | 47.6708 | 47.9203 | 48.2161 | 48.5789 | 49.0456
0.6 |44:0248 | 442090 44.4175 | 44.6583 | 44.9432 | 45.2916 | 45.7384
| 44.0048° - - 44.6583° - - 45.7384°

Tablo 4.4: Donmeyen ve Iki Diizlemde Daralan Euler-Bernoulli Kiriginin Dérdiincii
Dogal Frekansinin Daralma Oranlar1 ile Degisimi

'& 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
o [120902 121.115 [121.360 {121.648 | 121.997 [122.438 123.025
120.902% - - 121.648° - - 123.025°

0.1 | 115.187 |115.398 [115.639 [115.922 | 116.264 [116.693 [117.264
02 [109.318 [109.526 [109.763 [110.040 |110.374 [110.792 |111.345
03 103267 [103.471 [103.704 [103.975 | 104.301 }104.707 ]105.241
103.267° - - 103.975° - - 105.241°

0.4 [96.9954 [97.1956 [97.4234 [97.6883 |98.005 [98.3982 p8.9130
0.5 [90.4505 [90.6462 [90.8685 [91.1261 |91.4332 p1.8128 [92.3072
0. | 83:5541 183.7446 [83.9605 [84.2101 |84.5064 [84.8712 B5.3438
" 183.5541° - - 84.2101° - - 85.3438"
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Ik dért frekansin, daralma oranlarma ve dénme hizi parametresine gére degisimi,
0 =0 degeri icin Sekil 4.2(a-b) ve Sekil 4.3(a-b)’de sunulmaktadir. Burada d6nme
hiz1 parametresinin, her daralma oraninda frekanslar tizerinde arttiric1 bir etkiye sahip
oldugu gozlenmektedir. Bu artisin nedeni, merkezkag¢ kuvvetinin yapi {lizerindeki
sertlestirici etkisidir. Merkezkag kuvveti, (2.22) no’lu denklemde goriildiigii gibi
ac;lsal.dﬁnme hizinin karesi ile dogru orantilidir. Bunun sonucunda, artan dénme hizi,

merkezkag kuvvetini ve dolayisiyla frekanslart arttirmaktadir.
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Sekil 4.2: Donen ve Iki Diizlemde Daralan Euler Kirisi (a) Birinci (b) Ikinci
Frekanslarimin Dénme Hizi Parametresi ve Daralma Oranlarn ile Degisimi
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Sekil 4.3: Donen ve ki Diizlemde Daralan Euler Kirisi (a) Birinci (b) Ikinci
Frekanslarinin Dénme Hizs Parametresi ve Daralma Oranlar ile Degigimi

Frekanslarmn, rotor kafas: yarigaps parametresi, 6 ve donme hizs parametresi, 77 ile
degisimi' ¢, =0 ve ¢, =0.5 degerleri igin Tablo 4.5’te sunulmaktadir ve sonuglar,

Ozdemir ve Kaya (2006)'nin ve Hodges ve Rutkowski (1981)’in sonuglan ile
karstlagtmlmaktadli. Ayrica, rotor kafasi yarigap: parametresinin frekanslar

fizerindeki etkisi Sekil 4.4’te sunulmaktadir. Burada ilk tic frekansin, farkh yangap
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ve dénme hizi parametrelerine bagh olarak degisimi verilmektedir. Daha 6nce
aciklandigi gibi donme hizi arttikga frekanslar da artmaktadir. Buna ek olarak, Sekil
44’te gortildligii gibi rotor kafast yarigap: arttik¢a frekanslann artis hizi
yiikselmektedir. izerindeki

Bunun nedeni yine merkezkag Kkuvvetinin yapi

sertlestirici etkisidir.

Tablo 4.5: Iki Diizlemde Daralan ve Dénen Euler Kirisi Frekanslarinin Dénme Hiz

ve Rotor Kafas1 Yarigap ile Degisimi

Dogal Frekans Parametresi ()
n 5=0 5=2
3.98662 |18.474 |47.4173 1438668 |18.8795 |47.8308
1 [3.98662" [18.474" 147.417" |4.38668" |18.8795" |47.8308"
3.9866* [18.474* [47.417* - - -
44368 118.9366 [47.8716 |5.74259 |20.473 49.4867
2 |4.4368" [18.9366" [47.8716" |5.7426" 20.473" 49.4866"
4.4368* [18.937* [47.872* - - -
5.09267 [19.6839 [48.619 745274 122.8795 |52.1206
3 [5.09268" 119.6839" [48.6189" |7.45275" |22.8795" |52.1205"
5.0927 ]19.684*  [48.619* 4 = -
5.87876 [20.6852 [49.6456 ]9.31032 |25.8663 |55.5817
4 |5.87796" ]20.685" [49.6456" | 9.31032" | 25.86627 | 55.5816"
5.8788* 120.685*  [49.646* a = -
Dogal Frekans Parametresi (1)
n 5§=05 s=1
1 [4.09041 }18.5762 [|47.5210 |4.19156 18.6779 | 47.6245
2 [4.79784 | 19.3325 [8.2810 |5.1328 19.7202 | 48.6865
3 [5.77735 [20.5311 [49.5200 |6.38678 |21.3437 | 50.4034
4 16.90501 [22.0996 [51.2013 |7.79308 |23.4255 |52.7063
¥ (Ozdemir ve Kaya, 2006)
¥ (Hodges ve Rutkowski, 1981)
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Sekil 4.4: Iki Diizlemde Daralann Euler Kirisi Frekanslarinm, Donme Hizi ve

Rotor Katasi Yangap ile Degigimi (§ =1, =~~~ § =0.5,=~ -+ =5 =0, )

42. Dénen ve Tek Diizlemde Dogrusal Daralan Timoshenko Kirigin
Diizlemdigs Egilme Titresiminin incelenmesi (Ozdemir ve Kaya, 2005¢)

Bu béliimde, dénen ve tek diizlemde dogrusal olarak daralan Timoshenko kirisin
efilme titresiminin incelemesi yapilnustir. Hareket denklemlerinin gikarumi, Boliim
2.2.1.2°de diizgiin Timoshenko kiris i¢in detayl: olarak yapumustir ve elde edilen
denklemlerin ¢oziimii, Béliim 3"te detaylan anlatilan Diferansivel Doniisiim Y 0ntemi
(Differential Transform Method-DTM) kullanilarak elde edilmistir. Caligma
icerisinde gegen gesitli parametrelerin frekanslar {izerindeki etkisi incelenmigtir. Elde
edilen sonuglar, ¢esitli tablolarda ve grafiklerde sunularak literatiirdeki galigmalann
sonuglarn ile karsilastiriimalar yapilmigtir ve sonuglar arasinda oldukga iyi bir uyum

oldugu gdzlenmistir.
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4.2.1. Kiriy modeli

Bu c¢alismada kullanilan kiris modeli, Sekil 4.5°te gosterilmektedir. Sekilde, sabit Q
acisal hizi ile dénen, R yarigapl rijit bir rotor kafasina O noktasindan ankastre olarak
baglanmig, L wuzunlugunda bir Timoshenko kirigi goriilmektedir. Kiris, xz
diizleminde h,’dan % yiikseklifine kadar dogrusal olarak daralmaktadir. Kullamlan

kartezyen koordinat sistemi, Boliim 4.1.1°de agiklanan koordinat sistemi ile aym

Ozelliklere sahiptir.

Sekil 4.5: Dénen ve Tek Diizlemde Daralan Timoshenko Kiris Modeli

4.2.2. Hareket denklemleri ve smir sartlar

Bélim 2.2.1.2°de ¢ikarimi detayli bir bigimde yapilan donen, diizgiin Timoshenko

kirisin diizlemdis1 egilme hareketi denklemleri agagida verilmektedir.
— pdv + (Tw') +[kAG (w' - )] =0 (4.132)

— pl+ pIp + (Elg') +kAG(W —9)=0 (4.13b)

Hamilton prensibinin uygulanmasi sonucu hareket denkleminin yani sira dénen,

ankastre Timoshenko kirigin sinir sartlar agsagidaki gibi elde edilir.
L

¢'§¢ =0 (4.14a)

0
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I/

[1w' + kAG(w' - @) low =0 (4.14b)

0

Denklemler (4.14a) ve (4.14b) ile verilen hareket denklemlerinin ¢6ziimii igin ilk
adim olarak basit harmonik hareket kabulii yapilarak diizlemdis1 egilme deplasman,

w(x,t) ve bu deplasmandan | kaynaklanan egilme agisi, ¢(x,7), asagidaki gibi

tamimlanir.
w(x,t)=w(x)e™ . (4.152)
(1) =g (x)e (4.15b)

Basit harmonik hareket kabulleri, hareket denklemlerinde yerlerine koyulursa

asagidaki ifadelere ulagilir.

pAw2w+i( w4 kAG(ﬂ-a =0 (4.16a)
ax\ dx ) dx - dx

_ _d dp aw
w0 + pIQ°P + — EI—)+kAG(——— ):0 4.16b
plo o + plQ-p 'dx( I 7 ¢ )

4.2.3.. Daralan kiriy formiilleri ve boyutsuz parametreler

Kirisin kalinligs, h(x), kesit alam, A(x) ve alan atalet momenti, (x), tek diizlemde

daralma durumunda asagidaki gibi ifade edilir.

h(x)= h, (1 —¢, %) (4.178)
A(x)=A4,0-¢c, %)" (4.17h)
I(x)=1,0-c, %)"“ (4.17¢)

Burada alt indis, ( )0 , kirisin rotor kafasina baglandig1 kok bdlgesindeki degerleri

ifade etmektedir. Kiris, bu ¢alismada oldugu gibi dogrusal olarak daraliyorsa, n =1
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olarak kabul edilir ve kalinlik daralma orani, c¢,, denklem (4.6b)’deki gibi

tamimlanir.

Denklemleri basitlestirebilmek ve literatiirdeki sonuglarla karsilagtirma yapabilmek

icin kullanilan boyutsuz ifadeler agagidaki gibi tanimlanmaktadir (Banerjee, 2001).

x R _ w o o, I
=—, 5 =—, w =—), T = 9 R
¢ L L ) L’ A,
, EI , pALY  , pAl'e’
Al =il VL o el (4.18)
k4,GL El El

Bu boyutsuz parametrelerden dénme ataleti parametresinin (rotary inertia parameter),
r, ve kayma deformasyonu parametresinin (shear deformation parameter), s,
degerleri sifir olarak alinirsa kiris, Timoshenko &zelliklerini kaybederek Euler-

Bernoulli kirigine doniisiir.

Boyutsuz parametreler ve daralan kiris formiilleri, denklem (2.2) ile verilen
merkezkag kuvveti ifadesinde yerine koyularak bu kuvvetin boyutsuz denklemi elde
edilir. Daralan kiris formiilleri, boyutsuz parametreler ve boyutsuz merkezkag
kuvveti ifadesi, (4.16a) ve (4.16b) no’lu denklemlerinde yerlerine koyulursa
boyutsuz hareket denklemleri, dogrusal daralma durumu (r=1) igin asagidaki gibi
elde edilir.

d , , dw
EE{[(l—c,,gy(1+3ch5+2c,,§)~—(1—c,,)-(1 +3c,,5+2c,,)]:jz}+

60,3;12 i"__
”—2(1 erSw 2d§[( é{d{: rpﬂ 0 (4.19a)
(1 ) +r22 +n)-c, &) o+ 1(1 cgiﬂ— J 0 (4.19b)
d§ h 5 h 5

Ayrica boyutsuz parametreler, denklemler (4.14a) ve (4.14b)’de kullanilirsa ddnen
ankastre Timoshenko kiris i¢in boyutsuz sinir sartlari agagidaki gibi yazilabilir.

g:o’da q):O ve ]7):0 (4.203)
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f=1de P _,-0 (4.20b)

4.2.4. Diferansiyel doniigiim yénteminin uygulanmasi

Boliim 3°te detaylan anlatilan diferansiyel doniisiim yontemi, denklemler (4.19a) ve
(4.19b) ile verilen boyutsuz hareket denklemlerine uygulamrsa asafidaki

doniistiiriilmiis ifadelere ulasilir.

{(k+l)(k+2)(3 ~2¢, +65~ 3c5+—JW[k+7] 6[5+ ]k+1 ) Wik +1}+
[ ¢, 61k +k)+2 ]W[k]w,,[ (k2 1)~ }W[k At k+1)¢[k]-

,6 — (k+1)olk +1]} =0 (4.21a)
S“T]"

(k +1)k +2)plk +2]-3¢, (k + 1) plk +1]+[3c,3k(k +1)—Si2+r2(;72 + ,ﬁ)](p[k]_
[c;f (k—l)(k+l)——§’7’ +30,,r2(172 + o’ )Jqp[k ~1]+ 3c,,r2(772 + ,uz)go[k -2]-

2+ 1 ol ~3]- Sk E e )= 0 @21b)
s s

Denklemler (4.20a) ve (4.20b)’ye Tablo 3.1°de yer alan DTM kurallan uygulanarak
doniistiiriilmiis siir kogullar1 asagidaki gibi elde edilir.

g£=0°da  W[0]=g[0]=0 (4.22a)
&=1de f} [k [k]- olk]]= 0 (4.22b)

4.2.5. Sonuglar

Diferansiyel doniisiim yontemi uygulanarak elde edilen denklemler, Mathematica
bilgisayar programinda kodlanarak hesaplamalar yapilmistir. Elde edilen sonuglarin
dogrulunu kontrol etmek amaciyla literatiirdeki calismalarin  sonuglart ile

kargilagtinlmalar yapilarak, gerekli tablolar ve grafikler olusturulmustur. Daralma
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orani, ¢,, donme hizi, 7, dénme atalet etkisi, », parametrelerinin, dogal frekanslar

tizerindeki etkileri incelenmistir.

Dénen ve ¢, = 0.5 daralma oranina sahip bir Timoshenko kirigin ilk alti frekansinin,
donme hizi parametresi, n’ya bagh olarak aldign farkli degerler, r’ =0.0064,
s? =0.01958, & =0 degerleri i¢in Tablo 4.6°da verilerek Lee ve Lin (1994) ile

karsilastirma yapilmustir. Tablo 4.6 incelendiginde frekanslarnin dénme hizi ile artti
goriilmektedir. Bunun nedeni daha onceden agiklandi: gibi, acgisal désnme hizinin

karesi ile orantili olan merkezkag kuvvetinin kiriste neden oldugu sertlestirici etkidir.

Sekil 4.6’da frekanslarin, donme hizi ve daralma orami parametrelerine bagh olarak
degisimi r=0.04, k=2/3, E/G=8/3, 6§ =0 degerleri i¢in verilmektedir. Bu
sekildeki Onemli noktalardan biri, frekanslarin daralma oramma bagl olarak
degisimidir. Sekilde goriildiigi gibi yiikseklik daralma orami arttikga frekanslarin

degerinde azalma olmaktadir. Ornek olarak, altinci frekansin ¢, = 0.5 icin aldig
degerler, ¢, =0 ve ¢, =0.25 daralma oranlan igin aldig1 degerlerden diigiiktiir.

Bunun nedeni, artan daralma oran ile kesit alaninin ve dolayisiyla denklem (2.22)’de
goriildiigti gibi alanla dogru orantili olan merkezka¢ kuvvetinin kiris iizerindeki

sertlestirici etkisinin azalmasidir.

Tablo 4.6: Donen ve Tek Diizlemde Daralan Timoshenko Kirisin Frekanslarinin
Doénme Hizina Bagli Olarak Degisimi

n 0 3 5 10
Lee ve Lee ve Lee ve Lee ve
H Biz Lin Biz Lin Biz Lin Biz. Lin
(1994) (1994) (1994) (1994)
1 3.64996 | 3.6500 |4.88654 | 4.8866 [6.4711 6.4712 |10.9905] 10.991
2 15.0218 | 15.0022 116.4599 | 16.460 |18.7434 [18.744 ]26.9280] 26.928
3 32.7840] 32.785 |34.4564 | 34.458 |37.2226 |37.224 |47.8827] 47.883
4 53.3391]53.341 |55.3555 | 53.358 |58.7281 |58.730 |71.9847] 71.986
5 75.4955 - 77.8802 - |81.8834 - 97.6447 -
6 98.1897 - 100.919 - 1105.464 - 119.891 -
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Sekil 4.6: Donen Timoshenko Kirig Frekanslarinin Dénme Hizi ve Daralma Oranina
Bagl Olarak Degisimi ( ¢c=0,———; ¢=0.25,-------- ;0=050-0-0-s)

Donen, diizgiin bir Timoshenko kirigin ilk dort frekansinin, dénme ataleti
parametresi, » ve donme hizi parametresi, 7’ya bagl olarak aldig farkli degerler,
Tablo 4.7°de Banerjee (2001) ile karsilastirma .yapllarak c,=0, k=2/3,
E/G =8/3, § =0 degerleri i¢in verilmektedir. Tablo 4.7 incelendiginde frekanslarin
dénme hizi ile artmasimm yam sira, donme atalet etkisinin, frekanslar iizerinde
azaltici bir etkiye sahip oldugu goriilmektedir. Buna gére, aym ozelliklere sahip bir
Euler-Bernoulli kirisi ile bir Timoshenko Kkirig kargilastirildiginda Euler-Bernoulli

kirisinin frekanslarinin daha yiiksek degerler aldig: goriiliir.
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Tablo 4.7: Dénen Diizgtin Timoshenko Kirigin Frekanslarinin, Dénme Atalet Etkisi

ve Dénme Hizina Bagli Olarak Degisimi

Dogal Frekans Parametresi (/)
n 0 4 8
. Banerjee . Banerjee . Banerjee
r| B [Tose | BE [Taseny | B | cao0l)
3.51605 3.516 5.58504 5.585 9.25688 9.2568
0 22.0338 - 24.2727 - 29.9947 -
61.6944 - 63.9640 - 70.2902 -
120.896 - 123.2550 - 130.043 -
3.49984 | 3.4998 | 5.56162 | 5.5616 | -9.20963 | 9.2096
0.02 21.354 - 23.6055 - 29.3209 -
57.4683 - 59.8095 - 66.2727 -
106.922 - 109.455 - 116.6610 -
3.45271 | 3.4527 5.49515 | 5.4951 9.08548 9.0854
0.04 19.6492 - 21.9553 - 27.7078 -
48.8878 - 51.4808 - 58.4493 -
84.1113 - 87.1815 - 95.6401 -
3.37877 | 3.3787 | 5.39547 | 5.3954 8.92089 | 8.9208
0.06 17.5467 - 19.966 2 25.8359 -
40.7439 - 43.7356 - 514145 -
66.3613 - 70.1287 - 79.9402 -
3.28375 | 3.2837 | 5.27491 | 5.2749 8.7456 8.7456
0.08 15.4882 - 18.0627 | - - 24.0478 -
34.300 - 37.7312 - 45.9678 -
53.6513 - 57.9488 - 67.8216 -
3.17382 | 3.1738 | 5.14487 | 5.1448 8.57356 | 8.5735
0.1 13.6606 - 16.39460 - 22.3507 -
29.3611 - 33.17900 - 41.4631 -
43.9105 - 47.81080 - 53.2851 -

Donme atalet etkisinin frekanslar tizerindeki azaltici etkisi, Sekil 4.6°da daha agik
olarak goriilmektedir. Bu sekilde frekanslarin, donme atalet etkisine ve daralma
orammna bagl olarak degisimi n=4, k=2/3, E/G=8/3, §=0 degerleri i¢in
verilmektedir. Sekil 4.7°de goriildiigii gibi donme atalet etkisi, yiiksek modlarda
baskmn olup yiiksek frekanslarni daha belirgin sekilde azaltirken diisiik frekanslar
tizerindeki etkisi azdir. Bu beklenen bir sonugtur ¢iinkii Timoshenko Kkirig teorisi,

ozellikle yiiksek modlarda etkin olan bir teoridir.
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Sekil 4.7: Donen Timoshenko Kirisi Frekanslarinin Dénme Atalet Etkisi ve Daralma
Oranina Bagl: Olarak Degigimi ( ¢=0,—————; ¢ =025 -------- :
c=0.5,0-0-0—~0)

4.3. Dinen ve iki Diizlemde Dogrusal Daralan Timoshenko Kirisin Diizlemdis
Egilme Titresiminin Incelenmesi

Bu béliimde, dénen ve iki diizlemde dogrusal olarak daralan Timoshenko Kkirigin
egilme titresiminin incelemesi yapilmaktadir. Hareket denklemlerinin gikarimi,
Boliim 2.2.1.2°de diizgtin Timoshenko kirig i¢in detayli olarak yapilmigtir ve elde
edilen denklemlerin ¢6ziimii, Bolim 3’te detaylar1 anlatilan Diferansiyel Dontistim
Yontemi (Differential Transform Method-DTM) kullamilarak elde edilmisgtir.
Calisma icerisinde gecen ¢esitli parametrelerin frekanslar iizerindeki etkisi
incelenmistir. Elde edilen sonuglar, ¢esitli tablolarda ve grafiklerde sunularak
literatiirdeki c¢alismalarnin sonuglar1 ile karsilagtiilmalar yapilmigtir ve sonuglar

arasinda olduk(;:a iyi bir uyum oldugu goézlenmistir.
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4.3.1. Kiris modeli

Bu c¢alismada kullamlan kiris modeli, Sekil 4.8’de gdsterilmektedir. Modelin
geonietrisi ve kullanilan kartezyen koordinat sistemi, B&lim 4.1.1°dekilerle aymdir;

ama burada Euler-Bernoulli yerine Timoshenko kiris incelenmistir.

))

Sekil 4.8: Iki Diizlemde Daralan Timoshenko Kirisinin (a) Ustten Goriiniisii (b)
Yandan Goriiniigti

4.3.2. Daralan kiriy formiilleri ve boyutsuz parametreler

Bolim 2.2.1.2°de ¢ikanimu detayh bir bicimde yapilan donen, diizgiin Timoshenko
kiriginin diizlemdis1 egilme hareketi denklemleri ve sinir sartlari (4.13a)-(4.14b)
no’lu denklemlerle verilmistir. Ayrica, diizlemdis1 egilme deplasmam, w(x,?) ve bu
deplasmandan kaynaklanan egilme agis1, @(x,) igin yapilan basit harmonik hareket
kabulleri sonucu hareket denklemlerinin aldig1 son haller, denklemler (4.16a) ve
(4.16b)’de gosterilmigtir. Bu bélimde bu denklemlere, iki yonde daralan Kkiris

formiilleri ve boyutsuz parametreler uygulanmaktadir.
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Kirigin genisligi, b(x), kalinhig, h(x), kesit alani, A(x) ve alan atalet momenti,

I (x) iki diizlemde daralan bir kiris i¢in asagidaki gibi tanimlanir.

b(x) = bo(l—c,, %] (4.23a)
h(x)=h, (1 ¢, %] (4.23b)
Ax)= Ao(l —c, %) (1 ~c, %] (4.23¢)
I(x)= 10(1 —c, %)m(l —c, -E)z (4.23d)

Buradaki geniglik daralma orani, c¢,, kalinlik daralma oram, c,, kok bolgesindeki
kesit alam, 4,(x), ve atalet momenti, /,(x) ifadeleri sirasiyla (4.6a)-(4.7b)

denklemleriyle verilmistir.

Denklemleri basitlestirebilmek ve literatiirdeki sonuglarla karsilastirma yapabilmek

icin kullanilan boyutsuz ifadeler, asagidaki gibi tanimlanir (Banerjee, 2001).

X R w o, I

:—’5=—-’ i =—_ T = 07’

§=]p 8= W)=y AL

, EI , pA'  , pdA L'’

et pALY . pALo” 4.24
mer T T Em M T E 4.24)

Boyutsuz parametreler ve daralan kiris formiilleri, denklem (2.2) ile verilen
merkezkag kuvveti ifadesinde yerine koyularak bu kuvvetin boyutsuz denklemi elde
edilir. Daralan kiris formiilleri, boyutsuz parametreler ve boyutsuz merkezkag
kuvveti ifadesi, (4.16a) ve (4.16b) no’lu denklemlerinde yerlerine koyulursa
boyutsuz hareket denklemleri, dogrusal daralma durumu (m=1, n=1) igin

asagidaki gibi elde edilir.
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d

c 1 1
d§ [("h bt S —E(C,,a +c,8 —1)—§(c,, +¢,8 = c,y¢,6)~ £ +

dé
(5]2(1—6-,,5)(1—@,5)%[:] |:(1—c,,§)(l c,,g)[ﬂ—aﬂ (4.259)

3 4 ~
o+c,0 —1)+ %(cb +c,0 —c,,ché')+ %chchjd_u:|+

ig[(l—ch:xl—c,,:)-* f’;g—}rrz(yz w2 M=, EX- e, 8V 7 +

aw  _\_
~c, N -¢, )(75—;0}0 (4.25b)

Denklemler (4.14a) ve (4.14b)’ye boyutsuz parametreler uygulanarak boyutsuz sinir
kosullan: asagidaki gibi elde edilir.

£=0da p=0ve w=0 (4.26a)
dw

=1de ——-p=0 4.26b

& 2’ (4.26b)

4.3.3. Diferansiyel doniigiim yénteminin uygulanmasi

Béliim 3’te detaylan anlatilan diferansiyel doniisiim yontemi, denklemler (4.25a) ve
(4.25b) ile verilen boyutsuz hareket denklemlerine uygulanirsa asagidaki
doniistiirtilmiis ifadelere ulagilir.

(k+l){— 212 +%¢’[k] cf =5 (”[k 1]} {14—264' 21 2
s°n s°n s 2 s
(2+35) (3+49) (¢, +¢.)8
(c, +ch)+Tc,,ch (k + 1)k + 2k + 2]+ S k(k +1 e
K

(c, +c,,)n2 ]W[k ~1]+ LZ %‘M}chchW[k—Z]=0 (4.27a)
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(k +1)k + 2)plk + 2]~ (c, + 3¢, Xk +1) o[k +1]+ [3¢, (¢, + ¢, Je(k +1)-

Slz -1-1”2(1“2 +'72)}¢[k]— lic/'z(k2 _1X3ch + ch)_ = +vCh +
A

r2(u? 4y c,,+3c,,)},,[k_1]+{c,,c,f(k+1)(k_z)_ﬁJr
2
3¢, (Ch +Ch)r2(ﬂ2 "'772)}0[1‘ _2]_ [Chc113"2(:u2 +'72)§”[k _4]'*'

¢, (B¢, +c, )rz(,u2 +772)}p[k -3]+ g{;—z—QW [k +1]-

(c, “;fh)kW[k]jL%f_l)W[k—l]:O (4.27b)

Denklemler (4.14a) ve (4.14b)’ye Tablo 3.1°de yer alan DTM kurallar1 uygulanarak
donistiirlilmiis siir kosullan asagidaki gibi elde edilir.

£=0da wlo]=ef0]=0 (4.282)
g=rde 3 [0 [k]-o[k]=0 (4.28D)

4.3.4. Sonuglar

Diferansiyel doniisim y6ntemi uygulanarak elde edilen denklemler, Mathematica
bilgisayar programinda kodlanarak hesaplamalar yapilmustir. Elde edilen sonuglarin
dogrulunu kontrol etmek amaciyla literatiirdeki ¢aligmalarin sonuglan ile
karsilastinlmalar yapilarak, gerekli tablolar ve grafikler olusturulmustur. Daralma

oranlari, ¢, ve c,, donme hizi, 7, rotor kafasi yarigapy, § ve donme atalet etkisi, r
icin kullamlan parametrelerin, dogal frekanslar tizerindeki etkileri aragtinlmustir.

Iki diizlemde daralan ve dénmeyen Timoshenk kiris modelinin ilk dért frekansinin,
genislik ve kalinhik daralma oranlarina bagli olarak aldig1 degerler Tablo 4.8- 4.11°de
r=0.08, E/kG =3.059, § =0 degerleri igin sunulmaktadir. Elde edilen sonugclar,

Downs (1977)’nin sonuglar ile karsilastinldiginda sonuglar arasindaki uyumun ¢ok

iyi oldugu goriilmektedir.

59



Tablo 4.8: Dénmeyen ve Iki Diizlemde Daralan Timoshenko Kirigin Birinci Dogal
Frekansinin Daralma Oranlari ile Degisimi

A 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6
0 3.32404 |3.42876 | 3.5485 |3.68722 | 3.85054 | 4.04668 | 4.28828
3.32405° - - 3.68723" - - |4.28829*
0.1 [3.37103 |3.47604 | 3.59611 | 3.73525 |3.89908 | 4.09587 | 4.33837
0.2 |3.42466 |3.52998 | 3.65042 | 3.78999 | 3.95437 | 4.15186 | 4.39529
03 3.48689 |3.59255 | 3.7134 3.85345. 4.0184 |4.21664 | 4.46106
3.48689° - - 3.85346° - - 4.46107°
0.4 |3.56054 |36.6661 |3.78791|3.9285 |4.0941 |4.29314|4.5386
0.5 |3.64998 |3.75653 | 3.87837 | 4.01957 |4.1859 |4.38582 | 4.63241
0.6 3.76227 | 3.86943 | 3.99193 | 4.13388 | 4.30106 | 4.50198 | 4.74978
3.76228" - - 4.13389" - - 4.74979"

Tablo 4.9: Dénmeyen ve Iki Diizlemde Daralan Timoshenko Kirisin Ikinci Dogal
Frekansinin Daralma Oranlan ile Degigimi

ol o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0 16.2889 | 16.4625 | 16.6561 | 16.875 | 17.127 | 17.4242 | 17.7869
16.289* . . 16.8752° - . 17.7871%
0.1 | 16.1054 |16.2738 | 16.4618 | 16.6746 | 16.9199 | 17.2098 | 17.5646
0.2 | 15.8905 | 16.0538 | 16.2362 | 16.4429 | 16.6816 | 16.9642 | 17.311
03 15.6409 |15.799 |15.9758 | 16.1764 | 16.4085 | 16.6839 | 17.0227
15.6411° - - 16.1766° - - 17.0229
0.4 | 153528 |15.5057 | 15.6769 | 15.8715 | 16.097 | 16.3651 | 16.6961
0.5 |15.0221 |15.1697 | 15.3354 | 15.5239 | 15.7427 | 16.0037 | 16.3267
06 14.6448 | 14.7872 | 14.9472 | 15.1296 | 15.3418 | 15.5954 | 15.9106
14.6449" - - 15.1297} - - 15.9107°
¥ (Downs, 1977)
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Tablo 4.10: Dénmeyen ve Iki Diizlemde Daralan Timoshenko Kirisin Ugiincii Dogal

Frekansiin Daralma Oranlari ile Degisimi

ol o 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6
o |367073 | 368384 36.9869 | 37.1583 | 37.3608 | 37.6076 | 37.9216
1 36.7078¢ - - 37.1588° - - 37.9221%
0.1 |36.1078 |36.2379 | 36.385 |36.5544 |36.7541]36.9971 | 37.3058
0.2 |35.4301 |35.5595 | 35.7054 | 35.8731 | 36.0704 | 36.3101 | 36.6141
03 34.6621 |34.7909 | 34.9359 | 35.1022 | 35.2975 | 35.5342 | 35.8342
34.6625° - - 35.1026° - - 35.8346°

0.4 |33.7876 |33.9159 ] 34.0602 | 34.2253 | 34.4189 | 34.6531 | 34.9495
0.5 |32.7849 |32.9128 | 33.0565 | 33.2207 | 33.4128 | 33.6448 | 33.9379
o6 | 216239 [ 317515 | 318945 | 32.0578 322486 32.4786 | 32.7688
31.6243% - - 32.0582" - - 32.7693*

Tablo 4.11: Dénmeyen ve Iki Diizlemde Daralan Timoshenko Kirigin Dérdiincii
Dogal Frekansinin Daralma Oranlan ile Degisimi

ol o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0 58.2778 | 58.394 | 58.5281 | 58.6862 | 58.8777 | 59.1179 | 59.4326
58.2788¢ - . 58.6872° - - 59.4336°
0.1 |57.6705 |57.7838|57.9139 | 58.0664 | 58.2502 | 58.4795 | 58.7789
0.2 |56.801 |57.0023|57.1293 | 57.2775 | 57.4552 | 57.6759 | 57.963
03 1559271 | 56.0371 56.1621 | 56.3072 | 56.4803 | 56.6943 | 56.9717
55.9280° - - 56.3081° - - 56.9726°
0.4 |54.7561 |54.8654 | 54.9893 | 55.1324 | 55.3024 | 55.5115 | 55.7815
0.5 |53.3407 |53.4502 | 53.5737 | 53.7159 | 53.884 | 54.0897 | 54.3543
0.6 51.6225 |51.7327|51.8566 | 51.9987 | 52.166 | 52.3699 | 52.6309
51.6225° - - 51.9995% - - 52.6316°

Ik dért frekansin, daralma oranlarina ve donme lzi parametresine gore degisimi,
Sekil 4.9(a-b) ve Sekil 4.10(a-b)’de §=0; r=0.08; v=0.3; k =0.85 degerleri
icin sunulmaktadir. Burada, kirigin genislik ve kalinlik daralma oranlan aymdur.
Sekillerde goriildiigii gibi donme hizi parametresinin artmasiyla dogal frekanslar
daha yiiksek degerler almaktadir ve bu artis, her daralma oranminda olugmaktadir.
Béliim 4.1.5°te bu konuda daha detayli agiklamalar yapilmstir.

¥ (Downs, 1977)
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Sekil 4.9: Donen ve iki Diizlemde Dogrusal Daralan Kirislerin (a) Birinci (b) Ikinci
Frekanslarinin Donme Hizi Parametresine ve Daralma OranlarinaBagli Olarak
Degisimi (Euler-Bernoulli, ; Timoshenko,= = = =)
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Sekil 4.10: Donen ve Iki Diizlemde Dogrusal Daralan Kirislerin (a) Ugtincii (b)
Dordiincti Frekanslarinin Dénme Hizi Parametresine ve Daralma OranlarmaBagh
Olarak Degigimi (Euler-Bernoulli; ; Timoshenko,= = ~ =)
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Sekil 4.9 ve Sekil 4.10°da, hem Timoshenko hem de Euler-Bernoulli kiriginin
frekanslarma yer verilmistir. Boylece, Boliim 4.2.5°te anlatilan Timoshenko etkisinin

frekanslar {izerindeki azaltic1 etkisi daha agik bir bigimde gozlenmektedir.

Donen diizgiin Timoshenko Kirigin dogal frekanslarinin rotor kafas: yaricapina bagh
olarak degisimi Tablo 4.12°de ¢, =c, =0, r=0.08; v=0.3; k=0.85 degerleri
icin verilmektedir. Daha 6nce BoSlim 4.1.5°te agiklanana nedenlerden &tiirli rotor

kafasi yarigap arttikga frekanslarin degeri artmaktadir.

Tablo 4.12: Dénen Diizgiin Timoshenko Kirigin Dogal Frekanslarinin Rotor Kafas:
Yarigap: Parametresine Bagli Olarak Degisimi

Dogal Frekans Parametresi ( )

n
0 0 2 4 6 8 10

3.32404 3.927 5.315 | 7.00046 | 8.79514 | 10.6387
16.2889 | 16.9332 | 18.7229 | 21.3446 | 24.4975 | 27.9663

0 36.7073 | 37.5187 | 39.814 | 43.2611 | 47.4915 | 52.1945
58.2778 | 59.2885 | 62.1485 | 66.4265 | 71.5894 | 77.0876
80.2111 | 81.3459 | 84.4971 | 88.9518 | 93.5599 | 97.0735
94.4493 | 94.9379 | 96.1545 | 97.7625 | 99.9271 103.12
3.32404 | 4.28779 | 6.31499 | 8.64996 | 11.0889 | 13.5759
16.2889 | 17.3725 | 20.2397 | 24.1858 | 28.6885 | 33.4507

0.5 36.7073 | 38.1056 | 41.8975 | 47.2526 | 53.4361 | 59.9464
58.2778 | 60.0311 { 64.7774 | 71.3748 | 78.5839 | 85.1187
802111 | 82.1753 | 87.2919 | 93.4369 | 97.9724 | 101.606
94,4493 | 95.2801 | 97.173 | 99.848 | 104.093 | 108.569
3.32404 | 4.61936 | 7.17219 | 10.0259 | 12.9776 | 15.9748
16.2889 | 17.7989 | 21.6288 | 26.6611 | 32.2131 | 37.9449

1 L 36.7073 | 38.6782 | 43.823 | 50.7424 | 58.3924 | 66.1418
58.2778 | 60.7553 | 67.1914 | 75.561 83.765 89.7333
80.2111 | 82.9784 | 89.7234 | 96.3626 | 100.792 | 106.146
94.4493 | 95.5987 | 98.0921 | 102.139 | 107.604 | 112.075

4.4. Dbonen, iki Diizlemde Dogrusal Daralan ve Egilme-Burulma Etkilegimli
Timoshenko Kiriginin Titresim incelemesi (Ozdemir ve Kaya, 2005b)

Bu boliimde; dénen, iki diizlemde dogrusal daralan ve diizlemdis1 egilme hareketi ile
burulma hareketi arasinda etkilesime sahip deltoid kesitli Timoshenko kirisin titresim
incelemesi yapilmigtir. Hareket denklemleri, Hamilton prensibi uygulanarak elde

edilmistir ve hareket denkleminin ¢6ziimii i¢in Boliim 3’te anlatilan Diferansiyel
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Déniistim Yontemi (Differential Transform Method-DTM) kullanilmistir. Literatiirde
iki diizlemde daralan, egilme-burulma etkilesimli Timoshenko kiris Ornegi
bulunamadif: i¢in bu g¢aligmada elde edilen sonuglarin dogrulugunu kanitlamak
amaciyla ¢oziimii yapilan kiris, ABAQUS sonlu elemanlar program: kullamlarak
modellenip elde edilen sonuglar, ABAQUS sonuglar ile kargilagtirlmistir. Ayrica,
literatiirdeki ¢aligmalarin igerdigi dénmeyen ya da daralmayan etkilesimli kirigler
icin elde edilen sonuglarla kargilagtirmalar yapilmistir. Bunlara ek olarak, mod

sekilleri ¢izidirilmisgtir.
4.4.1. Kiriy modeli

Boliim 4.4.2°de ¢ikarimu yapilacak olan hareket denklemleri igin Sekil 4.11°de
gosterilen kiris modeli kullanilmigtir. $ekilde, sabit Q agisal liz1 ile dénen R
yarigaplt rijit bir rotor kafasina O ile gosterilen kék bolgesinden ankastre olarak
baglanmis I uzunlugunda bir Timoshenko kiris goriilmektedir. Kirig, xz diizleminde
h,’dan h’a ve xy diizleminde b,’dan b ’ye kadar dogrusal olarak daralmaktadir.
Sekil 4.12°de kirigin farkhi agilardan goriintiileri yer almaktadir. Kiris kesidi, y
eksenine gore simetriktir; ama z eksenine gére simetrik degildir. Bu nedenle, kirig
kesit alam merkezi ile elastik eksen arasinda e, kadar bir agiklik vardir ve iki eksen

cakismamaktadir. Diizlemdist egilme hareketi ile burulma hareketinin birbirleri ile

etkilesim i¢inde olmasinin nedeni bu e, agiklifidir.

Sekil 4.11: iki Diizlemde Daralan, Dénen, Egilme-Burulma Etkilesimli Timoshenko
Kiris
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Sekil 4.12: iki Diizlemde Daralan, Deltoid Kesitli Timoshenko Kirigin (a) Kok
Bolgesindeki Kesidi (b) Yandan Gériiniisii (¢) Ustten Goriintisii

44.2, Hareket denklemlerinin Hamilton yontemi ile ¢ikarmmi

Donen ve diizlemdist egilme-burulma etkilesimine sahip Timoshenko kirisi hareket
denkleminin ¢ikariminda Sekil 4.13.(a) ve 4.13.(b)’den yararlanilir.
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Sekil 4.13: Donen ve EgilmeQBurulma Etkilesimli Timoshenko Kiriginin Deplasman
Oncesinde ve Sonrasinda (a) Kesidi (b) Yandan Goriiniisii
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Sekil 4.13.(a)’da verilen kirig kesidi ve Sekil 4.13.(b)’de verilen kiris yandan
goriiniigii kullamlarak referans noktanin, deplasman oncesi ve sonrasindaki

koordinatlan sirasiyla agsagidaki gibi bulunur.

Referans noktanin deplasmandan &nceki koordinatlar:

Xo=R+x (4.29a)
Yo =11 (4.29b)
zo =& (4.29¢)

Referans noktanin deplasmandan sonraki koordinatlari:

X, =R+x+u—(§Cosy/+nSim//)go (4.30a)
y, = nCosy — ESiny (4.30b)
z, = w+nSiny +&Cosy (4.30¢)

4.42.1. Potansiyel enerji formiilasyonu

Potansiyel enerji hesabinda burulma igin kiigiik a¢1 kabulii yapilirsa, Cosg =1 ve

Sing = ¢ olarak alinabilir ve denklemler (4.30a)~(4.30c), asagidaki gibi ifade edilir.

x, =R+x+u—(E+ny)p (4.31a)
n=n-85y (4.31b)
Ly =wtny +§ (4.31¢c)

Denklem (2.3)’te yerlerine koyulmak iizere denklemler (4.29a)-(2.31c) ile verilen

koordinatlarin tiirevleri asagidaki gibi bulunur.
dx, =dx (4.32)

dy, =dn (4.32b)
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dz, = dé& (4.32¢)

de, = [1+u' (& +ny o’ —ny 'oldx — pd& —wedn (4.33a)
dy, = (&' )dx + dnp —ydé (4.33b)
dz, = (w' + my')dx +ydn +d& (4.33¢c)

Bu tiirevler, denklem (2.3)te yerlerine koyularak &, &£, ve &, ifadeleri

7
hesaplanir. Elde edilen ifadelerin i¢inde yer alan kiigiik terimler, Tablo 2.5 ile verilen

mertebe semasina gore ihmal edilerek asagidaki basit ifadelere ulagilir.

72 r2

r 12 w 2 2 l//
Yo = £ =t =59+ +(n? + &) . (4.343)
Ve =6V’ (4.34b)
Ve =W —p)+ny’ (4.34¢)

Denklem (2.8) ile verilen potansiyel enerji ifadesi dogrultusunda hesap yapilarak
(4.34a)-(4.34c) no’lu denklemlerdeki ifadelerin kareleri alinir ve Tablo 2.5 ile verilen
mertebe semasina gore kiiciik olan terimler ihmal edilir. Sonugta ulagilan
basitlestirilmis ifadeler, denklem (2.8)’de yerlerine koyulup Tablo 2.2deki alan
integralleri kullamlirsa potansiyel enerji ifadesinin son haline ulagilir.
U= % LJ[EA(u')z + EAw' (W) + EL (@) +§T;1a (') +

0

(4.35)
GI(y') +kAG(w' - ) Jax

4.4.2.2. Kinetik enerji formiilasyonu

Kinetik enerji hesabinda burulma agist ¢, potansiyel enerji hesabindan farkli olarak
Cosg =1-¢*/2 seklinde ifade edilir ¢linkii hareket denklemlerinin son halinde yer

almasi gereken bazi Onemli terimler, Cos¢=1 —¢2/2’nin kullanim: ile ortaya
ctkmaktadir. Bu durumda (4.30a)-(4.30c) no’lu denklemler, asagidaki gibi yeniden
tanimlanir.
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X =R+x+u—[§(l—-W;J+nw}o (4.36a)

W= n(l - ""2 J 1 (4.36b)
Z, = wEnw + 5[1 - "”7) (4.36¢)

Kinetik enerji hesabinda deplasman hizlarina ihtiyag duyulmaktadir. Dénen kirisin
hiz vekt6rii, denklem (2.30) ile verilmektedir. Deplasman hiz1 bilesenleri, (4.36a)-

(4.36c) no’lu denklemlerdeki deplasmanlarin zamana gore tiirevleri alinarak

asagidaki gibi bulunur.

Ve =% =d+(¢wvi—nw)¢—[§(l—{]+W]¢ (4.37a)
Vo =y ==y +& + {(R +x)+u- Hl —-"52—] + ana (437b)
V.=z=vw+(n-Sy (437¢)

Denklem (2.12) ile verilen kinetik enerji hesab1 dogrultusunda, denklemler (4.37a)-
(4.37¢)’deki hiz bilesenlerinin kareleri alimir ve Tablo 2.5’teki mertebe semasindan
yararlanilarak g¢ok kiigiik terimler ihmal edilir. Sadelegtirilen ifadeler, denklem
(2.12)’de yerlerine koyularak ve Tablo 2.3’teki alan integralleri kullanilir. Burada

O6nemli olan nokta, daha onceki etkilesimsiz Srneklerde _[pr]édnd.f =0 olarak
A

tammlanan ifadenin bu bsliimde I pnédndé = me olarak tammlanmasidir. Sonugta,
A4

doénen, egilme-burulma . etkilesimli Timoshenko kirisin kinetik enerji ifadesi

asagidaki gibi elde edilir.
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%j 1,02 (07 + )+ 6" +vi +20(py ~yo)|+
0
Pl [0 - Q% +y? +20(py +ye)|+
2pde iy — (R + x )y — (R + x)oyQ? [l 4.38)

4.4.2.3. Hamilton prensibinin uygulanmasi

Denklem (2.14) ile verilen Hamilton prensibi, yukarida ¢ikarimi yapilan potansiyel
ve kinetik enerji ifadelerine uygulanir. Bu amag dogrultusunda enerji varyasyonlari

asagidaki gibi verilmektedir.

L
8U = [[(w')ow + EI(¢'8")+ kAG(w' - p)6w' - 5¢)+AL1 Y
; : T 4p

+GJy 'Sy Jdx (4.39a)

L
55 = [{pdlinsi)+ pl, [0% (000 + wby )+ oy + 66 + Qpsyr +
0

S — 9oy —ysp)|+ pl. |- sy +ysy + Olpsy +

S + poy + o)+ pAelydiv + vy — (R + x)Qydy +

woy)- (R +x)02 0y +ybp)} (4.39b)
4.4.3. Hareket denklemleri ve smur sartlar:

Bu varyasyon ifadeleri denklem (2.14)’te yerlerine koyulur ve elde edilen ifadeden
Sp ve Sw’nun katsayilari alinarak, donen, egilme-burulma etkilesimli, ankastre

Timoshenko kirisinin serbest titresim hareket denklemleri agagidaki gibi elde edilir.
pdvi + pAevi —(Tw') —[kAG(w - )] =0 (4.40a)

pl, ¢ pl, Q¢ —(El,0') - k4G (W ~0)-2pl,, Qy +
pAeQ*(R+x)y =0 (4.40b)

Ly + pde—plI, —1,.)0% - GIy") (T—t//]+2p],m§2¢+

pAeQ’(R+x)p =0 (4.40¢)
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Hamilton prensibinin uygulanmasi sonucu hareket denklemi ile birlikte simr gartlan
da elde edilmektedir. Etkilesimli Timoshenko Kirigin simir sartlarn asagida

verilmektedir.

L
[Tw' + kAG(w' - 0)low | =0 . (4.41a3)
0
I L
(T—"— + GJJgo'dqp =0 (4.41b)
pA 0 '
L
EI y'Sy | =0 (4.41¢)
S

Hareket denklemlerinin ¢dziimii i¢in ilk adim olarak basit harmonik hareket kabulii

yapilarak serbestlik dereceleri, w(x,r), @(x,1) ve w(x,t), asagidaki gibi yazilir.

w(x,t)=w(x)e'™ (4.422)
o(x,1)=p(x)e™ (4.42b)
v (x,0)=7 (x)e™ (4.42¢)

Basit harmonik hareket ifadeleri, denklemler (4.40a)-(4.40c¢) ile verilen hareket

denklemlerinde yerlerine konulursa asagidaki ifadelere ulagilir.
W’ pAW + o’ pdeiy +(T#') +[kAGH -7)] =0 (4.43a)

@’ pl, G +pl,, G +(El3') +kAGW )+ 2iwpl, QF ~
pAeQ (R+x)7 =0 (4.43b)

wl]al?/—+a)2p‘43ﬁ;+p(l'm —Ié:;pzl_/-/—“}'(GJW,)’ +(T__a_'/—/") —

2iwpl,, Qp — pAeQ’ (R +x)p =0 (4.43¢c)
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4.4.4. Daralan kiris formiilleri ve boyutsuz parametreler

Kiris genisligi, b(x), kiris kahnligi, h(x), kesit kiitle merkezi ile elastic eksen
arasindaki mesafe, e(x), kesit alan, A(x), atalet momenti, / (x) ve burulma rijitligi
J(x), daralan kiris formiil i¢in asagidaki gibi verilmektedir. Formiillerde sadece bir
daralma orani, c¢,=c¢, =c, kullanlmasinin nedeni formiilasyonda kolayhk

saglanmasidir ¢iinkii her iki diizlemde farkhi daralma oranlan alininca, ¢, #c¢,, bu

kesit sekline sahip kirisin burulma rijitli§inin hesaplanmasi i¢in kullamlan formiiller

¢ok karmasik bir hal almaktadir.

blx) = bo(l —c%] (4.442)
h(x) = h, (1 ¢ %) (4.44D)
e,(x)=¢, (1 _ c%) (4.44¢)
Alx)= Ao[l - C%)z (4.44d)
I(x)= 10(1 - C%T (4.44¢)
J(x):JO(l—c%T (444D

Denklemlerin  basitlestirilmesi ve literatiirdeki calismalarla  kargilagtirma

yapilabilmesi i¢in kullanilan boyutsuz parametreler agagidaki gibidir.

w , 1,
6:12-’ \7\)‘(5)::“ . E:—ei, r2=J97, r,; =-'—0—

£= 7L AL AL

x
L 2

(4.45)
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Boyutsuz parametreler ve daralan Kkiris formiilleri, denklem (2.2) ile verilen
merkezkag kuvveti ifadesinde yerine koyularak bu kuvvetin boyutsuz denklemi elde
edilir. Daralan kiris formiilleri, boyutsuz parametreler ve boyutsuz merkezkag
kuvveti ifadesi, (4.43a) ve (4.43b) no’lu denklemlerinde yerlerine koyulursa

boyutsuz hareket denklemleri asagidaki gibi elde edilir.

{[6 8 +3¢* +46(3 -3¢+ =3¢)+ (1205 - 667 +[8c 476" ~3c%¢ ]ZZ}

12(%) (]—cé)ZWHZ(%j e(1-cE)' 7 + 12,.";[( % [—gﬂoﬂ 0 (4.463)

Sfo-cr i L35 )

21,w7r’(1—c§) 7 —en’(-cE)Y(B+&W =0 (4.46b)

"55{ [6-8c+3c? +46(3— 3¢ +¢> —3¢)+ 6£%(2c5 ~1)+

45 (2c ~1¢%6) -3¢ 1 - )" ‘;";} 12(3’——1}(1 ~cE) T+

2
a

12(1—c§)-‘[ M(l A +—-w}+12[r J 5[(1 c£)* d"’j

24i(1- c&)" (%J[;’"—J o - 12:;2(5 +EX1-cé) ' =0 (4.46¢)

4.4.5. Diferansiyel doniigiim yonteminin uygulanmas

Boyutsuz hareket denklemlerinin ¢dziimii i¢in, B6lim 3’te agiklamas1 yapilan DTM
teoremleri kullanilarak diferansiyel doniigiim yontemi, (4.46a)-(4.46c) no’lu

denklemlere uygulaninca asagidaki doniistiiriilmiis hareket denklemleri elde edilir.
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4.4.6. Sonuglar

Diferansiyel doniisiim ydntemi uygulanarak elde edilen denklemler, Mathematica
bilgisayar programinda kodlanarak hesaplamalar yapilmigtir. Literatiirde iki
diizlemde daralan, egilme-burulma etkilesimli Timoshenko Kiris 6rnegi
bulunamadigr i¢in bu ¢alismada elde edilen sonuglann dogrulugunu kamitlamak
amaciyla ¢oziimii yapilan kiris, ABAQUS sonlu elemanlar programu kullanilarak
modellenip elde edilen sonuglar, ABAQUS sonuglan ile karsilastinlmistir. Ayrica,
literatiirdeki ¢alismalarin igerdigi donmeyen ya da daralmayan etkilesimli Kirisler

icin elde edilen sonuglarla karsilastirmalar yapilmigtir.

ABAQUS ile yapilan modelleme asamasinda kullamlan kiris ozellikleri asagida

verilmektedir.

GJ, =1.12599x10° Nm*> I, =1.17187x10”* m* I, =0.5015 kgm
E =70x10° N/m® k4,G =5.93654x10° N ¢, =9.36x10™ m
L=1m c=0.5

Tablo 4.13’te ilk alti frekansin, @, agisal dénme hizina, Q, bagli olarak degisimi
verilerek ABAQUS programindan elde edilen sonuglarla karsilastirma yapilmusgtir.
Daha 6nceki boliimlerde agiklandigi gibi donme hizinin artmas: ile frekans degerleri

artmaktadir.

Tablo 4.13: Egilme-Burulma Etkilesimli Donen Timoshenko Kirigin Frekanslarinin
Agcisal Dénme Hizi ile Degisimi

Aqisal Donme Hiza () (rad/s)

5 20 50 100

Biz Abaqus Biz Abaqus Biz Abaqus Biz Abaqus

78.2498 | 78.267 | 78.3285 | 78.341 | 78.7681 {78.75  B0.3164 | 80.192

325.944 |326.06 | 326.018 |326.13 |326.434 |326.52 [27.913 }327.9

610.33 606.4 610.346 | 606.42 | 610.436 [606.54 [610.756 | 606.98

791.405 | 791.89 | 791.477 |791.95 | 791.879 |792.3  [793.316 | 793.54

1255.07 | 1246.8 | 1255.09 |1246.9 ] 1255.19 |1247.1 ]1255.56 | 1247.9

Dogal Frekanslar(Hertz)

1449.41 |1450.7 | 1449.48 | 1450.7 | 1449.89 |1451.1 [1451.33 | 1452.1
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Ayrica, asagida verilen degerler i¢in ilk sekiz frekans hesaplanip sonuglar Tablo
4.14’te sunulmugstur. Bu sonuglar, literatiirdeki egilme-burulma etkilegimli; ama

dénmeyen Timoshenko kirig inceleyen Isfahany ve Banerjee (2000)’in sonuglan ile

karsilagtirilmigtir.

GJ, =9.88x10° Nm® EI, =9.75x10° Nm® I, =8.65 kgm
pA, =35.75 kg/m kA,G = 296154000 N e, =—0.18 m
L=6m c=0.5

Tablo 4.14: Egilme-Burulma Etkilesimli Dénmeyen Timoshenko Kirigin Ilk
Sekiz Frekans:

Eslimy-
Biz Isfahanyve
Banerjee
b (2000)
E 49.4803 49.6
4 97.0028 97.0
= 247.631 248.9
I 350.921 355.6
2 449395 451.5
609.273 610.1
790.255 5
929.155 -

Dénen ve iki diizlemde daralan Timoshenko kirigin ilk dort mod sekli, Sekil 4.14(a-
b) ve Sekil 4.15(a-b)’de ¢=0.5; Q=50rad/sn; o =4.63668Hz degerleri i¢in
¢izdirilmigtir. Burada goriildiigii gibi ilk iki mod ve dordiincii mod, egilme

moduyken iigiinciti mod, burulma modudur.
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5. ASKIDA KALMA DURUMUNDAKI BiR HELIKOPTER PALININ
AEROELASTIK INCELEMESI

Bu boltimde ilk olarak, tam menteseli bir rotor sisteminde yer alan rijit bir palin
kanat ¢irpma-gecikme ve kanat ¢irpma-burulma hareketlerinin aeroelastik kararsizlik
sinirlan incelenmektedir. Daha sonra, mentegesiz bir rotor sisteminde yer alan elastik
bir palin kanat c¢irpma-gecikme-burulma hareketlerinin aeroelastik kararsizlik

incelemesi yapilmaktadir.

5.1. Tam Menteseli Rijit Rotor Palinin Kararsizhk Incelemesi (Ozdemir ve
Kaya, 2004b)

Bu bolimde askida kalma durumundaki tam menteseli (fully articulated) bir rotor
palinin kanat ¢irpma-gecikme (flapping-lagging) ve kanat ¢irpma-burulma (flapping-
pitching) hareketlerinin kararsizlik incelemesi yapilmaktadir. Elde edilen denklemler
dogrultusunda Mathematica programinda kod yazilarak kararhilik sinirlarini gosteren

grafikleri ¢izdirilmistir.

Tam menteseli rotor pallerinin aeroelastik incelemesi yapilirken iki serbestlik
derecesinin alinmasi ve menteseler nedeniyle pallerin rijit kirig gibi hareket ettikleri
kabulti yeterli olmaktadir. Ancak, mentegsesiz (hingeless) bir rotor palinin
incelenmesi durumunda iigiincii serbestlik derecesinin hesaba katilarak kanat ¢irpma-
gecikme-burulma hareketlerinin  birlikte incelenmesi daha dogru sonuglar

vermektedir.

5.1.1. Kanat cirpma-gecikme kararsizifn

Bu Kkararsizhik, helikopter pallerine 6zgtdiir ve sabit kanatli ugaklarda goriilmez.
1970’lerin  baglarinda yapilan aragtirmalarda gecikme serbestlik derecesinin
helikoptér aeroclastisitesinde oldukga Onemli bir yere sahip oldugu ve atalet
kuvvetleﬁ ile aerodinamik kuvvetlerin etkisiyle iki modun kararsizhik yaratacak
sekilde etkilestigi goriilmiigtiir. Kanat ¢irpma hareketi, merkezkag kuvveti nedeniyle

ile yiiksek soniimlemelidir; ama gecikme hareketi iizerindeki aerodinamik
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s6niimleme azdir ve kanat ¢irpma—gecikme kararsizhifi, gecikme modundan
kaynaklanir (Friedmann ve Hodges, 2003).

5.1.1.1. Pal elemam incelemesi

Pal kesidi tizerine etki eden yiik ifadelerini elde etmek icin Pal Elemam Teorisi
kullanilabilir. Buna gore p;ﬂ, kesitlere ayrilarak iizerinde istasyonlar olusturulur ve
bu istasyonlardan birinde yer alan profil iizerine etki eden kuvvetler, serbest akim
bilesenleri ve profil agilan incelenir. Istasyonlarin birinden alinan kanat profili, Sekil

5.1°de gosterilmektedir.

Sekil 5.1: Kanat Profiline Etkiyen Kuvvetler, Serbest Akim Bilesenleri ve Profil
Agilar

Sekil 5.1 f{izerindeki geometrik bagintilar kullamlarak profile etkiyen kuvvet
bilesenlerine ait ifadeler elde edilir. Bu kuvvet ifadelerine ait formulasyonu

basitlestirmek i¢in yapilan kabuller agagidaki gibidir.

a. Diizlem dis1 dik iz bilegeni U ,, diizlemdeki tegetsel hiz bileseni U, ’den gok

daha kiigtiktiir. Bu nedenle, pal kokii civari hari¢ tiim pal icin hiz ifadesi asagidaki
gibi yazilabilir.

U, =,U2+U2 ~U, G.1)
b. indiiklenme agis1 ¢, gok kiigiik oldugu i¢in asagidaki a¢1 ifadeleri yazilabilir.
U,/U, =tang, = ¢,, Sing, = ¢,, Cosg, =1 (5.2)

Bu kabul sonucu etkin hiicum agis1, & , ifadesi asagidaki gibi elde edilir.
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U
a=9-—¢,5 __(_]l)— (53)

T

Yapilan kabuller ve Sekil 5.1°deki geometrik bagintilar gbz oniine alinarak pal

elemanina etkiyen diisey ve yatay kuvvet bilegenleri agagidaki gibi ifade edilir.
dF. = dLCos¢, —dDSing, = dL — dD¢, (5.4a)

dF, = dLSing, + dDCos¢, = dLg, +dD (5.4b)

Kalinh@1 dr kadar olan pal elemanimn profili {izerine etkiyen tasima ve siiriikleme

kuvvetlerinin ifadeleri, yukarida yapilan kabuller dogrultusunda asafidaki gibi

yazilir,
1. 1 )
dL = pUzeCpdr = p.cal0Uz ~U, U, \dr (5.5a)
1o Y 20, Co g
dD = 3 p.U.cC,dr= 5 pUrca—=di (5.5b)
a

Denklemler (5.52) ve (5.5b) ile verilen tasima ve siiriikleme kuvveti ifadeleri, (5.4a)
ve (5.4b) no’lu denklemlerde yerlerine koyulursa asagidaki diisey ve yatay kuvvet

bilesenin yeni ifadelerine ulagilir.

dF. = p—°°25’£ oU 2 - (1 + %JU,,U, Jdr = %"i(eUl,% ~U U, Jr (5.6a)
pwac 2 Cd 2
dF‘y = 5 gUI)UT +U7~ —a—-‘U,, dr (5.6b)

Denklem (5.6a)’da (1+C,/a)U,U, ifadesi ile verilen terim, U,U, olarak
sadeslestirilebilir ¢linkii Hodges ve Ormiston (1976)’da C,/a ’nin mertebesi O(gz)

olarak tanimlanmigtir ve bu mertebe, 0(1)’in yaninda ihmal edilebilir.

Pal iizerine etkiyen aerodinamik moment ifadelerine ulagmak icin Sekil 5.2°den

yararlanilabilir.
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Sekil 5.2: Pal Elemam Uzerine Ftkiyen Aerodinamik Yiikler

Sekil 5.2°ye gore kanat ¢irpma momenti, A, ile gecikme momenti, M, asagidaki

ifadelerle verilir.

L
M, = [F.rdr , (5.79)
0

L
M, = [Frar (5.7b)
0

Daha sonraki boliimlerde kullanilmak {izere denklemler (5.7a) ve (5.7b) ile verilen

aerodinamik momentlerin boyutsuz halleri agagidaki gibi tanimlanur.

. 1 L

M,=————|F.rar 5.82a
P pacQ?PL 5‘. : (5.82)

. 1 1

M, =———nonun— |F rdr 5.8b
¢ p.d f;Qz L4 6[ v ( )

5.1.1.2. Bozuntu ifadeleri ve boyutsuz parametreler

Bu boliimde, bozuntu etkisi ile ortaya ¢ikan kuvvet ve hiz bilesenlerine ait ifadeler
elde edilerek bu ifadelerin boyutsuzlastiriimas: yapilmaktadir.

Bozuntu sonucu olusan kuvvet bilesenleri, (5.6a) ve (5.6b) no’lu denklemler
kullanilarak agagidaki gibi elde edilir.
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oF, = £ °°2"c leu,6-u,)oU, +(-U,)sU,, +U256] (5.92)

acl|(2C '
oF, = &E_K U, + U,)BJEU., +(U,0-2U,)U, +(U,U, )59] (5.9b)

a

Denklemler (5.9a) ve (5.9b) ile verilen bozuntu kuvveti ifadelerinde kullanilan

bozuntu hiz ifadelerini elde etmek i¢in Sekil 5.3.(a) ve 5.3.(b) den yararlanilir.

Sekil 5.3: (a) Kanat Cirpma Hareketinin Dik Hiz Bilesenine Katkis1 (b) Gecikme
Hareketinin Tegetsel Hiz Bilesenine Katkisi

Sekil 5.3.(a) ve 5.3.(b)’de goriilen hiz ifadeleri dogrultusunda tegetsel hiz bilegeni ile
dik hiz bileseni ve bu bilesenlerin boyutsuz ifadeleri asagidaki gibi elde edilir.

Stirekli hal hiz bilesenleri:
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U,
u,=Qr = L= .
" Y ' (5.10a)
U,=v,=0Q14L = Up _ A 5.10b
b=V i or (5.10b)
Bozuntu huz bilegenleri:
. oU, '“
5U =-=r :> __1— = - .
r==rg oL 4 (5-11a)
. oU .
ou,=rf = ~—Q£’ =¢B (5.11b)
00 = —k,,ﬂ p- k,,g 4 (5.11¢)

Sekil 5.3.(a)’da gériilen gecikme hareketi ile olusan ¢ acisinin zamana gore tiirevi
alinirsa palin hiicum kenarina yonelmis bir bozuntu hiz bileseni olusur ve denklem
(5.11a)’da ifade edildigi gibi bu bozuntu bileseni; firar kenarina yonelmis, dénme
diizlemi i¢indeki iz bileseni U, "den ¢ikarilir. $ekil 5.3.(b)’de goriilen kanat ¢irpma
hareketi ile olusan S acisinin zamana gﬁré tiirevi alinirsa dénme diizlemine dik bir
hiz bileseni olusur ve bu bilesen, bozuntu bileseni olarak denklem (5.11b)’de ifade
edildigi gibi diizlem digindaki hiz bileseni U ,,’ye katilir. Denklem (5.11c) ile verilen -
ifade, kanat ¢irpma ve gecikme hareketlerinin, etkilesim sonucunda burulma hareketi
iizerinde olusturduklari etkiyi gOstermektedir. Kanat cirpma-burulma etkilesim

katsayist olarak tanimlanan k,,, pozitif kanat ¢irpma (yukar: dogru) durumunda ve
gecikme-burulma etkilesim katsayis1 olarak tammlanan k,., pozitif gecikme

(stiriikleme dogrultusunda) durumunda burulma agisim azaltacak sekilde negatif

bozuntu yaratir.

Kanat c¢irpma—gecikme hareketi sirasinda ortaya gikan bozuntu hiz bilesenleri,
denklemler (5.9a) ve (5.9b)’de yerlerine koyularak bozuntu kuvvetlerinin ifadelerine
ulasilir. Elde edilen bozuntu kuvvetleri, denklemler (5.8a) ve (5.8b) ile verilen
boyutsuz aerodinamik moment ifadelerinde yerlerine koyulursa bozuntu sonucu
olusan aerodinamik kanat ¢irpma ve gecikme momentlerinin boyutsuz ifadeleri

asagidaki gibi elde edilir.
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(M—ﬁ )hu:unm = _g’(g - ﬁ) - l b_ l(krﬂﬂ + k1’g§) (5.12a)

4 6 8 8
— “fC, A8\ (0 A\ A
(Mc )bo:umu = ZZ' + '6 ) + ﬂ(g - ?') - ‘é‘ (kpﬁﬂ +kpC ) (5.12b)

Yukanda ¢ikarim: yapilan bozuntu ifadelerinde yer alan boyutsuz parametreler ile
bundan sonraki bslimlerde kullanilacak boyutsuz parametreler asagida toplu halde
verilmektedir.

v, pacl’ Paldlam N ¢

sy A==,y = s O

1, " RotorDiskdlam Lz

(5.13a)

Burada; indiiklenme oram (inflow ratio), 4,, Lock sayisi, y, ve katilik oram (solidity

ratio), o, olarak tamimlanan boyutsuz parametreler, helikopter hesaplarinda

kullanilan énemli parametrelerdir.

d()_dy d()_o40)_o(
dr a’yt/ i =a() (-13b)

Burada ;yer alan azimut agisi, w, Sekil 5.4’te gosterilmektedir. Azimut agisi,
helikopter hesaplarinda rotor agisal hizi ile zamanin fonksiyonu olarak, w =Qr,
seklinde yazilir ve bu esitlik kullamilarak denklemleri boyutsuzlagtirmak igin
denklem (5.13b)’deki doniistim uygulanir.

Sekil 5.4: Rotor Diizleminin Ustten Goriiniisli ve Azimut Agis
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Denklem (5.13b)’de verilen doniisiime ek olarak denklem (5.13a)’daki ilk boyutsuz

parametre kullanilarak asagida verilen doniisiim elde edilir.

ﬂzié_(_hlﬁzl( y

5.13
dr dr df L dE L (5-13¢)

5.1.1.3. Hareket denklemleri

Incelenen rijit palin, kanat ¢irpma ve gecikme hareketleri sirasinda iizerine gelen
kuvvet bilesenleri ve moment kollari, Sekil 5.5(a) ve 5.5(b)’de gosterilmektedir.
Sekilde, kanat ¢cirpma ve gecikme hareketlerinin olugturdugu momentlerin dogrudan
rotor kafasina aktarilmasimi saglayan ve bdylece rotorun daha etkin bir bigimde
kontrol edilmesine yardimei olan yaylar goriilmektedir. Kuvvet bilesenleri iginde yer
alan yay kuvveti, bu yay direncinden kaynaklanir. Bunlara ek olarak, mentesesiz
rotor pallerinin k6k kisminda yapisal bir yay bulundufu igin tam menteseli bir
rotorun incelenmesi sirasinda bir yaym varligim kabul etmek, mentesesiz rotor

pallerinin incelemeleri igin kolaylik saglayacaktir.

Aerodinamik
kuvvet

Merkezkag
kuvveti
L T > o %
A
vy
'
‘T Q
____________________________________ = X
Atalet kuvveti +
Koriolis kuvveti
Yay kuvveti
Aerodinamik Merkezl:jaq:
kuvvet kuvve

Sekil 5.5: (a) Rijit Kanat Cirpma Hareketi (b) Rijit Gecikme Hareketi Sirasinda Pal
Uzerine Etkiyen Kuvvetler
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Sekil 5.5(a) ve 5.5(b) incelendiginde kuvvet bilesenleri ile bu bilesenlerin moment

kollarinin ifadeleri asagidaki gibi elde edilmektedir.
Kanat ¢irpma hareketi (Chopra, ders notlar:):

a. Atalet kuvveti : mrfdr ve moment kolu »

b. Merkezkag kuvveti: mQ*rdr ve moment kolu rf
¢. Aerodinamik kuvvet: F_dr ve moment kolu r

d. Yay momenti: Kﬂ(ﬂ - ﬂ,,)

e. Koriolis kuvveti: 2mQuCdr ve kuvvet kolu rg
Gecikme hareketi (Johnson, 1980):

a. Atalet kuvveti : mrédr ve moment kolu 7

b. Merkezkag kuvveti: mQ’rdr ve moment kolunun uzunlugu e =0 oldugu i¢in

sifirdir.

c. Aerodinamik kuvvet: F,dr ve moment kolu r{

d. Koriolis kuvveti: 2mQrpBfdr ve kuvvet kolu r

Yukarida tammlanan kuvvetler ve moment kollar1 gdzoniine almp menteseler
cevresinde moment dengesi yazilirsa rijit kanat c¢irpma ve gecikme hareket

denklemlerinin boyutsuz halleri asagidaki gibi elde edilir.

2

£ * — a)-
ﬂ+v§ﬁ—2ﬁg’=yMﬂ+-£ . (5.14a)
Cvi +2%°—§,, C+2B B =M, (5.14b)

Denklemler (5.14a) ve (5.14b)’de gegen frekans ifadeleri asagida tammlanmaktadur.

Donmeyen pal igin hesaplanaﬁ frekanslar:

wp, =—L (5.15a)
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Wy, =—= (5.15b)

Donen pal i¢in hesaplanan boyutsuz frekanslar:

2 _ B
Vﬁ _1+m7 (5.163)
: K 5.16b
v;=—F .
ek ' ( )

Kanat ¢irpma hareketi, siirekli hal terimi, 4, ve bozuntu hali terimi, E olmak lizere

iki terimin toplamu seklinde yazilabilir. Gecikme hareketinin siirekli hal terimi, ¢,

kiigiik degerler aldigy i¢in ihmal edilip sadece bozuntu hali terimi, ¢ kullanilabilir.
Pal hareketlerinin bu sekildeki ifadesi asagidaki gibidir.

B=B,+B (5.17a)

§=¢ | (5.17b)
Kanat élrpma ve gecikme serbestlik derecelerinin yukarida verilen ifadeleri ile
denklemler (5.12a) ve (5.11b) ile verilen bozuntu momenti ifadeleri, (5.14a) ve
(5.14b) no’lu denklemlerde yerlerine koyulursa her denklem siirekli hal ve bozuntu
hali olmak iizere iki ayrn denklem seklinde yazilabilir. Bozuntu ifadelerinin birbirleri

ile carpimlar: ( S, B¢ ) ihmal edilerek asagidaki bozuntu denklemlerine ulagilir.

p+Lp+|vi+Lk,, |B+|-28,+7 LR P A (5.18a)
8 8 46 8

- T wol, (C, A0Y] A o A\]"
|22 Lo 2 B e v+ ok, 428, — v === | | B

AR AT [ EIHR N PR

A

y_é_k”ﬂﬂ =0 (5.18b)
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5.1.1.4. Coziim

Cirpinma (flutter) hiz1, bir yapiya basit harmonik hareket yaptirmaya baslayan en
distik hiz olarak kabul edilir. Kanat ¢irpma ve gecikme hareketlerinin etkilesimleri
sonucunda olusan ¢irpinma durumu i¢in serbestlik dereceleri asagidaki gibi ifade
edilebilir.

Blw)=Be" (5.193)

Llw)=Cev (5.19b)

Yukarida verilen basit harmonik hareket ifadeleri, (5.18a) ve (5.18b) no’lu boyutsuz
bozuntu denklemlerinde yerlerine koyulursa ¢oziimii yapilacak asagidaki ifadeye
ulasilir.

[f“ fu ][é} =0 (5.20)
f21 f22 0

Burada [f] matrisinin elemanlar asagidaki gibi tanimlanr.

Ju =5 +"};_S+Vﬁ+7'k_si (5.21a)
1 [ 26,475 -1 ]s by (5:211)

(2& 2 +7};J yM;"” (521¢)
S =8 +[2f"i"§f—"+ y%aryilé—e]swg + y'l’lg”*' (5.21d)

Sifirdan farkli ¢6ziimlere ulagmak icin [ f ] matrisinin determinanti alinarak sifira

esitlenir ve asagidaki karakteristik denkleme ulagilir.

As* +B5 +C5 + D5+ E=0 (5.22)

Denklem (5.22)’de yer alan katsayilar asagidaki gibidir.
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A=1 (5.23a)

B= L+ (5.23b)
Q 4qa 6 8
s Ak, . . L k,
C=V£+7_’_é+l(2m+}, +y%]+vb+}, 18ﬂ_
(}/_—’"7'—_2'80 J(zﬂo 7 +y 3 ) (5.23¢)
/lk, @4 A0
D= ivrg + 2 2 [ (1+ i _
( 6 ] (" I o T4’ 6J
lkl’ﬂ A 2, k’)v
i Z_ i 2 + ¢ 5.23d
76(3'4 7 ﬂo)(ﬂoy 73jy8 (5.23d)
k, k., k,. Ak
g rp » A pg
E—-(Vﬁ-l-}/ o J(vﬁ+y—8—]—(y75j(y——6—] (5.23¢)

Askida kalma durumundaki helikopter rotoru igin denklem (5.22)’deki dordiincii
dereceden denklemin ¢6ziimii yapildiginda her serbestlik derecesi igin bir ¢ift eslenik
karmasik kék bulunur. Bu k&klerin gergel kisimlari, modun séniimlemesini
gosterirken sanal kisimlari, modun soniimlenmis frekansim vermektedir. Bu konuya
ornek olmasi igin sadece kanat girpma serbestlik derecesinin incelendigi durumu ele

alinirsa asafida gosterilen eslenik karmagik kok ifadesine ulagilir.

s:—%iiJvﬂ 3 ﬂg (1—}/6) (5.24)

Denklem (5.24)’te yer alan terimlerin agiklamalar: asagidaki gibi verilmektedir.

Sontimlenmis frekans:

», =Im(s)=\/ +k,,ﬂ’; [1”6 ) (5.252)

Dogal frekans:
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vy =|s|= v;+k,,,,-§- (5.25b)

Soniimleme orani:
¢, =—Rels)/|s| . (5.25¢)

Yukarida 6rnek olarak denklemleri verilen askida kalma durumundaki rotorun kanat
cirpma frekanslarinin grafigi Sekil 5.6’da verilmektedir. Soniimlemenin negatif
oldugu durum (gergel kisim pozitif), koklerin kararsiz hale geldigi durumdur. Buna
gore, Sekil 5.6’daki frekanslarin gergel kisimlart hep negatif oldugu igin kanat
cirpma modu, askida kalma durumunda kararlidir.

Eslenik \ Sanal eksen

kokler

Gergel eksen

Sekil 5.6: Askida Kalma Durumundaki Rotor Palinin Kanat Cirpma Frekanslar

Daha &nce de belirtildigi gibi séniimlemenin negatif oldugu durum (gercel kisim
pozitif), koklerin kararsiz hale geldigi durumdur. Bu durumda sistemin 6zdegerleri
olan ve eslenik karmasik sayilar halinde bulunan kokler, sanal eksenin solundan
sagina gegerler. Cirpinma durumu, ger¢el kismin sifir oldugu durumda baglar ve
koklerin soldan saga gecisi Sekil 5.7°de gosterildigi gibi olursa ¢irpinma (flutter)

durumu ortaya ¢ikar.
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Cirpinma Sanal eksen

baglangici \

$ >

Gergel eksen

Sekil 5.7: Cirpinma Durumunda Kok Hareketi

Cirpinma tammu goézoniinde bulundurularak s = i@ olarak ahnmip denklem (5.22)'e

uygulanirsa agagidaki ifadeye ulagilir.
Aw' —iBe? —C +iDw+E=0 (5.26)

Denklem (5.26)’min sanal ve gercel kisimlari ayrilarak bir arada ¢dziiliirse Routh

kararhlik kriteri olarak adlandirilan ifadeye ulasilir.
AD?* —~CDB+EB* =0 5.27)

Denklem (5.27), cirpinma simirlarimt gosteren grafigin ¢iziminde kullanilan temel
ifadedir, Bu kriter dogrultusunda yapilacak hesaplar i¢in asagidaki degerler
kullanilmaktadir.

y=8 ko, =k, =0 a=2x £.=0
o =0.05 C, =0.01 B, =0

Degerleri bilinmeyen bazi parametrelere de ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu parametrelerin

hesaplanmasinda kullanilan denklemler agagidaki gibidir.

Momentum teorisi kullamlarak itki katsayisina bagh olarak bulunan indiiklenmis

akim katsayisi, asagidaki gibi ifade edilebilir.

A =k, /% (5.28)
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Burada £, pal ucu kayiplan ve indiiklenmis akimin pal agiklif1 boyunca diizensiz

dagilimi gibi momentum teorisinde gbzardi edilen etkileri hesaba katmak igin

denkleme katilan deneysel katsayidir ve yaygin olarak k&, =1.15 olarak alimur

(Chopra, ders notlan).

Bu _c;ahsmada palin burulmasiz iiretildigi kabul edilmektedir ve buna gore palin
maruz kaldigi burulma agisi, sadece yunuslama yatagi cevresinde gergeklesen
hareketten kaynaklanmaktadir. Pal elemam teorisi ile momentum teorisini bir arada

hesaba katildiginda burulma agisi, itki katsayisina ve indiiklenmis akim oranina bagh
olarak asagidaki gibi ifade edilebilir (Leishmann, 2000).

g =55 +§,1 (5.29)

(
aoc

Askida kalma durumundaki rotor palinin kanat ¢irpma serbestlik derecesinin siirekli

hal bilegeni, f,, Sekil 5.8’ de gosterilmektedir.

Pal Ucu Diizlemi

| | Referans Diizlem

Sekil 5.8: Askida Kalma Durumunda Koniklik Ag1s:

Rotor dénmeye bagladiktan bir siire sonra, askida kalma durumunda pallere etkiyen
merkezkag kuvveti ile aerodinamik kuvvetler arasinda denge durumu olusur ve
bozuntuya sebep olacak herhangi bir durumun olusmamas: halinde tlim pallerin

kanat ¢irpma agisi, 3, kadar olur ve bu ag1, azimut agisina gore degismez. Bu denge

hali igin sézkonusu olan kanat ¢irpma agisi, koniklik agis1 olarak tanimlanmaktadir

ve agagidaki ifade ile verilmektedir.

5 _L(ﬂ_£)+ﬂ"“’§° (5:30)

-2 2.2
v&,8 6 Qvﬂ,

Burada, v, ile gosterilen ve etkin kanat ¢irpma frekans: olarak tanimlanan ifade

asagdaki gibidir.
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v, =v? +-§-k,,,, (531)

Denklemler (5.28)~(5.30)°’da verilen hesaplamalar yapilarak degeri verilmeyen

parametrelerin degerleri bulunur. Daha sonra, denklem (5.27) ve diger gerekli
ifadeler Mathematica programinda kodlanarak farkli C./o degerleri icin ¢irpinma
simrlarim gosteren grafik, Sekil 5.9°daki gibi elde edilir.

Zmeikme Trekans

Crio =017

.2}

Crio =0.11

Sekil 5.9: Kanat Cirpma-Gecikme Kararlilik Sinirlari
Burada, belirli bir itki seviyesi i¢in kanat ¢irpma-gecikme hareketi, eliptik bélgelerin
icinde kararsizdir. Bu bolgeler, v, =v, =1.15 degerini merkez olarak almaktadr.

Kanat girpma-gecikme kararsizhf itki ile yakindan ilgilidir. [tkinin arttlgi
durumlarda 6zellikle gecikme denklemlerindeki etkilesim terimleri biiyiik degerleré
ulagir ve kararsizlik olasilign artar. Sifir itki durumunda etkilesim en diisiik

seviyededir ve pal, aeroelastik kararsizliktan uzaktir (Chopra, ders notlar).

5.1.2. Kanat cirpma—burulma kararsizhg

Bu kararsizlik tiirti hem sabit kanatli ucaklarda hem de helikopterde goriilmektedir.
Ancak, helikopterleri ugaklardan ayiran asagidaki 6zellikler nedeniyle sabit kanatli
ucaklar icin bu konuda yapilan yaklagimlar, helikopter denklemlerinde
kullanilamamaktadir.

a. Burulma denkleminde pervane momenti etkisi (tenis raketi etkisi) goriiliir.

b. Aerodinamik kuvvetlerin etkisi daha fazladur.
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e. Ileri ucus durumu inceleniyorsa zamanla degisen kuvvetler hesaba katilir.

5.1.2.1. Hareket denklemleri

Kanat ¢irpma ve burulma hareket denklemlerine ulasabilmek i¢in sirasiyla, kanat
¢irpma mentegesi ve burulma ekseni ¢evresinde moment dengesi yazﬂmahdlr Bu
denge denklemlermde yer alan kuvvetler ve moment kollar1 asagidaki gibi
tammlamr. Moment kollari; kanat ¢irpma hareketi igin kuvvet ile kanat ¢irpma
mentegesi arasindaki mesafe; burulma hareketi i¢in ise kuvvet ile elastik eksen

arasindaki mesafe olarak hesaplanir.
Kanat ¢irpma hareketi i¢in,

a. Atalet kuvveti:

Atalet kuvveti, m(v—x, ) (rﬂ x,0 ) olarak ve moment kolu, x olarak
tammlanir. Bu ifadeler, Sekil 5.10.(a) ve 5.10.(b) incelendiginde daha agik bir
bigcimde goriilmektedir. Burada z =rf, palin kanat ¢irpma sehimi ve x,6, palin

kanat ¢irpma sehimi swrasinda palde gergeklesen burulma agis1 azalmasindan

kaynaklanan sehimdir.

Sekil 5.10: Kanat Cirpma Haraketi Sonucu Olusan (a) Burulma (b) Pal Sehimi

b. Merkezkag kuvveti:
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Merkezkag kuvvetinin ifadesi denklem (2.22)’den mQ’r olarak bulunur ve Sekil

5.5.(a) incelendiginde moment kolu, z —x,8 = rf# — x,6 olarak hesaplanir.
¢. Aerodinamik kuvvet:

Sekil 5.2 incelendiginde denklem (5.6a) ile verilen F, aerodinamik kuvvetinin

moment kolunun » oldugu goriilmektedir.
d. Yay momenti:

Baz rotor sistemlerinde, rotor pallerine yapisal olarak bir énkoniklik agis1 verilir ve

rotor pallerinde kanat ¢irpma hareketi olmasa dahi f, kadarlik bir a¢1 bulunur. Bu

aginin konulmasimin nedeni, rotor palinden rotor kafasina gelen yiiklemeyi

azaltmaktir.
Sekil 5.10.(b)’de gosterilen K, katihgindaki kanat ¢urpma yayr goz Oniine

alindifinda yay momenti, K, (8 - B,) olarak tanimlanir.

Burulma hareketi igin,
a. Kesit agirhik merkezi etrafindaki atalet momenti: 1,6

b. Agirhik merkezine etkiyen atalet kuvveti:
Sekil 5.1;0.(a) ve 5.10.(b) incelendiginde agirlik merkezine etkiyen atalet kuvveti
m(rﬂ —x 0 ) ve moment kolu, x, olarak tanimlanir.

¢. Burulma ekseni etrafinda pervane momenti : /,Q°6

Pervane momenti hakkinda gerekli bilgiler Ek A’da verilmektedir.

d. Merkezka¢ kuvvetinden kaynaklanan, kanat ¢irpma hareketi tizerinde yay etkisi

yapan ve agirhk merkezine etkiyen kuvvet: mQ’rf8 ve moment kolu x, .

Madde d’de tanimlanan kuvvet, Sekil 5.11°de gosterilmektedir Merkezkag
kuvvetinin bu bileseni, pale diktir ve pal tizerinde kanat ¢irpma momenti yarattig
gibi agirlik merkezinin burulma merkeziyle c¢akismadii durumlarda burulma

momenti yaratmaktédlr.
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Sekil 5.11: Kanat Cirpma Momenti Yaratan Merkezkag Bileseni

e. Burulma ekseni etrafinda burun yukar1 burulma aerodinamik momenti: M ¢

d. Yay momenti: X, (0 -8,,,)

Burulma ekseni etrafindaki momentler ve moment yaratan kuvvetlerin yerleri, Sekil

5.12’de toplu halde gosterilmektedir.

m(rﬁ_xlé)_‘_mgorﬂ Qﬁ]&?:‘:io(g—ekom.)_A{qi/‘

109" —i--:\

Ty

Sekil 5.12: Pal Kesidine Etki Eden Momentler ve Moment Yaratan Kuvvetler

Yukarida agiklanan moment ve kuvvet ifadeleri kullanilarak sirasiyla kanat ¢irpma
mentesesi ve elastik eksene gore moment dengesi yazilirsa boyutsuz hareket

denklemleri asagidaki gibi elde edilir.

B+ viB—I, (§+ 0] = (vf, - l)ﬂ,. +y ]I%:-rdr (5.32a)
g
L+ 03] 1+ ) =7 [t T, 0300 (5-32b)
0

Burada yer alan burulma frekanslar1 agsagidaki gibi tanimlanur.
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(5.33a)

(5.33b)

Burada w,, donmeyen pal i¢in hesaplanan boyutsuz burulma frekans: ve v, dénen

pal igin hesaplanan boyutsuz burulma frekans: olarak tanimlanir.

Ayrnica, denklemler (5.32a) ve (5.32b)’de yer alan atalet momentlerinin ifadeleri
asagidaki gibidir.

I .
1, = j]edr (5.34a)
0
1
I, =— (5.34b)
I b
L
1, = [mxrdr (5.34c)
0
A
I, =% =— [mx,rdr (5.34d)
1 h I 2]

Agirlik merkezinin elastik eksene gére konumunun degismedigi kabul edilip $ekil

5.12°de gorillen x, mesafesi sabit olarak alimrsa denklem (5.34) asagidaki gibi

yeniden tanimlanabilir.
L x5 3% (5.35)
I, I, 2L

Burada S, , palin birinci atalet momenti olarak asagidaki ifade ile tammlanir.

FA
S, = Imrdr (5.36)
0

99



Denklemler (5.32a) ve (5.32b) ile verilen hareket denklemleri, sdniimleme ve
etkilesim terimleri katilarak genisletilebilir. Etkilesim terimi hakkinda detayl bilgi
Ek A’da verilmektedir. Denklem (5.35)’de yapilan tanim kullanilarak genisletilmis
boyutsuz hareket denklemleri asagidaki gibi ifade edilir.

e L]

— @i f
ﬂ+vﬁﬂ—7(6+ﬁj }/Mﬁ+——gzﬂ ! (537a)

* 3“ o] 2 * 2
[,.(0+v;0+ “’gf@ aj 3%, (,B+,Bj+k ( JI B=yM,+1 (Q) . (5.37h)

Burada yer alan moment ifadeleri asagidaki gibidir.

. 1 1
M P = m 6[]" Ldr (5.388)
. 1 L

0 0

Burada goriilen x, ifadesi, pal kesidindeki aerodinamik merkezin elastik eksene olan

uzaklif1 olarak tanimlanir.

Denklem (5.38a)’da kanat ¢irpma momentine neden olan aerodinamik kuvvet olarak
sadece tasima kuvveti alinmistir. Bunun nedeni, daha Once -agiklandifn gibi

stirtikleme kuvvetinin kanat ¢irpma hareketine olan katkisimin gok kiigtik olmasidir.

Denklem (5.38a) ve (5.38b)’de goriilen tagima kuvveti asagidaki gibi ifade
edilmektedir.

- _;_ poaclU20 -U,U, (k) (5.39)

Bu denklemde yer alan C(k) terimi, Theodorsen fonksiyonu olarak tammlanan
terimdir. C (k) = F(k)+iG(k) seklinde karmagsik say1 olarak ifade edilir ve
indirgenmis frekans olarak adlandirlan k = wb/U ifadesine baghdur.

Denklem (5.39) ile verilen tasima kuvveti i¢in bozuntu ifadesi asagidaki gibi yazilir.
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L = % p.acldU, (2U,8-U )+ U, (- U, )+ 56(U2 E (k) (5.40)

Denklem (5.40), denklemler (5.38a) ve (5.38b)’de yerlerine koyulursa bozuntu

momentleri elde edilir.

_ 1 L
(Mﬂ )ho::umu = pa CQZ L4 6[ oLrdr
1 | oU, (U, , U U, U, . (U
== [Tl Er| 2L g2 |- Lo 21 59 20 | legr (5.4
201(){914(@ QL) QL QL {m)]gé (S.412)

pacQy’R? o

R
(MG )boz:mm - ']—‘: I(_ Xy )&J" dr+M N }

8, (2&9“&]_&1’» U [U

_ 1lex, = | r ’ ? —
—“Z‘J}C("’{m ar ) ar or * ¥ Zﬂéj }"“MM‘ (5.41D)

Burada, M. ile gosterilen terim pal profili cevresindeki sirkiilasyondan bagimsiz

olarak ortaya ¢ikan aerodinamik yunuslama momentidir.

— 1 1 N T 1 x, )\ 1 x, ). 3 1x, ).
My = 2| e X o 2 e Ze oo 21 2% | 5.1
N e’ R {4”,;9 ¢ H4 - )'B '{2 c) 6(32 2 c) ]}( ©

Yukanda tanimlanan bozuntu momentlerinde yer alan siirekli hal hiz bilesenleri,
denklemler (5.10a) ve (5.10b)’de verilen ifadelerle aymdir. Ancak, bozuntu hali hiz
bilesenleri ve bozuntu burulmas: agagidaki gibi tanimlanir.

. oU., .
5U7.=—r§=0 = ‘Q—L’r—z—{,‘é’:O (5.423)
- (¢ . oUu el x,\;
5[],) =rﬂ—(§+xa)t9 = —Q'—Iil:xﬂ—z(g-l'z')e (5.42b)
50=0 (5.42¢)

Denklemler (5.42a)-(5.42c) ile verilen bozuntu ifadeleri, (5.41a) ve (5.41b) no’lu

denklemlerde yerlerine konulursa bozuntu momentlerinin son hallerine ulagilir.
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— 1~ el x,)/
M bhozuniu Y C(k) 0 - [é ﬂ— _(—— + _a] 0:]5 + 652 }gdg
0., 2! { R\2 L

1 = 1% lef(l x,\5 1
=—C(k)| -~ B+ ——| =+ |6+=0 :
2 (){ e 3L(2 cj 4 } (5432

(M o= —% e (k){o —[é 2?—%6 ¥ %)5}: +0F° }gd: + M,

—Lewtel g lefl Klg lgl LIl X lg  (543p)
PR LY O M R TV A U

Yukarida verilen bozuntu momentleri, (5.37a) ve (5.37b) no’lu denklemlerde
yerlerine koyulup elde edilen bozuntu denklemleri matris halinde yazilirsa agagidaki

ifadeye ulagilir.

g1 8n 2+|ihn h12:|76 +[k” klz}ﬂ g »
[gZI gzz][g} hy hy g ks kx g (5.44)

Burada yer alan [g], [h] ve [k] matrislerinin elemanlar asagidaki gibidir.

&y =1 (5.452)

g1 =gy =—22L (5.45b)

g2 =8n="37 \

gn=1I; (5.45¢)

hy, =7§§i) (5.463)
y ¢ X, Y= y c

h,=|-L= 14222 |C(k)-| == 5.46b

2 ( 12L)(+ c) (k) (241;) (5.46b)
Y Xu =

h, =Lk 5.46¢)

n=—e7CE) (
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yczxu X, \= y c V(1 *(000
h, =% =1 Z2l1+222 |C(k)+-L| = e |20 .
S(L] c( c] () 16(1,) [2+c)+ o % (S.46d)

ky,=v; (5.47a)
__YEm3x

by = —gClk)-2 (5.47b)

ko = 3 x, i [ 21‘

21 “_ET"' Pp ?2_ s (5.47¢)

ky=1v, +—6——C(k) (5.47d)

Kararsizlik incelemelerinde ¢6ziim icin, basit harmonik hareket kabulii yapilirsa

serbestlik dereceleri i¢in yazilan bozuntu ifadeleri asagidaki gibi verilebilir.
Bly)=Be (5.482)
O(y)=0e” (5.48D)

Basit harmonik hareket denklemleri, denklem (5.44)’te verilen matris ifadesinde
yerine koyulursa asagidaki denkleme ulagilir

) AT ) A R (A
gxy 8o SZHN hy  hy |[s6 ky kylo

5.1.2.2 Burulma diverjansi

Belirli kosullar altinda, bir pale burulma bozuntusu verilirse burulma genligi gittikge
artar ve sonunda pal pargalamir. Burulma diverjansi, bir gergel kék s-diizleminin
solundan sagina Sekil 5.13’te gosterildigi gibi gegince ortaya gikar ve diverjans
simnirini belirlemek igin gergel kokiin sifir oldugu durum, s =0, almr (Johnson,
1980).
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Diverjans
baslangici

N
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Gergel eksen

Sekil 5.13: Diverjans Durumunda Kok Hareketi

Diverjans durumunda (s=0), (5.49) no’lu denklem asagidaki basit ifadeye

indirgenir.
v: _r_ 3% 5
8 2L [ }_0
. ~|= (5.50)
_3x ,fV;Jr%x_a 6

Denklem (5.50)’nin iginde C (k) ifadesi gorillmemektedir ¢linkii incelenen rotor pali,
askida kalma ugus sartlarinda déndiigii i¢in rotor ¢evresindeki aerodinamik ortamin
zamana bagh olarak degismedigi kabul edilip C (k)=l olarak alinabilir (Chopra,
ders notlar).

Denklem (5.50)’de verilen matris ifadesinin determinant: sifira esitlenerek asagidaki
karakteristik denkleme ulagilir.

2 YX.\_3x (7 3x1]
vl I, v, + —— === =0 5.51
”(f" 6LJ 2L(8. 2 L | (551)

Bu karakteristik denklem kullanilarak burulma diverjansi igin ¢izdirilecek grafiklerin
ic kisimlan kararsiz bolgeleri, dis kisimlari kararli bolgeleri gdstermektedir. Bu
nedenle, kararlilik igin karakteristik denklemin sifirdan biiylik olmasi (yani dis

bolgelerin incelenmesi) gerekmektedir.

v’(lf vieLlle —3-x—'(1+3ﬁ]>0 (552)
6L) 2L\8 2L
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Denklem (5.52) diizenlenince agagidaki ifadeler elde edilir.

3 x, }/Zx L IT T
—y——=vy—t<vylyv, =
1671 6 £ ~VetiVe

X

X, 16 ,
L

8 ,x, . 2
_Evﬁf<§;vﬂ1fvg (5.53)

8, . . .. e
Burada, 5‘/ p ~1°dir ¢linkil kanat ¢irpma frekansi, menteseli rotor igin v ; =1"dir ve
8 .

—9—%1 degerini almaktadir. Bu degerler, yerlerine konulunca burulma diverjansinin

sinirlarini veren genel ifade asagidaki gibi elde edilir.

X, ~ <16

L 3y

. vl v, (5.54)
Burada yer alan x, —x, ifadesi, Sekil 5.14’te gosterilmektedir. Denklem (5.54)’te
goriildiigli gibi agirlk merkezinin aerodinamik merkeze gore konumu, x,—x,,

burulma diverjans: igin 6nemlidir. Denklemin sag tarafi daima pozitiftir. Buna gore

agirlik merkezi ile aerodinamik merkez ¢akisacak sekilde (x, —x, = 0) veya agirhk
merkezi, aerodinamik merkezin 6niinde olacak sekilde (x, —x, <0) agirlik dagilim

ayarlamasi yapilirsa burulma diverjansi olugsmaz.

! )
P i
]
]
. ~~
/ '.Cg .ac +ea
— , ' :_/
1 ! !
< ! :
x, —X, x,

Sekil 5.14: Pal Profili Uzerinde Elastik Eksen, Aerodinamik Merkez ve Agirhik
Merkezi Konumlar ve Aralarindaki Mesafeler

5.1.2.3. Burulma girpmmmasi

Kendi kendini besleyen salimmlar, kanat ¢irpma-burulma etkilesimi sonucunda
ortaya g¢ikar. Cirpinma siniri, sistemin basit harmonik hareket yapmaya bagsladig
durum olarak tanimlanir. Bu tammdan yola ¢ikilarak, denklemler (5.48a) ve (5.48b)
ile tanimlanan deplasmanlar denklem (5.49) ile verilen matriste yerlerine koyulursa

asagidaki ifadeye ulaglir.
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[m” m”][é]:o (5.55)
m, My | 6

Burada [m] matrisinin elemanlari, asagidaki gibi tanimlanr.

m, = s’ +%5(k)c+v§ | (5.56a)
m,2=—%x7’s2 —%—2—[1+2%")5(k)s—%5(k %’%’ (5.56b)
P %—Lf— “c( )s—i"—' (5.56¢)
W122=[;.s2+%[%j2%£1+21 ) K)s+ 10, +%—L—“(k)+21}%ge (5.56d)

Denklem (5.55)’deki matrisin determinant1 sifira esitlenerek asagidaki karakteristik
denkleme ulagilir.

A's* +B's’ +C's* + D's+E'=0 (5.57)

Karakteristik denklemin katsayilari, asagida verilmektedir.

; * 9(x ?
A =1 —Z|=L 5.58a
B' = Z(ﬁ) Xalypo%a |y Z_(iﬂ_)(li)_
18\ L) ¢ c 8 \2 6 L
‘_7_2(.3_&)(1”1“—) C (k) (5.58hb)
12 L \2 L c

c'f1}~vg+g_c(k) +2U =L+ [ (L) —xi(l+2£"—ﬂ—§52(k)+

2y AT EAN
vil, lu(l 2 J(6L)C (k) 2(1.) (5.58¢)
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‘x, v e x, 3x, Yrx, \l= ‘
UL 2l || S L2 e (k

L)lzL( c) (2 LJ(é LJ} (k) (5-58d)
' oYX, = + O 2 :
E _(1‘,.‘»0 +g—i—C(k)+ 21"—{:&{” Jv,, ——[—) (5.58¢)

Daha 6nce Boliim 5.1.1.4°te anlatildif1 gibi ¢irpinma igin s =iw olarak tanmilamp
asagidaki Routh kararhihik kriterine ulasilir.
A'D'"* —C'D'B'-E'B” >0 (5.59)

Askida kalma durumundaki rotor pali incelendigi igin, rotor ¢evresindeki
aerodinamik ortam zamana bagli olarak degismemektedir ve C(k)=1 kabulu

yapilabilir. Denklem (5.59) diizenlenirse asagidaki ifadeye ulasilir.

X, —x, Y[ 1 ¥
i levaed -

Denklem (5.54)’te ifade edildigi gibi, agirlik merkezinin aerodinamik merkeze gore

konumu burada da énemlidir. Agirlik merkezi, geyrek veterde ya da daha 6nde yer

alirsa ¢irpinma olayinin gerceklesme ihtimali yoktur.

Cirpinma ve diverjans kararlihigim arttirabilmek i¢in kontrol sisteminin katihigmi,

o, , arttirmak ya da palin agirlik merkezini, hiicum kenarina dogru yaklagtirarak x,
degerini, dolayisiyla /, degerini azaltmak gerekmektedir. Yapilan uygulamalardan

biri agirlik merkezini, aerodinamik merkezin i{izerine ya da hemen gerisine
yerlestirmektir. Bu nedenle rotor pallerinin ¢eyrek veteri etrafinda hem yliklemeler
hem de kararhlik g&zoniine alinarak agirlik yiiklemesi yapilmaktadir. Birgok pal
tasarimuinda bunun saglanmasi igin hiicum kenarinda dengeleyici agirliklar
bulunmaktadir (Chopra, ders notlar:).

Denklemler (5.54) ve (5.60) kullanmlarak Mathematica bilgisayar programinda
yazilan kodlar ile Sekil 5.15°deki diverjans ve ¢irpinma grafikleri cizdirilmigtir.
Burada egrilerin disinda kalan alanlar kararl, igindeki alanlar ise kararsiz bolgeleri
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vermektedir. Bu grafiklerin ¢iziminde kullamilan rotor degerleri asagida

verilmektedir.
y =12 kpy =0 C(k)=1 ¢/R =0.05
*
v, =1 x, =0 I; =0.001
s
L Cupinma "
- -.
[ ]
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] "
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" Diverjans
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I ‘a‘ -
-r “ b []
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Sekil 5.15: Kanat Cirpma-Burulma Hareketleri Kararlihik Sinirlan

5.2. Mentegesiz Rotor Sistemindeki Elastik Onburulmah Palin Kanat Cirpma—
Gecikme-Burulma Hareketlerinin Askida Kalma Durumunda Aeroelastik
Incelemesi (Kaya ve Ozdemir, 2005b; Ozdemir ve Kaya, 2005¢)

Bu boliimde, askida kalma durumundaki mentegesiz bir rotor sisteminde yer alan
elastik Onburulmal: palin kanat c¢irpma(flapping), gecikme(lagging) ve
yunuslama(feathering) hareketlerinin birbirleri ile etkilesimleri aeroelastik ag¢idan

incelenmektedir.

Ik asamada, donen ankastre Euler-Bernoulli kirisi olarak modellenen elastik
Onburulmali palin potansiyel ve kinetik enerji ifadeleri ¢ikartilmaktadir.Daha sonra
Hamilton prensibi, bu enerji ifadelerine uygulanarak palin kanat ¢irpma—gecikme-

yunuslama hareketleri i¢in nonlineer denklemler elde edilmistir.
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Ikinci asamada, ilk asamada elde edilen nonlineer hareket denklemlerinin dogrusal
kisimlan aliarak palin dinamik ve aeroelastik incelemesi yapilmis, yapilan ¢dziimler

tablo ve grafiklerde sunulmustur.

Ugtinci asamada, dogrusal olmayan hareket denklemleri oldugu gibi alinarak ¢éziim
yapilmas: planlanmaktadir. Uclincti asamanin formiilasyon kismu tamamlanmugtir.

Ancak, ¢6ziim {izerinde ¢alismalar devam etmektedir.

5.2.1. Hareket denklemlerinin Hamilton yontemi ile ¢ikarimm

Dénen Euler-Bernoulli kirisi olarak modellenen 6nburulmali elastik palin egilme-
egilme-burulma hareket denklemlerinin ¢ikariminda kullanilan ifadeleri yazmak igin
Sekil 5.16.(a) ve 5.16.(b)’den yararlanilir.

]
1
1

]
§
Pa—y
1

Sekil 5.16: Donen Onburulmali Euler-Bernoulli Kirisinin Egiln.}e-Egilme-Burulma
Deplasmanlar1 Oncesi ve Sonrasinda (a) Kesit Goriiniisii (b) Ustten ve Yandan
Goriiniisleri
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Burada 6, deforme olmamus kirise yapisal olarak dnceden verilen 6nkoniklik agisi;
w, diizlemdis1 egilme (kanat ¢irpma) deplasmani; v, diizlemsel egilme (gecikme)

deplasman ve ¢, burulma deplasmani olarak tanimlanir.

Sekil 2.16(a) ve 2.16(b)’de referans olarak alinan nokta; deplasmandan &nce F,,

diizlemdis egilme deplasmanindan sonra P ve diizlemsel egilme deplasmanindan
sonra P ile gosterilmektedir. Bu referans noktanin, deplasman o©ncesi ve

sonrasindaki koordinatlar: sirasiyla agagidaki gibi bulunur.

Referans noktanin deplasmandan dnceki koordinatlar:

X = R+x (5.613)
Y, =1nCos8 —&Sinf (5.61b)
2, =nSin8 + £Cos O (5.61¢)

Referans noktanin deplasmandan sonraki koordinatlari:

% =R+x+u- [7Sin(0 + ¢)+ ECos(6 + @)’ —[nCos(6 + ¢)— ESin(0 + )b’ (5.62a)
y, = v +nCos(0 + ¢)— ESin(0 + ¢) (5.62b)
z, = w+nSin(@ + ¢)+ £Cos(0 + §) (5.62¢)

5.2.1.1. Potansiyel enerji formiilasyonu

Potansiyel enerji hesabinda burulma igin kiigiik ag1 kabulii yapilirsa Cosg=1 ve
Sing = ¢ olarak almabilir ve denklemler (5.62a)-(5.62c), asagidaki gibi ifade edilir.

X, =R+x+u—[77(¢Cos0+Sin6’)+ E(CosO — gSinb)w' —

[1(Cos6 — ¢Sin6) - £(gCos0 + Sin0)' (5.63a)
y, =v+1(Cos6 — ¢Sin@)— ESin(¢Cos @ + Sinf) (5.63b)
z, = w+7(¢Cos0 + Sinf)+ &(Cos 8 — ¢Sin6) (5.63c¢)
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Koordinatlarin tiirevleri, (2.3) no’lu denklemde yerlerine koyulmak igin asagidaki
gibi hesaplanir. Burada incelenen palin &nburulma agis1, @, sabit olup pal boyunca

degismedigi i¢in ' =0 alinir.

dx, = dx (5.64a)
dy, = (CosO)dn —(Sin0)d& (5.64b)
dz, = (Sin)dn + (Cos0)d& (5.64¢)

dx, = {l+u' —(ng'Cosé — £p'Sind)w’ — [(¢Cos6 + SinB)+ E(CosO — gSind)w" +
(7¢'Sind + £¢'CosO)' — [n(Cost - ¢Sin8) — E(¢CosO + Sinf)"Ydx —
[(6Cosé + Sin@)w' +(Cos6 - #SinOW Yin -
[([Cos@ — gSind)w' —(gCosO + SinO)' s (5.65a)

dy, = (V' —n¢'Sin@ — £¢'Cos 0)dx + (Cos O — #Sin6)dn — (pCos B + Sin®)dE  (5.65b)
dz, = (W' +n¢'Cos6 — £¢'Sin0)dx + (§Cos6 + Sin@)dn + (Cos — gSinf)dé  (5.65¢)

Bu tiirevler, denklem (2.3)’te yerlerine koyularak ¢, , ¢, ve &, ifadeleri
hesaplanir. Elde edilen ifadelerin i¢inde yer alan kiigiik terimler, Hodges ve Dowell

(1974)’te kullanilan ve Tablo 5.1 ile verilen mertebe semasina gére ihmal edilir.

Tablo 5.1: Kanat Cirpma-Gecikme-Burulma Etkilesimli Euler-Bernoulli Kirisi igin
Mertebe Semast

X u 2
'Z = O(]) z = 0(8 )
s n_

S O(¢) i O(¢)
w \4
= =0() ~=0()

Tablo 5.1 kullanilarak yapilan sadelestirmelerden sonra ¢, , £, ve &, ifadelerinin

sadelestirilmis halleri asagidaki gibi elde edilir.
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£ U *% +(Lz')2‘+ (* + él)w ~V'[n(Cos6 - ¢Sing) - £(¢Cos6 + Sinf)] -

2
w'lin(@Cos6 + Sind) + £(Cos6 - ¢Sind)] (5.66a)
S (5.66b)
M (5.66c)

Denklemler (5.66a)-(5.66¢c)’deki ifadelerin kareleri alinarak Tablo 5.1 ile verilen
mertebe semasina gore gerekli sadelestirmeler yapilir ve bulunan ifadeler, denklem
(2.8)’de yerlerine koyulur. Alan integrali hesabinda Tablo 2.2°de verilen ifadelerden

yararlanilirsa potansiyel enerji ifadesi asagidaki gibi elde edilir.

U = %]{EA LGy +u' G + k2@ Y B (cos ) (7Y -

(Sin20) (") +2(Cos 8) ¢v"w" + (Sin 20 v"w" ~

26 (Sin 6) v"w" + (Sin 20 Y (w"Y + (Sin ) (w") |+

EI, [(Sin 20 (") +(Sin ) (v") —2(Cos 6) gv"w" -

(Sin 28 w"w" + 2(Sin 8) ¢gv"w" + (Cos 8) (w"y -

(sin 26 ) (") |+ G (¢) } (5.67)

5.2.1.2. Kinetik enerji formiilasyonu

Bu formiilasyonda, Sekil 5.17°de gosterilen dnkoniklik agis1 (precone angle), B,

hesaba katilmaktadir. Buna gdre, palin iizerine bagh eksen takimm ile sabit eksen

takim arasinda f,. kadarlik bir ag1 farki bulunmaktadir (Hodges ve Dowell, 1974).

Z.K
=S
ot

-
-~
~ -

~\*~
~~~~~~~ Qt
o -
\~;X,I

Sekil 5.17: Onkoniklik A¢isimna Sahip Palin Koordinat Sistemleri
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Burada X, Y ve Z koordinat sistemi, atalet eksen takiminda bulunmaktadir ve

hareketsizdir. Dik eksen takimi, x,, y ve Z; atalet eksen takimina gore sabit OK

acisal hiz1 ile donmektedir. Referans diizlemi ya da dénme diizlemi olarak belirlenen

diizlem; X, x,, Y ve y eksenlerini icermektedir. Deformasyondan 6nce palin

elastik ekseni ile ¢akigik olan x ekseni, B . olarak tammlanan &nkoniklik agisi

e

kadarlik bir agiyla donme diizleminde yer alir.

Kinetik enerji hesabinda deplasman hizlarina ihtiyag duyulmaktadir. Referans
noktanin hiz vektSriiniin ifadesi, 6nkoniklik ag¢is1 nedeniyle denklem (2.30)’dan
farkli olarak asagidaki gibi verilir.

5 OF 5 o= (. = . . <
14 == QK xF = (x, —y,QCosﬁpL.)}'-l-(y, +x,QCosf —z,QSmﬂ,,c)] +

(2, + »,Q8mB,,) (5.68)

Kinetik enerji hesabinda burulma agis1 ¢, potansiyel enerji hesabindan farkli olarak

Cos¢ El—¢2/2 ifadesi ile denklemlerde yerine koyulur ¢iinkii hareket-
denklemlerinin son halinde yer almasi gereken bazi Onemli tefimler,
Cosg =1 —¢2/2 ’nin kullanimi ile ortaya g:ikmaktadlr. Bu durumda (5.63a)-(5.63c)
no’lu denklemler, asagidaki gibi yeniden tanimlanir.

X, =R+x+u- {r][(l - %JSinB + ¢Cos6} + 5[(1 - ¢2—2jCos0 - qﬁSinH]}w’ -
{7]{(1 - %Z—JCOSH — @Sin 0} - 5[(1 - ¢—22)Sin9 + ¢Cos 9}}# (5.692)

yy=v+ 77[(1 - %Z—JCOSG — @Sin 0} - 4‘{(1 - %iJSinB + ¢Cos 9} (5.69b)

Z, =W+ n[(l - Q;JSinG + ¢Cos9} + fl:(l - ?;)Cosa - ¢Sin0} (5.69¢)

Onkoniklik ag1s1 igin kiigtik ag1 kabulii yapihr ve Cosg,, =1 ve Sinf,. = f,. olarak

tammlanirsa denklem (5.68)’te tamimlanan donen Euler-Bernoulli kiriginin hiz
bilesenleri agagidaki gibi ifade edilir.
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% —3,Q =1 —[n(- ¢Sin0 + Cos 0) + £(— ¢Cos O — Sin 6w’ —

{77 [] - %)Sz’n@ +¢Cos O |+ 5[[1 ~ ¢22 jCosB — @Sin0 }w" -
[

77(— ¢Cos @ — Sin 9)— 5(— #Sin6 + Cos 0)]¢'v' -

{7) L(1 - ¢22 ]Cos’@ —¢Sin |— §|:[1 - %Z—JSinG + ¢Cos 0 }v” -

{v + n[(l - %)Cos@ — ¢Sin 0] - 5[(1 - %—Z—JSinG + ¢Cos BJ}Q (5.70a)
V, =3 +xQ-20p8, =v+n(-¢Cos0 — Sin0)p ~ &(~ gSin@ + CosO)p +

{R +x+u— {n[(l - %)Sin@ + ¢Cos9} + 5[[1 - ¢—22JC0s0 - ¢S‘in0}}w’ -
{n[(l - Q;JCOSG - ¢S’in0] - [1 - %i)SinG + ¢Cos GJ}V' Q-

{w + 7][[1 - %JSI’I’IH + ¢Cos91 + 5‘{(] = gJCOSH — @Sin6 }Qﬂm (5.70b)

V. =2+ 3,QB, =Ww+n(-@Sin + Cos@)p+ &(— ¢Cos0 — Sin6)p +

{v + 77[(1 - 3¢2—2)Cos9 — @Sin 6’] - 5[(1 - %)Sz’nﬂ + ¢C0s9:|} QB,. (5.70¢c)

Hodges ve Dowell (1974)'te belirtildigi kadariyla B, onkoniklik agist Ofe)

mertebesindedir. Denklem (2.12) ile verilen kinetik enerji ifadesi dogrultusunda
hesap yapilip hiz bilesenlerinin kareleri bulunur ve Tablo 5.1 ile verilen mertebe
semas1 kullanilarak ¢ok kiigiik terimler ihmal edilir. Geri kalan ifadeler, denklem
(2.12)de yerlerine koyularak Hodges ve Dowell (1974)’te kullanilan ve Tablo 2.3

ile verilen alan integralleri kullanilirsa kinetik enerji ifadesinin son haline ulagilir.

S=—;—lj{m[(l +2RXQ? + x°Q7 )+ v’ Q7 — 2viQ + 2RuQ’ +2xuQ2* — 2RO W, —
0

20 WP, + 2R + 2uQ + 2500 — 2Qiwf,, +v° +20miB,, + W’ |+

mk?2, [2Q2gCosSing + Q7 Sin* 0)+ 209'Sin’0 — 2QCoseSintW' + §* +
g152§22C¢)s20]+mk:,2 [(QZCOSZG)— 20 gCosBSinG + 2Q9'Cos*0 + ¢ +
20CostSintW - $°Q*Cos20 ) (5.71)
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5.2.1.3. Hamilton prensibinin uygulanmasi ve hareket denklemleri

Yukarida elde edilen potansiyel ve kinetik enerji ifadelerine denklem (2.14) ile
verilen Hamilton prensibi uygulamirsa donen Euler—Bernoulli kiriginin egilme-
egilme-burulma hareket denklemi elde edilir. Burada W ile gosterilen ifade dis
kuvvetlerin yaptift sanal isi simgelemektedir ve bu c¢alismada dis kuvvetler,
aerodinamik kuvvetlerdir. Buna gore, sanal isin varyasyonu asagidaki gibi elde

edilmektedir.

L

W = [(F,6u+ F,6v+ F.6w+ M ,50) (5.72)
0

Sirasiyla denklemler (5.67) ve (5.71) ile verilen potansiyel ve kinetik enerji
ifadelerinin varyasyonlar: alimir. Elde edilen ifadelere ve denklem (5.72)ye
Hamilton prensibi uygulanir. Sonugta elde edilen ifadeler du, 6v, dw ve J¢ nin

katsayilan seklinde ayrilirsa asagidaki nonlineer hareket denklemlerine ulagilir.

Su: —T'—mQ’(x+R)-2mQv =F, (5.73a)
(') +[EL, —(E1 - E1,)Sim 0" +(EI, - EI, {S"”w W~

&: 2
Sin26(p") +Cos26(pw }+2Mu B, )+ m(i — ) =F, (5.73b)
—(@w) +[E1, + (g1, - E1 Jsin0lw" +(E1, - EI, {S"’f‘qv" +

Sw
Cos20(gv") + Sin26(gw") ] +2mQp, v+ mibo = F, —mQ* B, (R+x) (5.73¢)
(B1, - E1, {(w”2 —y" )ﬁ'%%ﬁ + v”w"Cos26} _(GJp) ~RA(TH) +

%: Sin26
k2§ + mQ* k2, — k2, JpCos20 = M, - mQ2(k2, — k2, )= (5.73d)

Denklemlerde yer alan kiigiik terimler ihmal edilerek daha sade denklemler elde
edebilmek icin Tablo 5.2’deki mertebe gemasindan yararlamlir (Hodges ve
Ormiston, 1976).
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Tablo 5.2: Hareket Denklemlerinde Kullanilan Elastik Pal Mertebe Semasi

¢ EA ,
—— = < — O

7 0(5) [ 0(8 ) ] ({-:)

v El El

" . » : . =0

L Oe) mQ* L mQP L 0(1) | B =0le)
2= 0) & o(1) L d()_ o(1)

L mQ* L'

Cd 2 § d( )
— = = g=0I1) — =0l

a 0(8 ) ( ) Qdt ( )

v, k, k k k

i 0_.:0 _A’ ml’ '"2’.i=

QrL Ofe) (¢) L %)

Denklem (5.73a)’daki esitligin saginda yer alan F, aerodinamik kuvvet ifadesi
mertebe olarak kii¢iik oldugu igin ihmal edilir ve (5.73b)-(5.73d) no’lu denklemlerde

yer alan diger aerodinamik yiiklemeler, asagidaki gibi ifade edilir.

P =L 02 ey 049)- [ 205 S 0, oo
E a a

[2v, — Qx(6 + ¢)}w} (5.742)

F, = _szﬁ{_ Qxv] + szz[(ﬂ +¢)+ ]v'w’dx} -Q'xvB,, + w’)+

0

0 (3, +w)+[262(0 +9) - - ami+ v, (044)- S| 78D

wac(c® .

M, =-L=21 5 g (5.74c)
2 8

Denklemler (5.74a)-(5.74c) ile verilen aerodinamik yiiklemeler, (5.73a)-(5.73d) ile

verilen hareket denklemlerinde yerlerine koyulur. Sonugta elde edilen denklemleri

boyutsuzlagtirmak ve literatiirdeki ¢aligmalarin sonuglart ile karsilagtirma

§ Aerodinamik kuvvet ifadelerindeki @ acisi
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yapabilmek amaciyla asafidaki boyutsuz' parametreler ve boyutsuzlastirma

doniistimleri tammlanir.

g=X  s=2 dpack v 52
L L m oL Q
E’——-—C:- {’-—l W:E - kA ? — m
— kI?IQ _ % El v EI - GJ
S A A 0% QI mQ? L
"0 10 N 0 0
() =—§"‘)‘="“'—£—) ()=_(._)-_—QL) (5.75)
ox L o ot Ay

Denklem (5.75) ile tammlanan boyutsuz ifadeler hareket denklemlerinde yerlerine
koyulursa asagidaki boyutsuz nonlineer hareket denklemlerine ulagilir.

sl -Q-¢p"]- { (§+2v)d§} A, —(A, = A,)Sin’ 0]\7”+

(A, - A, {sz 20 5w _ (g57) Sin26 + (") Cos 29] ~28, W~

2_[(v VW' w )dé+:z‘:—17+%{§Ai¢+{2§c—"+(0+¢)l,]%—
a
[24, ~5(9+¢)]»%} =%[z;’ —gzie—gl—cai) (5.76a)

!

st 0= k| w5025t | a0 -2 Jumrele

(A, - A, )[szzo 7 4 (§7") Cos20 +(¢w") Sin 29} +28, T+

(1 + ;’—j) Wt %{— 52[¢ + ijv'w"ng +&(B,. +w - —gu'T'

3¢ *

e +9)- 4,15+ £ - " ¢} = %(— a,+ % B+ & 0) £8 . (5.76b)
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K12~ Q- S -] 4 (- i oo +

(A, = A2 —572) 5120 | g

w Cos29]+%53§;5=_( 2 _ﬂlz)SinZB

2

<

(5.76¢)

5.2.2. Dogrusal hareket denklemlerinin incelenmesi

Bu béliimde, denklemler (5.76a)-(5.76¢) ile verilen nonlineer hareket denklemlerinin
sadece dogrusal kisimlari alinarak hesaplamalar yapilmistir. Boyutsuz dogrusal

hareket denklemleri asagidaki gibi elde edilmektedir.

!

sl -(-¢)]- ("IédéJ +[A2f(A2—AI)Sin20]v"’+

(Az-A,)Si”ZH w28, A=+ 1{5&,¢+[2¢-Ci+
2 6 a
0 +o), -4, (0 + ¢)]%} : %[z? ~E1,0-¢ %—j (5.778)

b=y 1( Iéd:] +[as+ (8, - im0l +

(A _A )Sm29‘—n +2ﬂp¢1+(1+72/_;) { 6 ¢+§(ﬂpc +W )‘7_

-éw ~l2e(6+9)-2 ]v+gw—-3-§5;5}=—}61(—5/1,+ éﬂ,ﬁé 9) PBr  (5.7TH)

Ku®[¢'— (-]~ [( 5)” K¢"+u2;+(u§—uf)¢C0s20+

2 ) S 20
L ereg=—(u? -y )2 (5.77¢)

Denklemler (5.77a)-(5.77¢) i¢in kullanilan boyutsuz sinir sartlar asagidaki gibidir.
£ =0da V=w=¢g=0ve V' =w'=0 (5.78a)

&=1da $=0,v"=w"=0veV" =w"=0 (5.78b)
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5.2.2.1. Boyutsuz bozuntu denklemleri

Denklemler (5.78a)-(5.78c¢) ile verilen dogrusal ve boyutsuz denklemlerin kararlilik
incelemesini yapabilmek igin her serbestlik derecesi asagida verildigi gibi siirekli hal

bileseni ve bozuntu hali bileseni olarak iki kisimdan olusur.

W(Ew) =7, (E)+F () (5.79a)
W(5.w)=w, (£)+ (&) (5.79b)
#(E.vw)=0,(6)+8(.w) (5.79¢)

Denklemler (5.79a)-(5.79c¢) ile verilen bilegenler, (5.78a)-(5.78¢) no’lu denklemlerde
yerlerine koyulursa her denklemden, siirekli hal denklemi ve bozuntu hali denklemi

olmak tizere iki denklem ortaya gikar.

Kararsizlik incelemesi i¢in bozuntu denklemleri kullanilir. Bu denklemler asagidaki

gibi elde edilir.

s[ - -¢p"]- N”g——)+v§+v—v+[A —(A, - A )Sin?0F" +

(A _A )Sm29 ~lV

28, W— _[5,1 é + (25—— +6, ] —(24, - ge)w] 0 (5.802)

P B -8 N N e

1+5725)%+2ﬂ F+(A, A)S’"w“’” -Z—[—é?%ﬂ,ﬁ—
55 W - (286 - A)v+§w—§-c§¢} (5.80b)

BN Y R )

(y22 - i )ECos 20 + ﬁc 6 =0 (5.80c)

Cirpinma (flutter) hiz1, akiskan ile etkilesim halinde olan bir yapinin basit harmonik
hareket yapmaya basladign hiz olarak tanimlanir. Deplasmanlar, asagidaki gibi basit

harmonik hareket ifadeleri ile verilebilir.
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V(x,t)=V(x)e™ (5.81a)
W(x,t) =W (x)e™ (5.81b)

6 (x.1)=g(x)e™ (5.81¢)

Basit harmonic hareket ifadeleri, (5.80a)-(5.80c) no’lu denklemlerde yerlerine
koyulursa asagidaki ifadelere ulagilir. Burada, aym terimlerin katsayilan 4, B, C
gibi boyutsuz parametrelerin altinda birlestirilerek denklemler daha sade sekilde

yazilmstir.

—j—{[ﬁ+6(l—§)}ﬂ}+4 14—4V—+A2 d‘;—Vf+A3W+A4V+A5§¢+
a2 ae [ g dE

ALV + 4,EW =0 (5.82a)

—i{[l—_é—z+5(l —5)}ﬂ}+B, de + B, d4lj +BYV +BW + B+
)| 2 dé e dé

BV + B,EW + By % + Byl =0 (5.82b)

e dl[1=8, sa_al#), o @ . -
C, df{[ 5 +5(1 ;)Jd§}+cz d£2+c3¢+c45¢ 0 (5.82¢)

Burada kullanilan boyutsuz katsayilar agsagida verilmektedir.

4 =[A, —(A,-A,)Sin6] (5.83a)
4 =(A, - Al)Si’;za (5.83b)
4, = —21'5( B+ %,1,. ) (5.83¢)
4, =-(1+>)+ 1526/—0&,. (5.83d)

1 (5.83¢)

-~

Y
I
o=
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B, =|A, +(A, - A,)Sin’6]

Sin26

B, =4, =(A2'A1) 5

B, = ia(zﬂ,n. +12,,.)

6
B, =—52(1+51J

24
B, =—%

B, =inl
6
cy

By =——-

2

B, =-iz<L

8

C, =Ky’

C,=—«x«

—=2

c, =im<L
48
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(5.830)

(5.83g)
(5.84a)

(5.84b)

(5.84¢)

(5.84d)

(5.84¢)
(5.84f)
(5.84g)
(5.84h)

(5.841)

(5.85a)

(5.85h)
(5.85¢)

(5.85d)



5.2.2.2. Diferansiyel doniigiim yonteminin uygulanmasi

Boliim 3’te detaylan anlatilan diferansiyel doniisiim yontemi, denklem (5.82a)-
(5.82¢) ile verilen boyutsuz hareket denklemlerine uygulanirsa asagidaki

dontistiriilmiis ifadelere ulasilir.

A (ke + 1)k + 2k +3)k + AW [k + 4]+ 4, (e + 1)k + 2)k + 3)k + AW [k + 4] -

(k+ 1)k + 2)(5 + —;—)V[k 2 2]+ 8k 1)V [k 1]+ [k(k; D, 4 ]V[k]

AVIk -1+ awk]+ 4wk 1]+ 4]k —1]=0 (5.862)
B, (k+ 1Yk + 2)k + 33Xk + 4 [k + 4]+ B, (k + 1)k + 2)(k + 3)k + 4)V [k + 4] -

(k + 1)k + 2)(5 +%)W[k + 2]+ 8k + 1) Wk +1]+ [k(k; ) +B, +kB, }W[k]+

B W[k 1]+ B,V[k]+ BV{k 1]+ Byg[k - 1]+ B,g[k - 2] = 0 (5.86b)
[ }(k+1)(k+2)¢k+2]+€ (k+1) 5[k +1]+ C gk 1]+
[ k (" +1) ]¢ (5.86¢)

5.2.2.3. Coziim

Diferansiyel doniisiim yontemi uygulanarak basitlestirilen denklemler dogrultusunda
Mathematica bilgisayar programinda yazilar kodlar kullarularak gesitli sonuglar elde
edilmistir. Elde edilen bu sonuglar, Hodges ve Ormiston (1976) ile Hodges ve
Ormiston (1973)’iin sonuglan ile karsilastirildiginda sonuglar arasinda uyum

g6zlenmigtir.

[Ik asamada, hareket denklemlerindeki aerodinamik terimler hesaba katilmadan
rotorun boslukta dénme frekanslari elde edilmistir. Uzerinde yapisal burulma
bulunmayan pallerde geometrik yunuslama agisi, @, sifir olarak alindiginda, palin
kanat cirpma, gecikme ve yunuslama hareket denklemleri arasinda etkilesim
olmadify goriilmiistiir. Bu durumda elde edilen frekanslar, etkilesimsiz frekanslar
olarak tantmlanir. Palin acisal iz1 sifir iken (dénme yok) hesaplanan etkilesimsiz
frekanslar, palin donmesi durumunda ortaya ¢ikan frekanslanin hesabinda
kullanilmaktadir. Bu iki tiir frekans arasindaki iliski asagidaki ifadelerle

verilmektedir.
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El, (0,)/®

_ 5.87
mQ*R* B -
El. _(@)m/? (5.87b)
mQ2R* B '
GJ _ (@, )iwe / Q’ (5.87¢)

mQ’k: R’ B 28

Burada ( ),, alt indisi, dénmeyen (NonRotating) frekanslar1 belirtmek icin
kullanilmigtir. Ayrica, B, ve y, ifadeleri sirasiyla kanat ¢irpma ve burulma birinci
modlan i¢in kullanilan sabitler olarak tanimlanir. Dénmeyen pal igin kullanilan
ffekanslar ile B, ve y, sabitleri, denklemler (5.87a)-(5.87c) de yerlerine koyulursa
bulunan  ifadeler  hareket  denklemlerinde  kullamlarak  donen  pal

frekanslanthesaplanir. Bu yolla elde edilen frekans arasindaki iliski 6=0,
(k,/k,) =1.5, k,/k, =0 degerleri igin Sekil 5.18.(a)-5.18(c) ile gdsterilmektedir.

Sekil 5.19(a) ve 5.19 (b)’de etkilesimsiz ve donen pal i¢in hesaplanan kanat ¢irpma
ve gecikme frekanslarinin, agisal donme hizi oram ile degisimi gosterilmektedir.
Sekil 5.19(a)’da diizlemde kati olmayan (soft inplane) bir rotor igin
Dyyp = Ogyp = 0.6 degerleri kullamilarak ve Sekil 5.19 (b)’de diizlemde kati (stiff

inplane) bir rotor igin @,y =0.6,@,, =1.5 degerleri kullamlarak hesaplanan

frekans degerleri verilmektedir. Diizlemde kati olmayan bir rotor i¢in temel gecikme
frekansi, rotor donme frekansinda dﬁsﬁktﬁr ve diizlemde Kkat1 bir rotor icin bunun tam

tersi gegerlidir.
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(a)

(b)

©

Dénen palin gecikme frekansi Danen palin kanat ¢irpma frekans

Donen palin burulma frekans:

200
&
180 — rd
& /;‘(
/"
&
150 — e
e
. Pa
1 m — J/.;
.'/" ’
120 ﬂ /’/
o
:«f/‘f
o

1 ‘00 T l T l T 17 T

c.00 D40 080 1.20

1.8
Dénmeyen palin kanat ¢irpma frekansi

4.60 /
1.20 ~
0.80 —
0.40 —
0.00 T T T T T T 7
000 0.4 080 1.20 180
Donmeyen palin gecikme frekansi
1200 S
800 —
400 —
T l 1 I 1
oo 400 800 1200

Dénmeyen palin burulma frekansi

Sekil 5.18: Dénen ve Dénmeyen Palin (a) Kanat Cirpma (b) Gecikme (¢) Burulma

Frekanslar1 Arasindaki Bagntilar
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5.00

10.00

Sekil 5.19: (a) Diizlemde Kati Olmayan (b) Diizlemde Kat: Bir Rotorda Etkilesimsiz

2. Kanat Cirpma

—_ -
-

2. Gecikme

1. Kanat Cirpma

- - -
e m- - wm e wn wm e m -

. 1. Gecikme
1Ll ‘ L3 I | 1 1 1 1]
0.00 0.20 0.40 % 0.60 0.80 1.00
(a)
- 2. Gecikme
-
-
.
| 2Pl
- 1. Gecikme
SR o tyiog U
i e
1.Kanat Cirpma
T r l | -1 l T , Ll
0.00 0.20 040 &/ os0 0.80 1.00
%,
(b)

Frekanslarm Agisal Dénme Hizs Oranina Bagh Olarak Degisimi

Burada referans olarak alinan agisal donme hizi Q, ile verilmistir ve dénme olmadan

hesaplanan frekanslar, bu referans iz ile boyutsuzlastimlip @,, ifadesi ile ifade

edilmektedir. Burada @y, ile @, swastyla, ddnmeyen pal durumunda hesaplanan

boyutsuz kanat ¢irpma ve gecikme frekanslanm gostermektedir.
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Bu ¢alismada dogrusal formulasyon gézoniine alinarak dogrusal olmayan terimler
denklemlerden ¢ikartildig igin aerodinamik terimlerin hesaba katildig: durumlarda
dahi burulma modu, diger modlarla olan etkilesime girmemektedir ve sadece kanat

cirpma ile gecikme modlarn arasinda etkilesim olusmaktadir. Bu iki modun

birbirlerini nasil etkiledigi Sekil 5.20°de y =5, 0 =0.05, @,, =06, C, =0.01,

a=2n, c/R=mn/40 degerleri i¢in ¢izdirilen kok egrisi gréﬁgi ile gosterilmektedir.

5. NR 1.4 \
1.Kanat -
o, =12
Cirpma Modu =R

1.Gecikme
Modu

1.60

S

— 1.20

é "t
LIo[URS1{ [RURS ULIR[SURYSL]

@, =08 - |

=06 7

— 0.80

a)é NR

1 I I l 1 ] 1
-0.30 0.20 0.1
Frekanslarin Gergel Bilesenleri

Sekil 5.20: Elastik Pal Kanat Cirpma ve Gecikme Modlarinin Aeroelastik Kararlilik
Incelemesi

-0.40 0.00

Burada, kanat ¢irpma frekansi, @, sabit tutularak gecikme frekansi, @, ve

geometrik yunuslama ag¢isi, 8, degistirilmis ve aeroelastik kararlilik incelemesi
yapilmistir. Daha Onceki grafiklerin aksine bu grafigin ¢iziminde aerodinamik
terimler hesaba katilmistir. Gecikme frekansinin degisimi diizlemde kat: olmayan ve
diizlemde kati rotor tiplerini kapsayacak sekildedir ve geometrik yunuslama agisi, 0
rad. ile 0.5 rad. arasinda degerler almaktadir. Aeroelastik incelemelerde frekanslar,
gergel ve sanal olmak {izere iki kisimdan olugmaktadir. Sanal kisim, modun
frekansim gosterirken gergel kisim, modun soniimlemesini vermektedir. Bu bilgi
dogrultusunda Sekil 5.20 incelenirse goriilmektedir ki kanat ¢irpma modunun

soniimlemesi, gecikme modunun soniimlemesinden daha fazladir ¢iinkii kanat ¢irpma
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hareketi aerodinamik olarak yiiksek soniimlemeliyken, gecikme modu aym derecede
soniimlenmemektedir. Ancak, geometrik yunuslama agist arttik¢a, gecikme modu

soniimlemesinin arttig1 goriilmektedir.
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6. SONUCLAR

Bu calisma kapsaminda ¢ok cesitli incelemeler yapilarak farkli béliimler altinda
toplanmustir. Her boliimiin hesaplamalar1 ve sonuglari, kendi igerisinde bir biitiin
olusturmaktadir. Bu nedenle, her boliimiin sonunda sadece o béliime ait sonuglar,
cesitli tablo ve grafikler olusturularak detayli bir bi¢imde sunulmus ve elde edilen

veriler yorumlanmugtir.
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EK A
RiJiT PAL FORMULASYONU

A.l. Pervane Momenti (Tenis Raketi Etkisi)

Pervane momenti, merkezka¢ kuvvetinden kaynaklanan bir etkidir. Pal iizerinde

alman ve dm ile gosterilen bir kiitle elemam tizerine Q’dm+vx* +r’ seklinde ifade
edilen merkezka¢ kuvveti, Sekil A.1’de goriildiigii gibi rotorun dénme merkezi ile
kiitle elemanini birlestiren dogru boyunca etkir.

- A\ r

Sekil A.1: Pal Kiitle Elemam: Uzerine Etkiyen Merkezkag Kuvveti

Sonugcta, elastik eksenden x kadar mesafede bulunan kiitle elemam iizerine,

merkezkag kuvvetinin donme diizlemi icindeki bileseni, xQ’dm, etki eder. Bu
bilesen Sekil A.2(a) ve A.2(b)’de gosterilmektedir. Burulma ekseninin 6niinde yer
alan kiitle elemanina etkiyen bilesenin y6nii hiicum kenarina dogrudur. Burulma
ekseninin gerisinde yer alan kiitle elemanina etkiyen bilesenin y6nii firar kenarina
dogrudur. Her iki durumda da palin burulmasini azaltacak sekilde bir moment olusur.
Bu moment etkisi, Sekil A.3’te gosterilmektedir.
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Merkezka¢ Kuvveti

xQ’dm

Sekil A.2: Merkezkag Kuvvetinin Diizlem I¢indeki Bilegeninin (a) Ustten Goriiniisii
(b) Pal Kesidinden Gortiniisii

AI

Sekil A.3: Merkezka¢ Kuvvetinin Diizlem Igindeki Bilegenin Yarattifi Moment

Sekil A.3’te gosterilen pervane momentini hesaplamak igin pal kesidi lizerinde
integral alinir.

I(x&)(xQde)= 0 [x2dm =62, (A1)

kesit kesit

Burada /,, burulma ekseni etrafinda kesit atalet momenti ve [, agirlik merkezi
etrafindaki burulma atalet momenti olarak tanimlanirsa asagidaki ifade yazlabilir.

l,=1,+x!m (A2)

A.2. Kanat Cirpma-Burulma Etkilegimi

Kanat ¢irpma hareketinin, burulma hareketi iizerindeki etkisi asafidaki gibi
tanimlanmaktadir.

A8 =k, pB = (tan 5,)B (A3)
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Burada etkilesim terimi, k,, olarak tamimlanmustir. Pozitif kanat ¢irpma-burulma
ctkilesimi (k,, >0) durumunda, yukari kanat ¢irpma hareketi, burulmay: azaltip

hiicum agisinin degerini diistirecektir (A# < 0). Azalan hiicum agis1 nedeniyle tasima
da azalacaktir ve kanat ¢irpma deplasmaninin degeri, /3, diisecektir. Sonugta, pozitif
kanat ¢irpma-burulma etkilesimi, kanat ¢irpma modu lizerinde kisitlayic
aerodinamik bir yay gibi davranmaktadir. Bu etkilesimi elde etmenin en kolay
yollarindan biri mekanik diizenegin geometrisini bu dogrultuda hazirlamaktir.
Geometri ile yapilan ayarlamalar, Sekil A.4(a) ve Sekil A.4(b) de verilmektedir.

a. Kanat ¢irpma mentegesinin geometrisi

b. Kontrol sistemi geometrisi

Flap Burulma Pal
~._Meniesesi Btf yHuzu -
v,
T y ;‘\ =—— [yl Burulma
5 o, ~. Yatafn
A 4T Flap Mentepesi
0O KT } - h F‘a ek,
(@) (b)

Sekil A.4: (a) Kanat ¢irpma mentesesinin geometrisi ile saglanan Kanat Cirpma-
Burulma Etkilesimi (b) Kontrol sistemi geometrisi ile saglanan Kanat Cirpma-
Burulma Etkilesimi

Birinci diizenekte kanat ¢irpma mentesesi &, derecelik bir ag1 ile yerlestirilmistir ve
B acist kadarhk pozitif kanat ¢irpma hareketi yapildigi zaman burulmada olusan
degisim —(tan 0, )ﬂ kadar olur. Kanat ¢irpma-burulma etkilesimi genellikle &, agist
ile tanimlanmaktadir ve &, > 0 i¢in etkilesim negatiftir.

Ikinci diizenekte kanat ¢irpma mentesesi agisiz olarak yerlestirilmistir. Ancak
burulmay: saglayan boynuz ile mentese arasinda var oldugu kabul edilen hayali
eksen etrafinda kanat ¢irpma yapiliyor gibi gézlenir. Bu hayali eksen ile gercek kanat
cirpma mentesesi arasindaki ag1 6, olarak tammlanir (Johnson, 1980).
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