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OZET

Bu ¢aliymada, ¢ekme almayan kiibik nonlineerlikli Winkler zeminine
oturan uniform, agirhiksiz kabul edilen sonlu bir kirigin lineer olmayan titregimleri
incelenmugtir. Zeminin gekme gerilmesi aktarmadig) kabul edildiginden kirig zeminden
aynlabilmekte ve degme ve aynlma bolgesi dedigimiz farkli bolgeler ortaya
¢ikmaktadir. Kirig bazen tumiiyle zeminden ayrilabilmekte bazen de tiimiiyle zemine
gomiilebilmektedir. Ayrilma bolgesinde zeminin etkisi ortadan kalktigindan kirisin bu
bolgedeki davramigt da farkh olmaktadir. Aynlma noktasinin yeri baglangigta
bilinmedigi igin yonetici denklemler lineer olsa bile bu noktanin yerini veren ve lineer
olmayan bir denklem takimiyla kargilasiimaktadir. Bu denklem takiminin kokleri bize
kirigin zeminden ayrildig1 noktalarin koordinatlarin1  vermektedir. Her adimda bu
denklem takimimin koklerini hesaplamak gerektiSinden bu tir problemler ayr bir
zorluk gostermektedir.

Incelenen problemde nonlineerlik yalmzca kirigin zeminden aynilmasindan
(sinir kogulundan) kaynaklanmamakta, zemin modelindeki kibik terim dolayisiyla da
problem nonlineer olmaktadir. Cozimde ilk olarak harmonik yiik etkisi dikkate
alinmustir. Zayif nonlineerlikten dolayr pertirbasyon yéntemi kullanilarak yer
degistirmeler ve kinsin zeminden aynldify nokta pertirbasyon serisine agilmug,
pertiirbasyon parametresinin kuvvetlerine gore diizenleme yapilarak bir kismi tiirevli
diferansiyel denklem takimina gelinmigtir. Diger bir deyisle, problem lineerlestirilmis
kismi tdrevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine indirgenmistir. Elde edilen bu
denklemler ¢arpim metodu uygulanarak diiz ttrevli diferansiyel denklemlere
donustiriilmis  ve siur ve stireklilik kosullan yardimiyla da bu denklemlerin
¢Oziimiine gidilmigtir

Ikinci olarak rasgele yiik etkisi dikkate alinmus, tamamen serbest kirisin serbest
titresimine ait mod fonksiyonlar1 ve ortagonallik kosulu kullanilarak lineer olmayan
bir adi diferansiyel denklem takimina gelinmistir. Once statik hale ait ¢oziim yapilmus,
daha sonra dinamik hal i¢in Runge- Kutta metodu kullamlarak denklem takimu sayisal
olarak ¢oztlmustir. C6ziim sonunda her iki yiikleme durumu igin lineer ve nonlineer
haldeki ayrilma noktdsmin yeri ve diisey yerdegistirmeler elde edilmis, ayrilma
noktasinin koordinati ve diigey yerdegistirmelerin gesitli parametrelere gére deZisimi
ve nonlineerligin bu biiyiiklikler tizerindeki etkisi sekiller yardimiyla agiklanmgtir.
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SUMMARY

NONLINEAR VIBRATIONS OF BEAMS ON ELASTIC FOUNDATION

1. INTRODUCTION

In this study, nonlinear vibrations of a uniform, weightless, finite beam resting
on a nonlinear tensionless Winkler foundation is investigated. Two types of loading
are used. Because of the tensionless character of the foundation, the beam may lifts
off the foundation. In this case there exist two different regions, contact and non-
contact regions. In the non-contact regions there is no effect of the foundation and
the behaviour of the beam becomes different. Since the lift- off points are not known
in advance, the problem appears to be a nonlinear one even there were no nonlinear
term in the foundation model. In such problems, usually, one might calculate roots
of a nonlinear equation which appears in the solution for giving the contact length.
The solution of this type of problems are considerably diffucult since the calculation
of roots is required at each step .

There are many studies on the behaviour of beams and plates resting on elastic
foundation. In these studies, various types of foundation models such as Winkler,
Pasternak, Vlasov, Filonenko-Borodic 1.e. [1] have been used. Among these, the
Winkler model, in which the medium 1s taken into account as a system composed of
infinitely close linear springs, i1s the simplest one. It assumes that the foundation
applies only a reaction normal to the beam that is proportional to the beam deflection.
Nonliner Winkler foundation models like hyperbolic [4] and ciibic types [5], [6], [9],
[60] are also used.

Some of the studies on the vibration of beams resting on elastic foundation
are Raju and Rao [6], Pawlovic and Wylie [7], Eisenberger [8], Doyle and Pavlovic
[13], Williams and Kennedy [18], Karamanlidis and Prakash [19], Roza [20] and Ding
[23]. In these studies it has been assumed that the foundation reacts in compression as
well as in tension.  Weistman [24], Celep [28], Celep [29], studied the static
behaviour of beam and plates supported by tensionless Winkler foundation.
Weitsman [30], Rao [31], Choros and Adams [32], Celep, Malaika and Abu-Hussein
[34], studied the dynamic response of a beam on tensionless foundations. Altough
there are many studies on the nonlinear vibration of plates resting on elastic
foundation, like Dumir, Kumar and Gandhi [60], Bhaskar and Dumir [61], Nath,
Varma and Mahrenholtz [62], Chandrasekharappa [63], there is limited attention to
that on the behaviour of beams supported by nonlinear tensionless Winkler
foundation.
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2. STATEMENT OF THE PROBLEM

It is considered here a uniform, weigtless beam with finite length 2L. The
beam is subjected to a concentrated dynamic load at the centre and a random load,
separately, and is supported by a tensionless Winkler foundation with linear and
nonlinear parameters k; and k.

3. EQUATIONS OF MOTION AND BOUNDARY CONDITIONS

Because of the tensionless character of the foundation, the governing
equations will be different in the contact and non-contact regions. Neglecting
damping forces these are
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for non-contact regions. In these equations, EI is the beam rijidity, p the mass
density, A the cross section of the beam, k; and k; are linear and nonlinear
foundation parameters, respectively, x; and x; the space coordinates, t the time and
&(x) is the Dirac delta function. The boundary and continuity conditions are as
follows.
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for region N. Where X represent the contact points and “ '’ indicates the derivative
with respect to space coordinates.

4. SOLUTION FOR HARMONIC LOADING

In this case the load is taken as P(t)=PocosQt. The solutions of eq.(1) and (2)
are carried out by using perturbation technique. In this method, initial and boundary
conditions and the convenient parameters are expanded to the perturbation series.
Afier this, making coefficients of each power of € equal to zero, linear equations of
various order are obtained. Using nondimensional quantities, the perturbation
expansion for y and X can be written as

Yi(giatoe) = yi,o(ﬁpt)+8yi,l(§i,t)+...
;€ te) =y € ) +ey (€ ) +... (6)

€ = @i,o +8E_,i,1 +...



Using these expansions in eq.(1) and (2), we get four partial differential equations.
These equations reduced to a set of ordinary differential equations using the following
functions.

Vi) = Y, 0 () cosQt

Y. o 1) = Y (§) cosQt +Y, , cos3Qt

Yio (4 i )= Yj,o (&1) cost (7)

Yii (ﬁj, t)= ij} (éj) cos ot + Yj,z cos 3t

The solution of these ordinary differential equations depends on the frequency ratio
Q , (Q=Q/v). There exist 12 integral constants in an ordinary region. The system
has N regions and the beam lifis off or touch the foundation in N-1 points. In this
case, the number of unknowns including the constants and the lift off points, become
14*N-2. The boundary and continuity conditions are expanded to Taylor series to get
the necessary equations for obtaining these unknowns. Only two regions are
considered here. Various solutions with respect to the value of Q are given as
follows.

4.1. The Case Q < 1/3

In this case, the linear and nonlinear solutions become as follows.
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Y,, = G,e™ +G,e™ + G e ™ + G e ~ k|0, (C,m,0)]
Y,, = Fe®* + Fe ™" + Fe™* + F,e " (8)

Y, = He™® + H,e*® + H,e "= + H,e 2

42 TheCase 13<Q <1

In this case, all solutions will be the same as in the previous case, except Yy, . This
solution 1s

Y,, = G, + G,e " + G, + G e ~ k[0, (C,m,0)] )

43 TheCase Q=1

The solutions for this case are as follows.

Y, =C, +CE+CE +CE

6,505 -0, .
Yy = D& + Dye 7 + Dy cos8, &~ Dy, sin6,4€
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(3 -0, .
Y,, = Fe?* +F,e " +F,;, c0s0,,£-F;,sin6,§
Y,, = H,e?* + H,e = + H,, cos8,,t~ H,, sinB,.¢

4.4 The Case Q >1

For this frequncy, we can obtain solutions only if the forcing and the displacement are
in different directions. That is, if the forcing is upwards, the contact region will be the
same as in previous cases, otherwise this region will be the non-contact region and the
centre of the beam separates from the foundation. When we take the loading upwards,
the solutions can be obtained using similar functions as in the other cases. In the case
of downwards loading, the ciibic term appears in the solutions Y»; and Yo, .

In all these equations, C;, ..., H; indicate the integral constants and the
parameters O19,...622, m, n, are the functions of Q.

—oy

5. SOLUTION FOR ARBITRARY LOADING

In this case the beam is subjected to an arbitrary load P(t). The governing
equation of the beam is

ot o
EIaX—Z+ pA—asz-+ (k,y +k,y ) H(x,t) = P(1)5(x) (11

where H(x,t) is an auxiliary function which represents the tensionless character of the
foundation and is defined as H(x,t)= 1 if y(x,t)>0 and H(x,t)=0 if y(x,t)<0 . The
solution of equation (11) 1s obtained by using the method of normal mode functions.
In this method, free vibration mode functions of a beam which satisfy the boundary
conditions of the problem are used in the solution. For eq. (11), using nondimensional
quantities, a series solution is taken as follows.

y(x,7) = T,(1) + Z_;Yn x)T,,,(7) (12)
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where T,.1(1) are the time dependent parts of the solution in which T, represents the
rigit translation of the beam, and Y,(x) are the n th free vibration mode functions of
completely free beam.

The mode functions Y,(x) are the solutions of the differential equation

YV, - X;Yn =0 for the boundary conditions Y'(-1)=Y"(1)=Y"(-1)=Y"(1)=0.
Here, A, are the solutions of the equation cosh(2A)cos(2A)=1 and known as the
nondimensional natural frequencies of the beam. The mode functions Y,(x) are
orthogonal in the interval (-1,+1).

Using the series (12) in eq. (11) and multiplying both sides of the resultant
equation by the mode functions, and considering orthogonality condition, it is
obtained a system of differential equations as follows.

AT+BT=P-Q, (13)

In this equation, A and B are diagonal and symmetric matrices, respectively, and P is
the loading vector. The vector Q represents the effect of nonlinearity. First of all,

assuming T=constant and k;=0, that 1s linear static case, the solution is carried out.
After this, using these results, it is gone through the nonlinear case that is k3#0. In the
common case in which T is not constant, the equation (13) is solved by using the
Runge-Kutta method.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1. Giris ve Konuyla Ilgili Calismalar

Elastik zemine oturan yapilar ile ilgili ¢aligmalar uygulama alaninin genisligi
nedeniyle oldukg¢a fazladir. Burada, yapimin davranigina zeminin etkist énemlidir ve
yapinn biinye bagintilarimin yanisira zeminin de biinye bagintilarin1 ve zemin ile yapi
arasindaki etkilesimi bilmek gerekmektedir. Bu tiir zemine oturan yapilarla ilgili
problemin matematik bagintilarla belirlenmesi zeminin kangtk ve belirsiz elastik
dzellikleri ve plastik sekil degistirme yapabilme 6zelligi nedeniyle zemin davranigi igin
bazi kabuller yapilmasini yani bir zemin modelinin bastan kabul edilmesini
gerektirmektedir. Zeminin davramgi siirekli bir ortam olarak alinabildigi gibi tekil
yaylardan olusan bir sistem gibi de alinabilmektedir. Yapisinin kolayligi nedeniyle tekil
yaylardan olusan model aragtirmaci ve mihendisler tarafindan sik¢a kullamilmaktadir.
Bu modeller Winkler, Pasternak, Filonenko-Borodich, Hétenyi, Vlasov, Reissner, vs.
modellen1 olarak sayilabilir [1]. Bu modeller iginde Winkler modeli en basiti olup,
zeminin yerde8istirme ile orantili olarak ustteki yapiya tepki gosterdigi kabul
edilmektedir. Oranti katsaylsl, “zemin modili” veya “yatak katsayis”” olarak da
anilmaktadir. Diger modellerde bu tepki kuvvetine ilave olarak kesme kuvveti ve
egilme momentinin de etkisi hesaba katilmaktadir. Bunlardan Pasternak modelinde,
yaylar arasindaki kesme kuvveti yaylar tlizerinde ahnan bir kayma tabakasi ile,
Filonenko-Borodich modelinde, yine yaylar tizerinde alinan bir elastik zarla dikkate
ahnmaktadir. Vlasov modelinde ise zemin yart sonsuz bir ortam olarak ele alinmakta
ve zemin parametresini elde etmek i¢in zeminin elastisite modiilii, Poisson orani ve

derinligi ile king genisliinden yararlamlmaktadir [2], [3]. Bundan bagka lineer



olmayan tipten Winkler modelleri de kullanilmaktadir. Soldatos ve Selvadurai [4],
lineer olmayan Winkler zeminine oturan Bernoulli-Euler kiriginin egilme problemini
hiperbolik tipten bir zemin modeli alarak, Smaill [5], Pasternak zeminine oturan
ortotrop plak problemini zemin modelinde kiibik nonlineerlikli Winkler terimi de
alarak, Raju ve Rao [6], zemin parametrelerinin elastik zemine oturan kirigin serbest
titresim ve burkulma mod fonksiyonlan Gzerindeki etkisini, zemin modelini lineer
olmayan Winkler modeli alarak incelemislerdir. Bunlardan bagka Pavlovic ve Wylie
[7], zemin modeli olarak kirig boyunca yatak katsayist lineer olarak degisen bir model,
Eisenberger [8], kiris boyunca polinom gseklinde degisen bir model alarak bu tiir
zeminlere oturan kiriglerin titresimlerini incelemisler, Shih ve Blotter [9] ise elastik
zemine oturan dikdoértgen plagin lineer olmayan titresimlerini, zemin modeli olarak
lineer ve nonlineer (kiibik) Winkler zemin parametreleri ile Pasternak parametresini
birlikte alarak incelemiglerdir.

Elastik zemine oturan kiris ve plaklarin statik/dinamik davramisi konusunda
¢ok sayida ¢aliyjma bulunmaktadir [10], [11]. Kameswara, Das ve Anandakrishnan
[12], elastik zemine oturan kiriglerin dinamik davranigim zemin modeli olarak Vlasov
ve Leontev tarafindan onerilen modeli kullanarak baslangig parametreleri metoduyla
incelemigler ve rasgele dinamik yiik ve moment etkisindeki kirisler igin genel ¢éziimler
vermigler, Doyle ve Pavlovic [13], kismen elastik zemine oturan kiriglerin serbest
titregimini iki tir mesnetlenme durumu igin inceleyerek kismen zemine oturmanin
kinisin dogal frekanslan tGzerindeki etkilerini géstermisler, Eisenberger, Yankelevski ve
Adin [14], kismen veya tamamen elastik zemine oturan kiriglerin titresimlerini gesitli
mesnetlenme durumlan i¢in kiitle ve rijitlik matrislerini elde ederek incelemigler ve
kirigin dogal frekanslan ve mod fonksiyonlarini elde etmiglerdir.

Valsangkar ve Pradhanang [15], iki parametreli zemine oturan kirig-kolonun
titresimlerini gesitli mesnetlenme durumlan igin parametrik olarak inceleyerek dogal
frekanslann Winkler zemininden elde edilen sonuglarla karsilagtirmuglar, Eisenberger ve
Clastornik [16], zemin parametreleri kiriy boyunca polinom seklinde deZisen iki
parametreli zemine oturan kiriglerin statik ve dinamik davramslan ile burkulmasini
sonlu elamanlar yontemiyle incelemislerdir. Chen [17], Timoshenko kiriginin dinamik
rijitlik matrisini disey titresimler igin elde ederek dogal frekanslann ve Gauss

eliminasyonuyla da mod fonksiyonlarini hesaplamig, problemde kirisin dénme



eylemsizligini, kayma etkisini, eksenel kuvveti, elastik yaylan ve soniim etkisini de
hesaba katmstir. Williams ve Kennedy [18], elastik zemine oturan kiriglerin dinamik
rjitlik matrisini serbest ve zorlanmus titresimleri de dikkate alarak yonetici denklemin
aldigr farkli sekillere gore vermisler, Karamanlidis ve Prakash [19], iki parametreli
elastik yan diizleme oturan kinglerin burkulma ve titresimini analitk ve sonlu
elamanlar yontemlerinden faydalanarak incelemis ve gesitli mesnetlenme durumlarn
igin 6z frekanslan elde etmiglerdir. Roza [20], Winkler zeminine oturan kirislerin
stabilite ve burkulmasim1 Hamilton ilkesi yardimiyla inceleyerek lineer ve hiperbolik
degisen Winkler modeller igin gesitli titresim modlarini vermis, Yokoyama [21], sonlu
elamanlar yontemini kullanarak iki parametreli zemine kismen veya tamamen oturan
kirig-kolonlarin titresimini yine Hamilton ilkesinden yararlanarak incelemis ve gesitli
parametrelerin (eksenel yiik, zemin rijitligi, donme eylemsizligi vb.) dogal frekanslar
tizerindeki etkisini gostermugtir. Lai, Ting, Lee ve Becker [22], elastik zemine oturan
kiriglerin dinamik analizini, kiitle ve rjitlik matrislerinin bulunmas: i¢in yeni bir
formtilasyon yaparak, sonlu elamanlar metoduyla incelemis ve kiris dogal frekanslarim
elde etmiglerdir. Ding [23], kirig boyunca degisen Winkler zeminine oturan kirislerin
titresimini inceleyerek ¢6ztim igin zemin tepkilerini kirigin yer deZistirmesini igeren bir
integral denklem seklinde dis yik olarak almis ve sayisal ¢dziim yaparak frekans
parametrelerini elde etmgtir.

Bitiin bu g¢ahsmalarda zeminin iki yonli olarak g¢ekme ve basinca galisti
kabul edilmistir. Daha gergekei bir yaklagm olarak zeminin gekme gerilmesi almadig
veya ¢ok az aldigi kabul edilmektedir. Weitsman [24], ¢ekme gerilmesi aktarmayan
zemine oturan tekil ytk etkisindeki kirig ve plagin davramgim inceleyerek zemine tam
degme ve zeminden ayrilma noktalarim elde etmis, ayrilma noktasmin yerinin yiikiin
siddetinden bagimsiz oldugunu gostermistir. Kerr ve Coffin [25], iki parametreli
Pasternak zeminine oturan kirigleri incelemigler ve kirigin kayma tabakasindan ayrilma
bolgeleri ile kesit tesiri ifadelerini elde etmislerdir. Kamiye [26], iki modiillii ve ¢ekme
almayan zeminlere oturan dairesel plak problemini incelemis ve diisey
yerdegistirmeleri ankastre hal i¢in vermis, Willaggio [27], ¢ekme almayan Winkler
zeminine serbestge oturan tekil yik etkisindeki dikdortgen plagin davranigim
inceleyerek degme bolgesinin yikten bagimsiz oldugunu gostermigtir. Celep [28],

¢ekme almayan Winkler zeminine oturan dairesel plagin gesitli yitkler etkisi altindaki



davranigini sistemin potansiyel enerjisi ve serbest titresim mod fonksiyonlarim, Celep
[29], bu tir zemine oturan dikdortgen plagin davramigim benzer yiikler altinda
Galerkin metodu ve serbest kirisin 6z fonksiyonlarini kullanarak incelemis, temas
bolgesinin tek tip yiikleme igin ilgih yukiin siddetinden bagimsiz oldugunu
gostermistir. Bu g¢aliymalarda, problem lineer oldugu halde, zeminin ¢ekme
almamasindan dolayr defme bolgesinin tayini i¢in gogunlukla lineer olmayan
denklemlerle karsilagilmaktadir.

Yalmz basinca g¢ahsan zemine oturan kiris ve plaklanin dinamik davraniglan
son yirmi yl iginde aragtiricilarin dikkatini gekmistir. Kirisin zeminden aynildig
bolgelerde zemin etkisinin olmamasi nedeniyle sistemin davranisi da degismektedir.
Aynlma noktasimin yerinin bilinmemesi nedeniyle, yonetici denklemler ve sir
kosullar1 dogrusal oldugu halde ayrilma noktasinin koordinatlarini veren ve genellikle
lineer olmayan bir denklem takimu ile karsilasiimaktadir. Bu lineer olmayan denklem
takiminin en kiigiik kokleri kirigin zeminden aynldigi noktalan belirlemektedir. Her
adimda bu denklem takiminin kok hesabi gerektigi igin bu tiir problemler ayn bir
zorluk gostermektedir. Bu konudaki ilk ¢alismalar Weitsman [30] ve Rao [31]
tarafindan yapilmig, Choros ve Adams [32], ¢cekme almayan Winkler zeminine oturan
sonsuz uzunluktaki kirigin hareketli yik etkisi altindaki davramgini, Lin ve Adams
[33], yine bu tiir zemine oturan sonsuz uzun kirigin hareketli iki yik etkisi altindaki
davramgmi eksenel kuvveti de dikkate alarak incelemis ve kapali ¢6ziimler vererek
kirigin zemine tam degmesini ve zeminden ayrilma bolgelerini tayin etmiglerdir. Celep,
Malaika ve Abu-Hussein [34], ¢ekmeye ¢alismayan Winkler zeminine oturan sonlu
kirigin zorlanmug titresimlerini Galerkin yontemini kullanarak incelemisler ve gesitli
yikleme durumlann ve parametreler igin ayrilma noktasimn degisimi ile gesitli
yerdegistirmelerin zamanla degisimini vermiglerdir. Celep ve Turhan [35], ¢ekme
gerilmesi almayan Winkler zeminine oturan ortasindan dinamik tekil yikle yiikli
dairesel plagin titresimlerini, Giiler ve Celep [36], aym zemine oturan dairesel plagin
tekil yiik, yayth yik ve tekil moment etkisi altindaki davranigim yine Galerkin
metoduyla incelemiglerdir.

Yapilan bazi ¢aligmalarda, yapilar, ¢ekme almayan zemine rjit bir plak

vasitasiyla oturan elastik bir kolon tizerinde tek kutle olarak modellenmis ve depreme



kars: davranigi incelenmigtir Yim ve Chopra [37], Chopra ve Yim [38], Yim ve
Chopra [39], Celep ve Gtiler [40].

Kirig ve plaklanin lineer olmayan titregimleri ile ilgili ¢ok sayida ¢aligma
bulunmaktadir. Bu ¢aligmalarda nonlineerlik geometrik veya fiziksel olmakta, bazi
problemlerde de her ikisi birlikte bulunabilmektedir. Aravamudan ve Murthy [41],
geometrik nonlineerligi dikkate alarak pertiirbasyon teknigi ve Mindlin-Galerkin
metodu ile, Atluri [42], geometri ve eylemsizlik nonlineerligini dikkate alarak Galerkin
metodu ile kiriglerin lineer olmayan titresimlerini incelemiglerdir. Verma ve Murthy
[43], degisken kesitli ankastre kirisin buyik genlikli titresimlerini, Lou ve Sikarskie
[44], basit kirigin harmonik yiik etkisi altindaki, Bhashyam ve Prathap [45], sonlu
elemanlar yontemiyle yatay hareketi onlenmis kirigin lineer olmayan titresimlerimi
incelemiglerdir. Silva ve Zaretzky [46], geometri ve eylemsizlik nonlineerlidine sahip
kiriglerin  periyodik zorlama altindaki davramgimi pertiirbasyon  teknigiyle,
Lewandowski [47], geometrik nonlineerlige sahip kiriglerin titresimini Fourier serileri
ve sonlu elemanlar yontemi ile incelemis ve genlik-frekans iligkisini grafikler
yardimiyla vermisler, Cveticanin ve Atanackovic [48], basit mesnetli kirigin biyiik
genlikli diisey titresimlerini  kirigin  boyuna yondeki eylemsizlifini ve dénme
eylemsizligini de dikkate alarak incelemis ve donme eylemsizligi ile narinligin fekans
lizerindeki etkisini ve genlik-frekans degisimini grafikler yardimiyla vermislerdir. Kung
ve Pao [49], ankastre dairesel plagin lineer olmayan titresimlerini Ritz- Galerkin
metoduyla teorik ve deneysel olarak, Vendhan ve Das [50], ankastre liggen ve
dikdortgen plaklanin lineer olmayan titresimlerini Rayleigh- Ritz ve Galerkin
metodlariyla, Sridhar, Mook ve Nayfeh [51] ve [52], dairesel plaklarin lineer olmayan
rezonans titregimlerini kath o6lgek metoduyla, Wang, Qian ve Huang [53], ince
plaklarin lineer olmayan serbest titresimini siur eleman formiilasyonu ve harmonik
balans metodu ile, Bhimaraddi [54], kompozit plaklarin lineer olmayan serbest
titresimini pertiirbasyon teknigi ile incelemiglerdir.

Kirig ve plaklarin lineer olmayan titresimi konusunda yapilan bazi galigmalarda
kiris ve plak hneer veya lineer olmayan elastik yaylara mesnetlendinilmistir. Bu
¢alismalardan Saito ve Mon [55], uglarindan lineer olmayan (kiibik) yaylara oturan,

lizerinde tekil kiitle bulunan ve periyodik olarak zorlanan kirigin titresimlerini gesitli



harmonikleri gézoniinde tutarak, Nagaya ve Kato [56], lineer olmayan yaylara oturan
dinamik yiik etkisindeki kirisin davramgini Laplace doniigiimii ve Fourier serileri
yardimiyla, Lee, Ke ve Kuo [57], elastik yaylara mesnetlendirilmig degisken kesitli
kirigin serbest ve zorlanmig titresimlerini Laplace dontsimi yardimuyla,
Ramachandran ve Bhaskar [58], karsiikh iki kenar boyunca parabolik olarak degisen
yaylara oturan dikdértgen plaklarin lineer olmayan titregimini Galerkin metoduyla,
Dumir, Kumar ve Gandhi [59], kenarlarindan elastik yaylara oturan degisken kalinlikli
ortotropik  dairesel plagin lineer olmayan titresimini Kantorovich metoduyla
incelemislerdir.

Elastik zemine oturan plaklarin lineer olmayan titresimi ile ilgili ¢ok sayida
calisma olmasina ragmen, bu tiir zeémine oturan kirislerin lineer olmayan titresimi ile
ilgili gahgmalar oldukga sinirlidir. Dumir, Kumar ve Gandhi [60], Winkler, Pasternak
ve lineer olmayan Winkler zeminine oturan geometrik nonlineerlie sahip ortotrop
dairesel plaklarin, Bhaskar ve Dumir [61], aymi tir zemine oturan geometrik
nonlineerlige sahip ortotrop dikdortgen plaklarin serbest titresimlerini, Nath, Varma
ve Mahrenholtz [62], Winkler-Pasternak zeminine oturan harmonik yiik etkisindeki
dikdértgen plaklarm dinamik davramsini gesitli mesnetlenme durumlanna gore
incelemisler, Chandrasekharappa [63], iki parametreli elastik zemine oturan ankastre
mesnetli dikdortgen kompozit plagin lineer olmayan statik ve dinamik davranmsim
soniim etkisini de hesaba katarak incelemis ve gesitli parametrelerin sistemin
davranigina etkisini grafikler yardimiyla vermislerdir.

Bu galigmada lineer olmayan Winkler zeminine oturan tniform, agirliksiz
kabul edilen sonlu boydaki kirisin harmonik tekil yitk ve rasgele yiik etkisi altindaki
davranigi incelenmistir. Zeminin ¢ekme gerilmesi aktarmamasindan dolay: kiris belirli
noktalardan zeminden ayrlabilmekte ve bu nedenle zemin parametresi lineer olsa bile
problem lineer olmayan bir karakter gostermektedir. Ilk olarak kirige harmonik yiik
etkimesi halinde pertiirbasyon teknigi kullanilarak ¢6ziim yapilmus, lineer ve nonlineer
halde ayrilma noktasinin yeri ve diigey yerdegistirmeler elde edilerek bunlann cesitli
parametrelere gore degisimleri incelenmistir. Lineer halde ( statik) ayrilma noktasinin
yer yiikin giddetinden bafimsiz iken [24], nonlineer halde bu noktanin yerininin
yukiin siddetine bagh oldugu gosterilmistir. Lineer halde bile bu noktanin yeri dinamik
etkiden dolay: bir parametreye bagh olarak degismektedir.



Ikinci olarak rasgele yiik etkisi dikkate alinmig, Galerkin metodu kullamlarak
matris formunda yine lineer olmayan bir denklem takimi olusturularak Runge- Kutta
metoduyla sayisal olarak ¢oziim yapilmistir, Coziim sonunda ayrnilma noktasinin
koordinati ile orta ve u¢ deplasmanlan elde edilmis, nonlineerligin etkisi sekiller

yardimiyla gosterilmistir.



BOLUM 2

FORMULASYON VE COZUM YONTEMLERI

2.1 Problemin Formiilasyonu ve Sinir Kosullari

P(t)

l ;xl ] 7X1 7 <
x1 Xi X 7XN

Y b M N

;T © ] ] ® ] 1 ® 6,

A r 7 B ] " 1 | R

Sekil 2.1 Elastik zemine oturan kirig

Elastik zemine oturan oturan 2L boyundaki homogen kiris, sekil (2.1) de
goriildugi gibi ortasindan etkiyen dinamik tekil yikiin etkist alindadir. Elastik zemin
icin Winkler modeli dikkate alinmaktadir. Bilindigi gibi bu modelde zeminin birbirine
yakin ¢ok sayida yaydan olusmug bir sistem gibi davrandig: kabul edilmektedir.
Yaylarin birbirine etkisi ihmal edilmekte, boylece zeminin her noktada yalnizca
yerdegistirme ile orantili olarak  kirige bir tepki kuvveti uyguladigi, yani zeminin
stirekli bir ortam gibi davrandifi kabul edilmektedir. Zemin modili veya yatak
katayst olarak da bilinen oranti katsayisimn tiim kirig boyunca sabit oldugu kabul
edilmektedir. Bu ¢alismada, zeminin ¢ekme gerilmesi aktarmadig kabul edilmekte ve
zemin modeli olarak  k=k,y+kay® seklinde iki parametreli lineer olmayan bir Winkler
modeli alinmaktadir. Burada k; lineer zemin parametresini (bilinen Winkler

modiiliinii), ks ise pozitif veya negatif olarak alinabilen lineer olmayan zemin



parametresini gostermekte ve daha 6nceki bazi ¢aligmalarda kullanmilmig bulunmaktadir
[5], [6], [9], [60]. Zemin modelindeki kiibik terim dolayisiyla sistemin davranist
nonlineer olmaktadir. Bilindigi gibi nonlineerligin  kaynag ¢esitlidir ve bunlar;
geometrik nonlineerlik, fiziksel nonlineerlik, eylemsizlik nonlineerlii veya bunlarnin
kanigimn seklindedir [64]). Geometrik nonlineerlik, sonlu yerdegistirme halinde
yerdegistirme-sekildegistirme arasindaki bagintidan kaynaklanmakta ve hesaplarda
birinci mertebe terimler yaninda diger terimler de dikkate ahnmaktadir. Fiziksel
nonlineerlik ise bazen malzeme nonlineerligi olarak da adlandinilmakta olup, gerilme-
sekildegistirme arasindaki iliskinin lineer olmayan bir fonksiyon olmasi nedeniyle
ortaya gikmaktadir.

Zeminin ¢ekme almamasindan dolay: kirig zeminden aynlabilmekte ve degme-
ayrilma bolgesi olarak adlandirilan farkli bolgeler ortaya ¢ikmaktadir. Ortaya ¢ikan
bu bolgelerin sayisi kirisin geometrik boyutlari, malzeme 6zelligi, zeminin davranisi ve
dinamik yiiktin karakterine bagl olarak degismektedir. Kirig bazen timii ile zemine
gomiilmekte, bazen de tiimiiyle zeminden ayrilabilmektedir. Ortaya gikan bélge
sayisina bagh olarak yoénetici denklemler ve bunlann ¢6ziimii igin gerekli smir ve
stireklilik kogullarinin sayist da  artmaktadir. Kirigin zeminden ayrilmasi nedeniyle
aynilma bolgelerinde zemin etkisi ortadan kalkmakta ve yonetici denklemler degme ve
aynlma bolgelerinde farklihk gostermektedir. Séniim ve kiitle kuvvetlerinin ihmal

edilmest halinde bu denklemler agagidaki gibi olmaktadir.

64yi azyi :
EI ox 7 T PA atz = P(t)ﬁ(x)— klyi - k3yi R )(1.__1 < X; < Xi =135,
@0
54y- 82y.
El ax.‘: +pA &21 =0, X x5S Xin j=24,6,...
J
2.2)

Burada EI kinsin egilme rjjitligini, p kiitle yogunlugunu, A kesit alaniny, y; ve y;
disey yerdegistirmeleri, k; ve ks lineer ve nonlineer yatak katsayilanm , P(t) tekil

yikiin gsiddetini, x; ve x; uzay koordinatlanim, X; aynlma-batma noktalarinin
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koordinatlarini, t zamani ve 8(x) Dirac delta fonksiyonunu géstermektedir.

ait stmur ve siireklilik kogullan ise agagidaki gibidir.

1. bolgede:
P(t)
y; = 0 ) EIY]—l = 2 s yl = 0
X = x)= X=X,
1.bolgede:
Yi =0y, =0 .y =¥'a
Xi=0 x,=Xi x, =0 xl—]=Xi—l
Y =¥"ia A =¥"ia
%=0 X 1=X =0 X=X
N.bolgede :
Yx =0, Y& FY¥'xg
By = xx=0 *n-1=Xno
YX =Y N > YN = YR
xn=0 XN-1=X N1 xN=0 XN-1=X N
y"N =0 , YN =0
X=Xy xy=Xy

Probleme

(2.3)

24

2.5)

Burada N bolge son bolgeyi gostermekte ve T(N =L-X, olarak tammlanmaktadir.
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2.2 Coziim Yontemleri
2.2.1 Harmonik Yiikleme Hali

Bu yiikleme hali igin ¢6ziimde pertiirbasyon yontemi kullanilmugtir,
Pertiirbasyon yontemi, lineer olmayan adi yada parga tirevli diferansiyel denklemlerin
yaklagik ¢6ziimlerinde ve kesin ¢6zimi yapilamayan bir kistm degisken katsayili lineer
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde stk¢a kullamlan analitik bir yéntemdir. Uygun
bir doniisiim ve boyutsuzlagtrma sonucu ortaya g¢ikan yada diferansiyel denklemin
baslangi¢ ve smir kosullan iginde agik olarak verilen ve pertiirbasyon parametresi
olarak adlandirilan g<<1 gibi bir parametrenin varligi yontemin esasim teskil eder.
Pertiirbasyon yénteminde istenilen bilytklikler, baslangi¢ ve sinir kosullar ile elverisli
parametreler pertlirbasyon serisine agilir.  Pertiirbasyon serisine agilan terimlerin
pertirtbasyon  parametresinin kuvvetlerine gore diizenlemip karsiikli olarak
esitlenmesiyle parametrenin her kuvveti igin bir diferansiyel denklem ile buna karsi
gelen baslangig ve sinir kosullan elde edilir. Sonugta sifirinet, birinci, ikinci, ...mertebe
denklemlere varilir. Ust mertebelere dogru gidildikge problemde islem hacminin hizla
buyidigi ve iglemlerin iginden ¢ikilmaz bir hal aldigi bilinmektedir. Bu nedenle
¢oziim genel olarak ilk birkag mertebede birakilir. Pek ¢ok halde birinci mertebe
¢6ziim dahi problemin sonuglan hakkinda yeterli bilgi verebilmektedir.

Pertiirbasyon yontemi ilk olarak gezegenlerin hareket: ile ilgili problemlerin
¢6zimil igin Poisson tafindan yalmz bagli degiskenin seriye acilmasi seklinde
kullanilmigtir.  Hesap sonuglarinin zaman gegtikge deneysel sonuglar ile uyusmamasi
nedeniyle ¢ahigmalar devam etmis ve Lindstedt- Poincaré teknigi ile uygun ¢dziimler
elde edilmistir. Burada'bagh degiskenin yamsira frekans parametresi de seriye agilarak
periyodik ¢6ziim elde etme kosullan kullamlmugtir. Kargilagilan problemin karakterine
gore “ortalama yontemi”, “genel ortalama y6ntemi” ,”ardigik yerine koyma yéntemi”,
“harmonik dengeleme yontemi” ve “kath olgek yontemi” gibi ¢6ziim yontemleri
gelistirilmigtir. Gunimizde kath 6lgek yontemi digerlerine gore daha agirlikhi olarak
kullamlmaktadir.  Kath o6l¢ek yonteminde bagh degisken pertiirbasyon serisine
agilmakta, zaman ise € na bagh olarak olgeklendirilmektedir [64], [65], [66]. Bu

cahsmada ise bagh degiskenin yanisira, ayrilma noktasinin koordinat: da pertﬁrbésyon
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serisine agilmug, dolayis: ile yukarida sayilan pertlirbasyon tekniklerine bir genisletme

yapilmugtir.
2.2.2 Rasgele Yukleme Hali

Kirige etki eden kuvvetin zamana gore herhangi bir sekilde degismesi halinde
gesitli ¢6ziim yontemleri uygulanabilmaktedir. Bunlar arasinda Fourier déniisiimii,
aynik Fourier doniisiimi, izl Fourier donigiimi, sayisal integrasyon ve normal mod
fonksiyonlan yontemleri sayilabilir. Bu g¢aligmada normal mod fonksiyonlan yéntemi

kullanilmistir. Bu yontemde ¢6ziim

V5,0 = 2V, 00T, (1) 2.6)
n=0

seklinde bir seri olarak alinmaktadir. Burada V,(x),

n_piv =0 (2.7)

diferansiyel denkleminin problemimiz ile aym sinir kosullanimi saglayan ve serbest
kirisin n. mod fonksiyonu adi verilen ortogonal bir fonksiyondur. Bu yéntemin  etkili

olarak kullamlabilmesi igin (2.1) ve (2.2) denklemleri asagidaki gibi yazilmaktadir

&y &y
EIS+pA-T+(ly+ kyy*)H(x,1) = P(£)5(%) 2.8)
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Burada H(x,t):

1, y(x,t)>0

H(x,t) = .
() { 0, y(x,1) <0 @9)

olarak tamimlanmaktadir. (2.8) denkleminde mod fonksiyonlanimin ortogonallik
Ozelligi kullanilarak zamana bagh kisim igin adi diferansiyel denklem takim elde
edilmektedir. Bu denklem takimu da Runge-Kutta yo6ntemi ile sayisal olarak
¢oziilmektedir. Bu ¢6ziimde kirisin zeminden aynldigi nokta ve / veya noktalarin
koordinatlar1 baglangigta bilinmediginden 1lk adim igin tahmin yapilmakta, daha sonra
¢oztimde y(x,t)=0 ifadesinin kokleri hesaplanarak ayrilma noktasinin yeri ardigik
olarak bulunmaktadir. Daha 6nceleri lineer hal igin kullanilan yéntem problemimizde

nonlineer hale genisletilmigtir.



BOLUM 3

HARMONIK YUKE GORE COZUM

Bu durumda dinamik yiik P(t)=PecosQt seklinde alinmakta ve asagidaki

boyutsuzlagtirmalar yapilmaktadir.

N P s K
. —— = — = —— R A = BL
y1 yo 2 yo kl > B 4EI > é BX‘ 3 Tl B
, 3.1
K= 4k;¥5 P= Py ——]
£ - k > - 3 ) yJ i
1 B Ely, Yo

Bu boyutsuzlagtirmalarla (2.1) ve (2.2) denklemleri asagidaki gibi olmaktadr.

a4y. a2y _ _
4’+(4/m2)at—2’:P6(§)~4yi—ekyi3, £ <t <& i=13,5... (3.2)

1

~

4 2

Y; ¥;
A5 =0, & <g; <&y, j=246.. (33)
i

(3.1) boyutsuz biiytklikleri kullanilarak degme ve aynilma bolgelerindeki diisey yer

degistirmeler ve aynlma noktasinin koordinatlan
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yi(ii €)= Yio (E,w, ,t)+8yi,1(§i A)+eee (3.4)
yJ'(E.,jat;a):Yj,o(éjat)"'SYj,](éjat)+"' (3.5)
§;=& o +eG; + (3.6)

seklinde pertiirbasyon serisine agihip € parametresine gbre diizenlenirse, degme ve

ayrilma bolgeleri igin asagidaki denklemler elde edilir

a4yi0 4 62le
D4y, = 3.7
6&: o> 8{2 Y,O ( )
a4yi1 4 azyil -
&24’ +;)7 &2’ +4y; =-—kyi3,0 (3.8)
i
~4 2
oy 4 0y,
i’o — ;’O =0 (3.9)
&, o o
o'y, 4
P =0 (3.10)
6&1 o ot

Burada o” terimi dogal frekans olup ©’=k;/pA olarak tamimlanmakta, &; lineer halde
aynlma noktalarinin koordinatlariny, &;; aynlma noktasma nonlineerligin katkisim
gostermekte, k nonlineerlifi karakterize eden bir parametreyi, yio ile yjo terimleri
sirastyla degme ve aynilma bolgelerindeki lineer yer deistirmeler, yi; ve yj,: de yer-
degistirmelere nonlineerligin katkisim gostermektedir. Farkh bolgelerde yazilan bu

denklemlerde asagidaki ¢6ziim fonksiyonlan alinmaktadir.
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Vio &>t =Y, () cos Ot

Vi &) = Y;, () cosQt+Y; , (€, ) cos 3
(3.11)
¥io (&1 >t) = Yj,o (gj)COSQt

¥ia (E.»J )= Yj,l (éj)COSQt+Yj’2 (aj)cos_?Qt

Bu fonksiyonlar (3.5-3.8) denklemlerinde yerine koyulursa hareket denklemler,

kn=3k/4, kin=k/4 ve Q=Q/o tamimlan ile asagidaki gibi olur.

d4Yi0 =2
2 T4(1-Q%)Y, =0 (3.12)
d*y 4 .
s HAI-QOY, =k, Y, (3.13)
4
i,2 -2 3
41907, =k, Y5, (3.14)
Vio 0%Y., =0
T A, = (.15)
4 3,0
d;
dty,
de? T = (3.16)
J
d*y,, _,
2 —4%907Y,,=0 (3.17)
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Bu iglem sonunda parga tiirevli diferansiyel denklem takimindan, zaman ortadan
kaldirilarak bir adi diferansiyel denklem takimina gegilmigtir.

Yukandaki diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri Q frekans oranina bagl

olarak degismektedir. Herhangi bir bolgede ¢6ziim sonunda 12 adet integral
degismezi ortaya gikmaktadir. Sistemde N adet bolge bulunmakta ve kirig N-1 adet
noktadan zeminden aynlmakta veya zemine batmaktadir. (o6ziimde ortaya ¢ikan
integral deZismezleri ve aynlma noktalanndaki bilinmeyenlerle birlikte toplam
bilinmeyen sayist N*12+(N-1)*2 =14*N-2 olmaktadir. Ortaya ¢ikan bu
bilinmeyenlerin hesabi i¢in (2.3), (2.4) ve (2.5) smur ve sireklilik kosullan
kullanilmakta ve bu ifadelerdeki yer degistirmeler ilgili nokta civarinda Taylor serisine
agilarak yeteri kadar bagint1 elde edilmektedir . Bu kisimda 1. bolgede kirigin zemine
battig1 kabul edilmistir. S6z0 edilen sinir ve siireklilik kosullar: sunlardir: 1. bolgede,
simetriden kirig ortasinda tegetin egimi sifir olmakta , kesme kuvveti de tekil yiikiin
yansina esit olmaktadir. Bolgenin saginda kirisin zeminden aynildifi noktada digey
yerdegistirme sifir olmaktadir. Herhangi bir ara bolge i¢in, kirigin zeminden ayrildig
ve zemine battif noktalarda diisey yerdegistirme sifir olmakta, ayrilma/batma
noktasinda segilen koordinat baslangicinda tegetlerin eSimleri, kesme kuvvetleri ve
egilme momentleri sirekli olmaktadir. Son bolge i¢in ise serbest ugta kesme kuvveti
ile egilme momentinin sifir olmasindan yararlanilarak sinir kosullari yazilmaktadir. Bu

durumda, s6ylenen siir ve siireklibk kosullarindan  asagidaki esitlikler elde

edilmektedir.
1. bolgede :
dY, 4 (0) dY,,(0) dY,,(0)
€ 0 T 70 g =0 (3.18.a,b,c)
a’Y, . (0) % a’y, (o d’Y, (0
—1’—(;(:2 , #:0 , #:O (3.19.a,b,c)
dg 2 d& dg’
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Yl,l (al,O )
Yl,o (él,o) =0 , Y1,2 (&1,0) =0 , &1,1 = “m (3.20.a,b,c)
1, R
i. bolgede :
Y;,(0)
Y (=0 , Y,0)=0 , &, = —m (3.21.a,b,c)

dY;5(0)  dY; 10 Eip)
& - de

dY;,(0) h dYi 11 Ei0)
de dg

(3.22.a,b,c)

dYi,(0)  dY 58 0)
dé d¢

d%Y;,(0) _ d*Y, 1010
o <6

Y, (0)  d°Y, ;&)

3.23.
dE_,Z daz ( a,b,C)

szi,z O d2Yi-l,2 Ei-10)
de? de?
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d’Y;0(0)  d'YpyoGi0)

d3Yi,l (0) _ d 3Yi—l,l (gi—l,o )
de’ dg?

(3.24.2,b,c)

szi,z (O) _ d 3Yi—l,:l (éi—l,o )
deg’ de?

Yi,O (&*i,o) =0

Y 1;10)=Y;,(0) (3.25.a,b,c,d)

YiiGio)

Yia€o)=0 . &= _m

N. bolgede :

Yy,(0)

Yo @=0 , Y, (0)=0 , &=~ dYy ,(0)/dg

(3.26.a,b,c)

dYN,O (0) _ dYN—l,O (E-‘N—I,O )
dé d¢

d¥y,(0) _ dYy p; CBxg)

o o (3.27.a,b,c)

dYN,z ) _ dYN—l,Z (E-'N—I,O )
de de
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d 2YN,o (O) _ sz -1,0 (aN—l,O )
de? de?

szN,l (0) _ szN—l,l (gN—l,O )
de? de?

d 2YN,2 © d 2YN-1,2 Exn-r0)

Yy (0) 'Yy 6 Exio)
ag? de?

d3YN,1 (0) _ d3Y -1,1 (gN——l,O)
de® de’

d3 YN,Z (O) . d3 YN—1,2 (‘iN—l,o )
de? dg?

d*Yy o (&) . d’Yy, &) . d’Y,, (&)

e gz a2
d3YN,0 (EN) _ dsYN,l (EN) -0 d3YN,;z (ZN)
dg? S s de3

Yn1(0) = Yooy Exnoro) (€ =N~ Exoro T8En-11))

(3.28.a,b,c)

(3.29.a,b,c)

=0 (3.30.a,b,c)

=0 (3.31.a,b,c)

(3.32)

Yukanda verilen sinir ve siireklilik kosullarinin elde edilisi herhangi bir 1. bélge igin Ek

A da verilmigtir.
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Yukanda belirtildigi gibi bolge sayisimin biylimest ile ¢ozimlerde ortaya ¢ikan
bilinmeyenlerin (integral degigmezleri ve ayrilma noktalaninin koordinatlar) sayis
hizla biiyiimekte ve ¢6ziim olduk¢a giiglesmektedir.  Sayisal  iglemleri biraz
hafifletmek igin bir degme ve bir de ayrilma bolgesi olmas: hali ele alimmugtir. (3.12-
3.17) diferansiyel denklemlerinin ¢oziimlerinin Q frekans oranina bagli olmasindan
dolayr farkli durumlar ortaya gikmaktadir. Bu durumlara ait ¢oziimler asagida

verilmigtir.

3.1 Q < 1/3 Olmast Durumu

Bu frekans orani igin lineer ve nonlineer hale ait ¢6ziim fonksiyonlan asagidaki

gibi olmaktadir.
Y,, () = C,e™ +C,e™ +Ce ™ +C e™™ (3.33)
Y,,(€) = D™ +D,e " +D,e** + D e % (3.34)

33
Clemé

Y ()=E.e™+E e™+E.e ™+E,e ™k, [—Lf —-r
ll(g) 1 2 3 4 11[(3m)4 +4ef1

Cge'mé 3C12C26(2m+m)§ .'5C12C3¢(2m_ﬁ)g

+ +
@Gm)* +40], (m+m)* +46], (Q@m-)* +46],

~ ~ (3.35)
3C2C,e™ ™5 3c§c4e‘<’“+2m>é] 3k“§*

(m-2m)* +40], (m+2m)*+40]," 4

2 m 2 ~m m -m
*[C1C4e  C3C,e™ 2C,C,Ce™ 2C,C,Che™

3 =3 3 =3
m m m m

1+ K.E.
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Cfe3mz§

Y —_—
(3m)* +407,

£) = G,e™+Ge™+G,e ™ +G e —k,, [
12 1 2 3 4 12

Cge_‘qﬁé 3C12C2e(2m+ﬁ)g 3CfC3e(2m"E)§

+ + +
@m)* +40), (@m+m)*+40), (Cm-m)* +40],

- N (3.36)
3CIC.e™ ™5 3CIc,e ™™ 3ClC,e™

+
(m-2m)* +467, (m+2m)*+40;, m*+46],

3CIC,e™ 6c,c2c3em§+6clcsc4e‘m-

—4 4 4 404 —4 4
m +46), m- +46,, m +40,,

4 ]+K.E.

Y,, (€)= Flee21§ + er_e”g +F, %% 4 F4e-iezlg (3.37)

Y,,® = H,e"® +H,e = + H e + H,e = (3.38)

Bu ifadelerde K.E., lineer ¢6ziimden gelen terimlere ait komplex eglenigi gostermekte,

diger kisaltmalar ise asagidaki gibi verilmektedir.

o), =0}, =1-0° , 6,=1-90%> , 0} =60} =40"
(3.39)

082, =4%90% , m=(1+i)8,, , M=(1-1)8,y, n=(1+1)8,, , A=(1-1)8,,

1ki bolge igin elde edilen bu ¢oziimlerde C;,D; E; F;,G; H;, i=1,4 olmak iizere 24
integral sabitt ortaya ¢itkmakta ve ayrilma noktasinin koordinatlarina  ait
bilinmeyenlerle (€;0 ve &;, ) birlikte bilinmeyen sayist 26 olmaktadir. Coziim igin bu
bilinmeyenlerin hesab1 gerekmektedir. Bunun i¢in 6nce lineer hale ait (3.18-a), (3.19-
a), (3.20-a), (3.26-a), (3.27-a), (3.28-a), (3.29-a), (3.30-a) ve (3.31-a) siir ve
sireklilik kosullarmmn kullamlmas: ile Q frekansi ve &, aynlma noktasinin
koordinatini igeren lineer olmayan bir denkleme gelinmektedir. Q frekansiun segimi
ile Newton - Raphson teknigi kullanilarak £)o koordinati Q ye bagh olarak elde

edilmektedir. Daha sonra geriye donilerek bu hale ait integral sabitleri ( C; , D; )
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hesaplanmaktadir.  Lineer hale ait ¢6ziim yapildiktan sonra bu ¢dziim ve
kullamlmayan simir ve stireklilik kosullar1 kullanilarak once integral sabitleri (E;, F;,
Gi, H;) bulunmakta daha sonra &;; bilinmeyeni (3.20-c) veya (3.26-c) esitliklerinden

biri ile elde edilmektedir.

3.2 1/3 < Q < 1 Olmasi Durumu

Bu frekans oram ig¢in degme bolgesinde Yy ve Y11 ¢Oziimleri (3.33) ve
(3.34) ile ayn1 olmakta, yalmzca Y, ¢oziimii degigmektedir. Bu ¢oziim ise asagidaki

gibidir.

, . C3e3me

6128 -6 i0):8 —i6;58 1

Y,©)=G,e™ +G,e " +Ge T +Gue ~kp,[ N
Cie™™  3CIC,e™™™s  3CIC,e®m™E

+ + , +
-3m)*-6), @m+m?*-of, @Em-m)*-ol,
. - . y (3.40)
3C;C,e™ ™5 3CIC,e ™™ 3¢IC,e™

+ +
(m-2m)* -6}, (m+2m)*-0), m*-6

3C;Ce™ 6C,C,Ce™ . 6C,C,C,e™™

PR — ]+K.E.
(”ﬁ)4 - efz m* - 9:2 (- m)4 - 9?2

Burada, 05" = 4(952 —1) olarak tanimlanmaktadir. Aynlma bolgesine ait Yz , Yo
ve Y ¢oziimleninde bir degisiklik olmamaktadir. Bu halde ¢6ziim fonksiyonlarinda
ortaya ¢ikan integral degismezlerinden yalnizca G; ve H; sabitlerinin hesabi igin siur
ve siireklilik kosullart kullamlarak bunlar elde edilmekte, diger sabitler ise bir énceki
halden yararlamlarak bulunmakta ve aynlma noktasmin hesabi ile ¢ozim

tamamlanmaktadir,



3.3 Q =1 Olmasi Durumu

3.3.1 Lineer Hale Ait Coziim

Bu frekans oraninda lineer hale ait diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri soyle

olmakadir.
Y, (©=C,+CE+ C3§2 + C@S (3.41)
608 ~B08 .
Y, (©)=D,e* +D,e +2D,, c0s0,,E~ 2D, sinB,,€ (3.42)

Bu ¢oziimlerdeki sabitlerin hesabi igin lineer hale ait sinir kosullant kullamilmakta ve
bazi simir kosullarindan C, =0, C, =P/12 olarak elde edilmektedir. Diger smr

kogullar kullanilarak ise sabitler arasinda su bagintilar elde edilmektedir.

_1.C, +3c4g10+ C.&, +15CE} 3G

3.43
i 0% 020 6% N
D, = l(cs +32C4é10 B Ci&yg +1~5C4&120 B 3(3:4) (3.44)
2 920 920 e20
1
D31 = 262 (_ C3 —3C4§10) (3.45)
20
1. 2C:8, +3C.E,  6C,
D,, = 4(— o, + 6;0 ) (3.46)

Cl = _C3§120 - C4§$0 (347)
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Burada 6'210 =407 olarak tammlanmaktadir. Diizenlenen bu sabitlerle (3.30-a) ve

(3.31-a) sinrr kosullarindan elde edilen denklemlere gidilmekte ve lineer olmayan bir
denklem takiminin kokleri olarak sabitler ve aynlma noktasinin koordinati elde

edilmektedir.

3.3.2. Nonlineer Hale Ait C6ziim

Bu halde diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri, Yio ve Yo ¢Oziimleri lineer halden

alindiktan sonra, asagidaki gibi olmaktadir.

C3 C12C3 6 C12C4 7 CZ’Z,CI 8

2 3 14
Y, ©)=E,+EE+E;& +E & —k11[24% + 170 + 280 + 560 ©
s ) , R s (3.48)
+ ) +C3 +3C5Ci 10 N C3C4 +CZC3 i, G £2]
504 ° 5040 2640 ° 3960 17160
y k
Y., (€) = G,e”* +G,e ™ + G, cos6,,& ~ Gy, 5in, &+ —[m, +m,E
012 (3.49)
+m, 8% +mE +mEt +m &+ m g +mgE +mE® 4 m, ]
¢ - 618 =038 :
(&) =Fe?" +Fe " +F, cos0,,E~F,,sin6,,& (3.50)
_ 0% =658 .
Y,,(€)=H,e® +H,e *°+Hj, c0s0,,E— H,,s5inb,.E (3.51)

Burada, 0}, =4(1-90%),03, =4*907% 03 =0},  olarak  tammlanmaktadir.
Yukandaki fonksiyonlarda tanimlanan m; ler C; nin fonksiyonlan olup Ek B de
verilmektedir. Sabitlerin hesabr igin kullamilan smir kogullanindan (3.18-b) ve (3.19-b);
E;=0, Es=0 degerlerini vermektedir. Diger kosullardan ise agagidaki denklemlere

gelinmektedir.
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e21

E;-Z,=F -F, - 2K,

2
— E;-Z,=F +F, - 2K,

21

Z, =F,-F, +2F,

E, +E3E, - Z, =F, +F, +2F,,

¢ F +e2F, —2F,, cosh,. +2F.. sink.. = 0
1 2 31 21 32 21

™ F, —e ™ F, + 2F;, sinA,, +2F,, cosA,, =0

k,,m,
G,-G,-2G,, + o =0

12
6k, ,m
G,-G,+2G,,+—>—2=0
12
—Lz(e}“Gl - e_A“G2 —2Gy,; sind, - 2G,, cosh,)+Z, =H, -H, - 2H,,
(e G, +e G, ~2Gy, cosh,, +2Gy, sinky,) + Z, = H, + H, - 2H,,

== (™G, - e_A”G2 +2G,; sink, +2Gg, cosAy, )+ Zg = H, —H, +2H,,

e"2G, +e G, +2G,, cosA,, —2G, sink,, +Z, = 0

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(.57

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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H, +H, +2H, =0 (3.64)
™2 H, +e ™ H, - 2H,, cosL,, + 2H,, sink,, = 0 (3.65)
™ H, — e 2 H, +2H,, sin %, + 2H,, cos&,,= 0 (3.66)
Burada,

My =08, le = eZIE > —Xzz = ezzg (3.67)

olarak tammlanmakta, Z; deZerleri ise & ve m; degerlerinin fonksiyonu olup ek B de
verilmektedir. Integral degismezlerinin hesabr igin de benzer bir yol izlenmekte ve bu

hale ait ¢6ziim tamamlanmaktadir.
3.4 Q> 1 Olmast Durumu

Bu frekans oraninda, zorlamamin yoéntine gére farkli iki durum ortaya
ctkmakta ve ancak zorlama ile yer yerdegistirmenin farkh yénlerde olmasi halinde
¢6ziim elde edilebilmektedir. Birinci halde degme bolgesi diger frekans oranlam igin
ortaya ¢ikan bolge olmakta , ikinci halde ise bu bolge aynilma boélgesi olmakta
(zorlama asag1 dogru), yani kiris ortasi zeminden ayrilmaktadir.

3.4.1 Zorlamanin Yukan Dogru Olmasi Durumu

Bu halde diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri soyle olmaktadir.
Vo () = Cpe** + Coe™ " 4+ Cye™¥ 4 €670 (3.68)

68 +

Y, (8) = Dlee’zOé +D,e D3eiezozi +D 4e—iemé (3.69)
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- . . k
Y, @)= Elee“a' +Eze B E3ele“a' +E,e b 114 [Cfeseloé
800,
2
&Ll. CiCs e(2+i)elog

+C;e’3elo§+C§e3ielo§+cie‘3ieloé]+ ! [ .
80, 1-31

Ci C (2-1)8; % G C (=2+)8; & +C C4 e bk
1+3i 1430 1-3i

2 2 2
GG emnag , G0 ainae , CaCi aimnag
1+3i 1-3i 1-3i

2
% e—(2i+1)910€

: —Lel(cic, +2C,C,C,)e"* - (C,C2
1+ 31 efo [

+2C,C,C,)e " +i(C2C, +2C,C,C,)e* -i(C2C, +2C,C,C,)

* e“ieloé ]
(3.70)

Py -6, T 2
Y, (6) = G,e"* + Ge M 4 Gt 4 G et - — 12—
] ) 8167 - 67,

*[Cle®et +Cle 0% 1 Cle Ol - ——12 [ (C2c,

ol e
+2€,C4C,)e"™ 4 (C,C +2C,C4C, )¢ +(C3C, +2C,C,C, )e ™|

: 3k, CIC .
2 =68 12 153 (2408
+(C4C; +2C,C,C e ]“6T I
10 1
CiC . c2c . c2c, ,
_#_e(z"l)ewg_ 2>3 e(-2+1)9105_, e_(gﬂ)glog
241+, 24i+1, 24i—r1

2 2 2
_ C3C1 (GHD0,E | GG, BBt CiC, e(—2i+1)ew§
24i+1, 24i-r1 241 -1,

2
— _C& e-(2i+1)9105 ]
24i+r, (3.71)
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Y, (&) = Fe®® + Ee %" + Fe"* + F,e 2" (3.72)

Y, (€)= H e +H,e = + H,e"=" + H, e = (3.73)

Bu denklemlerde goriilen bazi buytikliikler asagidaki gibi tamimlanmaktadir.

6 =4(Q°-1) , 03,=4Q" , 8 =0 , 05=0

. . o? (3.74)
8, =400°-1) , 05,=4*90° |, =T+
10

Integral degismezlerinin ve aynlma noktasinin koordinatlarinin hesabr igin yine dnce
lineer hale ait siir ve streklilik kosullar1 kullamlarak bu hale ait ¢éziim yapilmakta,
elde edilen ¢6ziim nonlineer hale ait denklemlerde kullanilarak bu hale ait sabitler ve

ayrilma noktasinin koordinati bulunarak ¢6ziim tamamlanmaktadr.

3.4.2 Zorlamanin Asag1 Dogru Olmas: Durumu

P

Bu halde degme ve aynlma bolgeleri degistiginden, lineer hale ait ¢oziimler
igin ©19 ve Oy ifadeleri yeniden tammlanarak (3.68) ve (3.69) ¢oziimleri aynen
kullanmilmakta, sabitlerin ve aynlma noktasimin hesab: igin yine (3.18-2)-(3.31-a)
kosullarina gidilmektedir. Nonlineer halde ise bu kez degme bolgesinden kiibik terim

gelmekte ve ¢oziim fonksiyonlan:

Yn(é):Eleeué+E2e‘911§+E3ei911§+E4e‘i9n§ (3.75)

Y, () = G," + G,e” % + G,e* + G % (3.76)
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- , B k
Y, (&) = e + Fe %F 4+ e + F e 80514 [Dfe‘wz"zg

20
k11 D D, 173 ()0

+ DZ ?97053 + D3e.,le-)o€+D3 ‘—31920&] 2
80,, 1-3i

2 2
% (2-i)920§+D2D (—2+i)8 ?,_[_ D3 5D, —(7+1)e o
1+31 1+31 1-3i

2
D D, 37 ik +D D, (2i-1)0s0f +D4D1 ("2 DBE
1+ 31 1-3i 1-31

D; DD, o~ (20 Ot )
+2 1- 4e;0¢[(D D, +2D,D,D,)e™* — (D, D2

+2D,D,D,)e " +i(D}D, +2D,D,D, )™ —i(D?D, +2D,D,D,)

* e'iezoé ]
. 77)

— : s k
Yy, (€)= Hye™ + Hye "= + He' ™+ H e %° - —2
h p 8165, — 63,

3k,
———[(D D,

[Ds 30,08 +D =308 A Dgesiezog +Die-3i920&_] -
e12

+2D,D;D,)e** +(D,D} +2D,D,D,)e " + (DD, +2D,D,D, )]

3kl2 D;DS e(2+i)920§

2 i,
+(D3D; +2D,D,D,)e™ > |~ o 2ais

2 2 3
— Dl—l)“ (2-1)88 _ D2D3 (—2+1)855E + D2D4 e_(g.,.i)ezog
241+, 241+, 241~

D; D e(°1+1)eog D D, e(zl-l)eog D; 4Dy AT (2iH)0eE
241+rl 241— 241—

2
_ D,D, ~ 2i+1)920§]
24i + 19

(3.78)
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olarak elde edilmektedir. Bu ifadelerdeki bazi biyuklikler soyle tanimlanmaktadir.

9?0 =40° > 9;0 = 4(52 -, efl :efo > egl :9;0 >

_ B g (3.79)
of =4%90% | 0} =4090%*-1) , 1 =7+2
12 22 1 94
20

Sabitlerin ve aynlma noktasinin hesabi ile ¢oziim tamamlanmaktadir. Harmonik
yikleme haline ait ¢6ziimler icin elde edilen sonuglar hakkinda agiklamalar ve

grafikler, “ Sonug ” bolimiinde genis olarak verilmistir.



BOLUM 4

RASGELE YUKLEME HALI

Bu yiikleme halinde kirige P(t) gibi rasgele bir yik etki etmektedir. Bu

durumda kirigin yonetici denklemi agagidaki gibi olur.

o &
EI ax_% pAat—§+ (k,y +k;y" YH(x, 1) = P, (1)5(x) 4.1)

Burada H(x,t) zeminin ¢ekme almamasim karakterize eden bir fonksiyonu
gostermekte ve kirigin zemine temas ettigi bolgede 1, zeminden aynldigi bolgede ise 0
degerini almaktadir. Cozime gegmeden oOnce asagidaki boyutsuzlagtirmalar

yapilmaktadir.

“4.2)

Bu boyutsuz buyiikliklerin kullanilmas: ile (4.1) hareket denklemi agagidaki gibi

olmaktadir.
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ﬂ+%+(kly+k3y3>H(x, 7) = P(1)5(x) 43)

P(7) fonksiyonunun rasgele degisimi nedeniyle (4.3) hareket denkleminin ¢dziimiinde
Fourier analizi, Laplace donlisimii veya normal mod fonksiyonlarinin kullanimi
seklinde  ¢esitli ¢oziim yontemleri ahnabilir.  Fourler analizi ve Laplace
doniistimlerinde ters dontslimiin bazi hallerde kapah olarak elde edilememesi
nedeniyle bu ¢alismada normal mod fonksiyonlant yéntemi kullandmugtir. (4.3)

diferansiyel denkleminin ¢6ziimi igin
y(x, 1) = (1) + 2 Y, (0T, (1) (4.4)
n=1

seklinde bir seri almabilir [34], [64]. Burada T, kirigin rijit 6telemesini, Ty.; terimleri
¢oziim fonksiyonunun zamana bagh terimlerini, Y,(x) terimleri de tamamen serbest
kirigin serbest titresim mod fonksiyonlarini gostermektedir. Sistem orta noktaya gore
simetrik oldugundan rijit dénme terimi alinmamus, mod fonksiyonlan da simetriye

uygun olarak ¢ift sayilt olarak alinmistir.  Y,(x) normal mod fonksiyonlarn,

oAty =0 (4.5)

diferansiyel denkleminin

Y'-D=Y'D=Y"-D)=Y"(1)=0 (4.6)
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sinir kosullan altinda ¢oziimleridir. (4.5) denkleminin ¢6ziimi yapiip (4.6) smir

kosullar kullanilirsa, A, koklerini veren frekans denklemi

cosh(2A)cos(2A)=1 4.7

olarak elde edilir. Bu denklemin kokleri

AM=2.365020372 2=10.210176122
A2=3.926602312 A,=11.780972451
A3=5.497803919 As=13.351768777
As=7.068582745 Ay=14.922565104
As=8.639379828 A,4=16.49336143

olarak serbest kirigin boyutsuz dogal frekanslanm vermektedir. n. dogal frekansa kargi

gelen Y,(x) mod fonksiyonu

cosh2) —cos2A

Y, (x) = cosA (1+x)+coshA (1+x)- Snh2h. —sinon
n n 4.8)

*@GinA,(1+x)+sinhA_(1+x)) -1<x<1

olarak elde edilmektedir. Bu fonksiyonlar (-1,+1) aralifinda birbirine ortogonaldir.
(4.4) senisi (4.3) denkleminde yerine koyularak (4.5) bagintis1 kullanihir ve diizenleme

yapilirsa
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T.(x)+ iYn )T, (1) + ix;Yn (x)T,,, (1) +k, T, (x\)H(x,7)
n=1 n=1
(4.9)

+kliyn ()T, (OH(x, 1)+ k,( T,(1)+ iYn )T, (1) )"’H(x,r) = P(1)8(x)
n=1

n=1

bagmntis1 elde edilir. Bu ifade Yo(x)=1 olmak tizere Yrn(x), m=0,1,.., mod fonksiyonu

ile garpilip ortogonallik kosulu kullamlirsa
AT+BT=P-Q, (4.10)

degisken katsayili adi diferansiyel denklem takimina gelinir. Burada A diyagonal B
simetrik birer matrisi, P yiik vektorini, Q ise nonlineer terimin etkisini gésteren bir

vektorii gostermektedir. Bu matrislerin elemanlart agagidaki gibidir.

+,
A=2 , A = ij(x)dx
-1
+ +
Bl,l = kl -rH(X’T)dX s Bl,n+1 = kl -fYn (X)H(X,T)dx
-1 -1

B

n+l,m+1 nm 'n® *n+l

=8 MA_ +k f Y, (x)Y,, (x)H(x,7)dx (4.11)
-1
P =P(t) , P, =P (1)Y,(0)

+3T,Y, Y, T T, +Y,Y.YT T

m “n m+l “n+l m n " p m+l "n+l

T, )H(x, 1)dx

m+l

Q, =k, j(Tf +3T7Y,_ T
-1
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Qi = k;3 J’(TIBYS +3T12YmY T,

s “m+l
-1

+Y YYYT T

m~ n p s m+l Tntl

+3TY, Y, YT, T

m-n s mtl Tn+l

Tp+l )H(X, T)dX R nm.p.s.=12,...

Bu ifadelerde tekrarlanan indisler {izerinde 1 den oo’ a kadar toplama islemi
yapilmaktadir. Once T= sabit kabul edilerek (4.10) denkleminden ilk olarak sistemin
statik haldeki lineer (k;=0) davramigina ait ¢6ziim elde edilmekte, daha sonra bu
¢oziimden yararlanmlarak nonlineer hale ait (ks#0) ¢dziime gegilmektedir. Baglangigta
ayrilma noktasimin  koordinati  bilinmediginden ¢o6zimde ardipk yaklagim
kullanilmaktadir. Bu nedenle (4.11) integralleri her adimda ¢oziilerek ilgili matrisler
olusturulmakta ve Gauss-Jordan yoéntemi ile de denklem takimi ¢oziilerek aynlma
noktasinin koordinati (temas bolgesi) elde edilmektedir.

T nin sabit olmadigi genel halde ise, (4.10) denklemi, ayrilma noktasinin
yerinin baslangicta bilinmemesinden ve matris elemanlarinin zamana bagli olmasindan
dolay1 ( ks sifir olsa bile) lineer olmayan bir denklemi gostermektedir. Bu denklemi
¢ozmek igin Runge-Kutta metodu kullanilmis ve ¢ozumde rjit 6telemeyi gosteren
terime ilaveten ti¢ mod alinmasinin yeterli oldugu gérilmustiir. Sayisal islem sirasinda
y(x,t)=0 kosulundan aynlma noktasimn koordinatt her zaman araligi igin
hesaplanmaktadir. Bunu saglamak iizere sayisal ¢oziim yapilirken ¢6ziimde ilgihi
yerlere kontrol terimleri konulmustur. Lineer hal igin elde edilen sonuglar iterasyon

ile nonlineer hale genigletilmistir.



BOLUM 5

SONUCLAR

5.1 Harmonik Yikleme Hali i¢in Sonuglar

Sekil 5.1.a-5.1.f de degisen kirig boylar igin ayrilma noktasinin yerinin Q (Q
< 1) degerlerine gore degisimi goriilmektedir. Burada degisen Q degerleri icin iki
farkli ¢6ziim elde edilmektedir. Artan Q ler igin belirli bir kirig boyuna kadar ( n=2 )
ayrilma noktasinin koordinati biiyiimekte (degme bolgesi bityiimekte ) ve 18 = 371/5
oldugunda ikinci bir ¢oziim bolgesi ortaya gikmaktadir. Birinci ¢6ziim ile birlikte bu
¢oziim bolgesinde de defme bolgesi buyimektedir. Kiris boyunun yukandaki
degerden biiylik olmas: halinde, farkli kirig boylan igin baz1 frekans bolgelerinde
¢oziim kaybolmakta ve kiris boyu biiyiidikge ¢6ziim bélgeleri kiigilmektedir. Bu
durumda herhangi bir ¢éziim bélgesinde Q biiyiiditkge bir ¢oziim igin degme bélgesi
kigiilirken diger ¢6zim igin buyiimektedir. 1B > 37/2 oldugunda bu kez Q
degerlert buytidukge sistemde bélge sayis1 da artmaktadir.

Sekil 5.2a ve sekil 5.2b de degisen frekans oranlan igin, elde edilen iki
koke ait kiris elastik egrileri verilmistir. Sekilden artan Q degerleri icin degme
bolgesinde diisey yerdegistirmelerin ve aynlma noktasinin koordinatinin biyiidiigii
goriilmektedir.

Sekil 5.3 de zeminin ¢ekme de almast halinde gesitli Q degerleri igin
kirig elastik egrileri verilmigtir. Diisey yerdegistirmelerin, zeminin gekme gerilmesi de
almasi halinde kigiildugi gorilmektedir.

Sekil 54 de Q > 1 olmast durumunda gesitli kiris boylart igin ayrilma
noktasiun yerinin Q ile degisimi verilmistir. Bu halde birinci bolgede degme ancak
zorlamanmin yukani dogru olmas: ile saglanmakta ( bir anlamda sistem ters faza

gegmekte) dir. Sekilden, kiris boyunun biiyiimesi ile kiigiik frekanslar igin ¢6ziim
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elde edilebildigi ve ayrilma noktasiun yerinin Q ile biyiidigi gorilmektedir.
‘Herhangi bir kirig boyu i¢in degme ve ayrilma bolgesindeki diisey yerdegistirmeler O
ile kiigiilmekte ve Q nin daha da biiyiimesi ile degme ve ayrilma bolgelerinin yeri
degismektedir (sekil 5.5).

Sekil 5.6 da bu kez degme bolgesinin ikinci bélge olmast halinde (zorlama
asag1 dogru) aynlma noktasinin yerinin Q ile degisimi goriilmektedir. Bu hal de de
kirig boyunun biiytimesi ile kiigiik frekanslar igin ¢6ziim elde edilebilmekte ve Q nin
biiyiimesi ile aynlma noktasinin koordinat: (ayrilma bolgesi) bityimektedir. Herhangi
bir kirig boyu igin orta noktadaki yerdegistirmeler Q nin buyiimesi ile kiigiilmekte, €
nin daha da biiyiimesi halinde kirig orta noktas1 zemine degmektedir (sekil 5.7).

Sekil 5.8 de Q nin 1 olmas: halinde ayrilma noktasinin yerinin kiris boyuna
gore deZisimi gorulmektedir. Gorildiiga gibi n biyidikge tim kiris boylan igin
(degme birinci bolgede ) temas bolgesi biiyiimekte, 6zellikle bityitk boylarda kirigin
¢ok buiytk bir kismi zemine batmakta ( 6rnegin n=4 igin &0 =3.744) temas bolgesinde
ditsey yerdegistirmeler hizla buyiimektedir. Bu durumda Q=1 olmasinin sistemin ters
faza gegme simnm belirledigi soylenebilir. Diger bir deyisle, Q < 1 kalmak kosuluyla
Q buyidike ayrilma noktast ve diisey deplasmanlar buylimekte ( zorlama ve
yerdegistirme aym yonde), Q > 1 oldugunda ise zorlama ile yerdegistirme farkli
yonlerde ise ¢oziim elde edilebilmekte, yani sistem bir anlamda ters faza gegmektedir.

Sekil 5.9 da lineer ve nonlineer halde ayrilma noktasmin koordinatinin Q ile
degisimi verilmistir. Sekilden, biiytiyen Q degerleri igin aynlma noktasmnn yerinin
(degme bolgesinin) biiytidiigti gorilmektedir. Nonlineerligin pozitif olmasi halinde
(€>0), aynlma noktas: lineer hale gore kiigiilmekte, negatif olmas: halinde ise
(e < 0) bilylimektedir. Bu da beklenen bir sonugtur. Ciinkii birinci halde zemin
tepkisi bilylimekte (sertlesen zemin) ikinci halde ise bu tepki kuvveti kiigiilmektedir
(yumusayan zemin).

Sekil 5.10 ve 5.11 de degisen frekans oranlan igin (Q<1), nonlineerligin
etkisi de dikkate alinarak ayrilma noktasin yerinin yiikle degisimi verilmistir. Lineer
halde (ve statik halde [24] ) aynilma noktasinn yeri yiikten bagimsiz iken (Q sabit),
nonlineer halde bu nokta yiikiin siddetine bagli olarak defismekte ve bu degisme

yiikteki artigin karesi ile orantih olarak meydana gelmektedir.
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Ornegin : p—3p ;€11 »9% 1 . Nonlineerligin pozitif ( €>0 ) olmas1 halinde (sekil
5.10) herhangi bir Q i¢in aynlma noktasinin yerinin yiik ile kugtildiigi, nonlineerligin
negatif olmasi halinde ise (sekil 5.11) buyidigl gorilmektedir. Aynlma noktasinin
yerindeki bu biiyime / kiigiilme yukarida soylenen nedenden dolayr oldukga hizlt
olmaktadir.

Sekil 5.12 de kirig ortasindaki disey yerdeistirmenin yikle degisimi
verilmistir. Lineer hale ait Y;; ve nonlineer hale ait Y1; ve Y1, ¢oztimleri kullanilarak
Y1(0)=[(Y10(0)+eY11(0))+(EeY12(0))* 1" ifadesi ile bu noktadaki diisey yerdegistirme
elde edilmektedir. €>0 iken yerdegistirme lineer hale oranla kiigiilmekte £<0 iken ise
biiyiimektedir. Bu durumda sistemin birinci halde kiitle-yay sistemindeki yumugak
yay, ikinci halde ise sertlesen yay gibi davrandig soylenebilir.

Sekil 5.13 ve 5.14 de degisen frekans oranlan igin (Q>1), temas ikinci
bolgede iken (zorlama asagi dogru), nonlineerligin etkisi de dikkate alinarak ayrilma
noktasinin yerinin yiikle degisimi gorilmektedir. Sekil 5.13 de (g>0), aynlma
noktasiun yeri yiik ile kiigiilmekte olup bu kiigiilme kiigiik Q ler igin hizli olmakta,
biiyityen Q degerleri igin ise neredeyse degismemektedir. Sekil 5.14 de ise (e<0),
koordinatin bu kez yiikle bitytimekte oldugu ve bu halde de kiigiik Q ler igin
biiyiimenin hizh oldugu gérilmektedir.

Sekil 5.15 de ayrilma noktasiin yerinin (Q=1) degisen & degerleri icin yiikle
degisimi gorilmektedir. Pozitif € lar i¢in aynilma noktasinin yeri yikle kiigiilmekte ,
negatif degerler igin ise biyiimektedir. Birinci halde ( daha 6nce de belirtildigi gibi),
zemin bir anlamda sertlesmekte ikinci halde ise yumugamaktadir. Yine sekilden € nun

koordinatdaki degismede oldukga etkili oldugu gériilmektedir.

5.2 Rasgele Yiikleme Hali i¢in Sonuglar

Bu yiikleme hali igin P(t)ze—IHII

seklinde degisen impulsif bir yik
alinmaktadir. Sekil 5.16 da statik hal i¢in ayrilma noktasimn yerinin k; lineer zemin

parametresine gore degisimi gorilmektedir. Sekilden, bilyliyen k; degerleri igin
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aynlma noktasimin yerinin kiiguldiigt gorulmektedir. Zeminin rijitlestifi bu durumda
temas bolgesinin kiigiilmesi beklenen bir sonugtur [24].

Sekil 5.17 de statik hal igin temas bolgesinde kiriy elastk egrilen
goriilmektedir. Nonlineerlik etkisinin (ks) de dikkate alindig1 bu durumda, bu etkinin
biiylimesi ile diisey yerdegistirmelerin ve aynilma noktasmin koordinatimin kigtildigi
gorilmektedir.

Sekil 5.18 ve 5.19 da statik hal igin nonlineerligin orta nokta deplasmam ve
ayrilma noktasi koordinati tizerindeki etkisi verilmistir. Nonlineer terimin pozitif
olmas1 halinde (k;>0) orta nokta deplasmanin ve aynlma noktas: koordinatinin
kiigiildigii, bu terimin negatif olmasi halinde ise her iki deSerin de buyidiga
gorilmektedir.

Sekil 520 de dinamik hal igin aynlma noktasiun yerinin gesitli k;
parametrelerine gore boyutsuz zamanla degisimi verilmigtir. Herhangi bir k; degeri
i¢in bu noktanin 1 ile biyudiigii, 6zellikle biiyliyen T degerleri i¢in bu biiyiimenin daha
da belirgin oldugu gorilmekte, yine sekilden, bilyilyen k; degerleri igin ayrilma
noktasinin koordinatimin da ki¢ildigi gérilmektedir.

Sekil 5.21 de nonlineer terimlerin, ayrilma noktas: koordinatindaki degisime
etkisi goriilmektedir. Burada, 6zellikle buytik 1 degerleri igin, k3>0 iken lineer hale
oranla noktanin koordinatinin biytidigi, k;<0 iken ise kiigiildiigii gorulmektedir.

Sekil 522 ve 5.23 de g¢esitli k, parametreleri igin kirig ortasi ve ucundaki
deplasmanlanin © ile deZisimi verilmigtir. Tespit edilmis bir T degeri i¢in k;
biyidiikge (zemin rijitlesmekte) ortadaki deplasmanin kiitildigu, ugtaki deplasmanin
ise buyiidiigu goriilmektedir. Sekil 5.20 de dikkata alinarak, sekil 5.23 den, belli bir t
degerinden sonra zeminden ayrilmanin ortadan kalkti§1 gériilmektedir.

Sekil 5.24 de gesitli nonlineerlik parametreleri dikkate alinarak orta nokta
deplasmaninin t ile degisimi verilmistir. Sekilden nonlineer terimlerin deplasmanlar
tizerinde oldukga etkili oldugu ve bu terimlerin biiyiimesi ile deplasmanlarin da hizla
kuguldugi gorulmektedir.

Sekil 5.25 ve 5.26 da nonlineerligin isaret degistirmesi halinde kirig orta ve ug
deplasmanlarimin  t ile degisimi verilmigtir. Pozitif halde ortadaki ve ugtaki

deplasmanin lineer hale gore kiigiildiigii , negatif halde ise biiytidiigi gériilmektedir
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Sekil 5.1. Degisen kirig boylan igin aynlma noktasinin  yerinin Q ile degisimi.
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Sekil 5.2a Birinci ¢oziim igin king elastik egrileri.
n=2; 0 Q=01 o Q=05 V Q=07
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Sekil 5.2b Ikinci ¢oziim igin kirig elastik egrileri.
n=2; 0 Q=05 o Q=07 V Q=09
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Sekil 5.3 Zeminin ¢ekme aktarmasi halinde elastik egriler.
n=2; 0 Q=01 o Q=05 VQ=09
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Sekil 5.4. Degisen kiris boylan i¢in aynlma noktasinin yerinin zorlama yukar dogru
tken Q ile degisimi.
n=18, ...n=20, --—-n=22, —-—n=24

Pt
e j,/_;}w

-

0 0k 04 08 08 1 12 14 16 1.8 4

Sekil 5.5. Zorlama yukan dogru iken kirg elastik egrileri. .
n=2; 0 Q=15 o Q=20, V Q=25 —Q=285
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Sekil 5.6. Degisin kirig boylari igin aynlma noktasmnin yerinin zorlama asag1 dogru
iken Q ile degigimi .

n=18, ...n=2.0, -—-—n=22, ———n=24, __n=3
~-0.2
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Sekil 5.7. Zorlama asafi dogru iken kirig elastik egriler.
n=2; 0 Q=15 oQ=20, V Q=25
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Sekil 5.8. Q=1 olmast halinde ayrilma noktasinin yerinin kiris boyu ile degisimi.
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Sekil 5.9. Nonlineer halde ayrilma noktasinin yerinin Q ile degisimi.
P=1, n=2.0; £=0.0, ... €=0.5, -——g=-05 (§ =§,,+¢&},;)
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Sekil 5.10. Cesitli Q degerleri igin ayrilma noktasimun yerinin yiikle degigimi.
£=0.5; ——Q=0.1, ....... 0=03, ——-0=05 —-—0=07
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Sekil 5.11. Cesitli Q degerleri igin aynlma noktasinin yerinin yukle degisimi.
£=-0.5 ; ——0=0.1, ......Q=03, -—— Q=05 —-—0Q=0.7
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Sekil 5.12. Kiris ortasindaki yerdegistirmenin yikle degZigimi.
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Sekil 5.13 ve 5.14. Nonlineer halde ayrilma noktasinin yerinin yiikle degigimi.

Zorlama asa dogru ve n=2 . .
—0=125, —- 0=135 —-—Q=15, .....Q =1.75 . (¢=0.5, €=-0.5)

P

!
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Sekil 5.15. Nonlineer halde Q=1 igin ayrilma noktasin yerinin yiikle degisimi.
e=10.01, --—--- £&=0.05, .....e=20.1
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Sekil 5.17. Degme bolgesinde kiris elastik egrileri.

k1=] 00,

0 k3=0 ,

A k;=100000,

O k;=250000
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Sekil 5.18. Orta noktadaki yerdegistirmenin nonlineer terimle degigimi.
ki=1000; ——ks=0, ... k>0, -——- k3<0
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Sekil 5.19. Aynlma noktasimn yerinin nonlineer terimle degisimi.
k1=1000 5 k3=0 s eesene k3>0 y T k3<0
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Sekil 5.20. Aynilma noktasinin yerinin boyutsuz zamanla degisimi.
"—"k1=l, ----- k] =50 T .. k1=100
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Sekil 5.21. Nonlineer halde aynlma noktasmnin yerinin boyutsuz zamanla degisimi
k1=10 s k3=0 y —— —k3=100 y "ottt k3=—100




53

Y(0)-0.1
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
ot

0.6 T

0 0.10203040506070809 1

Sekil 5.22. King ortasindaki yerdegistirmenin T ile deisimi.
— k=1,

----- k1= 10 9 .......k1=50 B eevens k1=100
Y(1) -0.2
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3
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Sekil 5.23. Kiris ug deplasmaninin 1 ile degigimi.
— k1=l R

k=10, .....k;=50,

k1=100
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Sekil 5.24. Orta noktadaki yerdegistirmenin ¢esitli nonlineerlik parametrelerine gére

degisimi.
k1=1 0 5 ] k3=0 o Tt k3=l 0 E esesih k3=1 00, ..... k3=1 000
y 0 N
0.2 \\ //I
/"'

0.4 A\ el S §

0.6
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1
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1.2
0 01020304050680.70809 1

Sekil 5.25. Nonlineerligin isaret degistirmesi halinde orta nokta deplasmanlar.
k=10, k=0, - k=100, .......ks=-100
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Sekil 5.26. Nonlineerligin isaret degistirmesi halinde ugtaki deplasmanlar.
k1=10 N

ks=0, - k3=100 ,__k;=-100
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5.3 Calismada Gozlenen Ozgiin Sonuglar
5.3.1 Harmonik yiikleme hali

Diisey yerdegistirmeler ve aynlma noktasmin koordinati igin yapilan pertiirbasyon
agihmunda ilk terim, sistemin lineer haldeki davramigina kars1 gelmekte, diger terimler
ise lineer olmamanun etkisini gostermektedir.

Bu durumda, lineer hale ait ¢ozim dikkate alindifinda, asagidaki sonuglar

goriilmektedir.

a- Zemin modelinden nonlineer terim gelmemesine ragmen (k;=0 ), zeminin ¢ekme
gerilmesi aktarmamasi nedeniyle (smir kosulu nedeniyle) problem lineer olmayan bir
karakter gostermektedir. Kirisin zeminden aynldigi noktalarin koordinatlan zemin
modiiliine, kirigin fiziksel ve geometrik ozelliklerine ve zorlamanin frekansina bagh
olmaktadir. Coéziimde lineer olmayan bir denklem takimu ile karsilagildigindan, birden
¢ok ¢oziim, diger bir deyisle, ayni frekans oraminda birden ¢ok temas/ayrilma bolgesi
ortaya gikabilmektedir. Frekans oranmin 1 den kugik oldugu bu halde, szl edilen
parametrelere bagl olarak bolge sayisi da artabilmektedir. Frekans oram olarak
adlandirilan parametre 1 den biyiik oldugunda, ancak zorlama kuvvetinin yoénii ile

yerdegistirme farkli yonlerde (ters fazda) ise ¢ziim elde edilebilmektedir.

b- Aynlma noktasinin koordinati tesbit edilmis bir frekans orani igin (statik halde
oldugu gibi [24], [34] ) yukiin siddeti ile degismemekte, diisey yerdegistirmeler ise
yikiin giddeti ile orantii olmaktadir. Bunun nedeni yiikiin direkt olarak siir

kosullarina girmesidir. Tesbit edilmig bir yiik igin ise, aynlma noktasinin koordinati

frekans oranina ( Q = Q//k/pA ) bagh olarak deZismektedir. .

c- Cekmesiz haldeki diisey yerdegistirmeler, zeminin ¢gekme de almasi halinde elde
edilen yerdeZistirmelerden buiyiik olmaktadir. Bu da beklenen bir sonugtur. Ciinki,
zeminin ¢ekme de aktarmas: halinde ¢ekmeye ¢alisan bolge oldukga kugiiktir. Aymi
kuvvet altinda, gekme almayan zeminin galisan bolgesi daha kiigiik oldugundan tepki
kuvveti (dolayisiyla yerdegistirme) daha biiyiik olacaktir.
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Agiimda iist mertebeye gidildiinde zemindeki lineer olmayan parametrenin etkisi

ortaya ¢ikmaktadir. Bu durumda asagidaki bulgular gériilmektedir.

d- Ayrilma noktasinin koordinat: yiikiin siddetine bagh olarak degismektedir. Aynlma
noktasinin koordinatindaki bu defismeye yiikiin etkisi, yikiin siddetinin karesi
mertebesindedir. Bunun nedeni &, = -Y,,(0)/Y],(0) ifadesinde tstteki terimin lineer

¢Ozliimiin kibiini ( P nin kibiini) ihtiva etmesidir.

e- Nonlineerlik parametresinin pozitif olmasi halinde temas bdélgesi kiigiilmekte,
negatif olmas: halinde ise biiyimektedir. Bu ise, birinci halde zemininin lineer hale

oranla sertlesmesinden ikinci halde ise yumusamasindan kaynaklanmaktadir.

f- Tesbit edilmig bir frekans orani igin hem nonlineerliin isaretinin hem de yiikiin
siddetinin diigey deplasmanlara etkisi, kirig orta noktasinin deplasmanindan kolayca
gorilmektedir. Lineer halde bu deplasmanlar yiikiin siddeti ile dogrusal degisirken,
nonlineer halde bu de8isim dogrusal olmamaktadir. Pozitif halde deplasmanlar (lineer
hale gore) kigtlirken, negatif halde biyiimektedir. Bu durumda sistemin davraniginin

kiibik nonlineerlikli kiitle yay sisteminin davranigina benzedigi s6ylenebilir.

5.3.2 Rasgele yiikleme hali

g- T=0 (statik hal) ve ks =0 iken ayrilma noktasmin koordinati ( temas bolgesi ) ki

ryjithgi ile kiigtilmektedir. Bu da kaynak [34] deki sonuglar ile uyusmaktadir.

h- T=0 (statik hal) ve nonlineer halde (k;20 ), k; parametresi biiyidiikce, bu
parametrenin pozitif veya negatif olmasma gore, aynlma noktasinin koordinati ve
disey yerdegistirmeler lineer haldekinden biyiikk veya kiigiik olmakta, bu ise
nonlineerhigin deplasmanlar ve aynlma noktasiin koordinati tizerindeki -etkisini

gostermektedir.

i- T#0 ve ks =0 iken aynlma noktasimn koordinat: yiikle biiyiimekte, ayn: yiik altinda
ise k; mjithidi ile kiiglilmektedir. ki#0 alindiginda ise, tesbit edilmis bir k; rijitligi igin,
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ks parametresinin isaretine goére bu noktanin koordinati biiyimekte veya
kiigiilmektedir. Ornegin pozitif halde, temas bélgesindeki diisey yerdegistirmeler
(dolaysiyla tepki kuvvetleri) kiigiildiigiinden, kirigin diisey dengesi igin, dig yiikii
kargilayacak zemin tepki kuvvetlerinin lineer hale gore daha genis bir alana yayilmasi
gerekmektedir. Elde edilen sonuglar da bunu dogrulamakta ve pozitif halde bu bolge
biiyiirken negatif halde kiigiilmektedir.
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EK A

Herhangi bir 1. Bolgede Simur Kogullarimn Elde Edilisi.

1) Koordinat baglangicinda (bolgenin solunda) disey yerdegistirme sifirdir.

yi|] =0 Yio T€Y;y =0

x;=0 §=e&

(3.11) ¢ozumleri bu siir kosulunda kullanilsa ve bu nokta civaninda Taylor agilimi
yapilarak birinci mertebeden daha yiiksek mertebe terimler ihmal edilse

[Y;0(0)+8€_;, Y'i0(0)]cosQt +e[Y,;;(0) cosQt +Y; ,(0) cos3Qt] = 0

esitligi, ve bu esitlidin € parametresine gore diizenlenmesi ile de

Y, o (0)cosQt + e[(Y;(0)+&;_;, Y/, (0)) cos it + Y, ;(0)cos3Qt]=0

esitligi elde edlir. Buradan

Yi,o =0
Yi,z =0
Y:,(0)

&i—l,l == va',O (0)

olarak elde edilir.
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2) Koordinat baglangicinda tegetlerin egimleri birbirine esittir.

? ! —_— 14 4
YioT€Y =Y i0TEY i

£=e& 1, §=ti107e8

(3.11) ¢6ziimlerinin bu kosullarda kullanmilmas: ve Taylor agihm ile asagidaki esitlik

elde edilir.

[Y'i0(0) +€€ 1, Y"i0(0)]cosQt+e[Y’;;(0)cos Ot + Y’ (0) cos 3]

=[Y'i1,0(€ 1 0) +88 1, Yit0(§y o)]cosQt +e[ Y1 (€, ;) cos

+Y'i2 (é;i_l’o )cos30t]

Denklem € parametresine gére diizenlendikten sonra

Y'i0(0)=Y"i-10 (éi—l,o )

Y'i,z (0) = Y'i—l,z (gi—l,o)

esitlikleri ve bir sonraki simr kosulundan yararlamlarak da

Yi1(0) =Y i-0(€ 1 0)

esitligi elde edilir.
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3) Koordinat baglangicinda momentler birbirine esitttir.

”n ” — ”n ”
METRED AT =Y 0 TEY iy

&=k §i=8 10teq 1

(3.11) ¢6ziim fonksiyonlan ve Taylor agihmu ile

[Y7i0(0) +6E,_,, Y7i0(0)]cosQt +€[Y";1(0) cosQt + Y; 2(0) cos 3]
=[Y"im,0(€r ) T8, Y10 €y o )] cosQt + €[ Y711 (€ o) cos Ot

+ Y7128 o) cos3Q]

esitligi elde edilir. Bu esithigin € parametresine gore dizenlenmesi ile

Y7i,0(0) = Y"i1,0(€_10)

Y"i2(0)= Y12 (&i_l,o )

esitlikleri ve bir sonraki sinir kosulundan yararlanarak da

Y%i2(0) = Y"1 (i)

esitligi elde edilir.
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4) Koordinat baglangicinda kesme kuvvetleri birbirine esittir.

yiﬂ =y".
x.=0

i %=X

m m —_ m m
Y ioteY iy =Y a0 TEY i

Ei=e § =8 107881,

(3.11) ¢ozimleri ve Taylor agilimi kullanilarak

[Y" 0(0)+ géi—l,l Y" i0(0)]cosQt +e[Y™i1(0)cosQt + Y™; »(0) cos3Q]

=[Y"i10 (Eom,o )+e€ Y0 (SP9] cosQt+e[ Y13 (€1 0)cosQt

+ Y72 o) cos3€]

esitligi ve bu esitliin de € parametresine gére diizenlenmesi ile

Y7i0(0)=Y"ir0(; 1)

Y7i2(0) = Y"i12(€ 1 0)

esitligi elde edilir. YV (0)+4ef0Yi,O (0)=0 denkleminde Y, ,(0)=0 oldugundan,

Y™ 0(0) = 0 olur. Bundan yararlanilarak asagidaki esitlik elde edilir.

Y7i1(0) = Y"1, 0)



69

5) Boélgenin saginda diisey yerdegistirme sifir olmaktadir.

(3.11) ¢éztimleri ve Taylor agilimu ile asagidaki denklem elde edilir.

[YioEio)+EE;, Yio(E o) cosQt +e[Y, (& ) cosQt
+Yi,2 (éi,o ) COS3Qt] =0

Bu denklemin € parametresine gore diizenlenmesi ile de

Yi,O (éi,o) =0
Yi2(Eip)=0

Y6
i Yi',o (&i,o )

esitlikleri elde edilir. Aynca  Y'i0(0) =Y'ic10(§;_;,) olduBundan

Yi1(0) = Yi, (‘:i—l,o)

olmaktadir.
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Boélim 3.3.2 de Verilen Fonksiyonlar
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