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OZET

Iki bélimden olusan bu tezde analitik fonksiyonlarin Hardy-Littlewood tipi
teoremlerle verilen agagidaki sinir 6zellikleri incelenmigtir:

G Dbolgesinde analitik, G de siirekli f fonksiyonu ve bazi kogullar1 saglayan
w: (0, +00) — [0, +00) majorant: igin smirdaki

IF(Q) @) Sw(~2l), V(,z2€8G,(#=2

ozelliginden

IF(O) = f@I < Cw(ll—2]), Y(,2€G,(#2
balge ozelligi elde edilir.

Gegtigimiz yirmibes yilda Tamrazov P. M., Hayman W. K., Ghering F. W.
v.b.nin galigmalariyla bu konuda biiyik ilerlemeler gerceklegtirilmigtir.

Son yillarda bu tip teoremlerde, ele alinan holomorf fonksiyonlarin yalinkat
olup olmamasinin etkisi ve meromorf fonksiyonlar icin benzer problemler aragti-
rilmaya baglanmagtir.

Tezde agirhkl olarak bu konu ele alinmgtir. Onceki sonuglar bazi hallerde
iyilegtirilmigtir.

Iki kisimdan olugan birinci bélimde dnce problemin koyulusu ve tarihgesi
verilmigtir. Birinci kisimda majorant siniflar1 tanimlanmug, ikinci kisimda ise
potansiyel teorisinden kapasite ve Green fonksiyonu gibi kavramlar tanitilmigtir.

Iki kisimdan olugan ikinci boliimde ise Hardy-Littlewood tipi teoremlerde ya-

linkat olmamanin etkisi verilmigtir. Birinci kisimda yerel sonuglar, ikinci kisimda
global sonuglar yer almaktadir.
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SUMMARY

ON SOME BOUNDARY PROPERTIES
OF ANALYTIC FUNCTIONS

This work is devoted to strenghtening of the theorems of Hardy-Littlewood
type with normal majorants.

Investigation of finite differences of the classes of functions defined on compact
subsets of the complex plane has an important role in the modern function theory.
This subject has applications in the study of smoothness of functions on the
closure of their domain, of smoothness of complex homeomorphisms, of singular
integrals and integrals of Cauchy type, of the Riemmann boundary value problem,
in approximation theory etc.

Let C be one-point compactification of the complex plane. For a set D C C
let the boundary of D in C be denoted by 8D and let 8D = CN8D.

Let G C C be an open set, and let f be a function continous on G and analytic
on G. Under which conditions on G C C and the majorant w(8) (a function
w: (0,400) — [0,+00) satisfying certain conditions) the following implications
are true:

1) If
F(O - FfA Sw(l(—2]), V(2€0G,(#z

then
|f(()-—f(2)| SCW(K_'ZI)) VCazeavc#z (1)

where C > 1 is a constant independent of { and z.
2) For a given point 25 € 0G, if

1) = flzo)] Sw(l{ —=l),  V(€OG,(# 2
then
1£(¢) — f(z)l < Cw(l¢ — 20)),  V(€G,{# 2 (2)

where C > 1 is a constant independent of .
v



Hardy G. H. and Littlewood J. E. [1] proved the implication 1) for G a circle
and w(é) = 6* (o = const € (0,1]). For G a Jordan domain and w(6) = 6
Warschawski S. E. [2] proved the implication 2), Walsh J. L. and Sewell W. E.
[3] proved the implication 1) so that in both results C = 1 (Similar results are
also obtained for w(é) = §{1n é|.)

In 1942, Sewell in his monograph [4] put forward a group of open problems now
called Warschawski-Walsh-Sewell problems. One of them is the generalization of
the results obtained by Warshawski-Walsh-Sewell to domains more general than

Jordan domains and to majorants of modulus of continuity type more general
than 6%, 6|1n é].

On this subject, certain results are obtained by Magnaradze L. G., Gagua M.
B., Geronimus Y. L., Brudny Y. A., Hopenhaus I. E. and Trahimchuk Y. Y.

Since 1979 the problems above are completely solved for w(é) = §* majorants
by Schekorskii A. I. [13],, Tamrazov P. M. [11], Gehring F. W., Hayman W. K.
and Hinkkanen A. [14].

In 1984, Aliyev T. H. and Tamrazov P. M. put forward the following problems:

1. Effect of nonunivalence of the function in the inequalities (1) and (2),

2. Generalization of the above results to meromorphic functions.

For 6% and bilogarithmic concave majorants (that is, logw(e®) is concave)
both problems are completely solved in terms of Green function by Aliyev T. H.
and Tamrazov P. M. [15, 16]. Also the effect of nonunivalence in (1) and (2) is
solved [17].

For normal majorants and sufficiently general set the problems 1 and 2 are
solved by Aliyev T. H. [17]. Intersection of the class of normal majorants and the
class of bilogarithmic majorants is not empty and they don’t include each other.

In this work, the problems 1 and 2 are studied for the class of normal majo-
rants and the inequality (2) is stregthened.

A function w¢(6) continuous on positive real-axis, nondecreasing and semi-
additive, which satifies the condition shI-lI-lo wy(6) = 0 is called modulus of conti-

nuity majorant.

For a nondecreasing function w(8): (0, +-00) — [0, +-00), if there exist numbers
o> 1 and vy 2 0 so that

w(td) < ot"w(8), V6> 0,Vi>1

vi



then w(6) is called normal majorant of class of (o,).

For a function (t):[1,+00) — (0,+400), if the function log(e) is concave
on (0,+00) then ¥(¢) is called bilogarithmic concave function.

For a nondecreasing function w(§): (0, +00) — [0, +00), if there exist a bilog-
arithmic concave function (t) defined on (1, 4+o00) and satisfying the condition

w(td) < P(t)w(d), V6> 0,Vi>1
then w(?) is called majorant having coefficient of normality (¢).

The classes of normal majorants and of nondecreasing majorants having nor-
mality coefficients coincide, every majorant of modulus of continuity type is a
normal majorant of class (2,1).

Let Cap(K) = C(K) denote the logarithmic capacity of the set K.
Let N denote the class of sets E C C having zero capacity.
Let G C C be an open set. For z € G and t € (0, 4+00) let

C*=Cap({¢:[(—2|<1}\G)

and

271
U(Z,t) = m, t>0.

Let
x(#) = x(G,z,t) = irilgw(v)zb(u(zo,v)), 2 ¢ G,t>0

e(G,z) = sup (z € 0G)

t
>0 C*(G,Z,t),

(@) = sup e(G,2).
z€90G

If the function f is meromorphic on G let k(f,w) denote order of value f(w)
for w € G.

For a point z € C and a set X C C let us define

plz, K) = inf |z — (.
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For a domain G C C and a point (o € G let ge(-, (o) denote generalized Green
function of G.

Let B C C be an open set. If two points w, ¢ belong to same connected
component B; of B, then gp(w,() is denoted by gp,(w,(), generalized Green
function of the domain B;. If w, { belong to different connected components of
B then gp(w,{) = 0. In this case gg(w, () is called generalized Green function
of the open set B [22].

In the first section of the second chapter the following local result is given:

Theorem [23, 16] Let G C C be a bounded open set; @ C C\ G a set containing
the point 2z, @ € N; w a majorant having coefficient of normality ¥; f: G — C a
mermorphic function with a finite number of poles, P denote the set of all poles
of f in G. If the function f is bounded on every portion of G separated from the
poles and .

Fm |f(O) Swllz—2l), Vz€dG\Q

(¢ea)
then

|F(¢)] exp {—Zga(p, ¢) k(f,p)] < x([¢ — 20[) x

pEP

X exp [_ Z gG(w;C) k(faw)] ’ VC € G\P

w: f(w)=0

hence if zg is an isolated point of JG also the term corresponding to the point
w = 2p 18 also included in the sum in the inequality above.

In the second section the following global corollary is given:

Corollary [23, 16] Let G C C be a bounded open set; w a majorant of modulus
of continuity type (or more generally a semi-additive majorant); f:G — C a
continuous function mermorphic in G, P the set of all poles of f in G. If

FO) = fR) Swl(l{—2]), V(,2€0G,(#=
then for all (o € G\ P

|f(Co) = f({)] exp [— > (96(p, Q) + 96(p, Q) E(F, p)] < Cw(4|¢ — (o]} x

pEP

/ I~

exp | — > ge(w, Ok, w)} V€ G\P: 0 <[ — ol < p(Co,0G)
L wea\elsw=i)

CxXp | — Z gG(va)k(fa w)} ’ VC € G\P : K - COI Z P(CO,BG)
|| wiw)=A(%)
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where C = (54¢(@))? dir.
And the following results are obtained:

Corollary Let G C C be a bounded open set; w a normal majorant of class
(0,7) where 0 <y < 1; f:G — C a continuous function mermorphic in G, P the
set of all poles of f in G. If

7)) - fAl Sw([¢ —2]), V(,2€0G,(#=
then for all (o € G\ P

| () — f(Co)l exp [Z(ga(p, o) +9a(¢ ,p))k(f,p)} < Cw(4|¢ — (o]) x

pEP

X exp [— Z gG(w,C)k(f, w) - (1 - ’Y)gG(CO)C):l ’ VC € G \ P
weG\{(o}:f (w)=F(¢o)

where C = 03(27¢(G))*1277.

Theorem Let G C C be a bounded open set; w a normal majorant of class (o,7)
where 0 < v < 1; f: G — C a continuous function analytic in G and

IF(O) —f(A Sw([C—2]), V(,2€dG,(#=
then for all (o, € G

1£(€) = £(o)l < Cw(|¢ = Col)%

X exp |~ Z gG(Caw)k(f7 w) - (1 - ’Y)gG(C, CO) ” VC €G
weG\{o:f(w)=F{(Co)

where C = 0*(54¢(G))*27". In the case of a simply connected domain can be
chosen as C = 0*(108+/2)*".

ix



BOLUM 1. GIRIS

Bu tezde normal majorantli Hardy-Littlewood tipi teoremlerin gliglendirilmesi ele

alinmugtir.

Kompleks dizlemin kompakt alt kiimelerinde tanimli fonksiyon siniflarinin,
sonlu farklar bakimindan incelenmesi, modern fonksiyonlar teorisinde dnemli bir

yer tutar. Bu konu agagida siralanan uygulama alanlarina sahiptir:

1. Fonksiyonlarin, tamim bdlgelerinin kapaniginda, dizginligi,

2. Fonksiyonlarin yiiksek mertebeli sonlu-fark-dizginlik ozellikleri,
3. Konform homeomorfizmalarin diizginligi,

4. Cauchy tipi ve singtler integraller,

5. Riemann sinir deger problemi,

6. Yaklagim teorisinin diiz ve ters problemleri, v.s.

C kompleks diizlemin bir noktali kompaktlagtirihigi olsun. Bir D C C kiimesi
icin D’nin C’deki sinir1 9D ile gosterilsin ve 8D = C N 8D olsun.

G C C agik kiime, f fonksiyonu G de siirekli ve G de analitik olsun. G C C

kiimesi ve w(§) majorant: (yani bazi kogullar: saglayan w: (0,+o0) — [0,+00)

fonksiyonu) hangi kogullar saglamalilar ki agagidaki gerektirmeler dogru olsunlar:



1) Eger
1f(O) = fR] Sw(l{—2[), V(,2€0G,(+#=
ise bu takdirde

fO)—fR S Cw(|{—2]), V(,z€G,(#2 (L.1)

burada C' > 1 ( ve z’den bagimsiz sabittir.

2) 2o € OG sabit noktasi i¢in

I7(C) = f(z0)| Sw(l( —2l),  V(€IG,(# 2

ise bu takdirde

IF(¢) = Flz0)l < Cw(l¢ — zl), V(€ G,{#20 (1.2)

burada C > 1 (’dan bagimsiz sabittir.

Hardy G. H. ve Littlewood J. E. [1], 1) gerektirmesini, G daire ve w(6) = §*
(o = sabit € (0,1]) durumunda ispatlamiglardir. G Jordan bolgesi ve w(6) = 6%
durumunda Warschawski S. E. [2], 2) gerektirmesini, Walsh J. L. ve Sewell W. E.
[3], 1) gerektirmesini ispatlamiglardir, dyle ki her iki sonugta da C' = 1 dir.
(w(8) = 6|In §] icin de benzer sonuglar elde edilmigtir.)

Sewell 1942 yilinda yayinlanan [4] monografinda gimdi Warschawski-Walsh-
Sewell problemleri olarak adlandirilan bir dizi agik problem ortaya koymugtur.
Bunlardan birisi Warschawski-Walsh-Sewell’in yukaridaki sonuglarini Jordan bol-
gelerinden daha genel bolgelere ve 6%, §|Iné| gibi majorantlardan daha genel

stireklilik tipi majorantlara genellegtirilmesi problemidir.

Bu konuda baz: sonuglar Magnaradze L. G., Gagua M. B., Geronimus Y. L.,
Brudny Y. A. ve Hopenhaus I. E. tarafindan elde edilmigtir. Jordan bolgeleri
(baz1 sinirlamalar ile) ve w(6) = |log §|7?, (p > 0) (ve buna benzer diger somut
majorantlar)igin de sonuglar alinmgtir [5, 6]. Daire igin genellikle kesin olmayan
(stireklilik modiilii izerine ek gartlar koguldugunda kesin olan) baz sonuglar da
elde edilmistir {7, 8].
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1971 yilinda Tamrazov P. M., Warschawski-Walsh-Sewell problemini ¢6zmiig-
tir [9]. Problemin ¢ézimi i¢in yeni metodlar ortaya koymugtur. Bu metodlar
problemi daha genel olarak formile etmeye imkan vermigtir. Tamrazov P. M.
¢ok genel olan, ¢ok baglantili (hatta sonsuz baglantili) bolge siniflart ve sinirinin
agagl kapasite yogunlugu pozitif olan agik kiimeler ve normal majorantlar sinifi
(bu sumf stireklilik modiilii tipli majorantlar simifindan ¢ok daha genigtir) igin

yukaridaki sonuglar: elde etmigtir [9-11].

1979 yilindan baglayarak yukaridaki problemler kuvvet majorantlar: (yani
w(6) = 6*) i¢in Trahimchuk Y. Y. [12], Schekorskii A. I. [13], Tamrazov P. M.
[11], Gehring F. W., Hayman W. K. ve Hinkkanen A. [14] tarafindan tam

¢ozllmiglerdir.

1984 yilinda Aliyev T. H. ve Tamrazov P. M. tarafindan agagidaki problemler

ortaya konulmugtur:

1. (1.1) ve (1.2) egitsizliklerinde fonksiyonun yalinkat olmamasinin etkisinin

incelenmesi,

2. Yukaridaki sonuglarin meromorf fonksiyonlara genellegtirilmesi.

Kuvvet ve daha genel olan bilogaritmik konkav majorantlar (yani logw(e®)
konkav) i¢in her iki problem Aliyev T. H. ve Tamrazov P. M. [15, 16] tarafindan
Green fonksiyonu dilinde tam ¢dzilmigtir. (1.1) ve (1.2)’de simirda yalinkat

olmamanin etkisi problemi de ¢oziillmigtir [17].

Normal majorantlar ve yeterince genig kiimeler i¢in 1 ve 2 problemleri
Aliyev T. H. tarafindan ¢ozilmistiir [17]. Normal majorantlar sinifi ile biloga-
ritmik majorantlar sinifinin arakesiti bog degildir ve hicbiri digerini kapsamaz. Bu

nedenle bu siniflar icin olan ispat yontemleri esasli bigimde birbirinden farklidir.

Bu tezde normal majorantlar sinifi igin 1 ve 2 problemleri incelenmis ve (1.2)

egitsizligi daha glglendirilmigtir.



1.1 Majorantlar

Majorantlar, foksiyonlarin sonlu-fark-dizginliik ve aproksimatif 6zelliklerine gore
simiflandirilmas1 amaciyla kullanilirlar. En basit majorantlar kuvvet majorant-

laridir ve bunlar yardimiyla da Holder-Lipschitz fonksiyonel simflar: tanimlanir.

Tanim 1 f fonksiyonu reel degigkenli, dlizgin stirekli ve

wi(6) = sup_|f(tr)— f(t2)

[t1~t2]<6

olsun. wys(6)’ya f fonksiyonunun siireklilik modild denir.
ws(6)'min agagidaki kogullan sagladigi kolayca gosterilebilir:

1. wy(8) pozitif yari-eksende siireklidir,
2. wy(6) azalmayandir,

3. wy(8) yari-toplamsaldir, yani her 61,61 > 0 igin w(8; + 62) < w(81) + w(82)

olur,

4. SEI-I}-Iwa((S) = 0’dur.

Nikolskii S. M. gostermigtir ki 1-4 kosullarini saglayan her fonksiyon siireklilik
modilidir (kendi kendisinin). Bundan dolay: 1-4 kogullarim saglayan fonksi-
yonlara siireklilik modiili tipi fonksiyonlar veya siireklilik modili denir. Biz
bunlara siireklilik modiilii tipi majorantlar diyecegiz. Bu tip majorantlar
sinifi, kuvvet majorantlar simmifindan daha genisgtir; ancak bazi maksatlar igin

bunlardan daha genig majorant simiflar1 da kullanilir. Boyle bir genellegtirmeye
bakalim [18, 8].

Tanim 2 y(t) fonksiyonu (a,bd) € R araliginda tanimli olsun. Eger

2y (tl 3 tz) Zv(t) +v(ta), Vit € (a,0)

ozelligini saglaniyorsa v(t) ye konkav fonksiyon denir.
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(a,b) de azalamayan konkav fonksiyon stireklidir. (a,+o0) araliginda konkav

ve agagidan sinirli fonksiyon siirekli ve azalmayandir [19].

Tanmim 3 (0, +oc0) araliginda azalmayan, pozitif fonksiyona azalmayan majorant

denir.

Tanim 4 w(§) azalmayan majorant olsun.
w(td) < ot"w(9), V6> 0,Vt>1

olacak gekilde o > 1 ve v > 0 sayilar1 bulunabiliyorsa, w(6) ya normal majorant
denir. ¢ ve 4 nin degerlerinin 6nemli oldugu durumlarda w(é) fonksiyonu (o, <)

simfindan normal majoranttir denir.

Tamim 5 ¥(t):[1,+00) — (0, +o0) fonksiyonu i¢in log 1(e’) fonksiyonu (0, +o00)
araliginda konkav ise 1(t) ye bilogaritmik konkav fonksiyon denir.

Tanim 6 w(§) azalmayan majorant olsun. Eger (1, +o00) araliginda tanimh ve
w(td) < P(t) w(d), Vé>0,Vt>1

gartin1 saglayan bilogaritmik konkav t(t) fonksiyonu varsa, w(t) majoranti ()

normallik katsayisina sahiptir denir.

Biitin normal majorantlar sinifi ile biitiin azalmayan normallik katsayisina
sahip majorantlar sinifi cakigir. Her yari-toplamsal azalmayan majorant (2,1)

sinifindan normal majoranttir.
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1.2 Kapasite ve Genellegtirilmis Dirichlet Problemi

Potansiyel teorisinden baz tanimlar verelim [20, 21, 19].

K C C kompakt kiime olsun. M(K) ile K nin Borel alt kiimelerinin o-ceb-
rinde tamimlanmmg, toplam kitlesi 4(K) = 1 olan ve negatif olmayan u(z) dlciileri

sinifi gosterilsin. M(K) sinifinda
1
= 10 ———‘-d d z2
A= [ Tog = du(O)dute)
KxK

integraline minimal deger veren tek bir pq dlgiisii vardir.

Tanmim 7 Cap(K) = C(K) = exp[—v(to)] sayisina K kompaktinin logaritmik

kapasitesi,
1
/ log =2 dpo(2)
K

integraline ise Roben potansiyeli denir.

Tanim 8 F' kapali kiimesine dahil olan kompaktlardan en az birinin kapasitesi

sitfirdan farkh ise, F' ye kapasitesi sifir olmayan kapali kiime denir.

Tanim 9 O agik kiimesinin agag1 kapasitesi
sup C(K)
Kco

geklinde tanimlanir, burada supremum O ya dahil olan bitin K kompaktlar

simifinda alinir.

Tamm 10 Sinirhi B kiimesini igeren agik kiimelerin agag kapasitelerinin infi-

mumu sifir ise B ye sifir kapasiteli kime denir.

Tanim 11 B C C kiimesinin her sinirh alt kiimesinin kapasitesi sifir ise B ye

sifir kapasiteli kiime denir.



o

F C C kapah kiime olsun. z € C noktas1 ve t € (0,+00) sayis1 i¢in Cr(z,1)

fonksiyonu
Cr(z,t) =Cap(FN{{:|( -2 <t})

seklinde tanimlansin.

Tamim 12 F C C kapali kiime ve z € C olsun. Eger
Cr(z) = lim %op(z, >0
t—0

ise F' kiimesi z noktasinda C-yogundur denir.

G C C agik kitme olsun. z ¢ G noktas1 ve t € (0, +o00) sayisi igin

C*(z,t) =Cap ({{: ¢ —2[ <t}\ G)

27t

u(z,t) = i (1 )

t>0 (1.3)

tammlansin.

r: G — R fonksiyonu i¢in 9@ de

Bs,r(()= Tmr(), 250

({e®)

fonksiyonu tanimlansin. Eger r(¢) fonksiyonu G U BG kiimesinde siirekli ise
B(z,r(())=r(z), VzedG

olacaktir.

Tanim 13 G sonlu baglantili Jordan bolgesi ve a € G olsun. G \ {a} iizerinde
taniml ve agagidaki sartlan saglayan gg(-, a) fonksiyonuna G bolgesinin a kutuplu

Green fonksiyonu denir:

1. gg({,a) fonksiyonu G \ {a} kiimesinde harmoniktir,



~ 8-

2. Her z € 0G igin lim g¢({,a) = 0,
ey

3. 9e(¢,a) + In|{ — al fonksiyonu a noktas: civarinda simirhdir.

Tamm 14 G C C bdlge olsun. G ye dahil olan sonlu baglantili Jordan bélgele-

rinin Green fonksiyonlarinin noktasal supremumuna G nin genellegtirilmig Green
fonksiyonu denir [20, 21].

Sinirinin kapasitesi sifir olmayan her G C C bolgesi genellestirilmis Green
fonksiyonuna sahiptir.

Genellestirilmig Green fonksiyonu ile Roben potansiyeli arasinda
1 .
g0(¢,00) = ~IogO(96) — [log —grdho(s);  ((0G)=1)  (14)
8¢
bagintis: vardir.

Subharmonik fonksiyonlar icin agagidaki maksimum prensibi gegerlidir:

G acgik kiime ve Cap(9G) # 0, r({) fonksiyonu G kiimesinde subharmonik ve
yukaridan simirh olsun. B (z,7({)) fonksiyonu G deki sifir kapasiteli bir kiime

hari¢ pozitif olmasin. Bu takdirde
r({) <0, V{e G

dir.

G agik kiimesinin 8@ sinirinda tammli, reel degerli (sonlu olmayabilir) I(z)

fonksiyonu ele alinsin. H (¢,1(z)) ile
B(z,r(¢)) <l(z), Vze8G

kogulunu saglayan, G de yukaridan sinirli subharmonik fonksiyonlarin supremumu

gosterilsin.
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Tanim 15 H ((,I(z)) fonksiyonuna I(z) i¢in G de genellegtirilmig Dirichlet prob-

leminin agagi ¢oziimi denir.

G nin her baglantili bilegeninde H (¢, I(z)) ya 6zdeglikle co ya da harmoniktir.

Eger s, € R ve s > 0 ise
H(¢,sl(2) +1) = s H ((,l(2)) + 1, V(eG

egitligi gecerlidir.

Eger l1(2), ,(z) ve Iy(z) + I2(2) fonksiyonlar BG de taniml iseler
H(Ch(2) + (=) 2 H((W(2)) + H((B(2), V(ed

egitsizligi gegerlidir.

Tanmim 16 Eger H ((,1(2)) ve —H ({,—I(z)) fonksiyonlar1 G de sonlu ve aym
iseler I(z) ¢oziilebilendir denir ve

Hg ((,U(2)) = H((,l(2)) = ~H((,~l(2)), VzeG

yazilir. Hg (¢, 1(2)) harmonik fonsiyonuna I(z) igin G' de genellegtirilmis Dirichlet

probleminin ¢6ziimi denir.

Cap(GG) > 0 ise her I(2) € Ciey fonksiyonu gdzilebilendir.

Acgiktir ki

inf I(2) < Hg ((,1(z)) < sup {(2), V(e G

z€0 2€5C

olur.

Tamm 17 3G de tanimli her sonlu ve siirekli /() fonksiyonu igin

Jim Ho((, 1(2)) = 1z0)

(¢€q)

ise zo € DG regiler noktadir denir. Regiiler olmayan simr noktasina irregiiler

nokta denir.



-10 -
2o € 0G noktasinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart
lim go(¢,a) =0,  (2€G)
((EGO)

olmasidir [21, 4]. Wiener kriterine gore dG kiimesi 2, noktasinda C-yogun ise zp

regiiler noktadir.

Onerme 1 [10] D C C agik kiime, n(t) fonksiyonu reel eksenin bir L araliginda

tanimh, siirekli, reel degerli ve konkav olsun. Bu takdirde

1. D de harmonik olan H: D — L fonksiyonu i¢in n(H(()) fonksiyonu D de

stiperharmoniktir.

2. Eger Cap(dD) > 0 ise, sonlu degerli [(z): 9D — L C R siirekli fonksiyonu
icin

Hp(¢,n(1(2))) —n (Hp((,1(2))) <0, V(€D (1.5)

olur. Burada Hp((,¢(2)) fonksiyonu ¢(2) sinir fonksiyonu icin D de genel-

legtirilmig Dirichlet probleminin ¢éztimudir.

Ispat. { (2) ve n(I(2)) fonksiyonlarinin ¢ozilebilen oldugu ve onlar icin genelles-

tirilmig Dirichlet probleminin ¢6ziimiintin varligi kogullardan agiktur.

Once 1. gik ispatlansin. Eger (o € D ve {y # oo ise yeterince kiigik p > 0

sayilar igin
27
1 :
H(Go) = é;;/H (Co + pe®) db (1.6)
0

esitligi gegerlidir. Bu durumda konkav fonksiyonlar igin Jensen egitsizligine gore

27

n (;;/H(Co-l-pew) d0> > -21;/77 (H (¢o + pe®)) db (1.7)

0

dir.

(1.6) ve (1.7)’den
27

n(H(G) > 5 [ (H (G +pe")) @0

0
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elde edilir. Benzer esitsizlik (; = oo ve yeterince biiyik p sayilar i¢in de

gosterilebilir.

2. gsikkin dogrulugu ise, maksimum prensibi ve (1.5) ifadesinin sol yaninin
D de yukaridan sinith, subharmonik olmasi ve D nin regiiler sinir noktalarinda

pozitif olmamasindan elde edilir.

Bu fonksiyonun sinirliligi 0D nin [ altindaki goriintiisiiniin L araliginda kom-
pakt olmasindan, subharmonikligi 1. giktan elde edilir. D de pozitif olmamas: ise
D nin her baglantili D; bilegeninin her regiiler sinir noktasinda bu ifadenin sifira

yaklagmasindan ve D; bilegenlerinde simirhligindan gikar.

Onerme 2 ¢ = oo noktasini igeren D bdlgesi igin Cap(dD) > 0 olsun.
A(¢,0D) = max |¢ — 2|

olmak {zere, her {,(o { # (o noktalar1 igin

9p(¢,¢0) +1nf¢ — o] < In (D) (1.8)
olur. Burada gp(¢, (o), D bolgesinin genellegtirilmig Green fonksiyonudur.
Ispat. D bolgesinde

90(¢,%) = p(¢,09) +1n € — o] < maxn |z — ol
oldugu agiktir. Bundan dolay:
9p(¢, o) +1n|¢ = Gol < gn((, 00) +1n A((o, 0D) (1.9)

dir. (1.4)’den hemen cikan

A(¢,0D)
C(9D)

egitsizligi (1.9)’da gozoniine alinirsa (1.8) ifadesi elde edilir.

gp({,0) <ln

G de yukaridan sinirh ve subharmonik r({) fonksiyonu igin
r(w) < H(w,B(z,7(())), VYweG

oldugu agiktur.



BOLUM 2. NORMAL MAJORANTLI
HARDY-LITTLEWOOD TiPi TEOREMLER

B C C agik kiime olsun. w, { noktalar1 B kiimesinin ayni B; baglantih bilegenine
dahil iseler gp(w, () ile B; nin gp,(w, () genellestirilmig Green fonksiyonu gosteril-
sin. Eger w, ¢ noktalar1 B nin farkh baglantili bilegenlerine dahil iseler gg(w, () =
0 olsun. Bu gekilde tammlanan gg(w, () fonksiyonuna B agik kiimesinin genel-
legtirilmis Green fonksiyonu adi verilir [22].

Eger f fonksiyonu G de meromorf ise k(f,w) ile f(w) degerinin w € G nok-

tasindaki mertebesi gosterilsin.

N ile sifir kapasiteli biitiin E C C kiimeleri sinifi gdsterilsin.

Xt) = x(G ) = imfwp(u(a0) (20 f Gt >0)

t
(2 = W@y

e(G) = supe(G,2)
2€9G

olsun. Agiktir ki her basit baglantih G # C bdlgesi i¢in e(G) < 4 tiir.

(z € 0G)

2.1 Yerel Sonuglar

Teorem 1 G C C siirh agik kiime; zp € C\ G sabit nokta; w fonksiyonu % nor-
mallik katsayisina sahip majorant; f fonksiyonu G de holomorf ve sinirli olsun.
Eger

Im |f(Ol Sw(lz—2l),  VzedG\ {z} (2.1)

Kes)
ise

Al S x(¢—2l)exp [ = Y galw, ) k(f,w) VieG  (22)

w:f(w)=0
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olur, éyle ki 29 noktas1 G nin ayrik noktas: ise (2.2) egitsizligindeki toplama w =
zp noktasina karst gelen terim de dahildir. (Bu halde gg(20,¢) = gouizo}(20,¢) ve
k(f,2z0) > 0 ile f fonksiyonunun z, noktasina analitik devaminin bu noktadaki

sifirimin mertebesi gosterilir.)

Asgagidaki sonug Teorem 1’nin genellegmesidir. Hem f meromorf secilir, hem

de (2.1) sinir kogulu yerine daha zayif bir kogul konur.

Teorem 2 [23, 16] G C C sinirh agik kiime; @ C C \ G kiimesi 2y noktasini
igersin ve ) € N olsun; w fonksiyonu % normallik katsayisina sahip majorant;
f:G — C sonlu sayida kutup noktasina sahip meromorf fonksiyon, f in G deki
blitin kutup noktalar: kiimesi P olsun. Eger f fonksiyonu G nin, kutup nokta-

larindan ayrik her kisminda sinich ve

m [f(¢)] Sw(lz—=l), VzedG\Q (2.3)

Kex)

ise bu takdirde

< x(I¢ — zo]) x

|7(¢)] exp L—ZQG(%C) k(f,p)

pEP

xexp |- 3 ga(w,C)k(f,w)}, WEeG\P  (24)

w: f(w)=0

olur, Syle ki z; noktasi G nin ayrik noktasi ise (2.4) egitsizligindeki toplama

w = % noktasina kargi gelen terim de dahildir.

Once teoremin ispatinda yardimci olan bir dnerme verelim.

a € G noktast icin 3G de

3|z —a 3}
1 ,— ¢, Z€EO0G
Mz, a, 20) = { nm""x{ la—z)'2f" ° (2.5)
-+00 , Z=00€ 9G.
fonksiyonu tanimlansin. Tanimdan
Az,a,2) > In §, Vz € 0G (2.6)

oldugu agiktir.
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Onerme 3 [10] 6(¢): (0,400] — (—o0,400) fonksiyonu ¢ = +oco noktasinda
sirekli, (0,4o00) araliginda azalmayan ve konkav olsun. Eger q(z):% —
[—00, +00) fonksiyonu 3G de yukaridan smurl ve

q(2) < 6(A(z,a,2)), Vz € 0G (2.7)

ise bu takdirde
H(a,q(2)) < 0 [In(u(zo, |a — 20))] (2.8)
dir.

ispat. Onermenin gartlarindan 9(¢) € Clo4c0) 0ldugu gorilir. B > 0 olmak
uzere
6s(t) = 6(t) + pt, t>0
olsun. Bu takdirde
tli? 0p(t) = +oo (2.9)

dur. ¢(z) yukaridan sinirh oldugu igin (2.9)’den, yeterince biiyik N > ln—:;- Say181
i¢in
q(z) < 0s(N), VzedQ (2.10)

sonucu alinir.

Av(z) = min {\z,a,20), N}, VzedG (2.11)
olsun. Bu takdirde (2.7),(2.10) ve (2.11)’den

9(2) < 0s(Mn(2)), Vz€9G (2.12)
dir.

An(z) fonksiyonu 9@ de siirekli, simrh ve pozitiftir. 65(t) fonksiyonu ¢ > 0

icin stirekli ve konkav oldugu i¢in, Onerme 1’den

Hg (¢, 05(Mn(2))) < 0p(He((, An(2))), V(€@ (2.13)

(2.12) ve maksimum prensibinden

H((q(2) < He((,0s(Mn(2))), V(e G (2.14)
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elde edilir.

GU{ ¢ : ¢ — 20| > |a — 20| }U{oo} acik kiimesinin a noktasini igeren baglan-
tal1 bileseni D olsun. K ile {{: |[¢ —a| < 1|a — 20| } kiimesi gosterilsin. (2.5) ve
(2.11)’dan

3|z — qf

An(z) < In ,  Y2e0G\K (2.15)

I(l—'Zol

elde edilir.

9p(¢,a) +1n[3|¢ — a||a ~ 20| 7!] fonksiyonu D de siiperharmonik ve agagidan
siurli, 0K da ise (bir nokta harig olabilir) In 5 den biiyiktiir. Buradan
3|z —aq 3

>lhe= :
47| > In 5 Az, a, 20), Vze KNoG (2.16)

gD(z,a) +In

elde edilir. (2.16) ve (2.15) den, G N D de yukaridan smurh, subharmonik
31 —a
—9p(¢;a) —In 1=

|a = Zol

fonksiyonu ve ¢oziilebilir —An(z) sinir fonksiyonun

3i¢ —al

IG—ZQ!

B (z, —gp({,a) —1n ) < —An(2), Vz € 0(GN D)

egitsizligini sagladiklar goriilir (0(G NnD)C @)
Buradan

3¢ —al

]a —_ Zol

< H(¢, = w(2) = —Ho((, An(2), Y¢eG@ND
(2.17)

- gD(C) 0,) —In
sonucu gikar.

Onerme 2 uygulanirsa,

3 (I¢ — 20| + 3la — 20|) |a — =]
2 ¢(0D) ’

gp(¢,a)+1n{{—a| <In V¢ € D\{a} (2.18)

alinmir. C(0D) > C*(zo, £]a — 20|) oldugu igin (2.18) den

3 (I¢ — =0l + 3la = =) |a — 2o

go(¢;a)+nlc—a| <1 2C*(z0, 3]a — o) 7

V¢ € D\{a} (2.19)

elde edilir.
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(2.17) ve (2.19) birlegtirip { — a i¢in limite gegilirse

27 |a — 2o

A <
Hola, dn(z)) < In 4 C* (2, %l“ — 20)

(2.20)

olur.

Simdi (2.20), (2.13) ve (2.14) den

27 |a — 2|
4C* (zo, %la - zo[)

E(% Q(z)) < 0/@ In

alinir. Bu sonugta 8 — 0 icin limite gecilirse 6nermede soylendigi gibi (2.8) elde

edilir.

Teoremin ispati. f fonksiyonun sifirlarimin keyfi bir S sonlu kiimesi gozéniine

alinsin.

vs(¢) =log | f(O] = D 9a(¢,PE(S>p) + ) 96(w, ()k(f, w)

pEP weS

olsun, dyle ki 29 noktasi G nin ayrik bir noktasi ise sonuncu toplama w = 2z

noktasina kargt gelen terim de dahildir.
a € GG noktast alinsin.

vs({) — logw(]a — z|) fonksiyonu G de subharmonik ve yukaridan simirlidir.

Bundan dolay1
vs(w) —logw(|a — z|) < H(w, B(z,vs({) — logw(la — zl)), Yw € G (2.21)

dir.

Onerme (3)’iin kogullarinin

In9(e?) ,  VYte(0,400)
o) = { Tlirfoolnzﬁ(e"), t = +4o0

g(z) = B(z,vs(() —logw(la— ), VzcdQ (2.22)

fonksiyonlar: i¢in saglandig gosterilsin.
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¢(2) nin 8@ de yukaridan simirh oldugu agiktar.

Diger yandan

|z — 20| < |z —a| + |a — 2|
esitsizliginden ve (2.5)’den

2 —d

la — 2o

|z — 20| < |a — 2| (1 + ) < |a — zo| exp A(2, @, z0), Vz € 0G (2.23)

(2.3), (2.22) ve (2.23)’den

w(lz — z|) _ In w(la — 20| exp A(2, a, 20))

o) < I Ze 2] < w(la — zo])

. V2edG\Q: (2.24)

elde edilir. Burada @y kiimesi @ ile G nin irregiiler sinir noktalar kimesinin
birlegimidir. Agktir ki @3 € A clinkii irregiiler sinir noktalar: kiimesinin kapa-

sitesi sifirdir. Diger yandan regiiler noktalarda Green fonksiyonu sifira yaklagr.

¥(t) normallik katsayisinin tammindan ve (2.5) ve (2.24)’den
q(z) < In9(exp A(2, a, 20)), z € 0G\ Q1
dir. Bu ¢(2) i¢in Onerme 3’in kosullarimn saglandigim gésterir. Bu durumda
H(a,q(2)) < 0(Inu(z0, |a — 20])) (2.25)
dir. (2.21)’dan elde ederiz ki (2.22) fonksiyonu i¢in
05(¢) — logw(la — zof) < H(¢,4(2) (2.26)
ozel halde ¢ = a icin (2.25) ve (2.26)’den
vg(a) — Inw(|a — zl) < 0(Inu(zo, |a — 20) (2.27)

dir.

Her t > |a — 2| igin Gy = GN{(:]{ — 2] < t} olsun. a € G keyfi nokta

oldugu i¢in (2.27)’den ve normal majorantin tanimindan

vs(() < loglw(t)y(u(zo, 1)), V(€ I(GNG:)\ Q2 (2.28)
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elde edilir. Burada @, kimesi @ ile G N G; nin irregliler sinir noktalarinin

birlegimidir. @, € N oldugu agiktir.

vs fonksiyonu G N G; de yukaridan simirh oldugundan dolay: (2.28)’den mak-

simium prensibine gore
os(0) < gl (ulz0 )], CEGNG
alintr. Burada ¢ = a gozoniine alinirsa
vs(a) < loglw(t)y(u(2,1))]. (2.29)
(2.29)de ¢ > |a — 2| keyfi oldugundan dolay:
us(a) <log |_inl_ w(t)b(u(iort)

alinir.Buradan ise

|f(¢)] exp [— > 9a(p, C)k(f,p)} < X(¢ — 2ol) exp [— > 9a(w, Ok(f, w)}

p€EP weS

alinir. Bu sonuncuda S sifirlar kiimesinin keyfi oldugu gozéniine ahmirsa (2.4)

elde edilir.

Sonug 1 Teorem 2’nin kogullan saglansin. Bu takdirde

|F(¢)] exp [— > 9a(p, C)k(f,p)] <9 (2—27-5(G, Zo)) X

pEP

X w(|¢ — zo0|) exp {— Y. ga(w, C)k(f,w)] , V(eG\P

w: f (w)=0

dir.

Bu sonug ¥(¢)’nin artan olmasindan ve (G, zp) min tanimindan hemen gikar.

Sonradan kullanilacak olan agagidaki hal ayrilsin.
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Sonug 2 G C C smrh agik kiime; @ € C\ G, Q € N olsun; w fonksiyonu

+ normallik katsayisina sahip normal majorant; f: G — C sonlu sayida kutuba

sahip meromorf fonksiyon, f in G deki biitiin kutup noktalar1 kiimesi P olsun.
Eger (o € G\ P igin

lim [£(¢) — f()l Sw(lz = Gl),  Vz2€0G\Q

<€)

ise bu takdirde

I£(€) — f(Co)l exp [— > galp, C)k(f,p)J < X(G\{Co}, o, 1€ — Col)

pEP

X €Xp [_ Z gG(wa C)k(f9 w)} 3 VC € G\ ('P U {CO}) (230)

w:f(w)=F(o)
dir.

2.2 Global Sonuglar
z € C noktasi ve K C C kiimesi igin

p(z, K) = inf [z — (]

tammi yapilsin.

Baz1 global sonuglara bakalim.

Teorem 3 [23, 16] G C C sinirh agik kiime; w azalmayan % normallik katsayisina
sahip majorant; f, G de holomorf, G de siirekli fonksiyon olsun. Eger

IF(O) = f) Sw(l—2]), V(,z2€dG,(#=

ise bu takdirde her (o € G i¢in

150~ 56 < ¥ (5e(0)) veare(@ exs [— Y aolw kS0 %
w:f(w)=F(Co)
o [S000), | VEEG10<K 0l < 4(6n 6,
w(4[¢ — Col), V(€ G { = ol = p(o,0G),
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ve her 2z, € 0G igin
1£0) = 1)l < ¥ (Ge(6) ) wll¢ = s x

X exp [— >, galw, C)k(f,w)} , Y(eG

weG: f(w)=f({o)

esitsizlikleri saglanir.

Sonug 3 w stireklilik modild tipi majorant olmak tizere Teorem 3in gartlar

saglansin. Bu takdirde her {3 € G igin
1£(¢) — F(Co)l £ Cw(|¢ — Col) x

I
exXp | — Z gG’(wa C)k(fa w):‘ 3 V( :0< IC - COI < P(CO,aG)

x4 | weG\{(o}:f(w)=F(¢) (2.31)

€Xp [— Z gG(w7 ()k(f7 w)} 9 VC : IC - COI 2 p(C076G)

\ | wEG:f(w)=1(Co)
dir. Burada C = 8(54¢(@G))? dir.

Sinirh basit baglantili bolge igin Sonug 3’de C' = 8(216)? alinabilir.

Agagidaki teorem, Teorem 3’in meromorf fonksiyonlara genellegmesidir.

Teorem 4 G C C sinirh acik kiime; w azalmayan 9 normallik katsayisina sahip
majorant; f:G — C siirekli ve G de meromorf fonksiyon, f in G deki biitiin

kutup noktalar: kiimesi P olsun. Eger

FO)—FfEN Sw((—2l), V(,2€dG,{#z
ise bu takdirde her {, € G\ P igin

|£(¢) — f(Co)| exp {— > (9, O) + gelp, (o)) k(£ p)} <

pEP

<4 (5@ pere@)en [— ) gG(w,ok(f,w} x

w:f(w)=5(¢o)

w(4p((,0@)), YL EG\P:0< ¢ — (ol < 4p(lo, 0G)
* { w(4[¢ — o)), VEEG\P: ¢ —Col > pllo,B) (2.32)

dir.
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Once agagidaki énermeyi ispat edelim.

Onerme 4 [23, 16] Sonug¢ 2’nin kogullar1 dahilinde esitsizlik gegerlidir.

F(0) — £(Go) exp [- S ga(p, OK(S, p>] <

PEP

w:f (w)=1(¢o)

% { 0-7(4:,0(4'0,3G)), VC € G\P :0< ]C - COI S 4p(<0,8G) (2 33)
w(4[¢ = Gol), VC e G\ P :|(— ol 2 p(o, 0G) '

< P(27e(@)) exp [— Z 96(w, ()k(f, w)} X

dir.

Ispat. Sonug 2’ye gore (2.30) esitsizligi saglanir. x(G \ {¢o}, (o, |¢ = (o]) igin st

sinir belirleyelim.

|21 — Co| = p(o, OG) olacak gekilde bir z; € OG noktasinin varligr agiktir.

{77 — 2] < p(60,8G) } C {7 :|m = Cof <2p(Co,9G) }

ve kapasitenin kiimenin artan fonksiyonu olmasindan dolay1

C™(0,20(60, 0G)) 2 C*(21, p(C0, 0G))

dir.

Varsayahim ki ¢ € G ve |¢ — (o] < 4p((o, 0G) dir. Bu takdirde

IN

x(1¢ = o) x(4p((o, 0G))

w(4p(Go, DC)) (

IA

C*(C(b 2P(C0, BG))

w(4p(¢o, G) ) (C*Zﬁ(ﬁ?&ig)@))

w(4p(Co, 0G))Y(276(G, 71))
w(4p(o, 0G))%(27¢(G))

7AN

IA A

elde edilir. Yani ¢ € G ve |¢ — (o] < 4p(o, 0G) igin

X(I¢ = Gol) < w(4p(Co, 0G))$(276(G)) (2.34)
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olur.

Simdi ise ¢ € G ve |¢ — (o] = p((o, G) olsun.
{r:lr—= < [(—Gol} C{r:lr— (| <2IC = Gol }

oldugu agiktir.

Bundan dolay: C*(z1, |¢ — ¢o]) £ C*({o,2|¢ — {o|) olur. Buradan da

x(C=Gl) < x(@l¢ -Gl
271¢ — (ol
S Wil Gl (0*(<o,2|c — Col))
S w0 Goly (o*?;l,clzfoéolﬂ
< w(4l¢ — G)¥(27e(G, 1))
< w(4l¢ — G)p(27e(G))

elde edilir. Yani ¢ € G ve |[¢ — G| = p(lo, IG) ise
x(I¢ = ¢ol) < w(4[¢ — o) (276(G)) (2.35)
olur.

Sonug olarak (2.34) ve (2.35)’den (2.33) elde edilir.

Teoremin ispati. zp € OG sabit nokta olsun. Teorem 2 uygulanirsa

[£(¢) — f(z0)| exp [— > 96(p, Ok(S, p)} <

pEP

<v(5e@)wllc-ah,  wear\P
alinir. Burada 2z € 0G keyfi oldugu igin her (o € G \ P sabit noktas: igin
1)~ 70 < ¥ (5e(6))

X €Xp [ZQG(}’) CO)k(fap):l w(KO - ZI)) Vz e oG

pEP

egitsizligi saglanir.
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Onerme 4 kullanilirsa,

1£(G) = F(Q)lexp [— > ool ok(f,p)] <4 (Ze@) vere@)

p€EP

X

X exp [Zga(p,é‘o)k(f,p)] exp |— Y. ga(w,O)k(f,w)

PEP w:f (w)=F(¢o)

X { w(4p(<'0)aG))7 VC € G\,P 10< IC - CO! < 4/’((0766;')
w(4{¢ — Gol), V(e G\ P:[¢~ (ol 2 p(lo,0G)

alinir. Bu sonuncudan (2.32) hemen ¢ikar.

Eger ¢ € G ve ¢ — Gol < p(Go, BG) ise

1€ = Gol
— 96(0,¢) < log (60, 0G) (2.36)

olacagi Green fonksiyonunun tamimindan ve maksimum prensibinden hemen go-

ruliir.
Sonug 4 Teorem 4’in kogullar1 dahilinde her {p € G\ P i¢in

|£(¢o) — F(O)l exp [— > (ga(p, ¢) + ga(p, Go))k(f, p)] <

pEP

<4 (5e@) vre@)en {— > ga(w,C)k(f,w)} x

weG\{¢o }:f (w)=5(¢o)

p(Co, 0G)
w(4]¢ — Cof) exp [=96($o, Q)& (£, Co)], V€ G\ P 2 [¢ — ol = p(o,9G)

saglanir.

_ k(£ (o)
x{w(‘]fﬂ(fo,aG))(K o)L Wee B\ P0<Ic- Gl < 0l 06)

Sonug 5 [23, 16] w siireklilik tipi (veya daha genel olarak yari-toplamsal) majo-
rant olsun. Bu takdirde Teorem 4’in kogullar1 dahilinde {, € G \ P igin

1£(Co) — F(O)lexp {— > (96(p:¢) + 96(p, CO))k(f7p)jl < Cw(4]¢ = Cof) X

pEP
|- Y gaw O, w>} VEEG\P 0 <[~ Gl < pl6o,G)
) | weG\{Go}:f (w)=1(¢o) (2.37)

exXp |— Z g(;('w, C)k(fa w)} s VC €G \ P IC - (OI 2 p(C07aG)
|| ww=s)
dir. Burada C = (54¢(@))? dir.
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Teorem 5 w fonksiyonu (o,v),0 < v < 1 stmfindan olan normal majorant olsun.
Bu takdirde Teorem 4’nin kogullar: dahilinde

If(CO) - f(C)I €Xp [— Z(QG’(pa C) + gG(p7 CO))k(fap)] S C’w(4|( - COI)X

p€EP
p -

expl- 3 gG(w,C)k(f,w)}, Y€ G\P:[¢ — Gl = p(Go, 0G)
w:f(w)=F(¢o)

9\ (2.38)
eXp | = Z gG(w’ C)k(f’ w) - (k(f7 CO) - 7)9G(C7 CO)] ) diéer
u | weG\{(o}:F(w)=1((o)

dir. Burada C = ¢(27¢(G))?72~7 dur.

ispat. w normal majorant:i (o,v) sinifindan ise
w(td) < at"w(6), Vi>1,V6 >0

dir. Buradan her &1, 62, 6; < 8, i¢in

69 52\"
wb)=w|—b ) <ol w(b)
&1 o1
elde edilir.

Teorem 4’in kogullar dahilinde (2.32) saglanir. Bu halde { € G\P ve [(—{o| <
" p(¢o, 0G) i¢in
€Xp [_gG’(Coa C)k(fa CO)] w(4p(<‘0, 8G))

terimine bakalim: (2.36) g6z éniine alinirsa

exp [~ga(Cor O)(k(F, Co) — 7] exp [~196(Cor )] w(4p(Co, DG))
< expl=g6(Cor k(S Co) — 7)] exp [7 In %c:%] w(4p(Go, OG))
< o060 ~ 1] (e aehs ) w(49(6:,06)

< oexp[—ga(Co, O)(k(f, Co) — 1) w(4l{ — Col)

Bu sonucu ifade ve () = ot oldugu (2.32)’da gbz Sniine alimirsa (2.38)’nin

saglandig goriilir.

v € (0,1) oldugu takdirde k(f, w)—~v > 1—+ > 0 oldugundan dolay: agagidaki

sonucu ifade edebiliriz.
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Sonug 6 w fonksiyonu (o,7), 0 < v < 1 sinifindan olan normal majorant olsun.

Bu takdirde Teorem 4’in kogullar dahilinde her (o € G\ P i¢in

|£(¢) = f (o)l exp [Z(go(p, Go) + ga(C,p))k‘(f,p)} < Cw(4|¢ — Gol) x

pEP

weG\{(o}: £ (w)=F(Co)

X exp [— ) gG(w,C)k(f,w)—(l—’Y)QG(CO,C)],VCGG\'P(2-39)

Burada C = 03(27¢(G))?72~7 dur.
Bu sonucu analitik fonksiyonlar i¢in ayrica yazalim.

Teorem 6 G C C siirh agik kiime; w fonksiyonu (o,7) 0 < v < 1 simfindan

olan normal majorant; f: G — C siirekli fonksiyonu G de analitik ve
F(O = f@) Sw((—2]), V(,2€dG,(#2z
olsun. Bu takdirde her ¢ € G igin
|£(¢) — £(¢o)l £ Cuw(I¢ — Gol) %
xep = Y ge(¢w)k(f,w) - (1—7gall, &) |, V¢ € G2.40)

weG\{(o}:f (w)=7((o)

esitsizligi saglamir. Burada C = 0*(54¢(G))*"2™7 dir. Eger G basit baglantili
ise C = 0%(1084/2)%" alinabilir.

0 <« < 1igin exp[—(1 — v)g96({,¢o)] < 1 oldugundan dolay: (2.40) esitsizligi
normal majorantlar igin [23, 16]’de alinmig ve bu terimi gézoniine almayan uygun
esitsizliklerden 0 < v < 1 halinde daha iyidir.



SONUCLAR VE ONERILER

Bu caligmada analitik fonksiyonlarin Hardy-Littlewood tipi teoremlerle verilen

siur Ozellikleri incelenmigtir. Buna gore:

G bolgesinde analitik, G’de siirekli f fonksiyonu ve bazi kogullar: saglayan

w: (0, 400) — [0, 4+00) majorant: i¢in sitmirdaki

IF(O) = f@I Sw(l¢—2l), V(,2€0G,(#=
szelliginden

IF() = f() < Cw(l{ —2]),  VY(z€G,(#=
bolge zelligi elde edilir.

Gegtigimiz yirmibes yilda Tamrazov P. M., Hayman W. K., Gehring F. W.

v.b.nin ¢ahigmalariyla bu konuda biiytik ilerlemeler gerceklegtirilmigtir.

Son yillarda bu tip teoremlerde, ele alinan holomorf fonksiyonlarin yalinkat
olup olmamasinin etkisi ve meromorf fonksiyonlar i¢in benzer problemler aragti-

rilmaya baglanmagtar.

Tezde agirlikli olarak bu konu ele alintmgtar. Onceki sonuglar baz: hallerde

iyilegtirilmigtir.

Burada alinmig sonuglar, bolgenin siniri1 C-yogun kiime oldugu zaman an-
lamhdir. Ileride normal majorantlar i¢in benzer sonuglar1 daha genel bolgelerde

ispatlamaya caligacagiz.
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ANALITIK FONKSIYONLARIN
BAZI SINIR OZELLIKLERI HAKKINDA

Nurhan Golakoglu

Anahtar Kelimeler: Hardy-Littlewood tipi teorem, analitik fonksiyon,
meromorf fonksiyon, yalinkat olmama, normal majorant.

Ozet: iki boliimden olugan bu galigmada analitik fonksiyonlarin Hardy-
Littlewood tipi teoremlerle verilen baz: sir 6zellikleri incelenmigtir. Bu
tip teoremlerde yalinkat olmamanin etkisi verilmig ve normal majorant-
lar simifi igin bazi hallerde, analitik ve mermorf fonksiyonlar i¢in, 6nceki
sonuglar iyilegtirilmigtir.

ON SOME BOUNDARY PROPERTIES
OF ANALYTIC FUNCTIONS

Nurhan Colakoglu

Keywords: Analytic function, meromorphic function, theorems of Hardy-
Littlewood type, nonunivalence, normal majorant.

Abstract: This work is concerned with some boundary properties of an-
alytic functions given by theorems of Hardy-Littlewood type. The effect
of nonunivalence in the theorems of this type is given and for the class of
normal majorants in some cases, for analytic and meromorphic functions,
the preceding results are strenghtened.



