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KALIN PLAKLAR iCiN UC BOYUTLU SONLU ELEMAN MODELLERI

OZET

Bu calismada, kalin plaklarin statik ¢6ziimii i¢in sonlu eleman yontemi ile, ¢
boyutlu, sekiz ve yirmi diiglim noktali iki farkli izoparametrik sonlu eleman
modelleri gelistirilmistir. Kalin plak problemi {i¢ boyutlu elastisite problemi olarak
ele alinmistir. Diigiim noktasi serbestlikleri olarak x, y, z eksenleri dogrultularindaki
yer degistirmeler(u, v, w) alinmistir. Gelistirilen sonlu elemanlarin ikisi de c?
siireklidir. Ince plak uygulamalarinda kayma kilitlenmesi problemi ortaya ¢cikmistir.

Eleman karakteristikleri egilme ve kayma etkileri ayrn ayrn diistintiliip iki terimli
olarak formiile edilmistir. Ince plak uygulamalarinda kayma kilitlenmesini 6nlemek
amaciyla kayma etkilerini iceren terimlerde secilerek azaltilmis integrasyon teknigi
kullanilmistir.  Integraller Gauss niimerik integrasyon yontemi kullanilarak
hesaplanmistir.

Sayisal uygulamalarin ¢6ziimii icin FORTRAN dilinde her iki eleman i¢in bilgisayar
programi gelistirilmistir. Bu programlara data dosyasi hazirlamak amaciyla
bilgisayar programlar1 gelistirilmistir. Bu elemanlar kullanilarak elde edilen sonuclar
boyutsuz olarak analitik ¢oziim ve diger arastirmacilarin sonlu eleman sonuglar ile
birlikte tablolarda verilmistir.

Bu calismada, kalin plaklarin statik ¢oziimii icin gelistirilen, ii¢ boyutlu, sekiz ve
yirmi diigiim noktali izoparametrik elemanlarin ince ve kalin plak uygulamalar ile
ankastre mesnetli kiris ve verev plak gibi genel problemlerde miihendislik analizleri
bakimindan tatmin edici sonuglar verdigi tespit edilmistir.
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THREE DIMENSIONAL FINITE ELEMENT MODELS FOR THICK
PLATES

SUMMARY

In this study, three-dimensional, eight-noded and twenty-noded isoparametric finite
element models are developed for static analysis of thick plates by finite element
method. Thick plate problem is assumed as three dimensional elasticity problem.
Nodal degrees of freedom are displacements(u, v, w) in cartesian coordinates(x, y, z).
Both of two finite elements are C° continuous. The shear locking problem appears in
thin plate applications.

Element characteristics are formulated in two terms as bending and shear. In order to
prevent shear locking problem that appears in thin plate applications, selective
reduced integration technique is used on the shear term. The integrals are calculated
by Gauss quadrature formula.

For the solution of numerical applications, two computer programs written in
FORTRAN language are developed for each element. In order to prepare data folder
for these programs, computer programs are developed. The results obtained by these
elements are presented in dimensionless form in tables with exact solution and with
finite element results given by other researchers.

In this study, it is determined that three-dimensional, eight-noded and twenty-noded
isoparametric finite elements developed for static analysis of thick plates give
satisfactory results in view of engineering analyses for thin and thick plate
applications and for general problems such as cantilever beam and skew plate.

xiii






1. GIiRiS

1.1 Konu

Plak problemleri miihendislik uygulamalarinda ¢ok sik karsilagilan problemlerden
biridir. ingaat miihendisligindeki plak problemlerinde genellikle plak kalmlig diger
boyutlar yaninda ihmal edilebilecek mertebededir. Bu geometrik &zellige sahip
plaklar ince plak olarak isimlendirilir. Kirchhoff plak teorisinin kabullerinden de
yararlanilarak gercekte iic boyutlu olan ince plak problemi iki boyutlu hale

indirgenir.

Plak kalinliginin artmasi sonucunda Kirchhoff plak teorisi ile yapilan hesaplar yeterli
olmamaktadir. Kalinligin artmasiyla birlikte, Kirchhoff plak teorisinde ihmal edilen,
kayma deformasyonlart etkilerinin belirginlesmesi bu durumu yaratmaktadir. Bu
sebeple Mindlin ve Reissner tarafindan kayma deformasyonlar etkilerinin de hesaba

katildig1 iki boyutlu plak teorileri gelistirilmistir

Genellikle arastirmacilar plak tizerine yaptiklar calismalarda, plak problemini bazi
kabullerle iki boyutlu hale indirgeme yolunu se¢mislerdir. Bu tez ¢alismasinda bu
yaklagimdan farkli olarak plak problemi ii¢ boyutlu elastisite teorisinin birinci tipten
sinir deger problemi olarak ele alinmistir. Baska bir deyisle, kalin plak problemi {i¢
boyutlu olarak ele alimip cismin dis yiizeyinde yiizey kuvvetleri verilerek hacmi
icerisindeki noktalarda gerilme, sekil degistirme ve yer degistirme degerlerinin

bulunmasi amaglanmistir.

1.2 Yontem

Bu calismada, sayisal hesap yontemlerinden biri olan sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak, cesitli mesnetlenme sartlarina sahip ince ve kalin plak problemlerinin
yaklagik ¢Oziimii amag¢lanmistir. Bu amaca uygun olarak ii¢ boyutlu sekiz ve yirmi
digiim noktali, iki ayr1 sonlu eleman gelistirilmistir. Gelistirilen her iki sonlu eleman
modeli i¢in birer bilgisayar programi algoritmast hazirlamp FORTRAN

programlama dilinde yazilmistir. Hazirlanan programlara veri girisinin zorlugu



goriilerek bu programlara veri dosyalarim hazirlayan kiiciik yardimeci1 programlar
olusturulmustur. Kullanilan iki elemanin yaklagimi karsilastirmali olarak analiz

edilmistir.

1.3 Literatiir

Literatiirde, kalin plak problemlerinin ii¢ boyutlu sonlu elemanlar kullanilarak
¢Oziimiinii amaglayan ¢ok fazla kaynak bulunmamaktadir. Genellikle arastirmacilar
kabuk problemlerinin ¢oziimiinde iki boyutlu sonlu elemanlardan faydalanmaktadir.
Bu kabuk problemleri incelenirken zaman zaman, gelistirilen iki boyutlu sonlu
elemanin plak problemine uygulandigi sayisal ¢oziimlerle de karsilasiimistir. Bu

calisma kapsaminda faydalanilan kaynaklar agagida 6zetlenmistir.

[1-5] numarali kaynaklar sonlu elemanlar yonteminin anlatildigi kaynaklardir. Bu
kaynaklarda teorik anlatimlarin yami sira sayisal uygulamalara da yer verilmistir.
[6-7] numarali kaynaklarda yap1 sistemlerinin hesabinda kullanilan matris
yontemlere deginilmistir. [8-9] numarali kaynaklar sekil degistiren cisimlerin
mekaniginin incelendigi kaynak kitaplardir. [10-11] numarali kaynaklarda plak ve
kabuk teorileri anlatilmaktadir. [12-13] numarali kaynak kitaplardan ise bilgisayar
programimin gelistirilmesi asamasinda yararlanilmigtir. Bu kitaplarda FORTRAN
programlama dilinin esaslarimin anlatilmasinin  yam1 sira cesitli  miihendislik

problemleri icin programlar gelistirilmistir.

Altan, sonlu elemanlar yontemini kullanarak, kalin daire halkasi plaklar, kalin
silindirik kabuklar ile bunlarin birlesmesinden olusan basing odalarinin hesaplanmasi
amactyla lic boyutlu, geometriye uygun, yirmi diigiim noktali bir sonlu eleman
gelistirmis ve bu sonlu eleman yardimiyla degisik problemlerin ¢6ziimii yaparak

sonuglari irdelemistir[ 14].

Aksu, genel bicimli kalin sayilabilecek kabuklar icin sekil degistirme ifadesine
dayanarak sekiz diigiim noktali kirk serbestlik dereceli dortgen sonlu eleman
gelistirmistir[15]. Bu tez calismasinda bilgisayar programi olusturulurken, Aksu
tarafindan kabuklar i¢in gelistirilen bilgisayar programinin algoritmasi esas

alinmustir.

Tiire calismasinda[16], minimum potansiyel enerji prensibini kullanarak kalin
sayilabilecek plaklarin ¢oziimii icin C° siirekli, TURE12 ve TURE24 adini verdigi
izoparametrik dortgen eleman gelistirmistir. Elemanlar gelistirilirken Mindlin plak

teorisi esas alinmistir. Bircok sayisal uygulamaya da yer verilen bu caligmada,



kullanilan elemanlarda kayma kilitlenmesi sorunu ile karsilasiimistir. Ozellikle sonlu
elemanlar ile kalin plak ¢oziimleri {lizerine calisan arastirmacilarin incelemesi
gereken Onemli bir calismadir. Bu calisma Aksu ile yaptiklart yayina temel

olusturmustur[17].

[18] numarali ¢alismada, kalin ve ince plaklarin ¢6ziimii i¢in Mindlin-Reissner
teorisine dayanan 12 serbestlik dereceli bir dortgen sonlu eleman gelistirilmistir. Bu
elemanla yapilan ince plak ¢oziimlerinde kayma kilitlenmesine rastlanimamistir.

Farkli sinir kosullarina sahip plak drneklerinin sayisal ¢oziimii yapilmistir.

Kara, genel bi¢imli ve genel yiiklemeler etkisindeki kalin kabuklar i¢in ii¢ boyutlu,

yirmi diigiim noktal1 izoparametrik bir sonlu eleman gelistirmistir[19].

Ozaydin, kalin sayilabilecek plaklar icin sekiz noktali, egrisel, izoparametrik bir

dortgen eleman gelistirmistir[20].

Belounar ve Guenfoud’in c¢alismasinda[21] dort digiim noktali ve 12 serbestlik
derecesine sahip dikdortgen eleman gelistirilmistir. Gelistirdikleri bu elemana SBRP
adinin vermislerdir. Eleman serbestlikleri her diigiim noktasindaki ¢okme ve x ile y
eksenleri etrafindaki donmelerdir. SBRP elemam ile yapilan c¢oziimlerde kayma
kilitlenmesi problemine rastlanilmadigi belirtilmistir. SBRP elemani ile yapilan

¢cOziimler dort diigiim noktali Mindlin plak elemani ile karsilastiriimistir.

Spilker ve Munir, 12 diigiim noktali kiibik Serendipity tipi sekil fonksiyonlar
kullanarak, ince ve kalin sayilabilecek plaklar i¢in hibrid-gerilme elemani
gelistirmislerdir[22]. Bu elemanla c¢oziillen ince plak problemlerinde kayma
kilitlenmesine rastlanmamistir. Eleman yakinsakligi ayni tipteki dort ve sekiz diiglim
noktali hibrid-gerilme elemanlar1 ve 12 dugiim noktali yer degistirme yoOntemine

dayanan Mindlin plak elemant ile karsilagtirilmistir.

[23]°de, 12 serbestlik dereceli dikdortgen plak eleman igin eleman i¢ bolgesinde
denge denklemlerini saglayan i¢ kuvvet alanlari, sinirlarda ise geometrik uygunluk
sartlarin1 saglayan yer degistirme alanlart birlikte kullanilarak sonlu eleman rijitlik

matrisi tayin edilmistir.

Ibrahimbegovic ve Wilson’un calismasinda[24], varyasyon prensibi kullanilarak
kalin kabuk ve kati cisim elemanlar1 tiiretilmistir. Tiiretilen biitiin elemanlarin her bir
digiim noktasi alt1 serbestlik derecesine sahiptir. Kabuklara ait sayisal uygulamalarin

yaninda plaklara ait sayisal uygulamalarin da bulundugu bir calismadir.



Yuan ve Miller, 12’si x ve y eksenleri etrafinda donme, 9’u ¢okme serbestligi olmak

tizere toplam 21 serbestlik dereceli bir dikdortgen plak eleman gelistirmislerdir[25].

Levinson ve Cooke, kayma deformasyonu etkilerini de hesaba katarak dort
kenarindan basit mesnetli dikdortgen plaklarin  klasik  Navier ¢Oziimiini

genellestirmislerdir[26].

Ozakca, Hinton ve Roa’nin yaptif1 caligma, plak problemi ¢oziimii icin ii¢ boyutlu
elemanlarin oOnerildigi sayili yaymlardandir[27]. Gelistirilen, ii¢ boyutlu, 20 ve 27
diigiim noktali alt1 yiizlii ve 10 diigiim noktali dort yiizlii elemanlar test edilmis ve

sonuclar karsilastirmali olarak verilmistir.

Salerno ve Goldberg, Reissner teorisini, diizgiin yayil1 yiik etkisi altindaki dort kenari
basit mesnetli plak 6rnegi ile yine diizgiin yayili yiik etkisi altindaki karsilikli iki
kenar1 basit mesnetli diger iki kenar1 bosta olan plak 6rnegine uygulamislardir[28].
Diizgiin yayili yiik etkisi altindaki dort kenar1 basit mesnetli plak 6rneginde h/a ve
b/a oranlarina gore degisen katsayilar gelistirilerek kayma deformasyonlarinin etkisi

hesapta dikkate alinmistir. Katsay1 degerleri tablolar halinde verilmistir.

Wang, Lim, Reddy ve Lee yaptiklar1 calismada[29], Mindlin ve Reissner teorilerinin
birbirleriyle iligkilerini ve farkliliklarini1 incelemislerdir. Teoriler arasindaki iliskinin
daha yakindan goriilebilmesi acisindan fakli mesnet sartlaria sahip plak ornekleri

sayisal olarak ¢oziilmiistiir.

Kim ve Choi, Mindlin plak teorisini esas alarak bir plak sonlu elemani
gelistirmislerdir[30]. Gelistirilen sonlu elemanin yer degistirme fonksiyonu,
uygunluk sartin1 saglamayan serbestliklerin sekiz diigiim noktali plak elemanin iki
donme bilesenine eklenmesiyle elde edilmistir. Yaptiklan ince plak c¢oziimlerinde

elemanda kayma kilitlenmesi problemi ile karsilagilmamustir.

Liu, Kerh ve Lin, ince ve kalin plak analizi i¢in dort diigiim noktali 16 serbestlik

dereceli dortgen sonlu eleman gelistirmislerdir[31].

Srinivas ve Rao yaptiklar ¢aligmada[32], kalin ve ince plaklarin ii¢ boyutlu analizini
yapmislardir. Bu calismada u, v, w yer degistirmeleri serilerle ifade edilmis ve
sonuclar tablolar halinde verilmistir. Srinivas ve Rao, calismalarinda uyguladiklar

prosediiriin ortotropik plaklarin ¢oziimiinde de uygulanabilecegini belirtmislerdir.

Bhashyam ve Gallagher’in ¢alismasinda[33], sekil degistirme enerjisi egilme yer
degistirmesi ve toplam yer degistirme terimlerine bagli olarak ifade edilmistir.

Orneklerde ayrik-Kirchhoff modeli temelli tiggen sonlu eleman kullanilmistir.



Crisfield calismasinda[34], kenar noktalarinda ii¢c ve kenar orta noktalarinda iki
serbestlik derecesine sahip toplam yirmi serbestlik dereceli bir dortgen eleman
gelistirmistir. Elemanda, baslangicta Serendipity tipi sekiz adet donme serbestligi ile
dokuz adet Lagrange tipi ¢cokme serbestligi tanimlanmigtir. Daha sonra kenar ortasi
ve eleman ortasi ¢okme serbestlikleri ortadan kaldirilmistir. Gelistirilen sonlu
elemanla yapilan ince plak c¢oziimlerinde kayma Kkilitlenmesi olugmadigl

belirtilmistir.

Reissner yaptig1 calismada[35], kayma deformasyonlarinin elastik plaklarin egilme
problemindeki etkisini gostermistir. Bu calismada ulastigi sonuglari, dikdortgen
kesitli c¢ubuklarin burulma problemi ile dairesel delikli plaklarda gerilme

yogunlagmasi probleminin ¢oziimiine uygulamistir.

Mindlin, Reissner’in teorisine benzer bir sekilde kalin plaklarin titresim probleminin

¢Oziimii i¢in bir calisma yapmistir[36].

Lee, Lim ve Wang yaptiklart ¢alismada[37], Levy plaklarimin egilme problemini
incelemislerdir. Bu calismada amaclanan, kalin Levy plaklarmin ¢6ziimiinde,
Kirchhoff ¢oziimiinii kullanarak Mindlin plak teorisi ile ulasilan sonuglara
ulasmaktir. Ik olarak Mindlin ve Reissner plak teorileri arasindaki baginti
diisiiniilmiis ve buradan da Kirchhoff ile Reissner plak teorileri arasindaki bagintiya

gecilmistir. Sonuclar karsilastirmali olarak tablolarda verilmistir.

Kant, Owen ve Zienkiewicz tarafindan yapilan ¢alismada[38] her diigiim noktasinda
alt1 serbestlik derecesine sahip Lagrange ailesinden dokuz diigiim noktali dortgen
eleman gelistirilmistir. Gelistirilen C° siirekli elaman kullamlarak cesitli plak
problemleri, tam, azaltilmis ve segilerek azaltilmis integrasyon teknikleri icin ayri

ayri ¢oziilmiistiir. Sayisal sonuglar, karsilagtirmali olarak tablolar halinde verilmistir.

Lim ve Reddy, gelistirilen plak teorileri arasindaki iligskiyi incelemislerdir[39]. Bu
calismada, her bir plak teorisi i¢in gegerli genel bir ifadeye ulasilmistir. Bu ifade
farkli sinir sartlarina sahip plak 6rneklerine uygulanmis ve sonuglar tablolar halinde
verilmistir. Bu konuda calisma yapan arastirmacilarin cok iyi faydalanabilecekleri bir

yayimdir.

Hrabok ve Hrudey, plak egilme probleminde kullanilan sonlu eleman modellerini bir
arada toplayan bir calisma yapmistir[40]. Ayrica bu caligmada plak sonlu

elemanlarindaki gelismeye de deginilmistir.



2. SONLU ELEMANLAR YONTEMI

2.1 Giris

Sonlu elemanlar yonteminin gelismesi bilgisayar teknolojisinde son yillarda goriilen
hizlh gelisme ile paralellik gostermektedir. Baslangicta yapi analizi problemleri igin
gelistirilen bu yontem, kullanishigi sebebiyle giinlimiizde miihendisligin bircok
alaninda kullanilmaktadir. Bu yontem ozellikle kullandigi ¢6ziim yontemi sebebiyle

bilgisayar kullanimini zorunlu hale getirmektedir.

Sonlu elemanlar yontemi bir yaklasik hesap yontemi olup yontemin esasini, ¢oziimii
istenen problemin Ozelligine gore degisen siirekli bir sistemi, sonlu sayida alt
bolgeye ayirma diisiincesi olusturmaktadir. Eleman olarak isimlendirilen bu alt
bolgelerin birbirlerine diigiim noktalar1 adi verilen noktalardan bagli oldugu
disiiniiliir ve c¢oziimde ulasilmak istenen sonu¢ degerlerinin, sistemin iginde her
noktada degil de bu diigiim noktalarinda elde edilmesi amaglanir. Boylece analitik

¢Oziimii karmagik olan problemlerin ¢oziimiine yaklasik olarak ulasilmasi saglanir.

Sonlu elemanlar yonteminde bilinmeyenlere, interpolasyon fonksiyonlariyla ifade
edilen fonksiyonlarla yaklasilir. Yani baska bir deyisle sonlu elemanlar yontemi ile
elde edilmek istenen sonu¢ degerler bu fonksiyonlarin diigiim noktalarmda aldig
degerlerdir. Bu hesaplar ilk olarak eleman bazinda diisiiniilir ve her diigim
noktasinda farkli elemanlardan gelen etki hesaba katilarak sisteme gegilir. Problemin
tiriine gore secilen bilinmeyenler, yer degistirmeler, kuvvetler veya hem yer
degistirmeler hem de kuvvetlerden segilebilirler. Buna bagli olarak da yontem, yer
degistirme(deplasman) yontemi, kuvvet yontemi ve karisik yontem olarak

isimlendirilir. Bu ¢aligmada yer degistirme yontemi kullanilmistir.

Yap1 sistemleri hesabinda kullanilan, ¢6ziimde enerji teoremlerinin kullanildigi,
indirekt matris deplasman yonteminde, eleman bazinda, deplasman bilesenlerinin ug
deplasmanlarina bagli ifadelerini elde edebilmek amaciyla olusturulan interpolasyon
fonksiyonlarmna yer degistirme fonksiyonlar1 ismi verilir. Bu fonksiyonlar,

kullanisliligr sebebiyle, polinomlardan segilir.



2.2 Yer degistirme yontemi

Yer degistirme yontemi ile yapilan hesapta izlenen yol kisaca su sekilde dzetlenebilir
[14]sf.12-13:

1. Siirekli ortam, sonlu eleman sayisinda sanal ¢izgiler veya yiizeylere ayrilr. Iki
veya li¢ boyutlu eleman kullanildig1 zaman eleman kenar uzunluklarinin birbirine

yakin mertebede secilmesi Onerilir.

2. Elemanlarin ayrik diigiim noktalarinda birbirlerine baglandig1 varsayilir. Diigiim
noktas1 yer degistirmeleri problemin esas bilinmeyen parametreleri olarak alinir.
Diigiim noktalar1 numaralandirlir. iki ve iic boyutlu eleman kullanildig
durumlarda ise numaralandirma iglemine, bant genisliginin kiiciik olmas1 i¢in kisa

dogrultudan baslanir.

3. Her sonlu eleman ig¢inde bu elemanmn diigiim noktalar1 yer degistirmeleri

cinsinden bir fonksiyon dizisi seklinde yer degistirme durumu segilir.

4. Yer degistirme fonksiyonu yardimiyla eleman igindeki sekil degistirme durumu

diigiim noktas1 yer degistirmeleri cinsinden tanimlanir.

5. Sonlu elemanda baslangi¢ sekil degistirmeleri ve malzeme 6zellikleri yardimiyla

gerilme durumu tanimlanabilir.

6. Elemana etki eden kuvvetlerin diigiim noktalarina yigildigi ve bunlarin yayili
yiikleri ve sinir gerilmelerini dengeledigi kabul edilir. Eleman rijitlik matrisleri

hesaplanir.

7. Diigiim noktas1 denge denklemleri yazilarak sistem rijitlik ve yiikleme matrisleri,

eleman rijitlik ve ylikleme matrisleri degerlerinden teskil edilir.

8. Sinir sartlar1 goz oniine alinarak denklem takimi ¢6ziiliir. Bu ¢6ziim ile problemin

bilinmeyenleri olan diigiim noktas1 yer degistirmeleri bulunur.

9. Her bir elemanda bilinen yer degistirmelerden hareket edilerek gerilmeler

hesaplanir.

2.3 Yer degistirme fonksiyonu

Adindan da anlasildigt gibi, bilinmeyenler olarak diiglim noktas1 yer

degistirmelerinin alindigi, indirekt matris deplasman yonteminde secilecek yer



degistirme fonksiyonunun terim sayisinin, elemanda toplam diigiim noktasi yer
degistirme sayisina esit olmas1 gerekmektedir. Boylece diigiim noktas1 yer degistirme
sayisinin yiiksek olmasi otomatik olarak, secilen yer degistirme fonksiyonlarinin
derecesini arttirmaktadir. Bu da ¢6ziimde kesme hatalarinin diisiik olmas1 anlamina
gelmektedir. Fakat bu durum yanhs anlasilmamalidir. Deplasman metodunda
bilinmeyen sayisindaki artis da olumsuz sonuglara yol acgabilir. Bu yiizden bu iki

denge gozetilerek diigiim noktas1 yer degistirmelerinin dengeli secilmesi gerekir.

Iki boyutlu problemlerde polinom degiskenleri paskal iiggeninden, ii¢ boyutlu

problemlerde ise paskal dortyiizliisiinden simetrik olarak segilir.

Yer degistirme fonksiyonlar1 su kosullar1 saglamalidir [1]sf.81:

1. Eleman, sekil degistirme meydana gelmeden rijit cisim hareketi yapabilmelidir.

2. Elemanin icinde sabit sekil degistirme ve sabit i¢ kuvvet durumlari meydana
gelebilmelidir.

3. Yer degistirme fonksiyonu eleman i¢inde ve birbirine ayritlar1 boyunca komsu iki

elemaninin ortak diiglim noktalarinda siirekli olmalidir.

Yukarida belirtilen 1. ve 2. kosullar, eleman boyutlar1 sonsuz kii¢iige giderken
sonuclarin klasik elastisite teorisi ile cakigsmasi icin gereklidir. Bu iki kosul biitiinliik
kriteri olarak da isimlendirilir [1]sf.81. 3. kosul ise yakinsakligin monoton ve ¢ok
kere hizli olmasimi saglamaktadir. Bu kosul da uygunluk kriteri olarak da
isimlendirilmektedir [1]sf.81.

3. kosulda belirtilen, yer degistirme fonksiyonunun eleman iginde siirekli olma
zorunlulugu, siirekli polinomlar secilerek saglanmis olur. Herhangi bir yer degistirme
bileseninin bir ayrit iizerinde ve o ayrita komsu elemanlarda ayni olabilmesi icin de

su kosullarin saglanmasi gerekmektedir [1]sf.178 :

1. Yer degistirme fonksiyonu degisimi sadece o aynt iizerindeki ortak diigiim

noktalarinin yer degistirmeleri cinsinden belirlenmis olmalidir.
2. Birbirlerine komsu elemanlarda ayni yer degistirme fonksiyonu kullanilmalidir.

3. Yer degistirme fonksiyonu eleman icinde siirekli olmalidir.



2.4 Sekil fonksiyonlar:

Sekil fonksiyonlar1 elemanin sinirlar icerisinde bulunan herhangi bir noktanin yer
degistirmelerinin eleman digiim noktalarnt yer degistirmeleri cinsinden ifade
edilmesine yarayan fonksiyonlardir. Sekil fonksiyonlar1 i¢in N simgesi kullanilir ve
hangi diigiim noktasina ait oldugunu gostermesi agisindan da elemanin ilgili diigiim

noktasi numarasi alt indis olarak yazilir.

Sekil fonksiyonunun en belirgin 6zelligi ait oldugu digiim noktasinda 1 degerini
alirken, diger diigim noktalarinda O degerini almasidir. Boylece sekil
fonksiyonlarinin eleman i¢indeki her noktadaki toplami bire esit olur. Bu da rijit
cisim otelemesi kosulunun bir sonucudur [14]sf.14. Ayrica sekil fonksiyonu ait
oldugu diigiim noktasindaki 1 degerinden, lineer azalarak, komsusu olan diigiim
noktasinda O degerini alir. Sekil fonksiyonlari, yukarida aciklanan ozellik

kullanilarak, yer degistirme fonksiyonundaki sabitlerin tespiti ile de bulunabilir.
{u}®=[N] {a}* 2.1

{u}: Eleman simrlar1 i¢inde tamiml1 yer degistirme fonksiyonu
[N] : Sekil fonksiyonlart matrisi
{a}° : Eleman diigiim noktalar1 yer degistirmeleri

Yukaridaki ifadeden de anlasilacag: iizere, {a}° matrisi, kolon matrisi olup, elemanin
biitiin diigiim noktalarindaki yer degistirmelerinin toplam sayis1 kadar satir
icermektedir. {u}® matrisi de {a}® matrisi gibi kolon matris olup, diigiim noktasi yer
degistirmesi kadar satir icerecektir. Buradan da anlasilacag: tizere sekil fonksiyonlar
matrisinin boyutu icin aciklama yapilmasi gerekmektedir. Sekil fonksiyonlar1 matrisi
diigiim noktas1 adedi kadar alt matristen olugmaktadir. Bu alt matrislerin kdsegenleri
disindaki elemanlar sifir degerindedir. Kdsegen iizerindeki elemanlar ise ilgili diiglim

noktasinin sekil fonksiyonlardir.

2.5 Izoparametrik eleman

izoparametrik eleman, ilk olarak, 1966 yilinda frons B. M. tarafindan kaleme alinan
“Engineering application of numerical integration in stiffness method” adli makalede
ifade edilmistir [2]sf.2.115. izoparametrik terim anlami olarak “aym parametreler”

manasina gelmektedir. Bir elemana izoparametrik eleman denilebilmesi i¢in, eleman



geometrisinin ve eleman yer degistirme alanimin aym sekil fonksiyonu ile ifade

edilebilmesi gerekir.

Asagida verilen formiiller sadece x yonii diisiiniilerek verilmistir. Diger yonler igin

de ayn1 durum gegerlidir.

uziM% 2.2)
i=1

x=) N.x (2.3)

u : Eleman icindeki herhangi bir noktanin x ekseni dogrultusundaki yer degistirmesi.
u; : Eleman diigiim noktalarinin x ekseni dogrultusundaki yer degistirmeleri.

x : Elemanin herhangi bir noktasiin x ekseni dogrultusundaki koordinatlari.

x; : Elemanin diigiim noktalarinin x ekseni dogrultusundaki koordinatlari.

(2.2) ve (2.3) denklemlerinde kullanilan N; ve Nj' ifadeleri sekil fonksiyonlar1 olup
yerel koordinat( & m, £ ) cinsindendir. Bu formiiller yardimiyla eleman iginde

bulunan herhangi bir noktanin x ve u degerleri hesaplanir.

Eleman geometrisini ifade etmek i¢in kullandigimiz nokta sayisint m,elemanda yer

degistirme serbestligi verdigimiz nokta sayisini n ile gosterirsek;
m < n — N; #N;' — siiperparametrik eleman

m =n — N; = N’ — izoparametrik eleman

m >n — N; # N;' — subparametrik eleman

[zoparametrik elemanda saglanan N; = N;' esitligi beraberinde hesaplarda kolaylik
getirmektedir. Bu c¢alijmada da izoparametrik sonlu eleman kullanmilmistir.
[zoparametrik sonlu eleman kullanilmasinin baska bir avantaji da eleman rijitlik
matrisi formiilasyonunun cikartilmasinda yerel koordinat sisteminin kullanilmasina

olanak saglamasidir.
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2.6 Sonlu elemanlar yonteminin formiilasyonu

2.6.1 Yer degistirme fonksiyonu

Yer degistirme fonksiyonu, sekil fonksiyonlar1 ve eleman diigiim noktalar1 yer

degistirmeleri ile ifade edilir.
{u}*=[N] {a}® 2.4

2.6.2 Sekil degistirme

Eleman icindeki her noktada yer degistirme bilinirse istenilen herhangi bir noktada
sekil degistirme hesaplanabilir. Yer degistirmeler plak boyutlarina goére mertebe
olarak ¢ok kiiciik olacagindan sekil degistirme-yer degistirme bagintilarindaki kareli

ifadeler ihmal edilir ve ifade (2.5) denklemi gibi olur.
{e}*=[0u )" (2.5)

{u}*=IN] {a}* — {e} *=[0]1[N] {a}* — {&}*= [B] {a}* (2.6)

[0 ] [N] ifadesi [B] matrisi ile gosterilir. Yer degistirmeleri sekil degistirmelere
baglayan bu matrise bag matris ismi verilir. Boyutu da probleme gore cesitlilik

gostermektedir.

2.6.3 Gerilme

Gerilmeler, sekil degistirmeler cinsinden ifade edilebilir. Malzeme lineer elastik,

homojen, izotrop bir Hooke cismidir.
o} =[Dlfey —{e)' )J+{oy @)

{c}° : Eleman gerilme vektorii. Eleman sekil degistirmeleri ile ayni yonlii ve ayni

sayida.

[D] : Elastisite matrisi. Homojen, izotrop, malzemede E, v degiskenlerine bagli bir

matristir. Sekil degistirme ifadelerini gerilme ifadelerine baglayan matristir.
{€0}° : Elemanin baslangi¢ sekil degistirmeleri vektorii.

{c0}° : Sisteme yiikleme yapilmadan 6nce sistemde var olan baslangi¢ gerilmeleri.
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2.6.4 Rijitlik matrisi ve esdeger diigiim noktas1 kuvvetleri

Elastik cisimlerin gerilme ve sekil degistirme problemleri incelenirken iki farkli
yontem kullanilabilir [3]sf.3.1, [8]sf.405-406:

1. Diferansiyel denklem metodu : Sistem parcalara ayrilarak incelenir. Denge
durumuna kars1 gelen ¢oziim, denge denklemlerini, uygunluk sartlarimi, Hooke
kanunlarin1 ve smir sartlarini gercekleyen bir diferansiyel denklem takim
¢Oziimiine indirgenir.

2. Enerji metodu : Sistem bir biitiin olarak incelenir. Problemin ¢6ziimii fizik anlami1
olan, belirli bir integralin ekstrem yapilmasina indirgenmesidir. Denge
denklemleri, uygunluk sartlari, Hooke kanunlari ve sinir sartlarindan bir kismini
saglayan bir ¢ok ¢Oziimler arasinda asil probleme cevap olanimi ayirip bulmak
amagclanir. Kesin ¢oziimiin olmadigt durumlarda ¢ok kullanish bir yaklasim

yontemidir.

Yap1 sistemlerinin statik hesabinda asagidaki enerji yontemleri kullanilmaktadir
[3]sf.5.1.

1. Minimum potansiyel enerji prensibi
2. Virtiiel yer degistirme prensibi

3. Minimum tamamlayici enerji prensibi
4. Virtiiel gerilme prensibi

5. Reissner prensibi

[®)

. Hamilton prensibi

Bu calismada minimum potansiyel enerji yontemiyle inceleme yapilmistir. Bu
prensibe gore bir integral ifade ile tarif edilen toplam potansiyel enerji ancak
sistemin gercek denge konumunda bir ekstremden gecer ve bu ekstrem deger bir
minimumdur. Buna gére problemin ¢6ziimii, belirli bir integral ifadesini minimum

yapan konumun bulunmasina indirgenir.

Toplam potansiyel enerji (), i¢ potansiyel enerji (U;) ile dis potansiyel enerjinin (Ug)
toplamina esittir. (w=U; + Uy )

Minimum potansiyel enerji prensibi geregince toplam potansiyel enerjinin birinci

varyasyonunun sifir olmasi gerekir. Boylece gercek denge durumuna ulagilmis olur.
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on = 0U; - W4 = 0 ( potansiyel enerjinin minimum olma kosulu ) 2.8)

Burada Wy dis kuvvetlerin yaptigi istir. Konservatif yiik sistemlerinde yiikleme
esnasindaki dig potansiyel enerjisindeki kayip(Ug) dis kuvvetlerin yaptigr ise(Wq)
esittir. (Ug=- Wq)

o ¢ potansiyel enerjinin sekil degistirmeye gore 1. varyasyonu :

oU

. J' (ax O¢,+0,06, +0.06.+7, 0y, +7,.0y, +7.07., }IV (2.9)

v

U, = [ (o) oav (2.10)

Vv

® Dis potansiyel enerjinin yer degistirmeye gore 1. varyasyonu :

W, = [(6,5, +b,5, +b.6, }zv+j 0.5, +4,8,+q.8,)AS + > (f,.8,+ f,.6,+ ,.6,)
p=1

v

2.11)

b=[bx by b, ]T — Agirlik kuvvetleri vektorii

q=[9x qy 9 1" — Alan iizerine yayili olan yayil yiik vektorii
f,=[fox fpy 17 — Tekil yiik vektorii

[Su]" =8, & &,]— Yer degistirme vektori

Yukarida gosterilen kisaltmalar yapildiginda (2.12) denklemi elde edilir.

= [[au] bav + [[a] qas +3 [l £, 2.12)

{of = [D]({e}e —{8}0)+{60 J* ifadesini (2.10) denkleminde yerine yazarsak biinye

denklemi elde edilmis olur.

[ (6e) [DRelav < - j (5¢) [DYe, Jav e + j () {o,Jav* =

j(é‘u) bdV* +j(&4) qu€+Z(&4) £,

plﬁf_‘

(2.13)

%,—/
5
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Bu ifadede varyasyonlar alinarak toplam potansiyel enerji ifadesine ulasilir.

1 T
w= L[V INehv - [le [oNe Jav + [ e} o, Jav - [ (&) bav
' ) ' ' ' (2.14)
~ [ ads -S4,
N p=1
Biinye denklemindeki(2.13) ifadeler :
1. terim : Sekil degistirme enerji degisimi
2. terim : Baslangic sekil degistirmesinden meydana gelen enerji degisimi
3. terim : Baslangi¢ gerilmelerinden meydana gelen enerji degisimi
4. terim : Agirlik kuvvetlerinin yaptigi isin degisimi
5. terim : Yayih yiikiin eleman iizerinde yaptig1 isin degisimi
6. terim : Tekil yiiklerin eleman iizerinde yaptig1 isin degisimi

Bag matrisi yer degistirme fonksiyonunu icermedigi icin;
{e}=[B] {a}* — (8e)°=[B] {da)° (2.15)
{{8e}}" = { [B] {8a}* }" ={ {3a}°}" [B] (2.16)
Aymi islemleri {u}® icin de yaparsak;

{{8u}*}" = { [N] {8} }' ={ {a}*}" [N]" (2.17)

(2.15) ve (2.16) ifadelerini biinye denkleminde yerine yazilip, ifade { {3a}° }" ortak

carpan parantezine alinirsa;

fouy f -[I[B]T [DIBYa¥ av* - [[B [DNe, ¥ ave + “B]T oY ave
! y : 2.18)
- '[[N]deve - {[N]T qds* _E[N]T fﬂj o
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Yukandaki ifadenin sifir olmasi icin parantez icindeki ifadenin sifir olmasi
gerekmektedir. Diigiim noktalari yer degistirme matrisini ( {a}° ) integralin digina

alip ifadeyi yeniden diizenlersek;

T ok ol -l (ol v o] b v

(2.19)
_ j [N] bave© - j [NT gds* —i[N]T f,=0

(k] = f [8] [DIBlav

{F, } = J[8] [De, } ave

{F, } = J[8 {ou} ave

{7} = [INT bav (2.20)

{F) = [IVY gas*

{F} = _iZl[N]T s,
{FY ={r, ¥ -{F, Y +{R Y +{F} +{F }

[K]° : Eleman rijitlik matrisi

{Feo}® : Ist degisimi gibi baslangic sekil degistirmelerinden olusan etkileri

dengelemek i¢in gerekli diigiim noktasi kuvvetleri

{Fs0}® : Baslangic gerilmelerinden olusan etkileri dengelemek icin gerekli diigiim

noktasi kuvveti

{Fy}° : Kiitle kuvvetlerinin etkisi ile olusan eleman diigiim noktas1 kuvveti
{Fq}° : Alana yayih dis yiikiin etkisiyle olugan eleman diigiim noktas1 kuvveti
{F,}° : Tekil yiikiin etkisi ile olusan eleman diigiim noktas1 kuvveti

{F}° : Eleman esdeger diigiim noktasi kuvvetleri

Yapilan islemler sonucunda (2.21) ifadesine ulagilir.

(K] {a}® = {F}° (2.21)
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Her bir eleman i¢in rijitlik matrisi ve esdeger diigiim noktasi kuvvetleri hesaplanarak

sistem ¢Oziimiine gegilir.

2.7 Gauss niimerik integrasyonu

Boliim 2.6.4° de aciklandigr gibi eleman rijitlik matrisi ve esdeger diigiim noktasi
kuvvetlerinin elde edilmesi i¢in bir takim integrallerin ¢6ziilmesi gerekmektedir. Bu
integrallerin kesin c¢oziimleri uzun ve ugrastirict olmasi sebebiyle yaklagik
¢Oziimlerin bulunmas1 i¢in degisik arastirmacilar tarafindan farkli yontemler

gelistirilmis ve ulasilan sonuglar tablolar halinde kullanicilara sunulmustur.

Bilgisayarda programlamaya cok yatkin olmasi sebebiyle bu calismada Gauss
niimerik interasyonu uygulanmistir. Gauss niimerik integrasyonu her boyutta
elemana uygulanabilir. Eleman ii¢ boyutlu diisiiniiliirse integral ifade asagidaki gibi

olur.

111 noon

1=[[[r&naginal =3 5 > HH H, f(&.n,.50) 2.22)

—1-1-1 i=1 j=1 k=1

B

—_

Yukandaki ifade de goriildiigii gibi her yonde esit sayida integral noktasi
kullanilmistir. Baz1 durumlarda her yonde farkli sayida integral noktas1 kullanilmasi
daha avantajli olabilir. Bu formiilde H ile agirlik katsayilar1 simgelenmistir. f ( & ,n;

,C ) ise ilgili integral noktasinda fonksiyonun aldig1 degerdir.

Gauss niimerik integrasyonunda integral nokta sayisi, bir baska deyisle integrasyon
adim1 sayisi, her yonde ayr1 ayr1 2n-1 ifadesinin polinomun o yondeki derecesine
esitlenmesiyle bulunur. Burada n integral nokta sayisini1 temsil etmektedir. Bu islem
her yon icin tekrarlanarak her dogrultudaki integral nokta sayisi bulunup Gauss
integral tablolarina gidilerek, nokta koordinatlar1 ve bu noktalarin agirlik katsayilar

bulunur. Bu tablonun kiigiik bir 6rnegi asagida gosterilmistir(Bkz. Tablo 2.1).

Gauss niimerik integrasyonun bir 6zelligi de integral nokta sayisinin gereginden fazla
alindig1 durumlarda integral sonucunun beklenen dogru sonugla ayni ¢ikmasidir.

Fakat bu durum liizumsuz vakit kaybetmemize yol acar.

Gauss niimerik integrasyonu eleman icinde yerel koordinatlarda yapilmaktadir. Bu
yiizden koordinat doniisiimii gerekmektedir. Bu doniisiim islemi de Jakobien adi
verilen matris yardimiyla yapilmaktadir. Jakobien matrisi bir sonraki boliimde

incelenecektir(Bkz. Boliim 3.7).
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Tablo 2.1 Gauss niimerik integrasyon yontemine ait n degerleri i¢in koordinat ve agirlik katsayilari [4]sf.147.

&, C(+-)

H

0.577350269189626

1.000000000000000

0.774596669241483

0.555555555555556

0.000000000000000

0.888888888888889

0.861136311594053

0.347854845137454

0.339981043584856

0.652145154862546

2.8 C've C'siirekliligi

Literatiirde problemler siireklilik durumlarina gore de simiflandirilmistir. Siireklilik
durumunu C harfi ile simgelenmekte, siireklilik derecesi de C harfinin iissii olarak
gosterilmektedir. Ornegin C° siirekli problem denildiginde, komsu elemanlarin ortak
diigiim noktalarinda sadece interpolasyon fonksiyonunun siirekli oldugu, C' siirekli
ise interpolasyon fonksiyonu yaninda

problem denildiginde interpolasyon

fonksiyonun 1. tiirevinin de siirekli oldugu problemler anlagilir.

C' siirekliligi saglanmasi zor bir siirekliliktir. Ozellikle konumuzla da iliskili olmast
sebebiyle, Kirchhoff plaklarinda c! siirekliligi aranmaktadir. Bu sartin saglanmadigi
12 serbestlikli, dikdortgen eleman kullamilarak coziilen basit ve ankastre mesnetli,
tiniform veya tekil yiiklii plak problemlerinde, bilinen kesin ¢6ziime iyi sayilabilecek
bir hata orani ile yakinsama saglanmustir. Bu degerler C' siireklilik sartin1 saglayan
elemanlarla yapilan ¢oziimiin degerleri ile karsilastirildiklarinda gbdze carpan en
onemli fark kullamlan eleman sayisidir. C' siirekli elemanlar kullanilarak yapilan

¢Oziimde, daha az elemanla yaklasimi daha iyi olan sonuclara ulasilmistir [5]sf.31.

C° siirekliliginin, sadece yer degistirme fonksiyonun siirekliligi aranmasi sebebiyle,
saglanmasi c! stirekliligine gore daha kolaydir. Mindlin plak teorisine gore ¢oziimde
elemanda C° siirekliligi aranmaktir. Bu da bu teoriyi kullamsh yapan &zelliklerden

biridir.

Bir elemanin hangi siirekliligi saglandiginin belirlenmesi i¢in enerji fonksiyoneline
bakmak yeterlidir. Enerji fonksiyonelindeki en yiiksek dereceli tiirevin derecesinin 1

eksigi C simgesi lizerindeki iissii verecektir.
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2.9 Sonlu elemanlar yontemiyle hesapta izlenecek yol

Sonlu elemanlar yonteminin uygulanmasi bu boliime kadar anlatimistir. Ydntemin
uygulanmasina daha genel bir bakis agis1 kazandirmak amaciyla yontemin asamalari
6 maddede Ozetlenebilir [1]sf.248-249.

1. Problemde verilen sistemin alt bolgelere(elemanlara) ayrilmasi ve aglarin

olusturulmasi.
2. Sekil fonksiyonlarinin se¢imi.

3. Eleman rijitlik matrisinin enerji metodlarindan herhangi biri yardimiyla elde

edilmesi.

4. Eleman esitliklerinin bir araya getirilmesi. Bdylece sisteme gecilmis ve denklem

sistemi hazirlanmis olur.
5. Denklem sisteminin ¢dziimii ve bilinmeyenlerin bulunusu.

6. Problemin tiiriine gére bulunan bilinmeyenlere ek olarak, problemde ¢oziimii
istenen degerlerin elde edilmesi . Ornegin diigiim noktas1 yer degistirmelerinden

gerilme ve sekil degistirmelerin hesabi.
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3. MiNDLIN PLAK TEORISi VE KALIN PLAKLARIN COZUMUNDE
KULLANILAN UC BOYUTLU SONLU ELEMAN KARAKTERISTIiGi

3.1 Mindlin plak teorisi

Ince plaklarin ¢oziimiinde kullanilan ve kabulleriyle Mindlin plak teorisine de temel
teskil eden Kirchhoff plak teorisi, 1850 tarihinde Kirchoff tarafindan ortaya
atilmigtir. 1945 yilinda Reissner, Kirchhoff plak teorisinde yapilan kabullerden yola
cikarak kendi teorisini gelistirmistir. Reissner teorisini olustururken ozellikle plak
kalinliginin artmasiyla birlikte daha belirgin hale gelen kayma deformasyonlarinin
etkisini hesapta dikkate almistir. Ayrica calismasinda plak diizlemine dik
dogrultudaki normal gerilmeyi ihmal etmemistir. Mindlin 1951 yilinda Reissner gibi
kalin plaklarin ¢6ziimii i¢in Reissner’in teorisine benzer bir teori gelistirmistir.
Mindlin teorisinde Reissner’in aksine plak diizlemine dik dogrultudaki normal
gerilmeyi ihmal etmistir. Iki teori birbirlerine benzerligi sebebiyle kaynaklarda

Mindlin-Reissner teorisi olarak da isimlendirilmektedir.
Mindlin plak teorisinde asagidaki kabuller sz konusudur:

1. Malzeme homojen, izotrop, lineer elastik davranan bir Hooke cismidir. Gerilme-

sekil degistirme bagintilarinda Hooke kanunu gecerlidir.
2. Plak kalinhiginin orta noktalarinin geometrik yeri bir diizlemdir.
3. Plak tanimi geregi, yiikler orta diizleme diktir.

4. Sehimler plak kalinligr yaninda ¢ok kiigiiktiir. Bu sebeple sekil degistirme-yer
degistirme bagintilarindaki kareli ifadeler ihmal edilir.

5. Plak orta diizlemine dik dogrultudaki ¢, normal gerilmesi yok sayilabilecek kadar
kiigiiktiir. Bu yiizden o, =0 alimir. Bu varsayima bagli olarak ¢, = 0 alinir. Bu
durumda z dogrultusunda plak boy degisimi ihmal edilmis olur. Boylece
deformasyon esnasinda plak kalinliginin degismedigi kabul edilir.

6. Ince plak yaninda kalin plak ¢oziimlerinin de yapilmasina olanak saglar.
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7. Kirchhoff-Love hipotezi gecerli degildir. Yani deformasyondan once orta diizleme
normal olan cizgiler sekil degistirmeden sonra orta diizleme normal kalmazlar.

Boylece diizleme dik kayma sekil degistirmeleri ihmal edilmemis olur.

Yukarida ifade edilen ilk 5 ifade ince plak teorisi olan Kirchhoff teorisinin de
kabulleri arasindadir. ince plak teorisine gore plagin ince plak olmasi zorunludur.
Mindlin plak teorisinde ise bu zorunluluk ortadan kaldirilmistir. Ince plak teorisinde,
Kirchhoff-Love hipotezinden yararlanilarak, kayma deformasyonlar1 (yy,, vy,) ithmal
edilmesine karsin Mindlin plak teorisinde, kalinligin artmasiyla bu deformasyonlarin
etkisinin arttig1 tespit edilerek hesaplarda dikkate alinmistir. Boylece de daha sonraki

kisimlarda aciklanacak olan kayma kilitlenmesi sorunu ortaya ¢ikmaktadir.

Literatiirde genellikle Mindlin ve Reissner teorileri birlikte anilir, hatta ¢cogu zaman
birlikte incelenir. Bunun sebebi iki teorinin de birbirine ¢ok yakin olmasindandir. Bu
teorilerin C° siirekliligi gerektiren elemanlarla ¢alisiimaya uygun olmasi, birgcok

aragtirmaciyi bu iki teori {izerinde yogunlastirmistir.

3.2 Uc boyutlu elastisite teorisi

Miihendislik uygulamalarinda karsilagilan problemlerin biiyiik bir ¢ogunlugu iki ve
tek boyutlu olmakta veya bazi kabullerle bu hallere indirgenebilmektedir. Kalin plak
problemi de enerji yontemleri yardimiyla iki boyutlu hale indirgenebilir. Bu
calismada iki boyutlu hal yerine ii¢ boyutlu hal diisiiniilmiis ve ¢6ziimde kullanilan
sonlu elemanlar da iic boyutlu elastisite teorisi prensiplerinden hareketle

gelistirilmisgtir.

Uc boyutlu elastisite teorisi yardimiyla ¢ikarilan ve sonlu eleman gelistirilmesinde
kullanilan sekil degistirme, gerilme-sekil degistirme bagintilariyla sekil degistirme

enerjisi ifadesi asagidaki boliimlerde verilmistir.

3.2.1 Sekil degistirme bagintilari

Hesapta kolaylik saglamak amaciyla etkisinin kiiciik olmasi da diisiiniilerek sekil

degistirme bagintilarindaki kareli ifadeler ihmal edilir.

ou 1l(ou) () [(ow) ou
E =—+—||— | +| — | +| — =
Toox 2| \ox ox ox ox
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v 1|(du ? ov ? ow ’ dv
E =—+—||— | +|— | +|— =
Y9y 2|lay dy dy dy
ow 1 (aujz (avjz (awjz
e =—+—||—| +|=| +|=—| |=
o dz 2|\oz 0z 0z

Jv du (au du oJvov awan v Jdu
= | —— =

_v o v o 3.1
Vo 8x+8y x+8y G1)

| I
|
QU
SdE

ox dy odxdy Ox dy

ow du (au ou oJvadv ow awj ow Jdu
YV, =—t—t| ——F——t—— | = —+—
© dx dz \0dxdz O9xdz Ox 0z Jx 0z

_$ 0z

ow odv (odudu Jvadv oJdwow)] Jw v
y, =t —t| ——F——F—— | =
Y9y 9oz

9z (dy oz dydz 9y oz

€ &y, &, ifadeleri sirasiyla X, y, z dogrultularindaki birim uzamalardir. vy, Xy

diizlemindeki birim kayma sekil degistirmesi; y, ve Yy, de kalinlik dogrultusundaki
birim kayma sekil degistirmeleridir.

3.2.2 Gerilme-sekil degistirme bagintilar

Uc boyutlu hal igin gerilme-sekil degistirme bagmtilari asagida verildigi
gibidir[8]sf.54. Asagidaki ifadeler homojen, izotrop, lineer elastik davranan bir
Hooke cismi i¢in gecerlidir. Gerilmeler i¢in pozitif yonler Sekil 3.1°de verildigi
gibidir.

Ev

o, =————(,+t€,+£)+2Ge,
(1+v)d-2v) : : ’

Ev

o, =—————(€,+€,+€,)+2Ge¢,
o d+wv)d-2v) '

Ev

o, =— (£, +€,+&,)+2Ge, (3.2)
(I+v)1-2v)

T, = nyy
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T.’CZ = G 7)CZ

T)'Z = G 7/)'2
G=—2L (3.3)
2(1+V)

Ox, Oy, O, ifadeleri sirasiyla x, y, z eksenlerine dik diizlemlerdeki normal gerilmeleri
simgeler. 14y, ortalama yiizeye paralel kayma gerilmesini; 1., ve Ty, ise ortalama
yiizeyin normali(kalinlik) dogrultusundaki kayma gerilmeleri ifadeleridir. E,
elastisite modiiliinii, v ise poisson oranini simgeler. G simgesi ise kayma modiiliinii
ifade etmekte olup (3.3) ifadesi ile verilmistir.

Iki alt indis barindiran gerilme ifadelerinde ilk alt indis yiizii, ikinci alt indis de
dogrultuyu gostermektedir.

Tyx
Gy Tyz

» x
Sekil 3.1 Gerilmeler ve pozitif yonleri
3.2.3 Sekil degistirme enerjisi
U, = % j (excfx +€,0,+€0 +7,7, )dV 3.4)
v
1
US = EI(}/)(ZTXZ + J/yzfyz )dV (3'5)
%
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Sekil degistirme enerjisi, ii¢ boyutlu elemanda ¢calismamiz sebebiyle hacim integrali
olarak birakilacaktir. Sekil degistirme enerjisinin de kayma ve egilme etkilerini
iceren iki ayr ifadeye ayrildigi gozden ka¢gmamalidir. Toplam sekil degistirme

ifadesi bu iki ifadenin toplamidir.

3.3 Kullanilan sonlu eleman modelleri

Bu calismada ii¢ boyutlu, sekiz ve yirmi noktali iki ayr1 sonlu eleman kullanilmistir.

3.3.1 Sekil fonksiyonlar1 ve yerel tiirevleri

3.3.1.1 U¢ boyutlu sekiz noktali elemanin sekil fonksiyonlar1 ve yerel tiirevleri

Eleman diigim noktast numaralandirilmasi Sekil 3.2°deki gibi olup, sekil
fonksiyonlar1 asagida gosterildigi gibidir[2]sf.2.126.

N, = (=) n)i-¢) (3.6)

Ny =—(1=-&)1-n)1+¢)

o0 | —

N, =1+ £)i-m)i+)

N, =L+ )i+ )
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Sekil 3.2 Uc boyutlu sekiz noktali eleman ve bu elemanin yer degistirme bilesenleri

Tablo 3.1 Ug boyutlu sekiz noktali elemanin sekil fonksiyonlar1 yerel tiirevleri

e N, N,

P an Y2
L= ) | —20-800-¢) | ~50-8)i-)
-0 | -1 £M-¢) |~ )i-n)
Ceni-¢) | 0480-¢) | —10+8)+n)
=0 | 0-80-0) | —10-8)i+n)
Cdmm+0) | —H0-0+0) | 20-801-n)
Mg | -1 8+ 0) | L0+ Ei-n)
Dlaenli+0) | 04800+0) | 10+801+)
e+ | H0-800+0) | 10-8)i+n)
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3.3.1.2 U¢ boyutlu yirmi noktah elemanin sekil fonksiyonlar ve yerel tiirevleri

Uc boyutlu yirmi noktali elemanin sekil fonksiyonlar1 asagida verilmistir[2]sf.2.126.

N, === =N == -2)
N, = 1=&)i-n)1-¢)

N, =+ Ei-n)i-¢)E-n-¢-2)
Vo= l-n N £)i-0)

Ny =+ n)i=¢)g+n - -2)

Ny = (=& )en-0)

N, = (=)= +n - -2)
N, = li=n*Ji-€)i-¢)

N, = =g )i-¢)i-n)

N = 1= Ji+£)1-1)
Ny ==+ ien)

Ny :i(l_é/le_f)(l"‘ﬂ)
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Ny = (==t O E=n+ £ ~2)
Moo= 1= N=n)1+¢)

Ny =+ EMi-m)i+ ONE-n+ £ -2)

N == )i+£)0+¢)

Ny =< (4 M)+ ONE +n+¢ -2)

Ny ==& ien)i+£)

Ny = (1= Nnli+ =g+ + £ —2)

Ny = li=n*Ji=&)i+¢)

3
(-1,-1,-1) (0,-1,-1) (1,-1,-1)

Sekil 3.3 Uc boyutlu yirmi noktali eleman ve bu elemanin yer degistirme bilesenleri
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Tablo 3.2 Ug boyutlu yirmi noktali elemanin sekil fonksiyonlari yerel tiirevleri

T a, n,

1 PR an le

L RS B B RS B (B
(1+2E+n+¢) (1+&+2+¢) (1+&+n+20)

- -ni-¢g

L -g-0)

—%(1—52)(1—77)

T (T N (P (R W (P (B
(-1+25-7-¢) | (1-&+27+¢) (1-&+n+2¢)
o | Sl Ni=0) | S8 | - l-n)i+g)

éﬂ+@ﬂ—0
(-1+42&+7-¢)

L+8a-0)
(-1+&+27-¢)

%(l+§)(l+n)
(1-&-n+28)

- eni-gg

L=

—%(1—52)(1“7)

§0+nM—§)

(1+2&-n+¢)

1
g(l—f)(l—f)

(-1-&+27-{)

%(1—5)(l+77)
(1+&-n+20)

—i(l—nz)(l—C)

— =)=

—%(1—772)(1—5)

—i(l—é“z)(l—n)

- -0)1-9)

0] Ll-¢N-n) | =30-g e | -0+ -neg
TR B (R I (s (P B (R (P01
12 —i(l—g’z)(l+77) i(l—fz)(l—f) —%(1—5)(1+77)2§
L TS B B (RS B B (R
(1+25+7-¢) | (1+&+27-¢) (-1-&-n+2¢)
| eme0ng —0-8N1e0) | Ll-2)i-n)
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Tablo 3.2 Ug boyutlu yirmi noktali elemanin sekil fonksiyonlari yerel tiirevleri(devami)

1w an, an,

1 oE on Cle

B e B B B (RS N N5 (B
(—1428-n+¢) | (1-&+2n-¢) (-1+&E-n+20)

0| Hl=rNi+0) | =204+ R | Ll-n)i+o)

) eSS (R (R N R (R
(1428+n+8) | (-1+&+2n+0) (—1+&+n+20)

18 —i(l+n)(1+§)2§ J=2)i+0) i(l_gvz)(lm)

L slenarn | S0-8a0 | S0-gasn
(1+2&6-n-Y¢) (-1-&+2n+¢) | (1-¢+n+2{)
20 —i(l—nz)(Hg“) —i(l—f)(1+§)277 %(1—772)(1—5)

3.3.2 Yer degistirme fonksiyonlar: ve yakinsaklik Kkriterlerinin irdelenmesi

Bu caligmada kullanilan ii¢ boyutlu sekiz ve yirmi noktali elemanlarda diigiim
noktasi bilinmeyenleri olarak ii¢ eksen dogrultusundaki u, v, w yer degistirmeleri
alinmistir. Bu yer degistirmeler Sekil 3.2 ve Sekil 3.3’de gosterilmistir. Boliim 2.3’te
anlatildig1 gibi secilen yer degistirme fonksiyonlarinin saglamasi gereken bir takim
ozellikler bulunmaktadir. Bu bashk altinda da bu 6zelliklere ait incelemeler
yapilacaktir. Bu incelemeler ii¢ boyutlu, sekiz ve yirmi noktal elemanlar icin ayr

ayri, iki baslik altinda yapilacaktir.
u

{u}=1v (3.8)

w

(3.8) ifadesindeki u, v, w ifadeleri, ii¢ eksen dogrultusunda secilen yer degistirme

fonksiyonlarinin aranilan noktadaki degerleridir.
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Boylece her bir diigiim noktasi serbestlik derecesi 3, ii¢ boyutlu sekiz noktali
elemanin serbestlik derecesi 24, iic boyutlu yirmi noktali elemanin serbestlik derecesi

60 olarak alinmaktadir.

3.3.2.1 U¢ boyutlu sekiz noktali eleman

Uc boyutlu sekiz noktali sonlu eleman icin secilen yer degistirme fonksiyonlar

asagida verilmistir.

u=ax+a,y+a;z+a,zx+aszy+agxy+a,xyz+ag

V=a,Xx+a,,y+a,,2+a,zx+a;zy+a,xy+a,sxyz+a, (3.9)

W=a;X+agY T 192+ Ay 20+ Ay Y T A XY + A3 XYZ T dy,

Yer degistirme fonksiyonlarindaki,

u=a,y+a,z+ag

V=a,x+a,z2+a, (3.10)
w=a,x+agy+a,,

terimleri rijit cisim hareketini ifade etmektedir. Burada ag, aje, ap4 terimleri rijit
oOtelemeyi, geriye kalan diger terimler de donmeyi ifade etmektedir. Rijit cisim

hareketinden olusan sekil degistirmelerde asagida ifade edilmistir.

du 0

£, = Ep = ax(a2y+a3Z+a8):0
Jdv 0

£, :_ay :_ay (a9x+allz+a16):0

0 0
Z:a_‘:za_z( 17x+a18y+a24)=0 G3.11)
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_Odv  du

7/)@,—&4'5:6194'612:0
v —a—w+a—u—a +a,=0
Xz ax aZ 17 3
_ow  odv B
7yz—a—y+a—z—d18+dll—0

Goriildiigii gibi, x, y, z degiskenleri hangi degerleri alirsa alsin rijit hareketi saglayan
a; katsayilar1 bulunabilmektedir. Boylece elemanimizin sekil degistirme meydana

gelmeden rijit cisim hareketi yapabildigi gosterilmis olur.

ou .
£, :gzal +a,z+agy+a,yz=>a,=a,=a, =0= &_=a,(sabit)
v .
£, =$ =ay,taztagx+asxz=a,=a,=a;=0= € =a,(sabir)
_ow o _ .
£, = Ay + 0y X+ 0,y +a,Xy = a,, = a, =a,, =0= €, =a,,(sabit)
dv  du .
Vi :g'i‘g =a,+a,z+a,tasz=a,=a;=0=y, =a, +a,(sabit) (3.12)
ow du .
Ve :g+a—zza17 +ayy+as+asy=as=a, =0=y, =a,+a;(sabir)
ow o .
Ve = g +a—Z =a,, +a,,(sabit)

Yukarida cikarilan ifadelerden de anlagilacagi gibi, yer degistirme fonksiyonun bazi
terimlerinin sifir olmasi kosulu ile sabit sekil degistirme durumu meydana gelebilir.

Boylece 2. kosul da saglanmis olur.

Elemanmn smir bolgelerdeki siireklilik durumunun belirlenmesi i¢in enerji
fonksiyoneline bakilir. Sekiz noktali elemanin enerji fonksiyoneli, 1. derece tiirevler

iceren ifadelerden olustugu i¢in eleman C siireklidir.
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Sonug¢ olarak iic boyutlu sekiz noktali elemanin yer degistirme fonksiyonlarinda

aranan 3 sart1 sagladig1 gosterilmistir.

3.3.2.2 Uc boyutlu yirmi noktali eleman

Uc boyutlu yirmi noktali sonlu eleman igin secilen yer degistirme fonksiyonlart

asagida verilmistir[ 14]sf.27.

U=ax+a,y+a,z+axy+axz+ayz+a,l’ +ag’ +a,d’ +
a10§277+a1102§+a12§2§+a13§§2 +a147]2;+a157]§2 +a16§77§+
a, 708 +aén’ S +awéné’ + ay,

2 2 2
V=0AyX+0y,Y+ 037+ ayXy+a,5X7+a,,y7 + a27f M +a,d” +

0305277 + aalnzf + a32€2; + a33§;2 + a347]2; + a3577;2 + 0365774 + (3.13)
a37§277§+a385772§+a39§77§2 tay,

V=a,X+a,Y+ a2t auxy+axztayita,Et agn +a,d +
a50§277+ 051772§+a52§2§+ 0539:4,2 +a54772§+ "55774,2 +as,éng +
a57§277§+a58§772§+a59€77;2 +dag

Uc boyutlu sekiz noktali elemanda oldugu gibi yer degistirme fonksiyonu rijit cisim
hareketini ifade eden terimleri barindirmaktadir. U¢ boyutlu yirmi noktali eleman da

sekil degistirme meydana getirmeden rijit cisim hareketi yapabilmektedir.

Sabit sekil degistirme durumunun tespiti i¢in iic boyutlu sekiz noktali elemanda
yapilan incelemenin aynisi tekrarlanir. Bu inceleme sonucunda da ii¢ boyutlu yirmi

noktali elemanin sabit sekil degistirme meydana getirebilme sartin1 sagladig goriiliir.

Enerji fonksiyoneline bakildigi zaman elemanin c? siirekliligine sahip oldugu

belirlenir. Boylece son sart olan siireklilik sartinin da saglandig1 tespit edilmis olur.

3.4 Sekil degistirme-Yer degistirme bagintilar:

Bu boliimde, Boliim 3.2.1°de verilen sekil degistirme-yer degistirme bagintilart
matris formunda gosterilmistir. Yalniz daha dncede belirttigimiz gibi, ince plaklarda
goriilen kayma kilitlenmesinin engellenmesi i¢in egilme ve kayma ifadelerinin ayr
ayr gosterilmeleri gerekmektedir. Boylece plak kalinligr azaldik¢a kayma terimlerini

iceren ifadelerin integrasyon adimlar azaltilabilir.
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- i
~Z 0 0
ox
. 0 ai 0 |[u
{e,}= ; =[0, fu}= Y 5 b (3.14)
z 0 _
7xv a a aZ v
' ~— = 0
| dy ox |
, 9 o 9 [u
{85}={;}=[8S]{u}= %Ay (3.15)
hid 0o — —
i dz oy |V

Yukaridaki ifadelerde egilme etkileri b alt indisi, kayma etkileri s alt indisi ile

simgelenmistir.

3.5 Gerilme-Sekil degistirme bagintilar

Bu boliimde, Boliim 3.2.2°de verilen gerilme-sekil degistirme bagintilart matris

formda gosterilmistir.

Asagidaki ifadelerde egilme etkileri b alt indisi, kayma etkileri s alt indisi ile
simgelenmistir. Gerilmelerin pozitif yonleri de Sekil 3.1°de gosterildigi gibidir.

Lineer elastik, izotrop malzeme icin asagidaki bagintilar ¢ikartilir.

o, 1-v v v 0 ;
o, E v 1-v v 0 X
o, =<5 =D& [=———— 3.16
{ b} O_v [ b]{ b} (1+U)(1—2U) 1)) ) l_v 0 ( )
: 0 0 1-2v :
Ty 2 Vo
1-2v

fo.}= {i} et | 2 {7} (3.17)

(+o)i-20)| o, 1=2v||y,
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3.6 Bag matrisleri

Sekil degistirmeleri yer degistirmelere baglayan matrislere bag matrisi isminin

verildigi Bolum 2.6.2°de ifade edilmisti. Bu boliimde ise matrisi olusturan ifadeler

verilecektir. Bag matrisinin elde edilmesinde egilme ve kayma terimlerinin etkisi ayr1

ayr1 ele alinacaktir.

€, a b c ou/dx a b c
u
y d e f ov/dy d e f
= g =
£, g h i ow/dz g h i
w w
Ve k I m ov/0dx+du/dy k I m
au+bv+cw:a—u:b:c:0:a:i
X X
du+ev+fw:Q:>d:f:():>e:i
gu+hv+iwza—wz>g=h:0:>i:i
aZ 7
ku+lv+mw:i+a—u:>m:0:>k:i:>l:i
ox dy ox ox

Yukaridaki ifadelerden sonug olarak &, ve By, matrislerine ulagilir.

i 0 O % 0 0
ox ox 5
0 ai 0 0 % 0
ab: Y :[Bb]i:[ab][Ni]: Y

0o 2 o o M

0z 0z

) avoav
| dy ox | | dy ox |

B,],. =1B,] [B), .. (B, ]
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(3.21) ifadesinde kullanilan m terimi, eleman serbestliklerinin toplam degerini, n
degeri de eleman diigiim noktas1 sayisin1 simgelemektedir. Buradan da anlasilacagi
gibi [By] matrisinin boyutu, sekiz noktali eleman i¢in 4x24 iken yirmi noktali eleman

icin 4x60’tir.

Simdi de kayma etkilerini ifade eden terimlerden olusan B matrisini olugturalim.

V. a b c " ow/dy+adv/dz a b c .
T = vi= = v (3.22)
7. d e f ow/ox+oul/oz| |d e f
w w
au+bv+cw:a—w+iz>b=i:>a:0:>c:i
dy 0z 0z dy
du+ev+ﬂv=3—:+g—l;:>d:(%:>e:():>f:% (3.23)
= z 0y — = Z Iy ]
lo,] ERN ] =[B,], =0, ]n.] v, o, (3.24)
0z ox 0z ox
[BS ]me = [[BS ]1 [Bs ]2 “““““ [Bs ]n ] (3-25)

(3.25) ifadesinde kullanilan m terimi, eleman serbestliklerinin toplam degerini, n
degeri de eleman diigiim noktas1 sayisin1 simgelemektedir. [Bs] matrisinin boyutu,

sekiz noktal1 eleman i¢in 2x24 iken yirmi noktali eleman i¢in 2x60’tir.

Yukandaki ifadelerde sekil fonksiyonlarinin x, y ve z’ye gore tiirev ifadeleri
gecmektedir. Oysa ki sekil fonksiyonlari &, n, { cinsindendir. Bu yiizden bu tiirevler
asagidaki gibi ifade edilir.

oN, _BNI.%+8NI.B_77+8NI.B_§
ox 0d& ox dnp dx 9 ox

ON, _ 3N, 9& N, an N, o

_ 9 3.26
9 " 9E ay an ay A (3:20)
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ON, _9N,d¢ AN,y 3N, d¢
dz  9f 3z Ip oz I oz

3.7 Jakobien matrisi

Eleman rijitlik matrisi ve yilikleme matrisleri hesabinda koordinat doniisiimii
yapilmasi gerekmektedir. Bu doniisiimiin yapilmasi icin de Jakobien adi verilen
matris tammmlanmustir. Jacobien matrisi, (3.27) ifadesi ile verilmistir. Bu ifadeden
hareketle Jacobien matrisi, sekil fonksiyonlar1 tiirevleri ve eleman diigim

noktalarinin global eksen takimina gore koordinatlari cinsinden gosterilmistir.

x oy x
dg 95 9¢
b]=| & & % (3.27)
on dn aIn
a o &%
[9¢ ¢ 9¢ ]
szN,.xi =Nx +Nyxy o +N,x,
i=1
y:ZNiyi:N1y1+N2y2+ ............. +N,y, (3.28)
i=1
Z:ZNiZi =Nz, +N,2p +eceeee +N,z,
i=1

Bu ifadeler yardimiyla (3.27) ifadesindeki tiirevler elde edilebilir.

x ON, N, N

¥_¥x1+¥x2+ .............. + agxn
x ON, N, N,
= X, +—X, Foeeeennns + X,
on oy an on
ox AN, N, N,
— =X t——X t + X
o or o 9
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a_y_aNl +aN2 + +3N”

ag_ a§ yl ag y2 .............. _a§ yn
a_y_aNl +aN2 + +8Nn

an_ 877 1 an—yz .............. 877 Y,
dy _ON, oN, oON

=T Vi T =2 V) Teeiriiniinnnn _” 3.29

%_%Z +aN2Z + +3an
ag ag 1 ag FJLAETTTTTPRPRYPN af n
%_%Z +aN2Z + +3an
a]] an 1 an 9 T eeeeeieiiinnes 877 n
N, N, N,
aé’ ag 1 ag P JLEETTETTLERIR T ag n

Yukarida bulunan tiirev ifadeleri (3.27) ifadesinde yerlerine yazilirsa (3.30) matris

gosterimi elde edilir.

[&ON, &N, " ON, |
25N Laet Lggt

i=1

" ON. LN "IN

V=Y —Lx, YLy Ytz (3.30)
= Jn zl on zl on
"IN, 9N,

" AN,
2905 Zort Zar®

Jacobien matrisini programlama acisindan iki matris carpimi seklinde yazmanin

avantaj saglayacag diisiiniilerek asagidaki matrislere ulasilir.

[ON, ON, oN, |
T 3
ON, ON ON
ON|=|— 2 — 3.31
[on] 5 an 3 (3.31)
N, N, n,
56 ap an
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Xy Yo 2
[xx]=| = = (3.32)

_xn yn le dnx3

[7]=[on]xx] (3.33)

n : Elemanin diigiim noktas1 adedi

[XX] : Eleman digiim noktalarmin global eksen takimina goére koordinatlarinin

gosterildigi matris

Yik matrislerinin hesabinda ise iki boyutlu elemanlar kullanilmasi sebebiyle

Jakobien matrisi agagidaki gibi olacaktir.

ON, N, N,
|3F aF 3
[on]= aN, N, N, (3.34)
Sl P ).
_xl yl_
Xy, Y
[xx]=| = (3.35)
_x" y” dnx2
[7]=[on]xx] (3.36)

Ayrica bu ifadeler 151¢inda, Boliim 3.6°da verilen (3.26) ifadesi de matris formunda

asagidaki gibi gosterilebilir.

_aNl aNZ aNn ] _aNl aNZ aNn |
aax aax .......... —aax aa é: aa é: aa é:
Nl N2 Nn -1 Nl N2 Nn
.......... — =J| | =— e, —— 3.37
dy  dy dy 2 an  dIn a7 330
N, 9N, N, N, N, N,
i az az .......... az I _—ag ag .......... ag |
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3.8 Eleman rijitlik matrisleri

Bu kisimda da egilme ve kayma terimlerinin etkileri iki ayr1 kisimda incelenir. b alt
indisi egilme etkilerini, s alt indisi ise kayma etkilerini sembolize eder. Rijitlik
matrisi ifadesi potansiyel enerjinin minimum olma prensibinden yararlanarak Boliim

2.6.4’te verilmisti.

111

.1 = [[[8,]'[D,1B,]/ldéands (3.38)

—1-1-1

&.]' = j“[BS I'[p,]B, \ldéanas (3.39)

—1-1-1

(3.38) ve (3.39) ifadelerinden de goriilecegi gibi rijitlik matrisini sayisal olarak
hesaplamak icin bir takim integral ifadelerinin ¢oziilmesi gerekmektedir. Integral
ifadelerinin ¢oziimii i¢in bu ¢alismada Gauss niimerik integrasyon yoOntemi
kullanilmigtir. Bu yontemin esaslar1 Bolim 2.7°de aciklanmigti. Bu boliimde
probleme uygulanist lizerinde durulacaktir. Bu bilgiler 1s18inda (3.38) ve (3.39)
ifadeleri asagidaki sekli alir.

IMM IMM IMM

LAEDISIPIW AN AL AN VRN R )
[k, ] =§§%[Bs(§i,nj,§k V8., ¢ N, )0, 341

IMM : Egilme terimleri icin se¢ilmis Gauss integral nokta adedi,

INN : Kayma terimleri i¢in secilmis Gauss integral nokta adedi

&, M;, Gk : Gauss integral nokta koordinatlari

[ J( &, mj, & ) | - Jacobien matrisinin ilgili noktadaki determinant degeri

H : Gauss agirlik katsayilar1 (Tablo 2.1)
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3.9 integral nokta adedinin belirlenmesi ve integrasyon adimmin azaltilmasi

Integral nokta adedi her dogrultuda ayri ayn tespit edilir. Bu islem igin rijitlik
matrislerini olusturan her bir ifade incelenir ve bu ifadelerde bulunan en yiiksek
derece tespit edilir. Bu derecede 2n-1 ifadesine esitlenerek, n ifadesi, yani integral

nokta adedi bulunmus olur.

Uc boyutlu yirmi noktali elemanda yapilan incelemede (ONi/dx)?, (ONi/dy)?, (ONi/dz)>
gibi ifadeler tespit edilmistir. 2n-1= 4 sonucuna ulagilmistir. Buradan ii¢ boyutlu
yirmi noktali eleman kullanilarak yapilan coziimlerde integral nokta adedinin 3

olmasi gerektigi belirlenmistir.

Uc boyutlu sekiz noktali eleman incelendiginde ise, (ON/Ox)?, (8Ni/8y)2, (ON/oz)*
gibi ifadeler tespit edilmistir. 2n-1= 2 sonucuna ulagilmistir. Buradan ii¢ boyutlu
sekiz noktal1 eleman kullanilarak yapilan coziimlerde integral nokta adedinin 2

olmasi gerektigi belirlenmistir.

Daha oOnce de bahsedildigi gibi kalinlik azaldik¢a, yasanan kayma kilitlenmesi
sebebiyle ince plaklarda iyi sonuclar alinamamaktadir. Bu elverigsiz durumu ortadan
kaldirmak adina, daha once bir¢ok arastirmaci tarafindan kullanilan, integrasyon
adiminin, kayma etkilerini ifade eden ifadelerin hesabinda, azaltilmasi yolu
kullanilmistir. Bunun i¢in ifadeler c¢ikartilirken egilme ve kayma etkileri

birbirlerinden ayr1 diigiiniilmiistiir.

Plak kalinlig1 6zellikle ince plak sinirinin altina indigi durumlarda, kayma terimleri
icin secilmis integrasyon adim adedi(INN) 1 deger azaltlmistir. Yani bu deger, ii¢

boyutlu sekiz noktali elemanda 1, ii¢ boyutlu yirmi noktali elemanda ise 2 olur.

3.10 Yiik matrisleri hesabinda kullanilan iki boyutlu elemanlarin sekil

fonksiyonlari

Kullandigimiz elemanlarin ii¢ boyutlu olmasi sebebiyle alana yayili yiiklerin
hesabinda iki boyutlu elemanlara ihtiya¢ duyulur. U¢ boyutlu yirmi noktali elemanda
sekiz noktali, ii¢ boyutlu sekiz noktal1 elemanda ise dort noktali iki boyutlu

elemanlar kullanilmistir. Bu elemanlarin sekil fonksiyonlar asagidaki gibidir.
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| =]

4 3
(-L1) (1,1) (-1,1)
&3
1 2
(-1,-1) (1,-1)

Sekil 3.4 1ki boyutlu dort ve sekiz noktali elemanlar

=3

(-1,0)

©,1)

2

(Os_l)

3.10.1 iki boyutlu dort noktali elemanin sekil fonksiyonlari ve yerel tiirevleri

Eleman geometrisi ve diigiim noktast numaralar Sekil 3.4’te goriildiigii gibidir. Bu

eleman, yiik icin se¢ilmis interpolasyon fonksiyonu ve iic boyutlu sekiz noktali

elemanda yiik matrisinin hesabinda kullanilan iki boyutlu eleman olarak kullanilir.

Sekil fonksiyonlar1 da asagida verildigi gibidir[2]sf.2.122. Sekil fonksiyonlarinin

tiirevleri de Tablo 3.3’te gosterilmistir.
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Tablo 3.3 Tki boyutlu dort noktali elemanin sekil fonksiyonlarimin yerel tiirevleri

Yo an
1

e
1 1

2 Z(l—ﬂ) —Z(Hf)

1
4 _Z(1+77)

3.10.2 iki boyutlu sekiz noktali elemanin sekil fonksiyonlari ve yerel tiirevleri

Eleman geometrisi ve diiglim noktast numaralar1 Sekil 3.4°te goriildiigii gibidir. Bu
eleman, ii¢ boyutlu yirmi noktali elemanda yiik matrisinin hesabinda kullanilan iki
boyutlu eleman olarak kullanilir. Sekil fonksiyonlar1 da asagida verildigi
gibidir[2]sf.2.122. Sekil fonksiyonlarinin tiirevleri de Tablo 3.4’te gosterilmistir.

N, =

(1-&)-n)-&-n-1)

NI

N, = (1-&)i-1)

N, =1+ =g -n-1)

N, =%(l—nz)(l+§) (3.43)
Ny = (4 £+ )E+n-1)

N :%(1_52)(1‘”7)
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Ny = (1= ENten)-¢+n-1)

Ny =%(1—772)(1—§)

Tablo 3.4 iki boyutlu sekiz noktali elemanin sekil fonksiyonlart yerel tiirevleri

an, N,
5 o7

| %(I—n)(2§+77) %(1—5)(&277)

2| - | 08
| Loy | 30+ 420)
s Slem) | —teon

3.11 Yiik matrisleri

Yiikleme i¢in tekil kuvvet ve alana yayil yiik etkileri diistiniilmiis ve program buna
gore tasarlanmistir. Diisiiniilen yayil yiikiin de sadece {=1 diizlemine etkidigi durum

programda dikkate alinmistir.

Uc boyutlu eleman ile calisildign icin alana yayili yiikiin hesabinda iki boyutlu
elaman kullanilma ihtiyaci giindeme gelmistir. U¢ boyutlu sekiz noktali eleman igin
iki boyutlu dort noktali eleman, iic boyutlu yirmi noktali eleman i¢in ise iki boyutlu

dort noktali eleman kullanilmistir. Kullanilan bu elemanlarin sekil fonksiyonlart ve
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bu sekil fonksiyonlarinin yerel tiirevleri Boliim 3.10°da verilmisti. Yiik i¢in her iki ii¢

boyutlu elemanda iki boyutlu dort noktali eleman kullanilmistir.

{F} = [[N I {a¥ |agan = {a¥ = v, {p¥ =
) = [0 b

(3.44)

J|d&dn

[N] : Yiik matrislerinin hesabinda kullanilan iki boyutlu elemanin sekil fonksiyonlari
[Np] : Yiik i¢in se¢ilmis interpolasyon fonksiyonu
{p}®: Yiiklerin diigiim noktalarindaki degerleri

{Fq}° matrisi agilarak ii¢ boyutlu sekiz ve yirmi noktali elemanlar i¢in ayr ayr
yazilir. Bu islemler sadece z dogrultusunda yapilmis olup diger dogrultularda da aym
islemler aym sekilde yapilabilir.

3.11.1 Ug boyutlu sekiz noktali elemanin {F,}° matrisi

Nl pvlv
e N2 pvzv
{FY =] v N, N, N, N R jagn (3.45)
S 3 w
N, pi-
Fqlw Nlel Nlez Nle3 Nle4 Pi,
2
qu — J' N2Npl N2Np2 N2Np3 NZNp4 Pi |J|d§d77 (3 46)
Fq3w s¢ Nszl N3Np2 N3Np3 N3Np4 Pi
F;V N,N, N,N, N,N, N/N,/|p,

pwl, pw2, pw3 , pw4: z dogrultusundaki yayili yiikiin, yiik icin secilmis interpolasyon

fonksiyonun diigiim noktalarinda aldig1 degerler.
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3.11.2 Ug boyutlu yirmi noktal elemanin {F,}* matrisi

Nl
N2
N, P‘lv
e N4 pvzv
{Fq} = '[ N [Npl Np2 Np3 Np4 3 |‘]|d§d77 (3'47)
S¢ 5 pw
Ny Pi-
N7
NS

pwl, pw2, pw3 , pw4: z dogrultusundaki yayili yiikiin, yiik icin secilmis interpolasyon

fonksiyonun diigiim noktalarinda aldig1 degerler.

F), NN, NN, NN, NN,|
quw N2Npl N2Np2 NZNp3 N2Np4
Fq3w N3Npl N3Np2 N3N173 N3N1’4 piv
F} N,N, NN, NN, NN 2
{7} ="l [l o e Pl ragan (3.48)
qu s¢ NSNpl NSNpZ N5Nl73 NSNP4 pw
Fjw NeN, NN, NN, NN, | p:
Fq7w N,N, N,N, N,N, N;N,
F(ﬁv _N8Npl N8Np2 NSNp3 NSNp4_
Yukaridaki integraller Gauss niimerik integrasyon yontemi ile ¢dziimlenmistir.
IMM IMM
{F,y =3 Y Iven IV, En N |e.n)mm, (3.49)
i=1 j=1

Tekil yiikk eleman i¢cinde herhangi bir noktada verilebilir. Bu ¢alismada tekil yiik,
yerel degil de global eksenlerde tanimlanmustir. Yani tekil yiik etkisi, ilgili diigiim
nokta numarasi ve dogrultusuyla birlikte bilgisayara girerek sistem yiik matrisine
katilir.

3.12 Elemanlarin toplam sistemde birlestirilmesi

Bu boliime kadar her elemanin etkisi ayri ayrn hesaplanmis oldu. Bu kisimda ise
sisteme ait denklemleri kurarak, ¢6ziim bulunacaktir. Bunun igin eleman rijitlik

matrisleri yardimiyla sistem rijitlik matrisi, eleman esdeger diigiim noktas1 kuvvetleri
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yardimiyla da sistem esdeger diigiim noktasi kuvvetleri matrisi bulunacaktir. Mesnet
sartlar1 da uygulandiktan sonra denklem takimiin ¢6ziimiine geg¢ilmistir. Denklem
takiminin ¢6ziimii icin Gauss eleminasyon yontemi kullamilmistir. Yer degistirmeler

bulunduktan sonra gerilme degerleri hesaplanmistir.
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4. BILGiISAYAR PROGRAMI

Daha onceki boliimlerde anlatilan bilgiler 1s181nda, sayisal sonuglar elde edilmesi
amaciyla bir bilgisayar programi gelistirilmistir. Programlama dili olarak FORTRAN
programlama dili kullamlmistir. Aksu tarafindan genel bicimli kabuklarin ¢6ziimii
icin gelistirilen program esas almarak[15], kalin plaklarin iic boyutlu elastisite
¢Oziimiine dayanan iki ayr sonlu eleman modeli gelistirilerek bir bilgisayar programi
olusturulmustur. Ayrica ii¢ boyutlu eleman kullanim1 sebebiyle data hazirlamadaki
zorluklar diisiiniilerek, diizgiin geometrilere sahip 6rnekler i¢in, data hazirlayan bir

data program da gelistirilmistir.

4.1 Programin yapisi ve calisma diizeni

Program, ana program ve bu ana programdan dallanan 10 alt programdan
olusmaktadir. Bu programlar, ti¢ boyutlu sekiz ve yirmi noktali eleman icin daha
onceki boliimde bahsedilen farklar gozetilerek hazirlanmistir. Bu programlar akis
sirasina uygun olarak agiklanacak ve dnemli goriilen programlarin akis diyagramlari

verilecektir.

FATPLAK : Akis diyagrami Sekil 4.1’de verilen ana programdir. Program, sistem
ozellikleri okunduktan sonra PLAKKOR ve PLAKEL adli alt programlara dallanir.

PLAKKOR : Bu alt programda sistem diigiim noktalar1 koordinatlar1 ve sinir
kosullar1 okunur ve COR(K) ile JDEF (J, L) dizileri olusturulur. COR(K) dizisi
adindan da anlasilacagi gibi diigiim noktalar1 koordinatlarin1 biinyesinde barindiran
dizidir. JDEF(J, L) dizisinde ise sistem bilinmeyenleri dogrultular ile tanimlanmistir.
Boylece smir kosullart sebebiyle sifir olan yer degistirmeler bastan bilinmeyen

olarak alinmaz. PLAKKOR alt programinin akis diyagrami Sekil 4.2°de verilmistir.

PLAKEL : Sekil 4.3’te akis diyagrami verilen PLAKEL alt programinda ilk olarak
malzeme Ozellikleri(E1, P1, E2, P2) okunur. Program iki farklt malzeme o6zelligi
girmeye uygun olarak kodlanmistir. Bu islemi her bir elemamin sistemdeki
numarasi(IM), elemana ait diigiim noktalari1 numaralari(IN(I)), eleman malzeme

cinsi(IMA) ve eleman tipinin(JT) okunmasi takip eder. Eleman tipi ayni olan
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elemanlarda sistem rijitlik matrisi sadece bir tanesi icin hesaplanir ve bellekte
saklanir. Ayrica bu programda diizgiin yayili ve tekil yiik durumlan i¢in esdeger

diigiim noktas1 kuvvetleri hesaplanir ve ilgili diigiim noktalarina aktarilir.

(BASLA : FATPLAK |

( BAVSLIK

v
SISTEM OZELLIKLERINI OKU
‘ NJ,NEL,MS ,MST,IMM,INN

v

CAGIR
PLAKKOR

4
CAGIR
PLAKEL

v
SON

Sekil 4.1 FATPLAK ana programi akis diyagrami

(BASLA : PLAKKOR )
N
v

TSISTEM DUGUM NOKTALARI KOORDINATLARINI

VE SINIR KOSULLARINI OKU

‘ KOORDINALARI COR( K ) DIZISINDE SAKLA

SINIR KOSULU
SIFIR MI?
A 4 A 4
JDEF (J,L)=N JDEF (J,L)=0

DON

diigiim noktasi sayisi kadar

Sekil 4.2 PLAKKOR alt programi akis diyagrami

PLAKEL programi NOKNO, AKSURI, YERLE, DENKCOZ ve AKSUGER gibi alt

programlardan olugmaktadir.
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BASLA : PLAKEL

MALZEME OZELLIKLERINI OKU
‘ El, P1,E2, P2

N
v

SISTEMDEKI ELEMAN NUMARASINI, ELEMAN NOKTALARINI
‘ MALZEME CINSINI VE ELEMAN TIPINI OKU

eleman sayisi kadar

ESDEGER DUGUM NOKTASI KUVVETLERINI HESAPLA

SISTEMDEKI ELEMAN NUMARASINI, ELEMAN NOKTALARINI
MALZEME CINSINI VE ELEMAN TIPINI OKU

DON

eleman sayisi kadar

Sekil 4.3 PLAKEL alt programi akis diyagrami

NOKNO : Bu programda eleman diigiim noktas1 koordinatlari, iki boyutlu XX(I, J)
dizisine atanir. Ayrica bilinmeyenlerin tanimlandigt NCODE(JZ) dizisi bu

programda olusturulur.

AKSURI : Akis diyagranmu Sekil 4.4’te verilmis olan bu alt programda egilme ve
kayma etkileri ayr1 ayr incelenerek iki rijitlik matrisi hesaplanir. Bulunan bu iki
rijitlik matrisi terimleri toplanarak eleman rijitlik matrisi(ST (I, J)) elde edilir. Ayrica
esdeger diigiim noktalar1 kuvvetlerinin bulunmasinda kullanilan HN(I, J) matrisinin

terimleri de bu alt programda hesaplanir.

YERLE : Bu alt programda eleman rijitlik matrisinden sistem rijitlik matrisine

gecilir. Sistem rijitlik matrisi olarak iki boyutlu W(K, L) dizisi alinmistir.
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DENKCOZ : Kurulan lineer denklem takiminin Gauss eliminasyonu yontemi ile
¢Oziimiiniin yapildigr alt programdir. Coziim yapilirken iki boyutlu dizilerden

faydalamilmstir.

AKSUGER : FEleman diigiim noktalar1 gerilme degerlerinin hesaplandigi alt
programdir. Akis diyagrami Sekil 4.5’te verilmistir. Ayrica denklem takiminin

¢Oziimii sonucunda bulunan eleman yer degistirmeleri, Q( 1) dizisine atanir.

JACO : Uc boyutlu sekiz ve yirmi noktali elemanlarin sekil fonksiyonlarinin ve bu
sekil fonksiyonlarinin yerel tiirevlerinin hesaplandig alt programdir. Ayrica Jakobien

matrisi terimleri ve bu matrisin determinant1 da bu alt programda hesaplanir.

JACOYUK : Yiik matrisinin hesabi yapilirken bir 6nceki boliimde belirtildigi gibi iki
boyutlu elemanlar kullanilmigtir. Bu alt programda iki boyutlu elemanlarin sekil
fonksiyonlar1 ve bu sekil fonksiyonlarinin yerel tiirevleri hesaplanir. Jakobien matrisi

terimleri ve bu matrisin determinant: da JACOYUK alt programinda hesaplanur.

AKSUCA : Matris carpimlarinin yapildig: alt programdir.

(BASLA : AKSURI |

EGILME VE KAYMA TERIMLERI ICIN
[D] VE [B] MATRISLERINI HESAPLA

v
EGILMEDEN VE KAYMADAN KAYNAKLANAN
RIJITLIK MATRISI TERIMLERINI HESAPLA
STM (1,71),STS(I,J)

YUK ILE ILGILI [HN] MATRISI TERIMLERINI HESAPLA

v
ELEMAN RUITLIK MATRISINI OLUSTUR
ST(I,J)=STM (I1,J)+STS(IL.,J)

v
DON

Sekil 4.4 AKSURTI alt program akis diyagrami
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(BASLA : AKSUGER |
v
CAGIR
NOKNO
A 4
g CAGIR ;
AKSURI
v
CAGIR
AKSUCA

DON

Sekil 4.5 AKSUGER alt programu akis diyagrami

4.2 Programin kullanilmasi

Program girig bilgileri data adi1 verilen dosyalarda hazirlanmistir. Cikis bilgileri de
out adi verilen dosyalara yazdirilmistir. Program, ¢alismaya basladiginda giris
bilgilerinin yer aldigi dosyanin ve ¢ikis bilgilerinin yazdirilacagi dosyanin adini

kullanicidan ister.
4.2.1 Giris bilgileri

Problemin ¢oziimii icin gereken veriler, FATPLAK ana programi ile PLAKKOR,
PLAKEL alt programlarinda sisteme girilir.

4.2.1.1 FATPLAK ana programinda girilen veriler

[k olarak 20A4 formatiyla problemin adi olan baslik okutulur. Hemen ardindan da
asagida aciklanacak olan NJ, NEL, MS, MST, IMM, INN ifadeleri 613 formatinda

okutulur.

NJ : Sistemdeki diigiim noktas1 sayis1

NEL : Sistemdeki eleman sayis1

MS : Elemanin bir diigiim noktasindaki serbestlik derecesi
MST : Elemanin toplam serbestlik derecesi

IMM : Egilme terimlerinin integrasyonu icin alinan nokta sayisi
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INN : Kayma terimlerinin integrasyonu icin alinan nokta sayisi

4.2.1.2 PLAKKOR alt programinda girilen veriler

15, 3F10.0, 311 formatiyla JJ, XE, YY, ZZ, (JEF(), J=1,MS) verilerinin girisi yapilir.

Diigiim noktasi1 koordinatlar1 COR(K) dizisine atanir.
JJ : Sistemdeki diigiim noktalar1 numaralari

XE : Tlgili diigiim noktasinin x koordinati

YY : llgili diigiim noktasinin y koordinat

77 : 11gili diigiim noktasinin z koordinat:

JEF(J) : Problemin sinir kosullari. Siir kosulu sebebiyle sifir olan yer degistirmeyi

ifade etmek icin data dosyasinda 1 girilir.

Yukarida ifade edilen giris verileri her diigiim noktasi i¢in ayr1 ayri, alt alta yazilir.

4.2.1.3 PLAKEL alt programinda girilen veriler

Ik olarak 4F10.0 formatiyla E1, P1, E2, P2 gibi malzeme ozellikleri okutulur.

Burada,

El : 1. tip malzemenin elastisite modiilii
P1 : 1. tip malzemenin poisson orant

E2 : 2. tip malzemenin elastisite modiilii
P2 : 2. tip malzemenin poisson orant

dir. Tkinci olarak 2113 formatiyla, IM ve (IN(I), I=1,NJ) okutulur. Hemen ardindan
IM, IMA, JT, 313 formatiyla okutulur. Bu degerler eleman sayis1 kadar girilir.

IM: Eleman numarasi
IN(I) : Eleman diigiim noktalari numarasi

IMA : Malzeme cinsi. Girilen 1 veya 2 numarasina gore 1. veya 2. tip elemana

yonlendirilir.

JT : Eleman tipi
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I5, 12F5.0 formatiyla IM, ( PX(I), PY(I), PZ(), I=1,4 ) ifadeleri okutulur. Bunun
ardindan sistemde bulunan tekil yiik, 2I5, F10.0 formatiyla, JJ, II, ZY ifadeleri
yardimiyla girilir. Sayet sistemde tekil yiik yoksa 1 satir bosluk birakilir.

PX(I) : Yayili yiikiin x dogrultusundaki bileseni
PY(I) : Yayih yiikiin y dogrultusundaki bileseni
PZ() : Yayih yiikiin z dogrultusundaki bileseni

PX(I), PY(I), PZ(1) ifadeleri iki boyutlu elemanin kose noktalarindaki yayili yiikiin
degerleridir.

IT : Tekil yiikiin dogrultusu
ZY : Tekil dis kuvvetin siddeti

Son olarak da gerilme hesabi1 icin 2113 formatiyla, IM ve (IN(ID), II=1,NJ) ve 3I3
formatiyla IM, IMA, JT okutulur.

4.2.2 Cikis bilgileri

Cikis bilgileri out adi verilen ¢ikis dosyasma yazdirnlmistir. Cikis bilgileri olarak,
problemin adi, eleman tamimlari, bilinmeyenlerin sistemdeki numaralar, yer
degistirmeler ve bu yer degistirmelerden hareketle hesaplanan gerilme degerleri( oy,

ny GZ’ Txy, sz, Tyz ) yaZdlrlllr.
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5. SAYISAL UYGULAMALAR

5.1 Giris

Boliim 3’te verilen esaslar cercevesinde gelistirilen bilgisayar programinin
dogrulugunu ve yakinsakligini tespit etmek amaci ile bir takim sayisal Ornekler
¢cOziilmiistiir. Bu boliimde daha once bircok arastirmaci tarafindan ¢oziilen genel
problemler incelenmistir. Uniform ve tekil yiike maruz kare plaklar, basit ve ankastre
mesnetli durumlarda incelenmis, sonuclar tablolarda verilmistir. Ayrica Morley
verev plagi ile tekil ve iiniform yiiklii ankastre kiris bu boliimde incelenen diger

problemlerdir.

Plak orneklerinin ¢oziimiinde plak kalinliginin azalmasiyla birlikte kayma
kilitlenmesiyle karsilasilmis ve kayma terimleri i¢in integrasyon adiminin azaltilmasi
yontemiyle bu sorun ortadan kaldirilmistir. Integrasyon adimmin azaltilmast
h/a=0.10 ve bu degerin asagisinda olan plaklarda uygulanmistir. Plak 6rneklerinde

simetri 6zelliginden yararlanilarak ¢coziim yapilmistir.

Baz1 6rnekler i¢in agiklik ortast moment degerleri( M, My ) de hesaplanarak tablolar
halinde verilmistir. Bu degerlerin elde edilirken ilgili gerilmelerin kalinlik boyunca

lineer degisim gosterdigi diisiiniilerek, (5.1) ve (5.2) ifadesinden yaralanilmistir.

M

o, =27 5.1

T (CRY)
MV

o, ="z (5.2)

5.2 Diizgiin yayih yiik etkisi altinda dort kenari ankastre mesnetli kare plak

Bu ornekte sayisal sonuclar hesaplanirken kare plagin boyutlar1 a=b=8 m olarak
alimmis ve degisik plak kalinliklar i¢in ¢oziimler yapilmistir. Bu ¢6ziimlerde E = 10°
kN/mz, v=03,q=1 kN/m? degerleri alinmistir.
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Uc boyutlu sekiz ve yirmi noktali eleman kullanilarak yapilan ¢oziimlerde kallik
dogrultusunda tek ve cift sira eleman kullanilmigtir. Kullanilan 2x2, 4x4, 6x6,
8x8’lik sonlu eleman aglarimin planlart Sekil 5.1°de goriildiigii gibidir. Sistemin
simetrik olmasi sebebiyle dortte bir parca diisiiniilerek hesap yapilmistir. Bu 6rnek

sekiz ayr1 sonlu eleman ag1 i¢in ayr ayr ¢oziilmiistiir.

2x2 ag 4x4 ag 6x6 ag 8x8 ag

Sekil 5.1 Sonlu eleman aglar1

Degisik plak kalinliklar i¢in yapilan c¢oziimlerde ulasilan agiklik ortasi ¢okme ve
moment degerleri boyutsuz hale getirilerek Tablo 5.1 ve Tablo 5.2’de kaynaklardan

alman sonugclarla birlikte verilmistir.

Tablo 5.1’e bakildigi zaman goze carpan ilk durum iic boyutlu yirmi noktali
elemanin yakinsamasmin ii¢ boyutlu sekiz noktali elemaninkinden daha iyi
oldugudur. Bu durum 6zellikle h/a oran1 arttik¢a daha belirgin bir hal almaktadir. Bu
da zaten beklenen bir durumdur. Ornegin h/a = 0.01 oram igin aciklik ortas1 ¢cokme
degeri, [18] numarali calismadaki degere, iic boyutlu sekiz noktali sonlu eleman
kullanilarak olusturulan 8x8x2’lik sonlu eleman agiyla -%7.11 hata orani ile
yaklagmigtir. Bu hata oram ii¢ boyutlu yirmi noktali sonlu eleman kullanilarak
olusturulan 8x8x2’lik sonlu eleman aginda -%1.34’tiir. Bir de h/a = 0.20 oran1 i¢in
bulunan degerleri inceleyelim. Ug boyutlu sekiz noktalr sonlu eleman kullanilarak
olusturulan 8x8x2’lik sonlu eleman agiyla ulasilan sonuctan daha iyi bir sonuca,
2x2x2’lik sonlu eleman agiyla ii¢ boyutlu yirmi noktali eleman kullanilarak

ulagilmast dikkat ¢ekicidir.

Tablo 5.1 incelenirken iizerinde durulmasi gereken bir diger nokta h/a oraninin
artmastyla birlikte, kalinlik dogrultusunda, iki kat eleman kullaniminin daha verimli
hale gelmesi durumudur. Sonuglar incelendiginde bu durum c¢ok acik bir sekilde
goriilmektedir. Ornegin h/a=0.20 orami igin yirmi noktali eleman kullamlarak
hesaplanan ¢cokme degerleri incelenirse, 64 tane bir kat eleman kullanilarak ulasilan
¢Okme degerine, 2x2x2’lik eleman agiyla 8 tane iki kat eleman kullanilarak ulasildig

goriiliir. Bu tarz agiklamalar degisik h/a oranlari i¢in ¢ogaltilabilir.
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Tablo 5.1 Diizgiin yayil yiik etkisi altindaki dort kenar1 ankastre mesnetli kare plak i¢in agiklik ortasi ¢cokme degerleri ( wxlOOD/(qa4) )

Wa UC BOYUTLU SEKIZ NOKTALI ELEMAN UC BOYUTLU YIRMIi NOKTALI ELEMAN [18] [32] [25] [38] | SAP2000
2x2x1 | 4x4x1 | 6x6x1 8x8x1 | 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 | 2x2x1 | 4x4x1 | 6x6x1 8x8x1 | 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 (8x8)
0.001 | 0,0992 | 0,1022 | 0,1028 | 0,103 | 0,1067 | 0,1146 | 0,1164 | 0,1173 | 0,0321 0,076 | 0,1165 | 0,1223 | 0,0329 | 0,0766 | 0,1178 | 0,1236 | 0,1265 0,1234 | 0,128 0,1279
0.005 | 0,0993 | 0,1022 | 0,1028 | 0,1031 | 0,1068 | 0,1146 | 0,1164 | 0,1173 | 0,0452 | 0,1164 | 0,1219 | 0,1232 | 0,0458 | 0,1187 | 0,1237 | 0,1246 0,1234 0,1279
0.01 0,0994 | 0,1024 | 0,103 0,1032 | 0,1069 | 0,1148 | 0,1166 | 0,1175 | 0,0684 | 0,1193 | 0,1223 | 0,1234 | 0,0694 | 0,1219 | 0,1241 | 0,1248 | 0,1265 0,1236 | 0,128 0,1279
0.05 | 0,1045 | 0,1075 | 0,108 | 0,1082 | 0,1122 | 0,1201 | 0,1218 | 0,1227 | 0,117 | 0,1254 | 0,1274 | 0,1285 | 0,1212 | 0,1285 | 0,1298 | 0,1304 0,1325 | 0,1298 0,1279
0.10 | 0,1199 | 0,1227 | 0,1231 | 0,1233 | 0,1282 | 0,1357 | 0,1374 | 0,1382 | 0,1355 | 0,1407 | 0,1428 | 0,1438 | 0,1412 | 0,1452 | 0,1465 | 0,1472 | 0,1499 | 0,1496 | 0,1482 | 0,152 0,1279
0.15 | 0,1014 | 0,1321 | 0,1403 | 0,1434 | 0,1044 | 0,1415 | 0,1525 | 0,157 | 0,1562 | 0,1645 | 0,1666 | 0,1677 | 0,1639 | 0,1714 | 0,173 | 0,1738 0,1755
0.20 0,148 | 0,1718 | 0,1772 | 0,1792 | 0,1514 | 0,1813 | 0,189 | 0,1921 | 0,1904 | 0,1971 | 0,1992 | 0,2002 | 0,2015 | 0,2074 | 0,2091 | 0,2099 | 0,2167 | 0,2135 | 0,2171 | 0,206 0,2125
0.25 | 0,2013 | 0,2196 | 0,2233 | 0,2247 | 0,2025 | 0,2261 | 0,232 | 0,2342 | 0,2319 | 0,2378 | 0,2399 | 0,2408 | 0,2484 | 0,2539 | 0,2557 | 0,2566 0,252 0,2599
0.30 | 0,2644 | 0,2783 | 0,2808 | 0,2817 | 0,2605 | 0,2829 | 0,2873 | 0,289 | 0,2811 | 0,2901 | 0,2925 | 0,2935 | 0,3056 | 0,311 0,3132 | 0,3142 | 0,3227 0,318
0.35 | 0,3402 | 0,3499 | 0,3515 | 0,352 | 0,3352 | 0,354 | 0,3574 | 0,3587 | 0,3437 | 0,3587 | 0,3612 | 0,3622 | 0,3762 | 0,3863 | 0,3888 | 0,3898 | 0,3951 0,3866
Tablo 5.2 Diizgiin yayili yiik etkisi altindaki dort kenar1 ankastre mesnetli kare plak i¢in aciklik ortast moment degerleri ( MxlOO/(qaz) )
UC BOYUTLU SEKIZ NOKTALI ELEMAN UC BOYUTLU YIRMi NOKTALI ELEMAN [32] [38] [17] | SAP2000
h/a 2x2x1 4x4x1 6x6x1 8x8x1 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 8x8x2 | 2x2x1 4x4x1 6x6x1 8x8x1 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 8x8x2 (8x8)
0.001 | 2,7777 | 2,5631 | 2,5374 | 2,5284 | 2,3295 | 2,523 | 2,5276 | 2,5283 | 1,0832 | 1,7225 | 2,2102 | 2,2598 | 0,8311 | 1,7316 | 2,2244 | 2,2731 2,27 2,2939 2,3258
0.005 | 2,7762 | 2,5626 | 2,5371 | 2,5281 | 2,3284 | 2,5227 | 2,5274 | 2,5282 | 1,2964 | 2,2335 | 2,2608 | 2,2668 | 1,0582 | 2,2541 2,28 2,281 2,3008 2,3258
0.01 2,7715 | 2,5614 | 2,5363 | 2,5281 | 2,3249 | 2,5219 | 2,5271 | 2,5284 | 1,6721 | 2,2527 | 2,2629 | 2,2679 | 1,471 | 2,2776 | 2,2826 | 2,2824 2,27 2,3014 2,3258
0.05 2,6572 | 2,5564 | 2,5529 | 2,5467 | 2,2395 | 2,524 | 2,5467 | 2,5496 | 2,3402 | 2,2857 | 2,2892 | 2,2931 | 2,2921 | 2,322 | 2,3166 | 2,3151 2,33 2,3108 2,3258
0.10 2,503 | 2,6026 | 2,598 | 2,5927 | 2,1277 | 2,5796 | 2,6011 | 2,6058 | 2,432 | 2,3597 | 2,3609 | 2,3642 | 2,4593 | 2,4214 | 2,4119 | 2,4091 | 2,436 2,36 2,3314 2,3258
0.15 1,5251 | 2,3171 | 2,4946 | 2,5613 | 1,2886 | 2,2755 | 2,4952 | 2,5785 | 2,4066 | 2,4608 | 2,4644 | 2,4668 | 2,5719 | 2,5633 | 2,5555 | 2,5521 2,3524 2,3628
0.20 1,8316 | 2,5078 | 2,6283 | 2,6717 | 1,5904 | 2,5029 | 2,6621 | 2,7193 | 2,593 | 2,6004 | 2,5994 | 2,6005 | 2,8278 | 2,7564 | 2,7454 | 2,7403 | 2,609 2,56 2,3702 2,3628
0.25 2,0389 | 2,6459 | 2,7399 | 2,7727 | 1,8245 | 2,6798 | 2,8107 | 2,8565 2,785 2,7651 2,761 2,7612 | 3,1084 | 2,9902 | 2,9773 2,971 2,67 2,3628
0.30 2,201 | 2,7674 | 2,8482 | 2,8761 | 2,0394 | 2,8481 | 2,9642 | 3,0044 | 3,0006 | 2,9578 | 2,9505 | 2,9498 | 3,4194 | 3,2659 | 3,2506 | 3,2434 2,3628
0.35 2,3465 | 2,8863 | 2,9604 | 2,9857 | 2,2626 | 3,028 3,1344 | 3,1713 | 3,2499 | 3,1847 | 3,1731 | 3,1712 | 3,7682 | 3,5884 | 3,5689 | 3,5608 2,3628
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Tablo 5.2°de ise agiklik ortas1 moment degerleri boyutsuz olarak verilmistir.
Kullanilan iki ayr ii¢ boyutlu eleman karsilastirildiginda genel olarak yirmi noktal

elemanin yaklasiminin ¢ok daha iyi oldugu sonucuna varilabilir.

Tablo 5.1 ve Tablo 5.2°’deki sonuglarin daha iyi anlasilabilmesi acisinda bazi h/a

oranlari i¢in grafikler olusturulmustur.

k=
w
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—o— 8 NOKTALI ELEMAN
—e—[18] ¢OZUMU
—A— 20 NOKTALI ELEMAN

AGIKLIK ORTASI COKME DEGERI
(100*w*D /(q*a*))

0,00 } } } } } }
2x2x1 4x4x1 6x6x1 8x8x1 2x2x2 4x4x2 6x6x2 8x8x2
AG

Sekil 5.2 Diizgiin yayil yiik etkisi alindaki dort kenar1 ankastre mesnetli kare plakta h/a= 0.01 oran1 i¢in agiklik
ortas1 ¢okme degerlerinin sonlu eleman aglarina bagh degisimi
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2x2x1 4x4x1 6x6x1 8x8x1 2x2x2 4x4x2 6x6x2 8x8x2
AG

Sekil 5.3 Diizgiin yayih yiik etkisi alindaki dort kenar1 ankastre mesnetli kare plakta h/a= 0.10 oran1 i¢in agiklik
ortas1 ¢okme degerlerinin sonlu eleman aglarina bagh degisimi

56



ACIKLIK ORTASI COKME DEGERI

—e— 8 NOKTALI ELEMAN
—e—[18] ¢OZUMU
—A— 20 NOKTALI ELEMAN

(100*w*D /( q*a®))

0,00 - } } } } . . |
2x2x1 4x4x1 6x6x1 8x8x1 2x2x2 4x4x2 6x6x2 8x8x2

AG

Sekil 5.4 Diizgiin yayil yiik etkisi aluindaki dort kenar1 ankastre mesnetli kare plakta h/a= 0.20 oran1 i¢in agiklik
ortas1 ¢okme degerlerinin sonlu eleman aglarina bagh degisimi

Yukaridaki grafikler incelendiginde daha once de ifade edildigi gibi li¢ boyutlu yirmi
noktali elemanin yaklasiminin ii¢ boyutlu sekiz noktali elemanin yaklagimindan ¢ok
daha iyi oldugu goriilecektir. Bu tespit aciklik ortasi moment degerlerinin
yakinsamasinmi gosteren grafikler icin de yapilabilir. Bu grafiklerde kullanilan ¢okme

ve moment degerlerinin boyutsuz olduguna dikkat edilmelidir.

5T —e— 8 NOKTALI ELEMAN
—e—[32] COZUMU
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(100'M / (%))
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|
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Sekil 5.5 Diizgiin yayil yiik etkisi altindaki dort kenar1 ankastre mesnetli kare plakta h/a= 0.05 oran1 i¢in agiklik
ortast moment degerlerinin sonlu eleman aglarina bagli degisimi
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ACGIKLIK ORTASI MOMENTI

(100°M/ (q"A%))
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Sekil 5.6 Diizgiin yayili yiik etkisi altindaki dort kenar1 ankastre mesnetli kare plakta h/a= 0.10 orani i¢in agiklik

ortast moment degerlerinin sonlu eleman agina bagli degisimi
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Sekil 5.7 Diizgiin yayil yiik etkisi altindaki dort kenari ankastre mesnetli kare plakta h/a= 0.20 orani i¢in agiklik

ortast moment degerlerinin sonlu eleman agina bagl degisimi

5.3 Diizgiin yayih yiik etkisi altinda dort kenar: basit mesnetli kare plak

Dort kenarindan basit mesnetli a=b=8 m olan kare plagin c¢oziimii yapilmistir.
Coziimde, E = 10° kN/m?, v = 0.3, qg=1 kN/m?* degeri alinmistir. Farkli h/a degerleri

icin ¢oziimler yapilmis ve sonuclar kaynaklardan alinan sonuglarla birlikte tablolar

halinde gosterilmistir. Tablolardaki degerlerin boyutsuz olduguna dikkat edilmelidir.

Uc boyutlu sekiz ve yirmi noktali eleman kullanilarak yapilan ¢oziimlerde kallik

dogrultusunda tek ve ¢ift sira eleman kullanilmistir. Sistem simetrik oldugundan

dortte bir parga diisiniilerek hesaplamalar yapilmistir. Tek ve cift sira olmak iizere
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toplam 8 ayr1 sonlu eleman kullanilmistir. Kullanilan sonlu eleman aglan Sekil

5.1°de verildigi gibidir.

Cesitli h/a oranlarina ait ¢cokme degerlerinin boyutsuz olarak verildigi Tablo 5.3
incelendigi zaman ii¢ boyutlu yirmi noktali elemanin yaklasiminin ii¢ boyutlu sekiz
noktali elemaninkinden daha iyi oldugu sonucuna varilabilir. Ornegin h/a = 0.01
orant i¢in her iki elemanim [25] ¢alismasina gore yaklasimini inceleyelim. Ug boyutlu
yirmi noktali eleman kullanilarak olusturulan 8x8x2’lik sonlu eleman agiyla yapilan
¢Oziimiin hata oram1 %0.74’tlir. Ayn1 sonlu eleman agiyla ii¢ boyutlu sekiz noktali
eleman icin bu oran -%4.75 olmaktadir. Bir¢ok h/a oram icin bu agiklamalar

cogaltilabilir.

Tablo 5.3’te goze carpan bir diger husus da, ankastre mesnetli plak i¢in de
bahsettigimiz, kalinlik arttikca kalinlik dogrultusunda c¢ift kat eleman kullanmanin
avantaj haline gelmesi durumudur. Ornegin h/a = 0.20 orani igin iic boyutlu sekiz
noktali eleman kullanilarak yapilan ¢6ziimde ulasilan sayisal sonuglarin [18]
calismasina gore yaklasimini inceleyelim. Hata oram1 64 tane sonlu eleman
kullanilarak olusturulan 8x8x1’lik eleman agiyla yapilan ¢oziimde -%11.15 iken 32
tane eleman kullamlarak olusturulan 4x4x2’lik eleman agiyla yapilan ¢oziimde
-%35.18’dir.

Tablo 5.4°te ise plak aciklik ortast moment degerleri boyutsuz olarak verilmistir. Bu
tablodaki degerler incelendiginde de yirmi noktali elemanin yaklasiminin daha iyi
oldugu sonucuna varilacaktir. Ornegin h/a= 0.10 oram i¢in moment degerlerini
inceleyelim. Ug boyutlu yirmi noktali elemanla olusturulan 8x8x2’lik sonlu eleman
agiyla hesaplanan moment degeri, [32] calismasindaki deger ile karsilastirilirsa, hata
oraniin %0.12 oldugu goriiliir. Aynm islem ii¢ boyutlu sekiz noktali eleman i¢in de
yapilirsa hata oram1 %9.36 oldugu goriiliir. Ayrica kalinhik arttikca, kalinlik
dogrultusunda ¢ift kat eleman kullanmanin avantaj olmasinin, moment degerleri igin

de gecerli oldugu Tablo 5.4’ten anlagilabilir.

Tablo 5.3 ve Tablo 5.4’te bulunan degerler daha sade bir sekilde verilmesi amaciyla
grafiklerle gosterilmiglerdir. Bu grafiksel gosterim bazi h/a oranlan igin asagida

verilmistir.

Sekil 5.8’den baslayip Sekil 5.13’e kadar olan grafiklerde farkli h/a oranlar igin
yapilan c¢oziimler daha o©nceki arastirmacilar tarafindan bulunan sonuglarla

karsilagtirilmstir.
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Tablo 5.3 Diizgiin yayili yiik etkisi altindaki dort kenar1 basit mesnetli kare plak i¢in agiklik ortas1 ¢cokme degerleri ( wxlOOD/(qa4) )

UC BOYUTLU SEKiZ NOKTALI ELEMAN

UC BOYUTLU YIRMIi NOKTALI ELEMAN

[18] [32] [25] [38] SAP2000
h/a 2x2x1 | 4x4x1 | 6x6x1 8x8x1 | 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 | 2x2x1 | 4x4x1 | 6x6x1 8x8x1 | 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 (8x8)
0.001 | 0,348 | 0,3358 | 0,3335 | 0,3327 | 0,4053 | 0,3901 | 0,387 0,386 | 0,3753 | 0,4074 | 0,4074 | 0,407 | 0,3787 | 0,4075 | 0,4074 | 0,407 | 0,4062 0,4054 | 0417 0,4062
0.005 | 0,348 | 0,3359 | 0,3337 | 0,333 | 0,4054 | 0,3902 | 0,3873 | 0,3864 | 0,4032 | 0,4093 | 0,4081 | 0,4079 | 0,4039 | 0,4093 | 0,4082 | 0,4079 0,4057 0,4062
0.01 | 0,3482 | 0,3362 | 0,3342 | 0,3338 | 0,4057 | 0,3906 | 0,388 | 0,3874 | 0,4131 | 04103 | 0,4096 | 0,4096 | 0,4133 | 0,4104 | 0,4097 | 0,4097 | 0,4064 0,4067 | 0,418 0,4062
0.05 | 0,3547 | 0,3459 | 0,346 | 0,3462 | 04127 | 0,402 | 04024 | 0,4027 | 04275 | 0,426 | 04261 | 0,4262 | 0,4287 | 0,4273 | 0,4278 | 0428 0,4283 | 0,4258 0,4064
0.10 | 0,3748 | 0,3696 | 0,3697 | 0,3698 | 0,4341 | 0,4288 | 0,4295 | 0,4297 | 0,4529 | 04535 | 0,4536 | 0,4537 | 0,4569 | 0,4581 | 0,4583 | 0,4584 | 0,4273 | 0,4588 | 0,4596 | 0,458 0,4061
0.15 | 0,2805 | 0,3597 | 0,3813 | 0,3898 | 0,3052 | 0,4064 | 0.4354 | 04474 | 04776 | 0,4861 | 0,4873 | 0,4876 | 0,4853 | 0,4946 | 0,4957 | 0,496 0,4818
0.20 | 0,3553 | 0,4148 | 0,4295 | 0,4359 | 0,3874 | 0,4652 | 0,4863 | 0,4945 | 0,5202 | 0,527 | 0,5277 | 0,5279 | 0,5323 | 0,5398 | 0,5404 | 0,5404 | 0,4906 | 0,5415 | 0,5511 | 0,538 0,5321
0.25 | 04275 | 0474 | 04847 | 04901 | 04615 | 0,5241 | 0,5384 | 0,5455 | 0,568 | 0,5732 | 0,5737 | 0,5738 | 0,5847 | 0,591 0,5912 | 0,5911 0,592 0,5927
0.30 | 0,5038 | 0,544 | 0,5501 | 0,5532 | 0,5316 | 0,5841 | 0,5965 | 0,5996 | 0,6208 | 0,6248 | 0,625 | 0,6251 | 0,6448 | 0,6508 | 0,6506 | 0,6504 | 0,5956 0,6626
0.35 | 0,5939 | 0,6233 | 0,6331 | 0,6331 | 0,6086 | 0,6478 | 0,6577 | 0,6626 | 0,6787 | 0,6815 | 0,6816 | 0,6815 | 0,7151 | 0,7207 | 0,7202 0,72 0,6641 0,7421
Tablo 5.4 Diizgiin yayili yiik etkisi altindaki dort kenar1 basit mesnetli kare plak i¢in agiklik ortas1t moment degerleri ( Mx1 00/(qa2) )
UC BOYUTLU SEKIZ NOKTALI ELEMAN UC BOYUTLU YIRMI NOKTALI ELEMAN 132] [38] [25] [17] | SAP2000
h/a 2x2x1 | 4x4x1 6x6x 1 8x8x1 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 | 2x2x1 | 4x4dxl1 6x6x1 | 8x8x1 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 (8x8)
0.001 | 6,5724 | 5,598 | 54113 | 5,346 | 6,6287 | 5,6596 | 54697 | 54033 | 4,7742 | 49158 | 4,849 | 4,8229 | 4,7263 | 49117 | 4,8469 | 4,8222 5,11 4,779 | 4,7951 4,8006
0.005 | 6,5723 | 5,5975 5,41 5,3437 | 6,6289 | 5,6589 | 5,4687 | 54015 | 52447 | 4,928 | 4,8461 | 4,818 | 52037 | 4,9223 | 4,8456 | 4,819 4,781 4,7953 4,8006
0.01 6,5719 | 5,5959 | 5,4063 | 5,3385 | 6,6284 | 5,6575 | 5,4656 | 5,3974 | 5,4028 | 4,9229 | 4,8408 | 4,8214 | 5374 | 49197 | 4,8433 | 4,8246 5,11 4,788 | 4,7953 4,8006
0.05 6,5591 | 5,5632 | 5,4061 | 5,3903 | 6,6147 | 5,6311 5479 | 54658 | 54237 | 4,9474 | 4,9353 | 4,9342 5,42 49706 | 4,9577 | 4,9556 4,97 4915 | 4,7953 4,8006
0.10 6,522 | 5,5652 | 5,5145 | 5,5123 | 6,5736 | 5,6492 | 5,6083 | 5,6086 | 5,4003 | 5,0863 | 5,0816 | 5,0808 | 5,4415 | 5,1481 | 5,1395 | 5,1365 5,13 5,21 5,079 | 4,7953 4,8006
0.15 3,8638 | 5,0414 | 5,343 54601 | 5,4601 | 5,0451 | 54019 | 5,5421 5,218 5,213 5,22 52219 | 5,3622 | 5,3245 | 5,3238 | 5,3224 5,223 | 4,7951 5,0878
0.20 4,4967 | 5,3497 | 5,5489 | 5,6242 | 4,3541 | 5,3937 | 5,6357 | 5,7275 | 5,3743 | 5,351 | 5,3544 | 5,3553 | 5,581 | 5,5215 | 5,5147 | 5,5115 5,49 5,46 5,35 4,7952 5,2030
0.25 4,8873 | 5,5506 | 5,6941 | 5,7475 | 4,7806 | 5,6134 | 5,7933 5,86 5,5148 | 54741 | 54759 | 54764 | 5,7936 | 5,7145 | 5,7035 | 5,699 5,58 5,46 5,3159
0.30 5,1432 | 5,6972 | 5,8076 | 5,8482 | 5,0723 | 5,7681 | 5,9108 | 5,9628 | 5,6549 | 5,5873 | 5,587 5,587 | 59994 | 59031 | 5,889 | 5,8833 5,4200
0.35 5,3224 | 5,8114 | 59012 | 59339 | 5,2971 | 5,8918 | 6,0094 | 6,0517 | 5,8108 | 5,7026 | 5,6974 | 5,6962 | 6,205 | 6,0909 | 6,0744 | 6,0679 5,5122

60




T 0,75

®
%
© E —&— 8 NOKTALI ELEMAN
9 5 —e—[32] GOZUMU
g —a— 20 NOKTALI ELEMAN

=
¥ -

0,00 -+ t t t t t t
2x2x1 4x4x1 6x6x1 8x8x1 2x2x2 4x4x2 6x6x2 8x8x2
AG

Sekil 5.8 Diizgiin yayil yiik etkisi alindaki dort kenar1 basit mesnetli kare plakta h/a= 0.05 orani i¢in agiklik
ortast ¢okme degerlerinin sonlu eleman agina baglh degisimi
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Sekil 5.9 Diizgiin yayil yiik etkisi alindaki dort kenar1 basit mesnetli kare plakta h/a= 0.10 orani i¢in agiklik
ortast ¢okme degerlerinin sonlu eleman agina baglh degisimi
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Sekil 5.10 Diizgiin yayili yiik etkisi altindaki dort kenar1 basit mesnetli kare plakta h/a= 0.20 orani i¢in agiklik
ortast ¢cokme degerlerinin sonlu eleman agina bagh degisimi

61



(100'M/ (g*a®))

AGIKLIK ORTASI MOMENTI

—e— 8 NOKTALI ELEMAN
—e—[32] cOZUMU
—A— 20 NOKTALI ELEMAN

8x8x1 2x2x2 4x4x2 6x6x2 8x8x2

Sekil 5.11 Diizgiin yayili yiik etkisi altindaki dort kenar1 basit mesnetli kare plakta h/a= 0.05 orani i¢in agiklik

ortast moment degerlerinin sonlu eleman agina bagh degisimi
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Sekil 5.12 Diizgiin yayil yiik etkisi altindaki dort kenar1 basit mesnetli kare plakta h/a= 0.10 orani i¢in agiklik

ortast moment degerlerinin sonlu eleman agina bagh degisimi

(100'M /(q*a®))
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Sekil 5.13 Diizgiin yayili yiik etkisi altindaki dort kenar1 basit mesnetli kare plakta h/a= 0.20 orani i¢in agiklik

ortast moment degerlerinin sonlu eleman agina bagh degisimi
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5.4 Tekil kuvvet etkisi altinda dort kenari basit ve ankastre mesnetli kare

plak

Ayni plak 6rnegi dort kenarindan basit mesnetli ve ankastre mesnetli olarak tekil yiik
etkisi altinda ¢oziilmiistiir. C6ziimde, a=b =8 m, E = 10° kN/mZ, v=0.3, P=1kN
olarak alinmistir. h/a oranm1 0.35’e kadar ¢oziimler yapilmis ve sonuclar tablolar

halinde gosterilmistir. Tekil yiikiin plagin orta noktasina etkidigi diistiniilmiistiir.

Uc boyutlu sekiz ve yirmi noktali eleman kullanilarak yapilan ¢oziimlerde kalmlik
dogrultusunda tek ve cift sira eleman kullanilmigtir. Daha 6nceki 6rneklerde oldugu
gibi, sistemin simetrik olmasi Ozelliginden faydalanilmig ve dortte bir parca
diisiiniilerek hesap yapilmistir. Coziimde toplam sekiz tane birbirinden farkli sonlu
eleman agi kullanilmistir. Kullanilan sonlu eleman aglarinin planlart Sekil 5.1°de

gosterildigi gibidir.

[k olarak tekil yiikiin, plak ortasina denk gelen tek bir diigiim noktasinda etkidigi
diisiiniilerek ¢oziim yapilmistir. Bu ¢oziime ait plak ortas1 cokme degerleri, ankastre
ve basit mesnetli durumlar icin Tablo 5.5 ve Tablo 5.6’da verilmistir. Bu ¢tkme
degerleri incelendiginde ve [25] calismasinda bulunan degerler ile
karsilastirildiginda, h/a oraninin arttigi ve plagin kalin plaga yaklastigi durumlarda,
yaklagimin bozuldugu goriilmektedir. Bu sebeple tekil yiikiin birka¢ diigiim
noktasina paylastirilmas: fikri gelistirilmis ve uygulanmistir. Tekil kuvvetin hangi

diigiim noktalarina nasil paylastirildigi Sekil 5.14°te gosterildigi gibidir.

1. DURUM 2. DURUM 3. DURUM

Sekil 5.14 Tekil kuvvetin farkli yiikkleme durumlart

Sekil 5.14’te verilen durumlar icin, basit ve ankastre mesnetli plaklarda ayr1 ayr
¢Oziimler yapilmis ve bu coziimler tablolar halinde gosterilmistir. Yakinsakligi en iyi
olan sonuglara, tekil kuvvetin 3 diiglim noktasina esit olarak paylastirildigr 3.

durumda ulasildig tablolardan da anlasilmaktadir.
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Tablo 5.5 Tekil kuvvet etkisi altindaki dort kenar1 ankastre mesnetli kare plak i¢in aciklik ortasi ¢cokme degerleri — 1. DURUM( wxEh*/(Pa?) )

UC BOYUTLU SEKiZ NOKTALI ELEMAN UC BOYUTLU YIRMIi NOKTALI ELEMAN [25]

h/a 2x2x1 | 4x4x1 | 6x6x1 | 8x8x1 | 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 | 2x2x1 | 4x4x1 | 6x6x1 | 8x8x1 | 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2
0.001 | 0,0433 | 0,0482 | 0,0492 | 0,0495 | 0,0466 | 0,0545 | 0,0561 | 0,0568 | 0,0207 | 0,0397 | 0,0574 | 0,0597 | 0,0213 | 0,0399 | 0,0578 0,06 0,0586
0.005 | 0,0434 | 0,0483 | 0,0492 | 0,0496 | 0,0467 | 0,0546 | 0,0562 | 0,0568 | 0,0264 | 0,0577 | 0,0599 | 0,0604 | 0,0268 | 0,0583 | 0,0603 | 0,0607 | 0,0586
0.01 0,0435 | 0,0485 | 0,0495 | 0,0498 | 0,0468 | 0,0548 | 0,0564 | 0,0571 | 0,0364 | 0,059 | 0,0602 | 0,0606 | 0,0367 | 0,0597 | 0,0607 | 0,0609 | 0,0588
0.05 | 0,0478 | 0,0544 | 0,0565 | 0,0578 | 0,051 | 0,0604 | 0,063 | 0,0647 | 0,0591 | 0,0641 | 0,066 | 0,0675 | 0,0603 | 0,0652 | 0,0672 | 0,0689 | 0,0652
0.10 | 0,0617 | 0,0755 | 0,0847 | 0,0942 | 0,0638 | 0,0808 | 0,0906 | 0,0999 | 0,0733 | 0,0856 | 0,0949 | 0,103 | 0,0759 | 0,0901 | 0,1016 | 0,1115 | 0,0849
0.15 | 0,0583 | 0,0907 | 0,1088 | 0,1218 | 0,0587 | 0,0966 | 0,1202 | 0,1388 | 0,0986 | 0,1325 | 0,1567 | 0,1768 | 0,1055 | 0,1469 | 0,1782 | 0,2047 | 0,1173
0.20 | 0,0938 | 0,1429 | 0,1737 | 0,196 | 0,0953 | 0,156 | 0,1994 | 0,2341 | 0,1481 | 0,2143 | 0,2632 | 0,3032 | 0,1636 | 0,2476 | 0,3119 | 0,3671 | 0,1623
025 | 0,1411 | 0,2164 | 0,2645 | 0,2987 | 0,1457 | 0,2441 | 0,3165 | 0,3729 | 0,2224 | 0,3363 | 0,4203 | 0,4876 | 0,253 | 0,3996 | 0,5132 | 0,6108 | 0,2197
0.30 | 0,2035 | 0,3138 | 0,3831 | 0.4316 | 0,2147 | 0,3662 | 0,4758 | 0,5588 | 0,326 0,504 | 0,6335 | 0,7347 | 0,3794 | 0,6111 | 0,7922 | 0,9467

0.35 | 0,2835 | 0,4367 | 0,5305 | 0,5957 | 0,3063 | 0,5261 | 0,6802 | 0,7943 | 0,4624 | 0,7217 | 0,9069 | 1,0481 | 0,5472 | 0,8894 | 1,1578 | 1,3835

Tablo 5.6 Tekil kuvvet etkisi altindaki dort kenar1 basit mesnetli kare plak icin agiklik ortas1 ¢cskme degerleri — 1. DURUM( wxEh*/(Pa?) )
UC BOYUTLU SEKIZ NOKTALI ELEMAN UC BOYUTLU YIRMI NOKTALI ELEMAN [25]

h/a 2x2x1 4x4x1 6x6x 1 8x8x1 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 | 2x2x1 4x4x1 6x6x1 8x8x1 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2
0.001 | 0,1097 | 0,1043 | 0,1037 | 0,1036 | 0,1271 | 0,1208 | 0,1202 | 0,12 | 0,1052 | 0,124 | 0,1259 | 0,1264 | 0,1068 | 0,1241 | 0,1259 | 0,1264 | 0,1244
0.005 | 0,1098 | 0,1044 | 0,1038 | 0,1037 | 0,1272 | 0,1209 | 0,1203 | 0,1202 | 0,1202 | 0,1266 | 0,1269 | 0,127 | 0,1205 | 0,1266 | 0,1269 | 0,127 | 0,1245
0.01 | 0,1099 | 0,1046 | 0,1041 | 0,1041 | 0,1273 | 0,1211 | 0,1206 | 0,1206 | 0,1255 | 0,1272 | 0,1274 | 0,1275 | 0,1256 | 0,1273 | 0,1275 | 0,1276 | 0,1249
0.05 0,1146 | 0,1116 | 0,1127 | 0,1138 | 0,1321 | 0,1282 | 0,1293 | 0,1305 | 0,1328 | 0,1344 | 0,1358 | 0,137 | 0,1331 | 0,1351 | 0,1368 | 0,1384 | 0,1343
0.10 | 0,1298 | 0,1347 | 0,1429 | 0,1521 | 0,1465 0,151 0,1594 | 0,1681 | 0,1478 | 0,1584 | 0,1672 | 0,1751 | 0,1496 | 0,1629 | 0,1742 | 0,1839 | 0,1575
0.15 | 0,107 | 0,1457 | 0,1659 | 0,1797 | 0,1134 | 0,1603 | 0,1868 | 0,2065 | 0,1741 | 0,207 | 0,231 | 0,2509 | 0,1802 | 0,2217 | 0,2529 | 0,2793 | 0,1928
0.20 | 0,1498 | 0,2014 | 0,2333 | 0,256 0,159 | 0,2237 | 0,2687 | 0,304 | 0,2254 | 0,2902 | 0,3387 | 0,3787 | 0,2401 0,324 | 0,3881 | 0,4432 | 0,2403
0.25 0,202 | 0,2775 | 0,3262 | 0,3607 | 0,2152 | 0,3142 | 0,3875 | 0,4442 | 0,3011 0,413 | 0,4966 | 0,5638 | 0,3308 | 0,477 | 0,5902 | 0,6877 | 0,2998
0.30 | 0,2681 | 0,3772 | 0,4466 | 0,4952 | 0,2879 | 0,4377 | 0,5477 | 0,6309 | 0,4055 | 0,5807 | 0,7099 | 0,8111 | 0,4577 | 0,6887 | 0,8694 | 1,0238

0.35 0,3512 | 0,5021 | 0,5958 | 0,661 0,382 | 0,5984 | 0,7527 | 0,8668 | 0,5423 | 0,7981 | 0,9829 1,124 | 0,6258 | 0,9667 | 1,2347 | 1,4602
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Tablo 5.7 Tekil kuvvet etkisi altindaki dort kenar1 ankastre mesnetli kare plak i¢in aciklik ortasi ¢cokme degerleri — 2. DURUM( wxEh*/(Pa?) )

UC BOYUTLU SEKiZ NOKTALI ELEMAN UC BOYUTLU YIRMIi NOKTALI ELEMAN [25]

h/a 2x2x1 | 4x4x1 | 6x6x1 | 8x8x1 | 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 | 2x2x1 | 4x4x1 | 6x6x1 | 8x8x1 | 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2
0.001 | 0,0433 | 0,0482 | 0,0492 | 0,0495 | 0,0466 | 0,0545 | 0,0561 | 0,0568 | 0,0207 | 0,0397 | 0,0574 | 0,0597 | 0,0213 | 0,0399 | 0,0578 0,06 0,0586
0.005 | 0,0434 | 0,0483 | 0,0492 | 0,0496 | 0,0467 | 0,0546 | 0,0562 | 0,0568 | 0,0264 | 0,0577 | 0,0599 | 0,0604 | 0,0268 | 0,0583 | 0,0603 | 0,0607 | 0,0586
0.01 0,0435 | 0,0485 | 0,0495 | 0,0498 | 0,0468 | 0,0548 | 0,0564 | 0,0571 | 0,0364 | 0,059 | 0,0602 | 0,0606 | 0,0367 | 0,0597 | 0,0607 | 0,0609 | 0,0588
0.05 | 0,0477 | 0,0541 | 0,0559 | 0,0569 | 0,051 | 0,0604 | 0,0627 | 0,0639 | 0,0591 | 0,0638 | 0,0649 | 0,0654 | 0,0602 | 0,0646 | 0,0655 | 0,0663 | 0,0652
0.10 | 0,0607 | 0,0716 | 0,0759 | 0,0786 | 0,0638 | 0,0771 | 0,0829 | 0,0873 | 0,0717 | 0,0765 | 0,0796 | 0,0833 | 0,0731 | 0,0799 | 0,0855 | 0,0907 | 0,0849
0.15 | 0,0538 | 0,0766 | 0,0848 | 0,0891 | 0,0543 | 0,082 | 0,0951 | 0,1046 | 0,0866 | 0,0991 | 0,1098 | 0,1202 | 0,0907 | 0,1117 | 0,1284 | 0,143 | 0,1173
0.20 | 0,0808 | 0,1058 | 0,1157 | 0,1216 | 0,082 | 0,1173 | 0,1387 | 0,1562 | 0,1108 | 0,1379 | 0,1625 | 0,1859 | 0,1242 | 0,1668 | 0,2023 | 0,2321 | 0,1623
025 | 0,1117 | 0,1413 | 0,1542 | 0,1626 | 0,1154 | 0,1654 | 0,2009 | 0,2304 | 0,1459 | 0,196 | 0,2428 | 0,2846 | 0,1725 | 0,2499 | 0,312 | 0,3633 | 0,2197
030 | 0,1476 | 0,1836 | 0,2007 | 0,2122 | 0,1568 | 0,2297 | 0,2849 | 0,3297 | 0,1929 | 0,2778 | 0,3545 | 0.4199 | 0,2391 | 0,3646 | 04618 | 0,5411

0.35 | 0,1889 | 0,2331 | 0,2554 | 0,2706 | 0,2079 | 0,3126 | 0,3926 | 0,4555 | 0,2538 | 0,3862 | 0,5011 | 0,5941 | 0,3276 | 0,5145 | 0,6555 | 0,77

Tablo 5.8 Tekil kuvvet etkisi altindaki dort kenar1 basit mesnetli kare plak icin agiklik ortas1 ¢skme degerleri — 2. DURUM( wxEh*/(Pa?) )
UC BOYUTLU SEKIZ NOKTALI ELEMAN UC BOYUTLU YIRMI NOKTALI ELEMAN [25]

h/a 2x2x1 4x4x1 6x6x 1 8x8x1 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 | 2x2x1 | 4x4x1 6x6x1 8x8x1 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2
0.001 | 0,1097 | 0,1043 | 0,1037 | 0,1036 | 0,1271 | 0,1208 | 0,1202 | 0,12 | 0,1052 | 0,124 | 0,1259 | 0,1264 | 0,1068 | 0,1241 | 0,1259 | 0,1264 | 0,1244
0.005 | 0,1098 | 0,1044 | 0,1038 | 0,1037 | 0,1272 | 0,1209 | 0,1203 | 0,1202 | 0,1202 | 0,1266 | 0,1269 | 0,127 | 0,1205 | 0,1266 | 0,1269 | 0,127 | 0,1245
0.01 | 0,0723 | 0,1046 | 0,1041 | 0,1041 | 0,1273 | 0,1211 | 0,1206 | 0,1206 | 0,1255 | 0,1272 | 0,1274 | 0,1275 | 0,1256 | 0,1273 | 0,1275 | 0,1276 | 0,1249
0.05 | 0,1145 | 0,1113 | 0,1122 | 0,1128 | 0,1321 | 0,1282 | 0,1292 | 0,1298 | 0,1328 | 0,1342 | 0,1348 | 0,135 | 0,1331 | 0,1346 | 0,1352 | 0,1358 | 0,1343
0.10 | 0,1288 | 0,1308 | 0,1341 | 0,1365 | 0,1451 | 0,1476 | 0,1516 | 0,1555 | 0,1465 | 0,1498 | 0,152 | 0,1554 | 0,1471 | 0,1527 | 0,158 | 0,1631 | 0,1575
0.15 | 0,1025 | 0,1316 | 0,1418 | 0,147 | 0,1092 | 0,1457 | 0,1616 | 0,1723 | 0,1627 | 0,1735 | 0,184 | 0,1942 | 0,1654 | 0,1864 | 0,203 | 0,2176 | 0,1928
0.20 | 0,1367 | 0,1643 | 0,1752 | 0,1816 | 0,1455 | 0,1849 | 0,2078 | 0,226 | 0,1894 | 0,2137 | 0,238 | 0,2612 | 0,2005 | 0,2432 | 0,2784 | 0,3082 | 0,2403
0.25 | 0,1724 | 0,2022 | 0,2156 | 0,2242 | 0,1845 | 0,2353 | 0,2716 | 0,3015 | 0,2243 | 0,2724 | 0,3188 | 0,3605 | 0,2499 | 0,3269 | 0,3888 | 0,4399 | 0,2998
0.30 | 0,2117 | 0,2463 | 0,2637 | 0,2753 | 0,2292 | 0,3007 | 0,3563 | 0,4012 | 0,2717 | 0,3538 | 0,4303 | 0,4955 | 0,3169 | 0,4417 | 0,5385 | 0,6175

0.35 | 0,2556 | 0,2974 | 0,3196 | 0,3349 | 0,2823 | 0,3839 | 0,4639 | 0,5269 | 0,3324 | 0,4617 | 0,5759 | 0,6689 | 0,4047 | 0,591 0,7313 | 0,8458
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Tablo 5.9 Tekil kuvvet etkisi altindaki dort kenar1 ankastre mesnetli kare plak i¢in aciklik ortasi ¢cokme degerleri — 3. DURUM( wxEh*/(Pa?) )

UC BOYUTLU SEKiZ NOKTALI ELEMAN UC BOYUTLU YIRMI NOKTALI ELEMAN [25]

h/a 2x2x1 | 4x4x1 | 6x6x1 | 8x8x1 | 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 | 2x2x1 | 4x4x1 6x6x1 8x8x1 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2
0.001 0,0466 | 0,0545 | 0,0561 | 0,0531 | 0,0207 | 0,0397 | 0,0574 | 0,0597 | 0,0213 | 0,0399 | 0,0578 | 0,0600 | 0,0586
0.005 0,0467 | 0,0546 | 0,0562 | 0,0568 | 0,0264 | 0,0577 | 0,0599 | 0,0604 | 0,0268 | 0,0583 | 0,0603 | 0,0607 | 0,0586
0.01 0,0468 | 0,0548 | 0,0564 | 0,0571 | 0,0364 | 0,059 | 0,0602 | 0,0606 | 0,0367 | 0,0597 | 0,0607 | 0,0609 | 0,0588
0.05 0,0511 | 0,0606 | 0,063 | 0,0642 | 0,0593 | 0,0641 | 0,0652 | 0,0657 | 0,0605 | 0,065 | 0,0659 | 0,0663 | 0,0652
0.10 0,0644 | 0,0782 | 0,0829 | 0,0856 | 0,0725 | 0,0778 | 0,0797 | 0,0815 | 0,0742 | 0,0791 | 0,0822 | 0,0852 | 0,0849
0.15 0,0553 | 0,0809 | 0,0907 | 0,097 | 0,0885 | 0,0985 | 0,1051 | 0,1117 | 0,0907 | 0,1041 | 0,1139 | 0,1225 | 0,1173
0.20 0,0826 | 0,111 | 0,1249 | 0,1348 | 0,115 | 0,1313 | 0,1471 | 0,1612 | 0,1182 | 0,1448 | 0,1654 | 0,1837 | 0,1623
0.25 0,1133 | 0,1496 | 0,1701 | 0,1854 | 0,1471 | 0,1788 | 0,2073 | 0,232 | 0,1569 | 0,2028 | 0,2399 | 0,2729 | 02197
0.30 0,1488 | 0,1978 | 02275 | 025 | 0,186 | 0,2419 | 0,2879 | 0,3259 | 0,2071 | 0,2806 | 0,3408 [ 0,394
0.35 0,1922 | 0,2569 | 0,2981 | 0,329 | 0,2384 | 0,3228 | 0,3903 | 0,4445 | 0,2706 | 0,3807 | 04713 | 0,5509

Tablo 5.10 Tekil kuvvet etkisi altindaki dort kenar basit mesnetli kare plak icin agiklik ortas: cokme degerleri - 3. DURUM( wxEh*/(Pa%) )

UC BOYUTLU SEKiZ NOKTALI ELEMAN UC BOYUTLU YIRMI NOKTALI ELEMAN [25]

h/a 2x2x1 | 4x4x1 | 6x6x1 | 8x8x1 | 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2 | 2x2x1 | 4x4x1 6x6x1 8x8x1 2x2x2 | 4x4x2 | 6x6x2 | 8x8x2
0.001 0,1271 | 0,1208 | 0,1202 | 0,12 | 0,1052 | 0,124 | 0,1259 | 0,1264 | 0,1068 | 0,1241 | 0,1259 | 0,1264 | 0,1244
0.005 0,1272 | 0,1209 | 0,1203 | 0,1202 | 0,1202 | 0,1266 | 0,1269 | 0,127 | 0,1205 | 0,1266 | 0,1269 | 0,127 | 0,1245
0.01 0,1273 | 0,1211 | 0,1206 | 0,1206 | 0,1255 | 0,1273 | 0,1274 | 0,1275 | 0,1256 | 0,1273 | 0,1275 | 0,1276 | 0,1249
0.05 0,1322 | 0,1285 | 0,1295 | 0,1302 | 0,133 | 0,1345 | 0,1351 | 0,1354 | 0,1334 | 0,135 | 0,1357 | 0,136 | 0,1343
0.10 0,1473 | 0,149 | 0,1523 | 0,1543 | 0,1474 | 0,1513 | 0,1527 | 0,1538 | 0,1486 | 0,1525 | 0,1549 | 0,1578 | 0,1575
0.15 0,1108 | 0,146 | 0,1576 | 0,1651 | 0,165 | 0,1746 | 0,1797 | 0,1861 | 0,167 | 0,1793 | 0,189 | 0,1975 | 0,1928
0.20 0,1482 | 0,1792 | 0,1948 | 0,2053 | 0,1941 | 0,2079 | 0,2233 | 0,2372 | 0,1965 | 0,2218 | 0,2423 | 0,2604 | 0,2403
0.25 0,1858 | 0,2205 | 0,2419 | 02576 | 0,2288 | 0,2563 | 0,2845 | 0,3091 | 0,2354 | 02811 | 0,3179 | 0,3506 | 0,2998
0.30 0,2255 | 0,2704 | 0,3005 | 0,3232 | 0,2687 | 03199 | 0,3655 | 0,4035 | 02864 | 03594 | 0,4193 | 0,4722

0.35 0,2684 | 0,3303 | 0,3717 | 04027 | 0,319 | 04003 | 04679 | 0,5217 | 03502 | 0.4596 | 0,5495 | 0,6287
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Tablo 5.9 ve Tablo 5.10 incelendiginde diger 6rneklerde oldugu gibi bu drnekte de
ic boyutlu yirmi noktali eleman kullanilarak yapilan ¢oziimlerin daha iyi yakinsadigi
sonucuna varilmistir. Omegin Tablo 5.9’daki h/a=0.20 oram1 icin, [25]
calismasindaki degerler baz alinarak hesaplanan hata oranlari, 6x6x2’lik sonlu
eleman ag1 kullanilarak yapilan c¢oziimlerde, ii¢ boyutlu sekiz noktali eleman igin

-%?23.04 iken ii¢ boyutlu yirmi noktali elemanda %1.91°dir.

Tablo 5.9 ve Tablo 5.10 incelendiginde ii¢ boyutlu yirmi noktali eleman kullanilarak
olusturulan 6x6x2’lik sonlu eleman agiyla yapilan c¢oziimlerde [25] calismasinda

ulagilan ¢okme degerlerine yakin degerler bulundugu gozlenmistir.

5.5 Morley verev plag:

Sekil 5.15’te geometrisi verilen verev plak Morley verev plag olarak
adlandirilmaktadir. Dért kenar basit mesnetli olarak alinan plak diizgiin yayili yiik
etkisi altinda ¢oziilmiistiir. Bu plagin ¢oziimiinde E = 10.92 kN/m?, v=0.3,a=8m,
h=0.008m,q=1 kN/m? olarak alinmustir.

Sekil 5.15 Morley verev plag:

Uc boyutlu sekiz ve yirmi noktali eleman kullanilarak yapilan c¢oziimlerde, diger
orneklerde de oldugu gibi, kalinlik dogrultusunda tek ve cift sira eleman
kullanilmistir.  Sistemin simetrik olmas1 ozelliginden faydalanilmis ve dortte bir
parca diisiiniilerek hesap yapilmistir. Coziimde toplam sekiz tane birbirinden farkli
sonlu eleman agi kullanilmistir. Kullanilan sonlu eleman aglarinin planlart Sekil

5.16’da gosterildigi gibidir.

2x2 ag 4x4 ag 6x6 ag 8x8 ag

Sekil 5.16 Morley verev plagi ¢oziimiinde kullanilan sonlu eleman aglari
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Morley verev plagi farkli sonlu eleman aglan i¢in iic boyutlu sekiz ve yirmi noktali
elemanlarla ¢oziilmiis ve plagin aciklik ortasindaki ¢okme degerleri Tablo 5.11°de
boyutsuz olarak verilmis ve ayrica Sekil 5.17°de de grafiksel olarak ifade edilmistir.
Bu Ornegin ¢oziimiinde, diger oOrneklerin ¢oziimiinde kullanilan sonlu eleman
aglarina ek olarak 12x12x1 ve 12x12x2’lik sonlu eleman aglar1 da kullanmilmistir.
Tablo 5.11°de, 12x12x2’lik sonlu eleman agi kullanilarak bulunan sonuglar
incelendiginde, ii¢ boyutlu sekiz noktali elemanin -%7.03, ti¢ boyutlu yirmi noktal
elemanin da -%2.43 hata oranlarina sahip oldugu goriilmektedir. Tablolarda gecen D

simgesi (5.3) ifadesiyle bulunur.

Tablo 5.11°deki iic boyutlu sekiz noktali eleman kullanilarak yapilan ¢oziimler
incelendiginde, kalinlik dogrultusunda iki sira eleman kullaniminin tek sira eleman
kullanimindan daha avantajli sonuglar verdigi goriilmektedir. Ornegin 12x12x1’lik
sonlu eleman agiyla yapilan 144 elemanin kullanildigr ¢6ziimiin hata oram -%19.53
iken 4x4x2’lik sonlu eleman agiyla yapilan 32 elemanin kullamildig1 ¢6ziimde hata
oranit -%16.23 olmaktadir.

Tablo 5.11 Morlev verev plagi aciklik ortas1 ¢okme degerleri ( wxlOOOD/(qa4) )

Gel. S. 2x2x1 4x4x1 6x6x1 8x8x1 12x12x 2x2x2 4x4x2 6x6x2 8x8x2 12x12x [18]
Eleman 1 2

8 NE 0,289 0,2997 | 03119 | 0,3192 | 0,3283 | 0,3258 | 0,3418 | 0,3580 | 0,3675 | 0,3793

0,408
20 NE 0,258 0,3224 0,3620 0,3800 0,3967 0,2594 0,3247 0,3639 0,3817 0,3981
’;
ER’
D=—"_ (5.3)
12(-v?)
0,75

—&— 8 NOKTALI ELEMAN
—e—[18] COZUMU
— A 20 NOKTALI ELEMAN

ACIKLIK ORTASI COKME DEGERI
(wx1000D / (g*a*))

0,00 - } } } } } } } }
2x2x1  4x4x1  6x6x1  8x8x1 12x12x1 2x2x2 4x4x2 6x6x2 8x8x2 12x12x2
AG

Sekil 5.17 Morley verev plaginin agiklik ortasi ¢okme degerlerinin sonlu eleman agina bagh degisimi
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5.6 Diizgiin yayih yiik etkisi altinda ankastre mesnetli kiris

Gelistirilen sonlu elemanlarin genel oldugunun gosterilmesi amaci ile diizgiin yayil

yiik etkisi altinda bir ankastre kiris 6rnegi ¢oziilmiistiir(Sekil 5.18).

A P P T T P A A
}1 X DIh
4’ H
f f b

}

z

Sekil 5.18 Diizgiin yayili yiik etkisi altinda ankastre mesnetli kiris

Coziimde E = 1500 kN/m?*, v =025, q=1kN/m*  L=10m, h=2mveb=1m

olarak alinmustir.

Uc boyutlu sekiz ve yirmi noktali eleman kullanilarak yapilan ¢oziimlerde kalmlik
dogrultusunda tek sira eleman kullamilmistir. Coztimler 2x1x1, 4x1x1, 6x1x1, 8x1x1,
12x1x1 ve 16x1x1 olmak iizere toplam alt1 tane birbirinden farkli sonlu eleman
aglan ile yapilmistir. Kullanilan sonlu eleman aglarinin yandan goriiniisleri Sekil

5.19’da gosterildigi gibidir.

[N N R O B R I e
2x1x1 ag 4x1x1 ag 6x1x1 ag

z z z

LTI s [T« [T
8x1x1 ag 12x1x1 ag 16x1x1 ag

| | |

z

Sekil 5.19 Ankastre mesnetli kirisin ¢dziimiinde kullanilan sonlu eleman aglari

Coziim sonunda bulunan maksimum ¢okme ve mesnet momenti degerleri Tablo 5.12

ve Tablo 5.13’te verilmistir.

Tablo 5.12 Diizgiin yayil yiik etkisi altinda ankastre mesnetli kirisin maksimum ¢okme degerleri (w(m))

Gelistirilen 2x1x1 4x1x1 | 6xlIx1 | 8xIx1 | 12x1x1 | 16xIx1 Kirig
Sonlu Eleman Cisziimii
8 NE 0,3863 0,7635 | 0.9501 | 1.0416 | 1.1203 | 1.1513
20 NE 1,1932 1.2518 | 1.2668 | 1.2720 | 1.2756 | 1.2800 12
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Tablo 5.13 Diizgiin yayil yiik etkisi altinda ankastre mesnetli kirisin mesnet momenti degerleri (M(kNm/m))

Gelistirilen 2x1x1 4x1x1 6x1x1 8x1x1 12x1x1 16x1x1 Kirisg
Sonlu Eleman R
Cozimi
8 NE 10.3577 26.7157 36.1597 41.2570 46.0725 48.1611 0
20 NE 45.2624 51.1655 51.8620 51.8618 51.7001 51.7909

Uc boyutlu yirmi noktali eleman kullanilarak olusturulan 4x1x1°lik eleman ag ile
bile kirig ¢o6ziimiine epeyce yakin sonuclar elde edilmistir. Bu yakinlik ii¢ boyutlu
sekiz noktal1 eleman kullanilarak olusturulan 16x1x1’lik eleman agiyla dahi

saglanamamistir.

Tablo 5.12°den ii¢ boyutlu yirmi noktali elemanla elde edilen sonuglarin ii¢ boyutlu
sekiz noktali elemanla elde edilen sonuclara gore ¢ok daha iyi yakinsadigi

gozlenmektedir.

5.7 Tekil yiik etkisi altinda ankastre mesnetli kiris

Uc boyutlu sekiz ve yirmi noktali elemanlar kullanilarak tekil yiik etkisi altinda bir

ankastre mesnetli kiris 6rnegi ¢oziilmiistiir(Sekil 5.20).

P
P4 P4 P2
Ih X P4 |PA4 P2
— —»y ' —»Y
L | | |
‘ Z z
i 8 NOKTALI ELEMAN 20 NOKTALI ELEMAN

Sekil 5.20 Tekil yiik etkisi altinda ankastre mesnetli kiris ve yiikleme durumlari

Daha once c¢oziilen tekil yiik etkisindeki plak orneginde tekil yiikiin birden fazla
diigiim noktasina paylastirilmasinin ¢oziimde avantaj sagladigi sonucuna varilmisti.
Bu sonugtan hareketle tekil yiik etkisindeki ankastre kirig 6rnegi de coziiliirken tekil

yiik, Sekil 5.20°de gosterildigi gibi paylastirilmistir.

Bu 6rnegin ¢oziimiinde, E = 1500 kN/mz, V=025P=300kN,L=10m,h=2m

ve b = 1 m olarak alinmstir.

Uc boyutlu sekiz ve yirmi noktali eleman kullanilarak yapilan ¢oziimlerde kalilik

dogrultusunda tek sira eleman kullanilmistir. Coziimler 2x1x1, 4x1x1, 6x1x1, 8x1x1,
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12x1x1 ve 16x1x1 olmak iizere toplam alt1 tane birbirinden farkli sonlu eleman
aglar ile yapilmistir. Kullanilan sonlu eleman aglarinin yandan goriiniisleri Sekil

5.19’da gosterildigi gibidir.

Uc boyutlu sekiz ve yirmi diigiim noktal: elemanlar kullanilarak hesaplamalar
yapilmis ve maksimum ¢okme ile mesnet kesiti maksimum gerilme(ox) degerleri
Tablo 5.14 ve Tablo 5.15’te verilmistir.

Tablo 5.14 Tekil yiik etkisi altinda ankastre mesnetli kirisin maksimum ¢okme degerleri (w(m))

Gelistirilen 2x1x1 4x1x1 6x1x1 8x1x1 12x1x1 16x1x1 Kiris
Sonlu Eleman Coziimii
8 NE 21.8167 55.5031 74.8821 82.4003 88.8332 91.3584 100
20 NE 95.9711 99.8659 100.8629 | 101.1459 101.3944 101.6197

Tablo 5.15 Tekil yiik etkisi altinda ankastre mesnetli kirigin mesnet kesiti gerilme degerleri (o (KN/m?))

Gelistirilen 2x1x1 4x1x1 6x1x1 8x1x1 12x1x1 16x1x1 Kiris
Sonlu Eleman Coziimii
8 NE 850.058 2649.899 3524.938 | 3946.9207 4321.571 4471.971 4500
20 NE 4473.536 4702.096 4713.004 | 4690.755 4668.953 4673.2479

Tablo 5.14 incelendiginde ii¢ boyutlu yirmi noktali eleman kullanilarak olusturulan
4x1x1’lik sonlu eleman agiyla yapilan ¢6ziimde bulunan maksimum c¢okme
degerinin kiris ¢oziimiiyle bulunan maksimum ¢okme degerine epeyce yaklastig
dikkat cekmektedir. Ug boyutlu sekiz noktali eleman kullanilarak 16x16x1’lik sonlu
eleman agiyla dahi bu yakinsaklik saglanamamustir.
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6. SONUCLAR

Bu ¢alismada, kalin plaklarin ¢6ziimii icin ti¢ boyutlu, sekiz ve yirmi noktal iki ayri

eleman modeli gelistirilmistir. Gelistirilen sonlu elemanlarin genel oldugunun

gosterilmesi amaci ile kalin plak 6rnekleri yaninda ankastre mesnetli kiris 6rnekleri

de ¢oziilmiistiir. Sayisal uygulamalarin ¢oziimii icin Boliim 4’te esaslar1 verilen

bilgisayar programlan gelistirilmistir. Bu tez calismasi neticesinde asagidaki

sonuglara ulagilmstir.

1.

Beklenildigi gibi, ti¢ boyutlu yirmi noktali elemanin yaklasiminin, ti¢ boyutlu
sekiz noktali elemana gore ¢ok daha iyi oldugu sonucuna varilmistir. Serbestlik

derecesinin artmasi bu durumun sebebi olarak goriilebilir.

. Ozellikle plak kalinhiginin azalmasiyla birlikte kayma kilitlenmesi goriilmiistiir.

h/a=0.10 ve bu degerin altindaki oranlarda, kayma terimlerinin hesabinda
kullanilan integrasyon adiminin bir deger azaltilmasimin kayma kilitlenmesinin

etkisini ortadan kaldirdig: tespit edilmistir.

. Dis yiik olarak tekil kuvvetin diisiiniildiigii sayisal uygulamalarda, tekil yiikiin tek

bir diigim noktasina degil de ilgili diisey kesitteki diiglim noktalarina
paylastinlmasinin, ozellikle plak kalinligi arttikca, sonucglarin yakinsakligini

olumlu yonde etkiledigi tespit edilmistir.

. U¢ boyutlu sekiz ve yirmi noktali elemanlar kullanilarak c¢oziilen ankastre

mesnetli kiris probleminde de yakinsakligi ¢ok iyi olan sonuclar elde edilmistir.
Uc boyutlu yirmi noktali eleman kullamlarak yapilan ¢oziimlerde az sayida

elemanla ¢ok iyi sonuglara ulagildig: tespit edilmistir.

. Plak kalinliginin artmasiyla birlikte plak kalinligi dogrultusunda cift kat eleman

kullanilmasinin daha avantajli oldugu tespit edilmistir. Eleman sayilari ayn1 olan
tek ve cift sirali eleman aglann karsilastinldiginda, cift sirali eleman agi
kullanilarak yapilan ¢oziimiin yakinsakliginin digerine gore ¢ok daha iyi oldugu
goriilmiistiir.

Bu calismada kalin plaklarin ¢oziimii i¢in gelistirilen 24 ve 60 serbestlik dereceli
iic boyutlu izoparametrik elemanlarin, ince plak uygulamalan ile ankastre
mesnetli kiris ve verev plak gibi genel problemlerde de miihendislik analizleri

bakimindan yeterli yaklagiklikla sonuglar verdigi tespit edilmistir.
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