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OZET

Bu ¢alismamda iki parametreli, tek tabakali elastik bir zemine oturan, agirliksiz
dairesel bir plagin tekil, diizglin yayili ve serit diigsey yiikler etkisindeki davranig
incelenmigtir.

Birinci béliimde, konu ile ilgili genel tanimlar ve agiklamalar yapilmistir. Konu ile
ilgili daha once yapilmis calismalarla, yapilan ¢alijmanin ama¢ ve kapsami
verilmigtir.

Ikinci béliimde, elastik zemin iizerine oturan dairesel plak ile yiizeyin elastik egrisi
donel simetrik dig yik igin ¢ozulmustir.

Ugtincit bolimde ise ilk olarak, zeminin iki yonde de caligtiga kabul edilerek
ortasindan tekil yiik ile yiikli ince dairesel plak problemi ele alinmistir. C6ziim
sonunda plak ve yiizeye ait ¢okme, kesme kuvveti ve radyal egilme momenti
degisimleri incelenmistir. Daha sonra iki parametreli Pasternak zemininin yalmz
basing aktardifi g6z Oniine alinarak plagin merkezinden tekil yiik, belirli bir
bolgesinin diizgiin yayih yiik ve serit yiik ile yitkklenmesi halinde plagin tam batma ve
batmama halleri incelenmis, tam batmama halinde ayrilma noktasimin yeri
belirlenmigtir.

Sonug boliimiinde aynlma noktasimin plak yarigapt ve zemin parametreleri ile

degisimi yangap boyunca yerdegistirme ve kesit tesirlerinin degigimi grafiklerle
gosterilmigtir.

vii



SUMMARY

THE CIRCULAR PLATES PROBLEMS ON THE TWO-PARAMETER
ELASTIC FOUNDATION

In recent years the development of solid-propellant rocket motors, the increased
use of soft filaments in aerospace structures, and the building activities in the
cold regions intensified the need for solutions of various problems of beams,
plates and shells continuously supported by elastic or viscoelastic media.

The usual approach in formulating these problems are based on the inclusion of
the foundation reaction into the corresponding differential equation of the beam,
plate or shell.

The foundation is very often a rather complex medium; i.e., a rubber like fuel
binder, snow or granular soil. But since of interest here is the response of the
foundation at the contact area and not the stresses or displacements inside the
foundation material, the problem reduces to finding a relatively simple
mathematical expression which should describe the response of the foundation at
the contact area with a reasonable degree of accuracy.

The problem of beams on elastic foundation has been examined firstly by
Winkler in 1867. According to this hypothesis, the deflection at every point of
the foundation is proportional to the pressure applied at that point and
independent of pressures acting at near by points of the foundation. This
assumption is equivalent to considering the foundation to be composed of
independent elastic springs.

In Winkler foundation it is assumed the deflection ®, of the soil medium at any
point on the surface is directly proportional to the stress p, applied at that point
and independent of stresses applied at the locations i.e.

p(x,y)=k o(x,y)

where k is termed the modulus of subgrade reaction with units of stress per unit
length. Physically Winkler’s idealisation of the soil medium consists of a system
of mutually independent spring elements with spring constant k.

The corresponding deformations of the foundation surface for a uniform load, are
shown in Figure 1. It can be seen that for this foundation model, the
displacement of the loaded region will be constant whether the foundation is
subjected a rigid stamp or uniform load. While for both types of loading the
displacements are zero outside the loaded region.
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However for most media the displacement of the foundation surface shown in
Figure 2, does not exactly follow the previous statements of the theory.
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Figure 1. The Corresponding Deformations of the Foundation Surface
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Figure 2. The Displacement of the Foundation Surface

In engineering applications, there are some important problems which can be
handled successfully by means of Winkler hypothesis: the frames of ships, space
vehicle, grid systems at plates and bridges, continuous foundations in one two
directions, rotationally shell and perpendicular piles under the effect of the
horizontal load.

In Winkler model there is only one parameter k characterising the foundation but
some researchers improved two-parameter models including shear stress to make
the foundation to be represented similar to the real foundation as well as possible.
Some of these models are given as follows;

1) Filonenko-Borodich Model
2) Hetényi Model

3) Pasternak Model

4) Vlasov Model

5) Reissner Model

In Pasternak model, a shear layer is assumed which is on the Winkler springs.
Pasternak considers the existence of shear interactions between the spring

elements.

Assuming a shear layer to be homogeneous and isotropic in the plane (x,y), the
pressure is:

p(x,y) =k 0(x,y)-GV’ o(x,y)



Figure 3. Pasternak Foundation Model

The second term on the right-hand side of equation is the effect of the shear
interactions of the vertical elements. Here o is the deflection of surface and G is
the shear modulus of layer v? is the Laplace operator in x and y.

In the second chapter, problem of axisymmetrical deformation of circular plates
on elastic single-layer foundation has been considered. The external load has
been applied symmetrical relative to the plate center, so that the plate is
subjected to an axisymmetrical deformation. Polar coordinates (6,r) have been
used. The origin of coordinates being placed at the plate center, and the distance
from the center to a given point denoted by r. The differential equation of
bending of a plate resting on an elastic single-layer foundation is in polar
coordinates:

DV V0(1,0)-GV>0+ko=P(r,0)

Eh’3

2

12(1-v7)
where

P=external load

D=flexural rigidity of plate

h=thickness

E=elastic modulus of plate

v=Poisson’s ratio of material of plate

By virtue of the axial symmetry, the plate deflections ®=m(r) are independent of
the polar angle 0, then the governed equation of the plate is:

DV*V0(1r)-GV2o(r)+ko(r)=P(r)

Laplacian V? is:

Let us replace the coordinate p by a new dimensionless independent variable



L

where L stands for a characteristic length defined as follows

D
= 4=
=5

V%, the differential operator

&> 1d

V2=—s+t
dp> pdp

P

The governed equation of the plate is by the dimensionless coordinate

V2vlo —2r.v2 PL?
pVo® —2rVeo +o =——5—8(p)

This equation differs from the equation of bending a circular plate on an elastic
Winkler foundation by the term;

2
DR v
_rOVp(x)

through which allowance is made for the work done by the shearing stresses
acting in the single-layer foundation.

The differential equation of the plate have been solved according to Bessel and
Hankel functions, then constants of integration have been calculated from
boundary and continuity conditions. In the last operation, bending moments
M, .My and shearing forces Q, can be calculated as shown below:

X d 1-vd
M, =-D( 5+ ) = -D(Vio-——2)
2
1
M, = ~D(v> °’+—d—°°)—-D(vV2m+l—r399)
d dco 1do
Q=D (GF+1 =D L (Vo)

As is mentioned in chapter three, behaviour of a weightless thin circular plate that
subjected to a concentrated load at the origin is investigated. Firstly, we assumed
that the Pasternak foundation reacts in compression and also tension. At the end of
the solution, the changes of vertical displacements, radial bending moments and
shear forces via the radius of circular plate are given in the figures. The effect of k
(the foundation stiffness), in the displacement, shear force and bending moment is
shown in related figures.
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Then we assumed that the foundation reacts in compression only. In this chapter,
some examples have been considered. Concentrated load at the origin, uniformly
distributed load in some coaxial region and the uniformly distributed load on the
cicumference with radius a. In this case, the plate and foundation is contact in some
region. Formulation of problem is carried out in two region. Solution in contact
area is obtained using Bessel functions with complex argument. In the lift-off
region, solution is calculated with analytical functions.

Using the boundary and contiriuity condition, some expressions obtained for the
integration constants and the lift-off point. These expressions are linear in the
integration constants and non-linear in the lift-off point.

Eliminating the integration constants, a tedius function occured for the lift-off
point. The root of this function which represents the lift-off point is calculated
using the Newton-Raphson method, numerically.

In the end of the solution, related to the loading case, the variations of lift-off

point are calculated with respect to the radius of the plate and the foundation
stiffness, numerically.
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BOLUM 1. GiRiS

1.1. Genel Bilgiler

Elastik zemine oturan yapilar ile ilgili g¢aligmalar uygulama alanin genigligi
nedeniyle olduk¢a fazladir. Burada, yapinin davranigina zeminin etkisi énemlidir.
Yapmin biinye baglantilaninin yamsira zeminin de biinye baglantilarnim ve
aralarindaki etkilesimi bilmek gerekmektedir. Gegen yillarda kati yakitli roket
motorlarinin gelismesi, havacilik yapilarinda yumusak filamentlerin artan kullanimi
ve soguk bolgelerdeki bina faaliyetlerinin aktivitelerinde kirislerin, plaklarin ve
kabuklarin problemlerinin ¢6ziimine olan ihtiyaci artirmigti. Bu problemlerin
formilasyonunda ¢ofu zaman yapilan yaklagim kirig, plak veya kabuklarn
diferansiyel denklemine zemin reaksiyonunun dahil edilmesine dayanmaktadir.
Elastik zemine oturan kiriy ve plak problemlerinin matematiksel baglantilarla
belirlenmesi, zeminin oldukga karmagik ve belirsiz elastik ve plastik deformasyon
yapabilme 6zelliginden dolayi, baz ideallestirmeler gerektirir. Bu da matematiksel
¢oziimlerin gegerliligini daima simirlar.  Bu yiizden bu tiir problemlerde zeminin
elastikliginin baz1 kabullere gore gbéz 6niine almak zorunlulugu vardir. Zeminin
fiziksel ve mekanik Ozelliklerini degisik arastirmacilar, degisik sekillerde

modellemiglerdir.

Zeminlerin elastik davramisi ile ilgili ilk 6énemli galigma Winkler [1] tarafindan
yapilmigtir. Winkler anilan gahsniasmda zeminin birbirine sonsuz yakin, lineer ve
elastik yaylardan meydana geldigini kabul etmistir. Bu hipotez oldukga basit olup,
kirig ve plak problemlerinde genis bir uygulama alan1 bulmustur. Buna goére w(x,y)
disey dogrultudaki ¢okme oldugunda zeminden gelen tepki:

p(x.y) =k o(x,y) (1.1)



9

olarak alinmaktadir. Bu k elastik yay katsayisi olup uygulamada “yatak katsayisi”
veya “zemin parametresi” olarak adlandirilmaktadir.  Bu parametre, dasey
yerdegistirme bir birim oldugunda birim geniglikteki birim alana gelen tepki
kuvvetini ifade eder. Winkler hipotezine gére komgu yaylann biribirine etkisi
g6zoniine alinmamaktadir. Bu nedenle yiikiin etki ettigi yay bir miktar ¢oker fakat

diger yaylarda bir degisiklik olmaz. Yani zemine etkiyen kuvvetler yalmz etki

ettikleri noktada sekil degisimi yaparlar.

X P RE
T = 3= =1 =
<.
P ZZIEZE
gy =
TEETEE=EZ <§<%§_§
(@) Iz (b) 1
P 3 q X.
S s pae i g
=28E=z T=o=3=2
Z=EESTE ZZEFESZS
s ;/7;;;; ////W//////rf//
{e) 1z {d) 1.

Sekil 1.1 (a) Uniform olmayan yayili yitk altinda zeminin ¢okme durumu
(b) Tekil yiik altinda zeminin ¢6kme durumu
(c) Rijit bir yiik altinda zeminin ¢6kme durumu

(d) Uniform yayih yiik altinda zeminin ¢okme durumu

Miihendislikte Winkler hipotezi asagidaki problemlerde uygulanmaktadir. Bina
dosemeleri ve kopru tablivelerinin karakteristik konstriiksiyonu olan 1zgara sistemler,
bir ve iki dogrultuda siirekli temeller, gemi kaburgalan, dénel kabuklar, yatay yik

etkisindeki diigey kaziklar ve palplanslar, su tank: ve silolarin betonarme temelleri

ornek olarak verilebilir,

Winkler modelinde zemini karakterize eden tek bir k parametresi vardir fakat zemini

gergege daha yakin modellemek igin bazi aragtirmacilar kayma gerilmelerini de



iceren iki parametreli modeller gelistirmiglerdir [2]. Bunlardan bazilart asafidaki

gibi siralanabilir.

1. Filonenko-Borodich Modeli

9

Hetényi Modeli
Pasternak Modeli
Viasov Modeli

A

Reissner Modeli v.b.

Filonenko-Borodich Modelinde, Winkler yaylarinin yuzeyinin elastik bir zar gibi
oldugu goz oniine alinmistir. Bu modelde sisteme yiikleme yapildiginda yiizeyde

gerilme meydana gelir. Mambran yay sisteminin dengesinden zeminin tepki

fonksiyonu:

px.y) =k o(xy) - T V* o(x.y) (1.2)
olarak elde edilir. T mambran kuvvetidir.
Burada;
, & &
Vs —+—5 1.3
ox~ - (1.3)

kartezyen koordinatlarda Laplasiyen operatériidiir. Bir boyutlu problemler igin (1.2)

denklemi tekrar yazilirsa

o(x) = k (x) - T LX) (1.4)
dx~

bagintist elde edilir. Bu modelde elastik zemin parametreleri k ve Tdir.



Hetényi Modelinde, Winkler yaylannin lizerinde, iki boyutlu problemler igin bir

plak, tek boyutlu problemler igin elastik bir kiri oldugu kabul edilir. Bu modelde

zeminin reaksiyon fonksiyonu:

p(x,y) =k o(x,y) + DV'V* o(x,y) (1.5)

olarak elde edilir.

Burada D plagin egilme rijitligidir. Tek boyutlu problemler igin (1.5) denklemi

(1.6)

4
p(x)=ko(x)+D d(;zgx)

seklini alir.

Vlasov Modelinde, diger zemin modellerinden farkli olarak elastik zemin
parametrelerinin hesabi igin yaklasim metodu temel alinmistir. Bu metodda x-z

diizleminde bir elastik tabaka goz 6niine alinmugtr.

Zeminin reaksiyon fonksiyonu, z voniindeki virtiiel is prensibi kullanilarak;

dZ(O
p{X) =ko X) -2t
( i

: (1.7)
2

seklinde elde edilir. Bu modeldeki elastik zemin parametreleri k ve t’dir.

Pasternak Modelinde, yay elemanlar iizerinde sadece diigey deplasman yapabilen ve

stkigmayan elemanlardan olusan bir kayma tabakast géz 6niine alinmigstir.



Sekil 1.2 Pasternak zemin modeli

Kayma tabakas: (x,y) dizleminde izotropik kabul edilmis olup kayma modiilii
G,=G,=G’dir. Disey dogrultuda denge denklemi yazildiginda zeminin tepki

fonksiyonu:
p(x.y) =k o(x.y) - GV? o(x,y) (1.8)
seklinde elde edilir. Bu modelde elastik zemin parametreleri k ve G’dir.

(1.4), (1.6) ve (1.8) bagintilarindaki k, T, D, ve G zeminin clastik 6zelliklerinden
dogrudan elde edilebilirler.

1.2. Konu ile lgili Calismalar

Winkler tarafindan gelistirilen, birgok etkene ve ozellikle zeminin elastik
karakteristikleri ile yiikla alanin boyutlarina baglh olan yatak katsayisinin ne
alinacag konusunda birgok aragtirma yapilmigtir. Zimmerman [3] tarafindan, bitin
uzunluklari boyunca balast iizerine oturan demiryolu traverslerinin hesabinda

kullanilarak, kendi 6zel uygulamalarinda belirli tiirdeki zeminler i¢in bulduklan ve

kullandiklari k degerini vermislerdir.



Miihendislik problemlerinin ¢6ziimii igin gerekli olan k yatak katsayilarinin sayisal
degerleri, yayinlanmis gézlemlere dayanarak yaklagik benzesimle, ya da yapinin inga
edilecedi zeminde yapilacak arazi deneyleri sonuglarindan elde edilebilirler. Daha
sonraki yapilan aragtirmalarda, bir noktadaki ¢okmenin belirlenmesinde biitiin
noktalardaki yiiklerin etkisi g6z 6niine alinmigtir. Bu durumda g¢okme bilinmeyen
taban basincina bagli olarak bir integral formunda belirlenmektedir. Integral
ifadesinin ¢ekirdek fonksiyonu, elastik ortam olarak varsayillan zemin

modellenmesine gore degigsmektedir.

Winkler zemin tipi Ozerinde 1946°da Hetényi [4] c¢aligmis ve kesin ¢oziimlerle
ugrasmigtir. Kesin ¢oziimler biiyiik zaman kaybi olusturdugu igin, birgok aragtirmaci
bu zaman kaybini ortadan kaldirmak i¢in daha hizli ve genel olan gesitli metodlan

gelistirerek problemleri ¢6zmeye ¢aligmiglardir.

Dodge [5] de elastik zemin {izerine oturan yar sonsuz ve sonlu uzunlukta kiriglerin

davramslan ile ilgili tesir fonksiyonlan ve buna ait egriler hazirlamigtir.

Donalt [6] ise elastik zemine oturan kiriglerin, orta noktadan tekil yik ve egilme

momenti etki etmesi durumunda davranigim incelemistir.

Miranda ve Nair [7], sonlu uzunluktaki elastik zemin {izerine oturan kiriglerin
diferansiyel denkleminin 6zel fonksiyonlarla ¢6ziimiinii yapmiglar ve bununla ilgili

sayisal 6rnekler vermislerdir.

Durelli ve Parks [8] tarafindan elastik zemin Uzerine oturan sonlu ve sonsuz
uzunlukta olan kiriglerin fotoelastik ¢aligmasi yapilmistir. Bu kirigler bir ve iki
noktadan yiiklenerek davramiglan incelenerek bulunan sonuglar teorik ¢éziimlerle

kargilastirilmigtir.

Elastik ¢éziimlerin yanisira plastik ¢oztumlerde yapilmigtir. Severn [9] hem zemini
hem de kirisi plastik, zemini plastik, kirigi elastik veya tam tersi alarak ¢alhigmalar
yapmigtir.



Munther [10] de sonlu ve sonsuz uzunluktaki kiriglerin davramglannm sonlu
elemanlar yontemi ile incelemis ve bulunan sunuglan, fotoelastik ¢aligmadan sonra

elde edilen sonuglarla birlikte gizilen egriler {izerinde g6stermisgtir.

Weistman [11] yalmz basinca c¢aligan Winkler ve Reissner zemin modelini
kullanarak yaptigi ¢aligmasinda, tekil ve yayili yiiklerle yiklii kiris ve plaklarda

aynilma noktasi, stirekli temas, stireksiz temas durumlarim incelemistir. Ayrica tekil
yiikiin yukariya dogru olmasi halinde de ¢6ziim yapiimgtir.

Ting [12], Winkler zemini tzerindeki elastik mesnetli sonlu kirigin diferansiyel
denkleminin bir ¢6ziimiinii ortaya koymustur. Bu ¢6ziim; farkli sinir sartlarina sahip

elastik temeller iizerindeki kiriglere benzetilerek, kullanlabilir.

Ozgen [13] ise ¢aligmasinda elastik zemine oturan sonsuz uzun plastik Kirisi rijit-tam

plastik alarak, etkiyen diigey yiikiin limit degerini aragtirmigtir.

Zhaohua ve Cook [14] aragtirmalarinda sonlu elemanlarin ki gesitini bir veva iki
parametreli kirigleri analiz etmek igin formile etmislerdir. Modeller Winkler,
Filonenko-Borodich, Pasternak ve Vlasov zeminlerini icermektedir. Iki elemandan
biri mutlak yerdegistirme fonksiyonuna, digeri kiibik yerdegistirme fonksiyonuna
dayanmaktadir. Sonuglar mutlak yerdegistirme fonksiyonuna dayanan elemanlarin
mutlak niimerik sonuglar verdigini gostermis; oysa kiibik bir fonksiyona dayanan
elemanin kabul edilebilir sonuglar vermesi igin gok eleman kullamlmas: gerektigini

gostermislerdir.

Katsikadelis ve Armenakas [15] arastirmalarinda sinir integral denklemlerin niimerik
degerlendirilmesiyle, sinir integral denklem (BIE) metodunu, elastik zemine oturan
herhangi bir gsekildeki basit destekli plaklarin analizinde uygulamislardir. Elde
edilen sayisal sonuglar, analitik ¢oziimlerden elde edilen sonuglarla

karsilastinldiginda, BIE metodunun avantaji ispatlanmagtir.

Ting ve Mockry [16], diizlem gergeve analizi igin, tekil yik, tekil moment ve lineer
olarak yayili kuvvetlerine bagli olarak elastik zemin tizerindeki bir kirig igin yiik



eleman vektérleri ve sonlu eleman rijitlik matrisi gelistirmis ve bu rijitlik matris

elemaninin bilinen deplasman metoduna kolayca uygulanabilecegini belirtmigtir.

Lin ve Adams [17], ¢ekme gerilmesi olmayan Winkler zeminine oturan, agirlikli,
tizerinde bir ¢ift yik etkisindeki sonsuz uzunluktaki bir kirigin davramigim
incelemiglerdir.  Tekil yiiklere araliklarina, hizlarna ve zeminden ayrilma
noktalarina bagh olarak sonuglar elde edilmigtir. Demiryolu sistemlerindeki ilgili

parametreler igin 6rnek hesaplar ayrilma etkisinin 6nemli oldugunu gostermektedir.

Celep, Malaika ve Hussein [18] de ¢ekmeye cgaligmayan Winkler zeminine oturan
sonlu kirigin zorlanmig titresimlerini Galerkin yontemini kullanarak incelemislerdir
ve gesitli yikkleme durumlan ve parametreler igin aynilma noktasiin degisimi ile
cesitli verdegistirmelerin zamanla degisimini incelemislerdir.

Elmas [19], elastik zemine oturan sonlu uzunluktaki ahsap ve betonarme kiriglerin
davranisini incelemistir. Bu ¢aligmasinda orta noktadan etkiyen tekil yiikiin limit
degeri artinilarak, kirislerin davranmisina ve limit yiike farkli malzeme ve boyutlarin

etkisinide incelemistir.

Celep [20], gerilmesiz bir Winkler zemini lizerinde dikdortgensel sekilli elastik
plaklarin davramsini analiz etmistir.  Galerkin metodunu kullanarak problem
cebirsel denklem sisteminin ¢6ziimiine indirgenmistir. Diizgiin yayilan dis yiikiin
cesitli degerleri igin tekil yilk ve moment, temas egrisinin sekli ve yerdegistirme

sekillerle gosterilmistir.

Rosa [21] ise Winkler zeminine oturan kiriglerin ¢esitli mesnetleme kosullan altinda,
eksenel kuvvetlerin etkisinide dikkate alarak Hamilton ilkesi yardimiyla titresimini
ve stabilitesini incelemigtir. Biitiin bu ¢aligmalarda zeminin iki yonlii olarak gekme

ve basinca galistif1 kabul edilmigtir.

Kimenge [22] ¢aligmasinda, iki parametreli tek tabakali elastik zemine oturan
dairesel plak ve basik kiiresel kabuk problemlerini incelemigstir. Tek tabakali elastik

zemin parametrelerinin belirlenmesi icin eksponansivel varyasyon fonksiyvonu



tammmlamistir.  Iki parametreli zemin modelini, tek parametreli elastik Winkler

zemin modeli ile gesitli durumlar igin kargilagtirmigtir.

Engin [23] elastik-plastik zemine oturan agirhiksiz kirig ve ince dairesel plaklarin
tekil yiik altinda davranisini incelemistir. Zeminin yalniz basing gerilmesi aktardlgl
ve belirli bir yerdegistirmede plastiklestidi kabul edilmistir. C6ziimiin sonunda
plastik-elastik ve yapinin zeminden aynldif sininin tekil yikiin giddeti ve plagin
yarnigap ile degisimi gézlenmistir.

1.3. Cahsmanmin Amac¢ ve Kapsam

Bu ¢alismada yalmz basing aktaran iki parametreli elastik bir Pasternak zeminine
oturan, agirhiksiz dairesel bir plagin tekil, yayili ve serit disey yiikler etkisindeki
davranig1 incelenmigtir. Yikleme durumuna gore ortaya gikan bolgeler dikkate
alinarak yoénetici denklemler elde edilmis ve ¢6ziimler karmasik argiimanli Bessel
fonksiyonlan ve analitik fonksiyonlar cinsinden elde edilmistir. Zemin parametreleri
ve plagin yangapina gore plagin tam batma ve batmama durumlan incelenmigtir.
Ayrilma olmas1 halinde, ayrilma noktasinin yerini veren ifade lineer olmayan bir
fonksiyon olmaktadir. Newton-Raphson Ydntemi ile bu fonksiyonunun en kiigiik
kokii aynlma noktasinin yerini vermektedir. Cesitli yuklemeler altinda, zemin
parametreleri ve plagin yarigapina gore ayrilma noktasinin degisimi, plagin elastik
egrisi, kesme kuvveti ve radyal egilme momentinin yarigap boyunca degigimi

grafikler yardimiyla incelenmistir.



BOLUM 2. TEMEL DENKLEMLER

2.1. Giris

Sekil 2.1a’da goruldagii gibi tabaka kalmhg1 H olan iki parametreli bir Pasternak

......

D olsun. Bir P(r,0) yiiklemesi altinda plak ve zeminin yiizeyi $ekil 2.1b’deki gibi

olacaktir.

z
s

- ——— o —— -

SN W I O o N W T R N N i N, W N N T

Sekil 2.1b P(r,0) yiklemesi altinda plak ve zemin yiizeyi

Herhangi bir (r,8) noktasinda plagin ve yiizeyin diisev verdegistirmesi o ise plaga ait

yonetici denklem
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*

P
V*V2 o(1,0) = Y 2.1)

seklinde olacaktir. Burada V? kutupsal kordinatlardaki Laplasiyendir. Plak
malzemesinde elastisite modilii E, poisson oram v ve plak kalinhig h olmak iizere D
plak rijitligi

D=__E_h3__ (2.2)
121-v?) -

olarak verilmektedir. P*(r,0) ise plaga etki eden disey dogrultudaki yayih yiikin
bileskesidir. Zemin ile plak arasindaki tepki kuvveti q(r,0) ise P* kuvveti

P*(1,0)= P(1,0) - q(1,6) (2.3)
olarak alinabilir.

Sekil degisimi olduktan sonra zemin yiizeyi bir mambran gibi goéz 6niine

aliabilecektir. Mambran ylizeyinin yonetici denklemi
-G,V* &(r,0) + k o(r,0) = q(,8) (2.4)

seklindedir. Vlasov tip zeminlerde G, ve k sirasiyla zemine ait kayma katsayisi ve
elastik yay sabitt (veya yatak katsayisi) dirlar. ¢(y), zeminin herhangi bir y
derinliginde diisey yerdegistirmeyi gostermek lizere G, ve k parametreleri sirasiyla

___Eg 2
1= 2(1+vy) l(j)[(b O)dy 2.5)
__Eo 1 .2 ;
k 1-v;’,0¢ (dy



ifadeleri ile verilmektedirler [24]. E, ve v, sirasiyla zeminin elastisite modilii ve
poisson oramdirlar. (2.3)’deki q(r,0) ifadesini (2.2) ve (2.1)’de yerine koyup
dizenleme yaparsak, plagin yonetici denklemi:

DV*V? o(1,8) -G;V?0 + k o= P(1,8) (2.6)
olur.

Calismamizda dis yiiklemeyi eksenel simetrik olarak alacagiz. Bu nedenle ®
yerdegistirmesi de plak merkezine gore simetrik olacagindan yénetici denklemlerde
0’ya baghlik ortadan kalkacaktir. Bu durumda kutupsal koordinatlarda Laplasiyen

operatorii

d’0 1do
Vio= 2 Ta 2.7)

olur. Eksenel simetri nedeniyle herhangi bir r=sabit yiizeyi iizerinde Q, kesme
kuvveti ve M, radyal egilme momenti meydana gelir. Benzer olarak ©=sabit olan
radyal kesitlerde ise yalmz My egilme momenti meydana gelir. Plaga ait kesit

tesirleri:

d“o vdo 5 1-vdo
M, =-D( o2 +2 ar =-D(Vio- i
d’o 1do ; l-vdo
_— S—— TRam——) = - _—— 7
M, D(vdr2 +r dr) D(vV o+ n dr) (2.8)
d d’0 1do d _,
Qr _—Ddr(drz +; dr)—_Da'r'(Vrm)

olurlar. Zemin kayma gerilmesi aktarabildigi i¢in plagin ucu ile zemin arasindaki
iligki Sekil 2.2°deki gibi olur.



13

Sekil 2.2 Plagin ucu ile zemin arasindaki iligki

oy plagin yerdegistirmesi, o; ise yiizeyin dis kistmdaki yerdegistirmesi ise sinirda

M [=0, ©(R)=0iR)
R

d_, do; do
Q(R)=-D Vo | =Gy (—F-—+
R r

& )| 2.9)

dr "

bagintilart saglanacaktir.

2.2, Elastik Zemine Oturan Dairesel Plak Diferansiyel Denkleminin Genel

Céziimii
r koordinatina bagli olarak

r
=— 2.10
P=1 (2.10)

seklinde boyutsuz koordinat tanimlayalim [25]. Burada L boyutsuz uzunluk olup

L=4— 2.11)
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bagintisiyla elde edilir.

Boyutsuz p koordinatina gére diferansiyel denklemi tekrar yazarsak:

P 4
V2aVie, ~21,V20; +0; = - 30

bagintisi elde edilir.
Burada

G2
2D

Ip =

dir. p koordinatina gére Laplasiyen operatorii ise

dir.

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.12) denkleminin homojen ve 6zel ¢oziimleri asagidaki gibi gosterilmistir.

P=0 yiiksiiz durumu i¢in (2.12) denklemi
V%Vf,ml - 2r0V‘2,c01 +w; =0
seklinde bir homojen diferansiyel denklemdir.
Bu denklemin ¢6zimii,
V%,(ol = —kzml

bagintist tanimlanarak her iki yanin Laplasiyeni alinirsa

(2.15)

(2.16)
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V2vie, = e, (2.17)
elde edilir.
(2.16) ve (2.17) denklemi de (2.12) denkleminde yerine konuldugunda
M2 +1=0 (2.18)
seklinde karakteristik denklem elde edilir. Dérdincii dereceden olan bu denklemin

¢ozimu ise

Moaa = FY-Tp Fy15 -1 (2.19)

dir.

0 < rg<1 araligi i¢in (2.19) denklemi,

Al234= a/—ro Fiyl-1 (2.20)

seklinde karmagik sayilarla ifade edilebilir.

o= -COS 2¢ 1-12 =sin 20 (2.21)
0

seklinde trigonometrik fonksiyonlarin1 tamimlayarak, (2.20) denklemini asagidaki
gibi yazabiliriz.

Ma34 = FAfcos2oFisin2p = SN ST (2.22)

Buradan Fve 2® = Fe*'® olarak sadelestikten sonra (2.22) denklemi,

kl 234 = i(COS(p ¥ 1smq)) (223)
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halini alir.

(2.21) bagintisindan @ parametresi,

1 1-12)1/2
o= E{n - arctg(——ri)—— (2.24)

Iy
olarak elde edilir.

Sonug olarak (2.12) diferansiyel denkleminin 0 < ry < 1 aralig1 igin genel ¢6ziimil
asagidaki gibidir.

01 = A o(pe™®) + Ay T o(pe ) + AHS (pe) + AHP (pe?)  (2.25)

Burada Ay, A;, A; ve A, integrasyon sabitleri, Jy birinci gesit sifirinci dereceden

Bessel fonksiyonu, Hf,l) ve ng) strasiyla birinci ve ikinci gesit sifirinci dereceden

Hankel fonksiyonlardir. (2.25)’deki fonksiyonlar tamamen karmasiktir. Buna
karsilik ¢ozimiin gergel olabilmesi igin A;, A, A; ve A, integral sabitleri de

karmagik olmalidir.

Bu ytizden

Ta(Pe™®) = up(p)xivy(p)

up(p)=RJ5(pe'?)

va(P) =IJn(pe'®)

H (pe'?) = £,(p)+ign(p) (2.26)
fa(p) =R H (pe'®)

2a(p) = IHY (pe'®)

HY (pe™®) = f,(p)—iga(p)
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seklinde argiimami p olan wue(p), ve(p), fo(p) ve go(p) gergel fonksiyonlan
tamimlanmirsa, genel ¢o6ziim ise bu fonksiyonlarin A;, Aj, A; ve A4 gergel integral
sabitleriyle carpimu olarak agagidaki gibi yazilabilir.

@1= A1 uo(P) + Az Vo(P) + As fo(p) + As 20(P) (2.27)
Elde edilen bu fonksiyon sadece plak bolgesindeki ¢6ziime karsilik gelir. Plagin dig
bolgesindeki ¢okmeleri bulabilmemiz igin r koordinatina bagh olarak agagidaki gibi
yazabiliriz.

GVia; —kwy =0 (2.28)

Burada w3 plak bolgesinin digindaki ¢6kme fonksiyonudur. (2.28) diferansiyel
denklemini (2.10)’den yararlanarak boyutsuz p koordinatina gére tekrar yazarsak

Vioz —a’w; =0 (2.29)
Burada
kLZ
2
= (2.30)
G

dir. (2.29) diferansiyel denkleminin genel ¢éziimii

@3=D Io(ap) + Dy Ko(ap) (2.31)

seklinde Bessel fonksiyonlarina bagli olarak yazilabilir. Burada Dy ve D, integral

sabitleri, Iy ve K sifininct dereceden birinci ve ikinci gegit Bessel fonksiyonlarnidir.



BOLUM 3. ORNEKLER

3.1. Giris

Bu boliimde, dnceki boliumde gtkarilan temel denklemler ve ¢oziim teknikleri drnek
problemlere uygulanmistir. Kisim 3.2°de zeminin iki yonde de ¢alistign kabul
edilerek ortasindan tekil yiik ile yiiklii ince dairesel plak problemi ele alinmistir.
Cozim sonunda plak ve yiizeyin elastik egrisi, plaga ait kesme kuvveti ve egilme
momenti defisimleri incelenmigtic.  Kistm 3.3’de iki parametreli Pasternak
zemininin yalmz basing aktardiyt g6z oniine alinarak, plagin tam batmast ve
batmamast halleri incelenmis, tam batmama halinde ayrilma noktasinin yeri
belirlenmistir. Kisim 3.3.1°de plagin merkezinden tekil yuk ile yliklenmesi, Kisim
3.3.2°de ise plagin belirli bir bolgesinin diizgiin yayil yiik ile yiklenmesi, Kisim
3.3.3°de ise plagin serit yiik ile yiiklenmesi halinde benzer incelemeler yapilmstir.

3.2, Merkezinden Tekil Yiik ile Yiiklii Dairesel Plak Hali

Sekil 3.1a’da gorulduga gibi rijitligi D, yanigapt R olan dairesel bir plak
merkezinden diigey dogrultuda P statik yiiki ile yiklendigini kabul edelim. Sekil
degisiminden sonra plak ve yiizeyin bir 0 =sabit diizlemi boyunca elastik egrisi
Sekil 3.1b’deki gibi olacaktir. Sekilden de gorildiigii gibi zemin iki yoénde de

gerilme aktarabilmektedir.

P
R N
y
2l | <
z |
{ >

Sekil 3.1a Tekil yiik ile yuklii plak hali
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Sekil 3.1b Plak ve yiizeyin elastik egrisi
Plak ve yiizeye ait yonetici denklemler (2.6) ve (2.28)’den

DV2Vie, -G,Vie, +ko, =P8(r), 0<r<R

GIV%(DS—k(D_g =0, R<r<o

(3.1)

olurlar. Burada ®; plagin diisey yerdegistirmesini, o3 de plagin disinda kalan zemin
yiizeyinin diigey yerdegistirmesini gostermektedir. 8(r) ise bilindigi gibi Dirac
deltasidir.  Yonetici denklemleri (2.10), (2.11) ve (2.13)’de tanimlanan boyutsuz

buyiiklikler cinsinden yazarsak

4
202, e o2 _=
VoVoo —2rVoe +op = D p) 32)
V?‘;(Og —(lz(x):g =0
olur. Burada o’ ve ro
G,L’ , kU 33
=D * =, G-

olarak tammlanmstir. Problemin sinir kosullan asagidaki gibidir:

1) o} | =0
p=0



PL* =
2) (2npQ,) pI=0~ -— =P
3IM, | =0 (3.4)
=R,
4) o, [ =3 l
Rl RI
5)Q, | = 2ry(@s -0} |
Ry Ry

6) lim w3(p)=sonlu
p—>0

Burada R, boyutsuz plak yarigapt olup R;=R/L olarak tammlanmigtir. Onceki

bolimdeki bilgilerden faydalanarak (3.2) yonetici denklemlerinin ¢oziimii:

©1(P)=A1 uy(p) +As vo(p) + A; fo(p) + As go(p), 0 < p< Ry
@3(p)=B1 Iy(ap) +B, Ko(ap), Rispsw (3.5

olarak almabilir. A;, A, A;, A,;, B; ve B, integrasyon sabitleri olup (3.4) sir
kosullarindan hesaplanacaklardir.  Yukandaki kosullara ilave olarak p=0 da
yerdegistirme de sonlu olmahidir. p —0 da fo(p), p’lmp tipinde bir tekillie
sahiptir. p —0 da gy(p) fonksiyonu ise sonsuz olmaktadir. p — o igin uy(p),
vo(p), fo(p) ve go(p) fonksiyonlan sifira giderler. p—> oo igin Ip(ap) sonsuza gittigi
igin (3.4)¢ dikkate alindiginda B;=0 segilmelidir. p—>0 da yerdegistirmenin sonlu
olmasi nedeniyle A;=0 segilebilir. Fonksiyonlarin gesitli mertebeden tiirevleri
agagidaki gibidir.

up(p) = —u;(p)cose+ vi(p)sing
vp(p) = —uy(p)sing — vy(p)cose
f6(p) = —f1(p)coso + g,(p)sing
g0(p) = ~fi(p)coso— g;(p)sing

(3.6)



. . 1 .
u§(p) = up(p)sinp— cos’g)+ 2vy(p)sinpcoso+ -‘;(ul(p)cosw— vi(p)sing)
. . 1 .
vE(P) = vo(P)(sin?e— cos’p) - 2ug(p)sinpeosp+ ;(ul(p)sm(p +vi(p)cosp)
. 3.7
5(p) = fo(P)X(sin’e — cos’p) + 2gy(p)sinpcosp + ;(fl(p)cosw - gi(p)sing)

) ) 1 ) ]
g8(0) = go(P)(sin’p — cos’p) - 2fo(p)sinpcosp+ B(fl(p)sm(p +v(p)cosp)

K'o (ap)=—a K (ap) (3.8)

p —0 igin fi(p) ve gi(p) fonksiyonlarinin davrams

2
fl(p)z—ﬂ:—p sing
(3.9)

2
gl(p)~—“—p coso

seklindedir. u;(p) ve vy(p) fonksiyonlar ise p —0°da sifira giderler. (3.4); siur

kosulu gbz 6niine alinirsa:

o] | =0 A, (—uy cos@+ vy sing) | - A, (uy sing+ vy cosp) l
p=0 p=0 p=0

2 2 I

+ Az (ig sing cose - _n:p_ cosp sing) 0= 0
p—

elde edilir. Buradan bu simr kogulunun dzdeg olarak saglandig goriilmektedir.

(2.8) ifadeleri ve (3.6), (3.7) ve (3.8)’den faydalanarak kesit tesirleri:

D -1
M, = —L—Z{Alt—uocos?,(p + vpsin2@ + -v—p—(—u 1C0SQ + vlsin(p)J

-1.
+A2[—uosin2(p —Vvcos2p+ X—p—(—ulsin(p -V ICOS(p):I (3.10)



~J
~

-1
+A3[—focos2q> + gosin2p + Y;—(—flcosm +g lsin(p)] }

D
Q, = _Es—{ Al[ulcos3(p— vlsin3(p] + Az[ulsin3(p+ vlcosq>]

+As][fcos3p— g,sin3p)] } (3.11)

(3.4), sir kosulunu ele alirsak

D 2 2 —
2n(pQ,) | =-2nA; = (~=sinpcos3p+—sin3pcos) = P
p=0 L = .S
A< pL? i 1o
37 4Dsin2¢ (.12)

olarak Aj; bilinmeyeni elde edilir. (3.4); kosulunun ifadesi:

D v—-1
Mp=—L—2{ A l_—uo cos2Q+ vy sin2<p+—-p—(—u1 COsSQ+ vy sin(p)}

-1
+A, L—uo sin2¢- vy cosZ(p+v—p—-(—u1 sin@— vy COSQ) J (3.13)
l- . v—1 .
+A; L—fo cos2¢+ g, sin2@+——(—f; cosp+ g; sing) } | =0
p p:Rl
(3.4), kosulu:
A; uo(p) +A2vo(p) + As f(p) | =By Ko(ap) | (3.14)
=R, =R,
(3.4); kosulu:

[(ul cos3¢ — vsin3Q) + A, (u; sin3¢+ vjcos3¢)

+A3(f; cos3p-ggsin3p) | | =2g (3.15)
=R,
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[—onB,_ K (ap)~ A (-u; cosp+ v;sing) + A ,(u; sing— v,cosep)

-A3(~f) cosp +gysing) | |
=R,

Bu ii¢ kosuldan geri kalan A; A, ve B, bilinmeyenleri hesaplanacaktir.

Bu iglemler sonunda ¢dziim tamamlanmis olmaktadir. Sonuglar bélimiinde gesitli
zemin katsayilari ve R plak yangapina gore ¢okme, radyal moment ve kesme

kuvvetinin yang¢ap boyunca degisimi verilmistir.

3.3. Yalmz Basin¢ Gerilmesi Aktaran Pasternak Zeminine Oturan Dairesel

Plak Hali
3.3.1. Merkezinden Tekil Yiikle Yiiklii Plak

Bu kisimda Pasternak zemininin yalmz baing gerilmesi aktardigi kabul edilerek,
merkezinden tekil yiikle yikla bir dairesel plak problemi ele alinmigtir. Bu halde
zemin parametreleri ve R plak yarigapina gore, plak zemine tam olarak
gomiilebilmekte (Sekil 3.2a), veya plagin bir kismm zeminden (Sekil 3.2b)

ayrilabilmektedir.

Sekil 3.2a Tam batma hali
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Sekil 3.2b Tam batmama hali

Plagin tam batmasi halinde ¢oziim Kisim (3.2)’de oldugu gibidir. Bu nedenle burada
tekrarlanmayacaktir. Plagin tam batmamas: halinde Sekil 3.2b’de géruldiagu gibi
r=X ¢emberi lizerinde plak zeminden ayrilmaktadir. Bu ¢ember iizerinde herhangi
bir nokta “ayrilma noktasi”, plak ile zeminin temasta oldugu bolge “degme bolgesi”,
diger bolge de “ayrilma bolgesi” olarak adlandinlmistir. Baslangigta bu noktanin
yeri bilinmemektedir. Plak elastik egrisi 0 < r < X bdlgesinde 0i(r), X <r <R
bolgesinde w,(r) olarak adlandinlmistir. Zemin yiizeyinin elastik egrisi yine X <
r < o i¢in ®;(r) olarak alinmigtir. Buna gére boyutsuz bayiiklitkler cinsinden her iig

boligenin yonetici denklemi:

VIVie, -2V ie, +o; = P(p), 0<p<X| (3.16)
ViVie, =0, X, <p<R, (3.17)
Vie; —o’e; =0, X[ <pgoo (3.18)

olur. w; ve ®; igin olan ¢oztim fonksiyonlan Kisim 3.2 de verildigi gibidir. @, igin

olan ¢dziim ise,
,=C,plnp+Cyp’>+Cslnp+Cy (3.19)

olarak bilinmektedir [26]. C;, C,, C; ve C; bilinmeyen sabitler olup, sinir

kosullarindan elde edilirler. Degme bélgesi ile zemin yiizeyine ait genel ¢6ztimler



(3.5)’den:

01(py=A; uo(p) +A2 vo(p) + Az fo(p) + As go(p)
o3(p)=B; Io(ap) +B, Ko(ap) ‘ (3.20)

olurlar. Problemin simir kogullan asagidaki gibidir:

Dojl=0
0 —
2)2n(pQ,) | =-P
p—>0
3) 1 (Xy) = 22 (X)) (3.21)

4) 0} (X;) = 05(X;)
5y MOP(X) = MP (X))
6) QX)) = QP(X)

7) 01 (X1) = 03 (X))
8) @} (X)) = 05(Xy)

9) MP(R))= 0
100 QPR )= 0

11) lim w3(p)= sonlu
p—o®

p —>0 ile ilgili durum Kisim 3.2°deki gibi olup aym1 muhakeme yolu ile A,=0

P
3~ 4Dsin2o

(3.22)

olarak elde edilirler. ®; (p)| = 0 kosulu da 6zdes olarak saglamr. p — o igin
0

®3(p) yerdegistirmesinin sonlu olabilmesi igin B;=0 olmalidir. (3), (4), (5) ve (6)
numarali kosullar ayrilma noktasinda ¢6kme, egim, radyal egilme momenti ve kesme
kuvvetinin strekliligini ifade etmektedirler. (8) ve (9) numarali kosullar ayrilma
noktasinda plak ile zemin ylizeyi arasindaki streklilik kosullandir. Egim ile ilgili
siireklilik [27] de ispat edilmistir. X; ayniima bélgesinin boyutsuz simin olup



Xy =X/L olarak tammlanmgtir.

Aynlma boélgesinde dairesel bir kesim yapip digta kalan pargayr alirsak, diigey
dogrultuda kuvvetlerin dengesinden:

2mp QP=0 - Q=0
elde edilir. Donel simetri nedeniyle radyal egilme momenti ve enine egilme
momentleri kendi aralarinda dengede olurlar. Buradan aynima bolgesinde kesme

kuvveti olmayacag ortaya ¢ikar. Bu kosulu (3.19) ¢6ziimiinde kullanirsak C,=0 elde

edilir. Buna ilave olarak (6) numaral kosul

QX =0 (3.23)
olarak degisir ve (10) numaral kosul da 6zdes olarak saglamr. Bu islemler sonunda
Ap A, C,, C; C, ve B, sabitleri ile aynima noktasinin X koordinati olmak izere 7

adet bilinmeyen kalmistir. Geri kalan sinir kosullannin diizenlenmesinden agagidaki

bagintilar elde edilir.
(3)’den:

Ay u(X1) +A2 vo(X1) + As fo(X1) = Co X7 + C3 InX; + Cy
(4)’den;

Ai(—uy cos@+ vy sin@)+A,(—uy sin®- vy cos@)+ Az (—f; cosp+ g, sing) =2C, X;

(5)den:

Aj(~ug cos2Q + v sin2¢)+Ax(~uy sin2¢Q — vy cos2¢)+As(—f cos2@+ g, sin2g)=
4C,



(6)’dan:
A(u; cos3p— vy sin3p)+A,(uy; sin3p+ v cos3p)+A;(f] cos3p-g; sin3p) =0
(3.24)
(7)’ den:
Aq ug(Xy) +Az vo(X)) + A; (X)) = By Ko(aX )

(8)’den:

Aj(~u; cos@+ vy sing)+B,(—u; sing- v cos@)+A;(—f] cos@+g; sing)= -aB,

Ki(aX,)
(9)’dan:

v-1
) C3=0
Xy

2C,(1+v) +

olmak iizere 7 bilinmeyen igin denklem elde edilmistir. Denklemlerden de
goriildiigi gibi denklemler integral sabitlerine gore lineer, X, bilinmeyenine gore ise
nonlineerdir. Bu nedenle ilk 6 denklemden integral sabitleri X; cinsinden elde
edilmekte son denklemden de X; koordinati Newton-Raphson yontemi ile sayisal
olarak hesaplanmaktadir. Sonuglar bolimiindeki sekillerde ayrilma noktasinin plak
yarigapt ve zemin parametreleri ile degisimi ve yarigap boyunca yerdegistirme ve

kesit tesirlerinin degisimi verilmistir.

3.3.2. Yayih Yiikle Yiikli Plak

3.3.2.1. Yayih Yiikiin Defme Bélgesinde Olmas: Hali:

Sekil 3.3a’da goruldugu gibi dairesel plagin a yangaph bolgesi dizgin yayih yiik ile

yiikklenmis olsun. Bu durumda ilk olarak plak elastik egrisini Sekil 3.3b’deki gibi

kabul edelim.
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Sekil 3.3a Degme bolgesinde yayih yiikli ile yikli plak
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Sekil 3.3b Plak ve yiizeyin elastik egrisi

Sekillerden de goruldugi gibi plak igin Gi¢ ayn elastik egri ve ylizey igin bir elastik

egri olur. Yerdegistirmeler sirasiyla:

oi(p): 0<p<a, gin
o-(p): a;<p<X; igin
o3(p): X, <p<R; i¢in
wip): X <p<oo igin (yizey igin)

olarak alinmigtir. Burada a, vayili yiikiin yiiklendigi bovutsuz yarigaptir. Bolgelere

gore yonetici denklemler

3 ] )
VoVoo =20V o +0y=p

VoV 03 =20V 0s +0; =0 (3.25)



2¢2
VPVPCQ3 =0

Vf,co4 - a2m4 =0

2

- pL
seklindedir. Burada p= L= olarak tamimlanmis boyutsuz yayih yiiktir. Bu

Dk
denklemlere ait ¢g6ziimler onceki kisimlarda oldugu gibi :

®1(P)=A1 uo(p) +Az vo(p) + As fo(p) + As go(P)+P

@2(P)=B; ug(p) +B vo(p) +B; fiy(p) + By go(p)
®3(p)=C; p’lnp+C; p° + Csln p+ C,

04(p) =D I(ap) + D, K(ap)

Problemin sinir kogullan ise agagidaki gibidir:

1) of (p)(l)= 0
2)2a(pQ,) | =0

p—0
3)oi(ar) = m;(ar)

4) wi(a1) = w5 (a;)
5)MP(ay) = MP(ay)
6) QP (ap = QP(ap)
7) @2 (Xy) = @3 (Xy)

8) @5 (X1) = 05(X))

9) MO (X;) = MY (Xy)
10) QY(X;)= 0
1) MO RD=0
12) QPR )= 0

13) @, (X1) = 04 (Xy)
14) 05 (Xy) = 04(X;)

15) lim @4(p) = sonlu
o]

(3.26)
(3.27)
(3.28)
(3.29)

(3.30)
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olarak 15 bilinmeyen igin 15 denklem elde edilir. p — 0 daki sonluluk ve kesme
kuvvetinin sifir olmasindan, (12) ve (15) kosullarinin da kullamlmasindan

A3;=A4=C,=D;=0

olur. Geri kalan sinir kosullarinin degerlendirilmesinden asagidaki bagintilar elde

edilir.
(3)Y’den
Aw+Asvo+p | =Bjug+B; vo+ Bifyt Bego |
p=a, p=a,

(4)’den

Ay(—uycos@ + vy sin@)+A,(—uy sing- vy cose) | =B, (—uy cos@+ v, sing)

p=a;
+Bsy(—uy sing - vy cos@)+B;(—f; cosp+ g; sing)+By(—f] sing— g; cose) |
p=a,
(5yden
A (~ugcos2Q + vy sin2@)+A (~ug sin2¢- vy cos2@) | =Bi(~ug cos2@+ vq sin2g)

p=a,

+B,(—~ug SIn2¢ - v c0s20)+Bs(—f cos2@+ gq sin2¢)+B4(-f;; sin2¢— gq cos2) l
p=a,

(6)°dan

Aj(—u;cos3¢ — vy sin3p)+A,(uy sin3p+ vy cos3p) l =B, (u; cos3p~ v, sin3p)
p=a;

+B,(u; sin3p— vy cos30)+Bs(f] cos3p—g; sin3p)+By(f; sin3p+g; cos3p) |
p=ay
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(7)’den

Biu+Bvo+Bsfh+Bygo | =CX4+CyInX;+Cy |
=X, =X,

(8)’den (3.31)
By(—u; cosp+ vy sin@)+By(—u; sing-v; cosp)+B; (—f] cosp+ g; sinp)
. G
+ By(—1; sing-g; cosp) | = 2CG: X + X, l
=X, 1 p=X,

(9)’dan

Bi(—uy cos2¢+ v sin2@)+Bx(—uy sin2¢ — vy cos29)+Bs3(—f, cos2¢+ g sin2¢)

Bai(—f, sin2¢+ g, cos2¢p) l =4C, |
=X =X,

(10)'dan

B;(u; cos3¢ — vy sin3¢p)+By(u; sin3@ + v; cos3¢)+Bs(f] cos3p - g; sin3p)

+ By(f; sin3p+g; cos3p) | =0
=X

(11)’den

-1
2 Cx(1+v) + VE?Q =0
1

olmak iizere 11 bilinmeyen igin 11 adet denklem elde edilmistir. A, A,, By, By, B3,

C,, C3, C, ve Dy integral sabitleri ilk on denklemden X cinsinden elde edilmekte

son denklemde de X; koordinati Newton-Raphson yontemi ile sayisal olarak

hesaplanmaktadir. Sonu¢ bélumiinde ayrilma noktasinin, plak yanigapi ve zemin

parametreleri ile degisimi ve yangap boyunca yerdegistirme ve kesit tesirlerinin

degisimi verilmistir.



3.3.2.2. Yayil Yiikiin Ayrilma Bélgesini Asmast Hali

Sekil 3.4a’da goruldugu gibi plagin a yarigaph biiyiik bir bolgesi diizgiin yayih yiikle
yitklenmistir. Bu durumda plak elastik egrisini Sekil 3.4b’deki gibi kabul edelim.

+«—— R
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AT IERE)

\;_ —— = - z , —— ".Z;
7 .

Sekil 3.4a Aynilma bdlgesini asacak sekilde vavili yiik ile yiklenmis plak hali
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Sekil 3.4b Yayih yiik halinde plak ve viizeyin elastik egrisi

Sekilden de goriildiigii gibi plak igin ii¢ ayn elastik egri ve yiizey igin bir elastik egri

vardir. Yerdegistirmeler sirasiyla:

op): 0<p<X, ig¢in
w-(p): X;<p<a; in
oy(p): a, <p<R; i¢in
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o4p): X;<p<ow igin (yiizey i¢in)

yukandaki gibi alinmigtir. Bolgelere gore yonetici denklemler

292 2
Vo Vo —21Vim +o; = p

Vavie, =T (3.32)

2g2
ViVie; =0

VF2,(1)4 - (12(04 =0
seklindedir. Bu denklemlere ait ¢6ziimler ise agagdaki gibidir.

®1(p) = A to(p) +A2 vo(p) + As £x(p) + A 8o(P)+P
~ 4
- 2 2 %%
©2(p) =By p'lnp+ B p" + Bsln p+ B+ (3.33)
®3(p)=C; p’Inp+C; p*+ C3ln p+ Cs

o4(p) = D; lo(ap) + D Ky(ap)

olur. Problemin sinir kosullan ise:

1) @i(p)| =0
0

2)2n(pQ,) | =0
p—0

3) @1 (X1) = 02 (Xy)

4) (X)) = 05(X))

5) M (X)) = MY (X;)

6) QX)) = QP (xy)

7) 01 (X1) = 04 (X)) (3.34)
8) 0} (X1) = 0y (Xy)

9) 01 (a;) = w3 (ar)

10) o5 (a;) = ws(a;)
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2
11) MP(a) =M (@)

12) Q¥(a;) = QP (ay)
13)QP =0

14) MOR))=0

15) lim w4(p) = sonlu
p—>w©

olarak 15 bilinmeyen igin 15 denklem elde edilir. (1), (2), (13) ve (14) kosullarinin
kullanilmasinda

A3=A4=C1 =D1=0
olur. (12) kosulundan ise

1~
B, =-3P a’ (3.35)

olarak elde edilir.  Geriye kalan simir kosullaninin degerlendirilmesinden ise

asagidaki bagintilar elde edilir.

(3Y’den
- ) ) pX]
Ajug+Asvo+p | =B X InX, + B, X)? + By InX,+ By + 4 I
=% =X,
(4)’den:
A1(—ul COs@+ vy Sin(p) + Az(—ul sin(p-vl cosQ) I =B, X1(2lnX1+1) + 2B, X; +
p=X

1 pX}

B3 —_— u l
Xl 161( ple

(3.36)
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(5)’den:
Aj(~ug cos20+ vg sin2) + Ay(—uy sin2p—vy cos2g) | =4B(InX+1) |
p=X} p=X
(6)’dan:
) ) 4B; 1-
A;(-uy cos3p—v; sin3g) + Ax(u; sin3p+ vy cos3p) | =—=+-pX |
=X, X1 27 Tp=x
(7y'den:
Ajug+Avo+p | =DyKo(oXp) |
=X, =X,
(8)’den:
Aj(—uy cos@+ vy sing) + Ax(—u; sin@- vy cCos®) | =-a D, Kj(aX;) |
=X, =X
(9)’dan:
pat
Blalzlna1+B2a12+B3lna1+B4+—6Zl— l =C2a12+C3lna1+C4 l
p=a, p=a,
(10y’dan
B, pa} C
B] 81(211’1 a1+1)+2B2 a1+-—3—+& l =2C2 a; +_3 I
a; 16 p=a, 3| pa,
(11)’den
1-—
4B, (Ina;+1)+4B; + 7 p al | =4c, |

p=a, p=a,
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(15)'den

1-v
C=rr——C
21+ vx(Ry)
elde edilen bu 10 denklemden 10 adet bilinmeyen integral sabitleri ve X koordinati
hesaplanir. Sekillerde ayrilma noktasimin plak yarigapi ve zemin parametreleri ile

degisimi ve yarigap boyunca yerdegistirme ve kesit tesirlerinin degisimi verilmistir.
3.3.3. Serit Yiikle Yiiklii Plak Hali

Sekil 3.5a°da gorilldugn gibi a yangapl bir gember iizerinde yayihi serit yiikle yukli
plag1 g6z 6ntne alalim. $ekil degisiminden sonra plak elastik yiizeyi Sekil 3.5b’deki

gibi olacaktir. Plaga ait yonetici denklemler:

DV;Vie, -G,Vie, +ko, =0, 0<r<a
DVEV,Z(;)Z —GIVEQ)Q +ko, =0,a<r<X
DV;Vie; =0, X<r<R

G1V3m4—k(04=0, X<r<mw

(3.37)

i T

- - == — == |

vz |

vy

Sekil 3.5a Serit yuk ile yiikli plak hali
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Sekil 3.5b Serit yiik halinde plak ve yiizeyin elastik egrisi

seklinde olacaktir. Bu halde serit yiikiin plak ile yiizeyinin temas bolgesinde oldugu
kabul edilmistir. Yukaridakilere benzer sekilde boyutsuz biiyiikliiklere gore

01(p) = Ay uy(p) +A; vo(p) + Az fo(p) + Ay go(p)
@2(p) = Buy(p) + Bavo(p) + Bafo(p) + Bago(p) (3.38)
03(p) =C; p’lnr+ C, p* + Csln p + C,

a4(p) = D, Iy(ap) + Dy Ko(ap)
olur. Onceki 6reklerdekilere benzer nedenlerle:
A;=A;=C;=D;=0
ahinabilir. Geri kalan integrasyon sabiti ve X;’in ¢dziim igin sinir kogullanmiz

1)o;(a) = wi(ay)

2) oj(a)) = 04(a))
3)yMP @) = MP @)
4)QP@)-Q(a)) =-P

5) @ (X)) = 03(X))
6) w5 (X)) = 05(X))
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No (X)) =0 3(X) (3.39)
8) QR (Xy)=0

9) MOR))=0

10) 02 (X1) = 04 (X1)

11) @5 (X)) = 04 (X,)

Bu sinir kosullan agagidaki bagintilarla ifade edilirler.

(1)’den
Aju+Ar v | = Biuy+ By vo+ Bsfo+ Bagy
p=a;

(2)’den

Aj(—ucos@+ vy sin@)+Ax(—u; sing- v, cos®) | = B, (—u; cos@+ vy sing)

p=a,
+B,(—yy sing- vy cos@)+ B3(—f) coso+ g sing)+ By(—f} sinp - g; cosp) |
. p=a,

(3)’den
A(—ugeos2@ + vg sin2@)+Aa(—ug sin2@ - v cos2¢) | = Bj(—ug cos2¢+ v sin20)

p=ay

+ By(—ug sin2¢- v, cos2p)+ By(—f, cos2p+ g, sin2¢)+B,(-f, sin2p— g, cos2¢) |
p=a,

(4)’den

A (—uycos3@— vy sin3@)+ A,(uy sin3p+ vy cos3o) | =B, (u; cos3p— v, sin3p)
p=a;

+B,(u; sin3p— v, cos3p)+Bs(f] cos3p—g; sin3p)+By(f; sin3p+g; cos3p)
pl’ |
p=a,

+
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(5)’den

Biu+B,vo+Bsf+Bsg | =CX4+C3InX;+C, |
=X, =X

(6)’dan (3.40)
Bi(—u; cose + v} sing)+ By(—uy; sin@- v cos@)+ B3 (—f; cosp+ g; sing)

+ By(—1; sing - g; cosp) | =20x+ 32

=X, 1 p=X,

(7)’den

Bi(—ug cos2¢+ v, sin2¢)+ By(—ug sin2@— v, cos20)+ B;(—~fy cos2p+ g, sin2¢)

B,(—f; sin2¢+ gg cos20p) | =40C, |
=X p=X,

(8)’den

Bi(u; cos3p —v; sin3p)+ By(u; sin3p + v; cos3p)+ Bs(f; cos3p - g; sin3p)

+B4(f; sindp+g; cos3p) | =0
=X

(9)’dan

-1
2 Cy(1+v) + i—z—c_,, =0
1

(10)’dan

Biug+Byvo+B; [ +Bsg | =DKo(aX) |
p=X, p=X;
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(11)’den

Bi(—u; cosp+ v; sing)+ By(—u; sing - vy cosp)+ B; (—f] cose+ g; sing)

+By(~f; sinp-g cosg) | =-aD,K;(aXp) |
=X =X,

Bu 11 denklemde 6nce dogrusal olan 10 adet integrasyon sabitleri hesaplanmir, geri
kalan denklemden de X, bilinmeyeni Newton-Raphson yontemi ile hesaplanir.



BOLUM 4. SONUCLAR

Bu bélimde, Bolim 3’de ¢6ziilen bazi 6mek problemlere ait sayisal sonuglar

verilmigtir. Sayisal iglemlerde

k yatak katsayis1 : 5, 10, 15 N/cm?

G, kayma modala: 2000 N

R, plak yanigap1 : 2.5,....,20 Birim

P tekil yuk : 10000 N

D plak rijitligi  : 1.7x10° N/cm?®
olarak alinmigtir.

Sekil 4.1a, b, c’de ¢ekme de alabilen iki parametreli zemine oturan ortasindan tekil
yiik ile yiikli dairesel plakta diigey yerdegistirme, radyal egilme momenti ve kesme
kuvvetinin yangap boyunca degisimi verilmistir. Yerdegistirme ve kesme kuvveti

fizerinde yatak katsayisinin etkisi agik olarak goriilmektedir.

0,05 0,3 0,55 0,8

% —-—k=15

Sekil 4.1a Tekil yiik ile yiikli1 plakta diigey yerdegistirmenin yarngap boyunca
degisimi



3000 -
2500 -

2000
M 1500 4

1000 +

500 ¢

1
-1

0 4 + :
005 025 045 065 085 1,05

0,05 0,85 1,05
A . . .

-50
-100
-150
-200
250 P
2300 $
-350

-1

Sekil 4.1c Tekil yiik ile ytikli plakta kesme kuvvetinin yangap boyunca degigimi

Sekil 4.2a’da yalniz basing aktaran Pasternak zeminine oturan dairesel plagin tekil
yiik altinda ayrilma noktasinin plak yarigap: ile degisimi verilmistir. k=10 N/cm®
igin de yangapin 2.5 birimden biylik olmas: halinde ayrilma olmaktadir. Ayrilma
noktasimn koordinat1 R; yangapimin bityiimesi ile 2.68 gibi bir degere asimptotik
olmaktadir. Sekil 4.2b, ¢, d’de yerdegistirme, radyal egilme momenti ve kesme

kuvvetinin degisimi verilmigtir.
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27 7

2,651

261
X

2,55 T

2,5 1

2,45 + +——t - + i
25 35 45 55 65 7,5 85 95 10,5
R

Sekil 4.2a Tekil yiik altinda ayrilma noktasinin plak yangap ile degisimi

R

Sekil 4.2b Yerdegistirmenin yarigap ile degigimi

2000
1800
1600
1400
1200
1000
800
600
400
200

M

0
2001
0 1

[
w
E
L

R

Sekil 4.2¢ Radyal egilme momentinin yangap ile degisimi
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20 4

40 1 ' —— =5

801 ~-— k=15

-100 +
-120 +

R

Sekil 4.2d Kesme kuvvetinin yarigap ile degisimi

Sekil 4.3’de plak ile zeminin temas bolgesinde ara gerilmenin degisimi verilmistir.
[27] numaral: kaynakta da belirtildigi gibi ayrilma noktasinda gerilme sifirdan farkli
olmaktadir

70 ¢
60 +
50 +

P
30 ¢
20 ¢
10

Sekil 4.3 k=10 igin ara gerilmenin ayrilma noktasi ile degigimi

Sekil 4.4’de yukandaki problemin a;=0.5 birim yangaph dairesel bolgede diizgiin
yayil1 yiikle yikli plak halinde ele alinmistir. Bu halde ayrilma ancak R; yarigapinin
3.5 birimden biiyiik olmasi halinde baglamaktadir.
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2,760
2,740
2,720

2,70

X
2,680
2,660
2,640

2,620 + 4 + —— + + + +
350 450 550 650 750 850 950 10,50
R

Sekil 4.4 a;=0.5 birim olmas: halinde ayrilma noktasinin yangap ile degisimi
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