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HELIKOPTER PALLERININ TITRESIMLERI

OZET

Bu ¢aligmada, donen Onburulmali kiriglerin diizlem i¢i, dist ve burulma bagh
titresimlerinin dogal frekanslarmin belirlenmesi i¢in dinamik direngenlik matrisi
yontemi gelistirilmigtir. Daha sonra, dinamik direngenlik matrisi yonteminin simetrik
bir ugak kanadi profiline sahip, kékte elastik ekseni ile dénme ekseni ¢akigan ve
elastik ekseninin geometrik ¢akigtin durumlarda dénen Onburulmali kirislerin
titresim analizlerinde kullanilmaya uygun ve tutarli sonuglar verdigi gosterilmigtir.
Dénen énburulmali Euler-Bernoulli kiriglerinin hareketini temsil eden diferansiyel
denklemler Frobenius kuvvet serisi yardimiyla ¢Oziilmiistiir. Elde edilen dinamik
direngenlik matrisi “tekil degerlere ayristirma yontemi” ile modifiye edildikten
sonra, dogal frekanslar Wittrick-Williams algoritmast ile bulunmustur. Dinamik
direngenlik matrisi yontemi ile hesaplanan dogal frekanslarn, iletim matrisi metodu,
sonlu elemanlar metodu, Green fonksiyonu yaklagim ve diger metotlarla hesaplanan
dogal frekanslarla uyumlu sonuglar verdigi gosterilmistir.
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VIBRATIONS OF HELICOPTER BLADES

SUMMARY

Dynamic Stiffness Matrix (DSM) method has been extended for the calculation of
coupled bending-bending-torsion natural frequencies of rotating blades. In the
present study DSM method has been demonstrated as a viable tool for the estimation
of natural frequencies of rotating blades with the assumption that the blade has a
symmetric airfoil cross-section, the distance at root between the elastic axis and the
axis of rotation is zero and the area centroid of the cross section coincides with the
elastic axis. Frobeius power series method was used to solve the differential
equations of motion. DSM was further modified by means of Singular Value
Decomposition (SVD) technique, and then Wittrick-Williams Algorithm (WW) was
used to extract the natural frequencies. The frequencies calculated by the present
method are in good agreement with the results obtained by using other theoretical
methods, namely; finite element, transmission matrix, integrating matrix,
perturbation and Green function methods.
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1 PROBLEMIN TANIMI

1.1 Girig

Dinamik, cisimlerin zaman igerisindeki hareketlerini ve bu hareketlere yol agan
kuvvetleri ve momentleri inceler. Newton dinamigi tarif ederken “kuvvetlerin
etkimesi sonucu olusan hareketlerin ve hareketi yaratmak igin gerekli kuvvetlerin
bilimi” ifadesini kullanmigtir. Ayrica “Fiziksel sistemlerin dinamik davramsglarimin
analizi modern teknolojinin kése taglarindan birisidir.” soziinden de anlagilacag

lizere dinamik, dogay: anlama biliminin ta kendisidir.

Dinamigin alt konularindan birisi olan titresimler ya da mekanik titresimler bir
maddesel noktanin veya maddesel noktalar sisteminin denge konumu etrafindaki
salinimidir. Mekanik bir titresim genellikle, bir sistemin kararli denge konumundan
saptirilmasi halinde ortaya ¢ikar. Sistem, geriye dondiiriicii kuvvetlerin etkisi altinda
ilk konumuna dénme egilimi gosterir. Fakat sistem genellikle, ilk konumuna belli bir
hiz kazanmig olarak doner. Eger sistemde s6niim yoksa saptirilmis konum ile kararl
konumu arasinda daimi olarak gider gelir. Bu gibi bir sisteme 6rnek olarak,
helikopter palleri gosterilebilir. Helikopterlerin palleri, helikopter ugarken zamanla
degisen aerodinamik kuvvetlere maruz kalirlar. Bu kuvvetlerin zaman bagh
olduklari, paller dénerken, pallerin iizerindeki hiz dagilimlarimin ve hiicum agilarinin
degisimlerinden anlagilabilir. Zamana bagh olan bu kuvvetlerin palleri izleyerek,
pallerin helikopter gévdesine baglandiklar rotor gobeginden geger ve gévdeyi tahrik
eder. Bu akis semasmmn tam ters yoniindeki kuvvet iletimiyle de gdvdede olusan
kuvvet ve momentler, kdk kismi vasitasiyla palleri tahrik ederler. Biitiiniiyle ele
ahmrsa, helikopter, motor, disliler, saftlar, kuyruk pervanesi ve bunun gibi bir ¢ok alt

pargalar tarafindan iiretilen kuvvet ve momentlerinin etkisi altindadir.

Mekanik titresimler ya da daha genel anlamda dinamik, giinlimiiziin modern
helikopterlerinin tasariminda hayati 6neme sahiptir. Oyle ki, bir hava aracinin
basaris1 yahut basanisizlift o hava araciun dinamik gerekleri yerine getirip

getirememesine baghdir. Bu dinamik gereklilikler dylesine 6nemlidirler ki, diinya

1



pazarina ¢ikmig olan helikopterlerde ortaya gikan sorunlar dolayisi ile iiretimlerinin
problem ¢dziilene dek durdurulmas: bir gok devlet tarafindan uygulanan bir yoldur.
Bunun en dramatik Ornegi Lockheed isimli hava araglan iireten bir firmanm,
piyasaya siirdiigii AH-56A Cheyenne isimli helikopterlerinin iiretimini, yaganan
liimeiil bir kaza sonras: iptal etmesidir. Dinamigin énemini anlatmak i¢in bagka bir
omek olarak, uluslararasi pazarlarda helikopterlerin her zaman en sorunsuz yani
dinamik agidan en iyi etiit edilmis olanlarimin en genis pazar paymu kazanmig
olduklari g6sterilebilir.

Helikopterlerin dinamigi veya titresimlerinin nemini ifade ettikten sonra bu gibi
sorunlara yol acan nedenleri incelemek ve gidermeye g¢aligmak iyi bir helikopterin

tasarim amaglarindan en 6nde geleni olmalidir.

1.1.1 Helikopterlerin titresimleri

Helikopterlerin maruz kaldig: titresimlerin kaynaklarim 3 grupta siiflandirilabilmek
miimkiindiir. Bunlar,

1. Motor devir frekansinin ve harmoniklerinin yol agtig1

2. Helikopterlerin kafes yapllahmn dogal frekanslann ile aerodinamik
yliklerin frekanslarinin birbirleriyle ¢akigmasi sebebiyle siklikla meydana

gelen ve
3. Kendi kendini tahrik eden

titresimlerdir.

1.1.2  Motor devir frekansimn ve harmoniklerinin yol a¢tig titresimler

Helikopter govdesindeki titresimlerin temel kaynag1 rotorun yani pallerin kendisidir.
Paller, govdeye rotor gobegi ile baglandifindan dolayi, pallere uygulanan yiikler
nedeniyle olusan pallerin hareketleri, rotor gobegi iizerinden gévdeye kesme
kuvvetleri ve momentler seklinde iletilir. Helikopter ucgarken, aerodinamik etkiler
nedeniyle ortaya ¢ikan yiikler, pallerden rotor gdbegine iletilir. Rotor gébegi ise
pallerden gelen yiikleri, mafsalli gbeklerde mafsallar vasitasiyla, elastik gébeklerde
ise elastik uzuvlar vasitasiyla kuvvet patikalan iizerinden ana rotoru hareket ettiren
mile iletir. Mil ise bu yiikleri dislilere, disliler ise yataklar vasitasiyla disli kutusuna
iletir. Digli kutusu kabugu da yiikleri baglandiklar1 noktalar iizerinden helikopter



sasisine iletir. N adet pale sahip olan bir helikopterin, pallerin iletim patikasindan
gecebilen kritik frekanslan sirasiyla Nx(devir sayis1)) ve 2Nx(devir sayisi) ve
katlaridir. Genel olarak helikopterlerde diigiik frekansl tahrik genliklerinin, yiiksek
frekansh tahrik genliklerinden daha biiyiik oldugu diistintiliirse, en onemli tahrik
frekansimn Nx(devir sayis1) oldugu anlagihr. Onceki yillarda bu konu iizerine
yapilan ¢aligmalardan edinilen deneyimler, govdenin Nx(devir sayis1) frekansindaki
titresimlerinin pallerdeki (N-1)x(devir sayis1) , Nx(devir sayis1) ve (N+1)x(devir
sayis1) frekanslarindaki titresim hareketlerinden kaynaklandifimi gostermistir.

Ornek olarak 4 palli bir helikopteri ele alirsak, govdenin dogal frekanslart 4x(devir
sayis1) oldugu hesap edilebilir.Bu titreéimlerin sebebi, pallerin 3x(devir sayisi),
4x(devir sayis1) ve Sx(devir sayis1) frekanslarinda titresim hareketi yapmasidir.
Paller bir bagka deyisle 3x(devir sayisi), 4x(devir sayis1) ve Sx(devir sayis1)
frekanslarindaki aerodinamik kuvvetler etkisine maruz kalmaktadirlar. Aerodinamik
kaynakli tahrikin kontrolii zor olmakla beraber, pallerin titresimlerini ve gévdenin

titresimlerinin optimize edecek metotlar gelistirilmistir.

Govdenin titresimlerinin etiidii, yukarida bahsedilen birincil etkillerin yaninda genlik
olarak daha diisiik mertebelerde olan ikincil etkilerin de incelenmesini gerektirebilir.
Mesela herhangi bir palin izlemesi gereken yolun diginda olmasi, gévdeyi 1x(devir
sayis1) frekansinda diisiik genlikli bir kuvvet ile tahrik eder. Bagka bir 6rnek olarak
da pal soniimleyicilerinin yanlis ayarlénmas1 sonucu goévdeye 1x(devir sayisi)

frekansinda titresim gegmesidir.

1.1.3 Rastgele aerodinamik tahrikli titregimler

Tiirbiilans ve tiirbiilans modelleri iizerine oldukga fazla bilimsel ¢alisma olmasina
karsin, gévdeyi ve rotoru etkileyen aerodinamik tahrikli titregimleri tam olarak
modellenememistir. Aerodinamik tahrikinin karakteristik 6zelligi, beyaz giiriiltiiye
benzer bir frekans spektrumuna sahip olmasidir. Yani aerodinamik tahriki, tiim
frekanslan tahrik edebilir. Bu tahrik ve tahrikin harmonikleri, genelde gdvdenin
dogal frekanslarinda bir kagim tahrik eder. Bazen bu problem rotor devir sayisinin
belirli araliklarinda mevcut olur. Rotor etrafindaki akig degistirilerek rotor kaynakli

titresimlerin 6niine gecilebilir.



1.1.4 Kendi kendini tahrik eden titresimler

Kendi kendini tahrik eden titresimler sonucu olusan rezonans durumu, genelde
negatif soniim yiiziinden meydana gelmektedir. Negatif soniim durumunda, sénim
kuvveti sistemin enerjisini azalmak yerine arttirir. Yani sistem lizerinde pozitif is
yapar. Bu kuvvet tarafindan yapilan is, sisteme ilave kinetik enerji olarak dahil olur
ve ¢ok ciddi titresime neden olur. Negatif sontim durumu ancak, sistemin digindaki
bir enerji kaynagimin varlifn sonucu mevcut olabilir. Bu durumun bilinen en iyi
omegi, yiiksek hizda ugan ugaklarin kanatlarinda meydana gelen yiiksek egilme
titresimleridir (kanat ¢irpma hareketi). Bu durumda hava akigimn kendisi boyle bir
enerji kaynagidir. Ugaklardaki bu duruma ek olarak, helikopterlerde govde-pal
etkilesiminin ve pallerin dénme ekseni i¢indeki egilme hareketlerinin gok iyi analiz
edilmesi gerekmektedir. Pallerin dénme ekseni igindeki eZilme hareketlerini
nedeniyle olugabilen pallerin gébek tizerinde esit merkezkag kuvveti yaratamamasi

olayma yer rezonansi denir.

1.2 Problem

Ozet olarak, helikopter palleri dénme frekansinda periyodik bir tahrike maruz
kalirlar. Titresim analizi yaparken, tahrik periyodik oldugundan, tahrik frekansimn
harmonikleri de goz oniine almmmalidir. Bir bagka deyisle rezonans frekanslarmm
belirlerken, tahrik frekansinin harmoniklerinin yapinin dogal frekansiyla gakigip
¢akigmadifinin belirlenmesi gerekir. Bu tip analizlerde genelde tahrik frekansi ve
harmoniklerinin, incelenen yapimn dogal frekanslariyla beraber déniis frekansina

bagli olarak ¢izildigi (Campbell diyagram: denilen) grafiklerden faydalamlir.
Yukarida bahsi gegen nedenlerden dolayu, iyi bir helikopter pali tasarmmu igin
1. Dogal frekanslarin ve titresim bigimlerinin belirlenmesi
2. Degisken kuvvetlerin belirlenmesi
3. Soniimiin degerlendirilmesi ve uygun bir model olusturulmas:
4, Segilen bir yorulma teorisine gére Smiir hesabi

5. Teorik olarak ¢6zlimii yapilan sistemin deneysel modal analiz yardimiyla
elde edilen sonuglar arasindaki iligkilerin incelenmesi ve teorik sistemin

diizeltilmesi



gereklidir.

Iyi bir helikopter pali tasarimu igin gerekli olan ilk adimin, yani dogal frekanslarin ve
titresim bigimlerinin belirlenmesi, bir gok ydntemin gelistirilmesi ve bu yontemlerin
ticari bilgisayar programlan haline doniistiiriilmesi ile agilmaya calisilmaktadir. Bu
sayisiz yontemlere 6mek olarak iletim matrisi yontemi, dinamik rijitlik matrisi
yOntemi, simr elemanlar yéntemi, sonlu elemanlar yntemi ve sonlu farklar yéntemi
gosterilebilir.  Ancak, ANSYS, NASTRAN ve ABAQUS gibi popiiler ticari
yazilimlarin  neredeyse tamamina yakim sonlu elemanlar  y&ntemini
kullanmaktadirlar. Giiniimiizde bu tip ticari yazilimlarla beraber siiper hizlh
bilgisayarlar kullanilarak milyonlarca serbestlik derecesine sahip sistemlerin dahi
analizleri gerceklestirilmektedir. Ancak, sonlu elemanlar y6éntemi yaklagik bir
¢cozlim sagladigy i¢in, iletim matrisi yontemi, dinamik rijitlik matrisi yontemi gibi
yontemlerin aym problemi ¢6zmek i¢in kullandigi eleman sayisinin ¢ok daha
fazlasim kullanmaktadir. Ayrica sonlu elemanlar metodu yaklagik bir ¢6ziim yontemi
oldugundan sistemi modellemede kullamlan elemanin 6zelliklerine baglidir.
Elemanm diigiim noktalar1 disindaki tiim noktalardaki yerdegistirmeleri tanimlayan
sekil fonksiyonlarinin lineer, kuadratik veya kiibik olmasi1 sonuglan etkilemektedir.
Pratikte miimkiin olmamasina ragmen, sonlu elemanlar ydnteminde segilen diigiim
noktalarinin titresim nodlarma denk gelmesi durumunda oldukga hatal: sonuglar elde
edilebilmektedir. Genel olarak eger bir sistemin hareketini temsil eden diferansiyel
denklemler kesin (exact) olarak ¢oziilebiliyorsa bu tip sistemlerin yaklasik
¢ozlimlerini aramak pek bir anlam ifade etmemektedir. Ayrica sonlu elemanlar
yontemi, titresim problemlerinde sistemin lineer olmayan frekans cevaplarm
rezonans civarinda adeta lineerlestirmektetir. Yaklagik metotlarn bu gibi
dezavantajlarimn yaninda basit, ¢abuk ve ticari programlamaya uygun olmalan agir

basan yénlerindendir.

Bu ¢aligmada, kesin ¢6ziimii bulunmayan fakat helikopter, tiirbin kanad: gibi titresim
Ozelliklerinin tasarirm Oncesinde belirlenmesinde biiyiik faydasi bulunan ve
parametrik olarak ¢aligilmaya miisait olan dénen 6nburulmali kirislerin diferansiyel
denklemlerinin kuvvet serileri yardimiyla yapilan ¢6ziimleri ile gelistirilen dinamik

direngenlik matrisi metodu bu tip problemleri ¢6zmek iizere sunulmustur .

Sonlu elemanlar metodunun aksine, problemlerin ¢6ziimlerini ¢ok daha az eleman

sayilan ile yapabilen dinamik direngenlik matrisi ydntemi, oturdugu temellerin
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sayesinde problemlerin kesin ¢oziimlerini yapabilmektedir. Iste be yiizden bir
problemi tamimlayan diferansiyel denklemlerin dinamik direngenlik metodu
yardimiyla ¢oziilmesi oldukg¢a arzu edilen bir husustur.



2 DINAMIK DIRENGENLIK YONTEMININ ESASLARI

2.1 Girig

Yapilarin (veya yapisal elemanlarin) serbest ve zorlanmig titresimlerini ¢6zebilen
dinamik direngenlik matrisi metodu son yillarda biiyiik bir ilgi ¢ekmigtir. Yapisal
elemanlarm hareketlerini ifade eden diferansiyel denklemlerinin tam ¢6ziimii ile elde
edilen tam sekil fonksiyonlarim temell aldigr icin, dinamik direngenlik matrisi
metodu kesin (exact) bir metot olarak ifade edilmektedir. Dinamik direngenlik
matrisi metodu, diger yaklagik ¢Oziimler yapan metotlardan ve sonlu elemanlar
metodundan daha iyi sonuglar vermektedir. Bunun nedeni ise dinamik direngenlik
matrisi metodunun kullanilan eleman sayisindan bagimsiz olmasidir. Bu metodun
kullamglihi$ ise yiiksek frekanslarda analiz ve yiiksek dogruluk istendiginde ortaya
¢ikmaktadir. Dinamik direngenlik matrisi metodunun yapitagi, kiitle ve direngenlik
ozelliklerini aym anda birarada bulunduran frekansa bagli tek bir matristir. Tigili
temel hareket denklemlerinden baglayarak Banerjee, degisik kiris elemanlar i¢in [1]-
[6], uzay yapilarmin serbest titresimleri igin [7]-[8], kompozit kiriglerin bilesik
egilme-burulma titresimleri igin [9], hava araglarmin kanatlarmin kanat girpma
analizi igin [10]-[11] uygulamustrr. Kiriglerin dinamik direngenlik matrisi
formiilasyonlarindaki ve ¢éziimlerindeki ilerlemeler, BUNVIS [12], BUNVIS-RG
[13] ve CALFUN [14] gibi bilgisayar programlarinm gelistirilmesini miimkiin
kilmstir.

2.2 Dinamik Direngenlik Matrisinin Elde Edilmesi

Bir yapisal elemanin dinamik direngenlik matrisini yazabilmek i¢in ilk adim olarak

elemamn serbest titresimlerini temsil eden diferansiyel denklemlerin tiiretilmesi
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gereklidir. {lk adim, literatiirde siklikla kullamlan Newton kanunlari, D’Alembert
prensibi, virtiiel igler prensibi, Lagrange denklemleri veya Hamilton denklemleri
yardimiyla rahatlikla asilabilir. Bir elemanin soniimsiiz serbest titresimlerini temsil
eden diferansiyel denklemler, L diferansiyel operator ve u yerdegistirme vektSriinii

gostermek lizere
L(u)=0 2.1)
seklinde tanimlanabilir.

Ikinci adim ise (2.1) ifadesinde tamimlanan diferansiyel denklemleri, harmonik
degistigi kabul edilen u yerdegistirme vektoriine gére analitik olarak ¢oziilmesidir.
(Dinamik direngenlik matrisi, elemanin diiglim noktalarindaki harmonik olarak
degisen kuvvetlerin, harmonik olarak degisen yerdegistirmelerin birbirleriyle olan
iligkisidir). Boylelikle, # yerdegistirmelerin genliklerini, ® (rad/s) frekansi, t (s)

zamant ve i=\-1 gostermek iizere
u=u e (2.2)

bigiminde ifade edilebilir. (2.2) numarali denklem, (2.1) ifadesinde yerine yazilirsa

zamana bagl terimler elenir ve
Li(#,0)=0 (2.3)

denklemine ulasilir. Bu denklemdeki Z;, bir diferansiyel operatdrii gostermektedir.
(2.3) diferansiyel denklemlerinin ¢oziim kabulu olarak degiskenlere ayristirma
teknigi ile

u=Ac 2.4

ele almmig olsun.Buradaki ¢ sabitleri igeren bir vektér , A ise frekansa bagiml kare
bir matristir. Kuvvet — yerdegistirme bagmtisim yani dinamik direngenlik matrisini
elde etmek amaciyla (2.4) denklemindeki ¢ katsayilar vektoriiniin, elemanmn diigiim
noktalarindaki kuvvet ve yerdegistixme.genlik degerleri yardimiyla yok edilmesi
gereklidir. Ik olarak elemanmn diigiim noktalarmdaki yerdegistirmelerin genlik
degerleri, bir bagka deyisle siir kosullar1 (2.4) denklemine uygulanirsa



§=Bec @2.5)

elde edilir. Bu denklemdeki & matrisi, diifiim noktalarindaki yerdegistirmelerin
genliklerine, B matrisi ise sinir kogullarimin A matrisine uygulanmasiyla elde edilen

kare bir matrise tekabiil etmekdedir.

Bu islemlerden sonraki adim, kuvvetlere iligkin simir degerlerin bulunmasidir.
Kuvvetlerin smir genlik degerleri (2.3) denkleminde uygulanirsa, (2.4) denklemine

benzer bir ifadeyle
f=De¢c (2.6)

seklinde elde edilebilir. Bu denklemdeki f diigtim noktalarindaki kuvvet genlik
degerlerini, ¢ ise sabit katsayilar vektoriinii ifade etmektedir. Artik (2.5) ve (2.6)

denklemlerinin yardimiyla
f=DB'8=K$& (2.7)

c sabit katsayilar vektorii yok edilebilirr Bu denklemdeki K, yani dinamik

direngenlik matrisi
K=DB’ (2.8)

seklinde ifade edilmektedir. (2.8) denkleminde dinamik direngenlik matrisini elde
etmek i¢in iki adet igleme ihtiya¢ vardir; bunlardan birincisi B matrisinin tersinin
alinmasi, ikincisi ise elde edilen B™' matrisinin soldan D matrisi ile garpilmasidir. Bu
bahsi gegen islemler niimerik veya cebirsel olarak elde edilebilir. Banerjee [5], [6] ve
[9] referanslarinda bilgisayar hesaplama siiresinin, cebirsel hesaplama yapilirsa,
oldukga azalacagini géstermigtir. Ancak B ve D matrisleri cebirsel olarak
hesaplandiktan sonra B matrisinin tersinin alinmas1 ve D matrisiyle ¢arpilmas1 ¢ok
zahmetli ve kimi zaman imkansizdir [6], [9]. Cebirsel olarak hesaplama yapabilen
bilgisayar programlarindaki gelismeler [15], bu islem yiikiinii kismen de olsa
hafifletebilmektedirler. Banerjee, cebirsel olarak hesaplama yapabilen bilgisayar
programlari kullanarak islem zamanim altida birine diigiirmiigtiir [4]-[6], [9]. Bunun
yamnda, yalmzca dinamik direngenlik matrisi igindeki baz1 elemanlan1 hesaplamak
gerek olursa cebirsel hesaplama gok daha kullanigh olmaktadur.



2.3 Uygulama

Yapilarin dinamik direngenlik matrisi yardimiyla serbest titresim problemlerinin
¢oziimii oldukc¢a basittir. IIk olarak yapiyr olusturan her elemanmn dinamik
direngenlik matrisleri sonlu clemanlar metodunda oldugu gibi uygun sekilde
birlestirilerek yapmin dinamik direngenligi elde edilir. Yalmz dikkat edilmesi
gereken bu metotta birlestirilecek tek bir matris vardir. Yani kiitle ve direngenlik tek
bir matriste toplanmistir. Daha sonra uygun bir 6zdeger ¢oziim teknigi ile dogal
frekanslar elde edilir. Dinamik direngenlik matrisinin kullanilmasi beraberinde lineer
olmayan &zdeger problemini yaratir. Hemen hemen her zaman elemanlarin dinamik
direngenlik matrisleri olduk¢a diizensizdir. Bir bagka deyisle lineer degildir. Bu tip,
lineer olmayan 6zdeger probleminin ¢6ziimiinde bilinen en giivenilir metot Wittrick-
Williams algoritmasidir [16]. Bu algoritma kullamililarak istenilen hassasiyette
sonuglar elde edilebilir. Wittrick-Williams algoritmasimn temel zellikleri [1]-4]
referanslarinda verilmigtir. Temel olarak bu algoritma tiim yapimn hareketini temsil
eden genel dinamik direngenlik matrisine ve bu yapiyt olusturan elemanlarin
ankastre mesnetlenmis durumdaki dogal frekanslarina ihtiya¢ duyar. Her elemanin
mesnetlenmis durumdaki dogal frekanslart kolaylikla A = 0 yapilarak elde edilebilir
[17]-[18]. Buradaki A genelde elemanin dinamik direngenlik matrisini olugtururken
ortaya ¢ikan payda ifadesidir. Bu algoritmanin kullanilisa iizerine literatiirde birgok
kaynak bulmak miimkiindiir. Fakat daha ayrntili bilgi igin referans [16]’ya
bagvurulmasi tavsiye edilir. Wittrick-Williams algoritmas: aslinda incelenen yapinm
segilen bir frekansin altinda kalan dogal frekans sayisim vermektedir. Algoritmann
en Onemli avantaji sistem ne kadar karmagik olursa olsun istenilen hassasiyette dogal
frekanslar verebilmektedir.
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3 OZDEGER PROBLEMI

3.1 Giris

Elemanlann rijitliklerini igeren dinamik direngenlik matrisleri elde edildikten sonra
bu matrisler, tiim yapiy1 temsil eden global direngenlik matrisi Kg(®)’y1 olusturmak
lizere biraraya getirilirler. Sonra sinir kosullarimn hesaba katilmastyla asagidaki,
o’ya lineer olarak bagl olmayan 6zdeger problemi elde edilir. Bu elde edilen

dzdeger problemi (2.7) denkleminin serbest titresimler i¢in elde edilmis halidir.
Kg(0) 8=0 3.1

0 yerdegistirme vektoriinin elemanlari, diiglim noktalarindaki zamanla degisen
genlik degerlerine karsiilk gelmektedirler. Sonlu elemanlar y&ntemindeki
yaklasimdan farkli olarak Kg(w), o’mn gelisigiizel fonksiyonlandir. Séyle ki,
Ks(0)’nin determinant: bazi o degerleri i¢in too degerini alabilmektedir. Ayrica,

lineer olmayan 2.7 denkleminin ¢6ziimii olan
detKg(w) =0 (3.2)

denkleminin sonsuz adet kokli mevcuttur. Bu (3.2) denklemindeki ¢6ziim &
yerdegistirme vektoriintin tim elemanlarmin 0’a esit oldugundaki ¢6ziimdiir.
Halbuki, 8 = 0’1 da triviyal olmayan yani yararh bir ¢6ziim oldugu inkar edilemez. &
= 0 olmas1 durumundaki titresim bigimleri, zihinde tiim diigiim noktalarimin nod
oldugu durum olarak canlandinlabilir. Ger¢ekte ise & =0 ¢6ziimii, detKg(w) = «’a
gitmesi durumunda ortaya ¢ikar ki, bu o frekansinin yapmin dogal frekanslarindan
biri olup olmadig1 sorusunu akla getirir. Iste bu gibi siirekli sistemlerde, ¢oziim
yontemi ayrik sistemlerden farklidir. Bu gibi durumlarda giivenilir sonuglara

ulagabilmek i¢in Sturm dizisine dayanan determinant arama ¢6ziim metotlan
kullanilmasi 6nerilir.[19]
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3.2 Dinamik Direngenlik Matrisinin Ozdegerlerinin Sturm Dizisi Algoritmas:

Ile Hesaplanmasi

Sonlu elemanlar metodundaki ayrik sistemlerin meydana getirdigi lineer 6zdeger
probleminin ¢6ziimil igin birgok kuvvetli algoritma mevcuttur. Bu algoritmalarin
arasinda dikkate deger olanlardan bir tanesi Householder yontemidir. Sturm dizisi
6zelligini kullanarak, alelade segilen bir frekansin altinda kag¢ tane dogal frekansin
oldugu bulunabilir, bu miinasebetle istenilen dogal frekansin istenilen dogrulukla
bulunmasi miimkiindiir. Sturm dizisinin bu 6zelligi kullamlarak lineer olmayan

6zdeger problemleri ¢oziilebilir [16].

(3.1) denkleminin sonsuz serbestlik derecesine sahip siirekli sistemlerin yerini tutan
sonlu & yerdegistirme vektori igin elde edildigi disiiniilerek, bu denklemin

¢oziimleri
I. detKg(@)=0 8 #0
II. detKg(w)=o & =0

olarak ifade edilebilir. I. ¢6ziim, sistemin diigiim noktalarinin hareket ettigi ige yarar
bir ¢6ziim olmasina ragmen II. ¢6ziimdeki sistemin diiglim noktalari, sistemin dogal
titresim modlarindan birinin nodlari olmas1 durumudur. (2.7) denkleminin yeniden
irdelenmesi II. ¢6ziimiin daha iyi anlasilabilmesine yardim edebilir. S6yle ki sistem
digaridan uygulanan kuvvetlerin etkisi altinda sekil degistiremez durumda yani tiim
diigiim noktalarindan mesnetlenmis oldugu durumda (2.7) denklemi

Kc'f=0 (3.3)

halini alir. (3.3) denkleminin ¢6ziimii ise F zaten mesnetleme kuvvvetleri mevcut

oldugundan (f#0), K¢ in determinantinm 0 olmas: ile miimkiindiir, yani
det K¢'=0 (3.4)

olmahdir. Bu ise det Kg = oo olmasi gerekliligini ifade eder.

Sonsuz serbestlik derecesine sahip stirekli sistemlerin dogal frekanslarinin
hesaplanmasmin tek yolu ®’y1 ¢ok kiiciik miktarlarda arttinp bu artimlardaki det
K¢ ’'nin hesaplanmasi ve det Kg’nin 0 oldugu o degerinin arastinlmasidir. Fakat bu
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yontemin dezavantajlar1 ve tehlikeleri mevcuttur. Ik olarak, II. ¢6ziimiin yani tiim
diigiim noktalarimn nod olmasi durumu ( 8 = 0 ) bu tip bir yéntemle bulunamaz.
Ikinci olarak, ¢ok basitmis gibi goéziikken bazi sistemlerin dogal frekanslar
birbirlerine ¢ok yakin olabilir [16], hi¢ bir dogal frekans1 atlamamak i¢in ® igin
segilen arttirim miktarlarimn ¢ok kiigiik olmas1 gerekir. Son olarak da K¢ matrisinin
determinant: isaret degisimini yalmzca 0’dan gegerek yapmaz, sonsuza gittigi
durumlarda da yapabilir. Soyle ki Kg matrisinin determinantlarmm matrisin
determinantinin dikey asimtotlarinin sag ve sol tarafinda farkl: isaretlerde bulunmasi
durumu ile siklikla yiizlesilir. Bu sayilan nedenler otomatik dogal frekans bulma

bilgisayar programlarinin karsilagtigi belli bash sorunlardan birkagidir.

Sekil 3.1 Bir gubugun dinamik direngenlik matrisinin determinanti

Sekil 3.1’de iiniform bir kirigin dinamik direngenlik matrisinin determinantinin
davramg1 goriilmektedir. Sekil 3.1°deki determinanta sahip kirisin belirtilen aralikta
do6rt adet dogal frekans1 mevcuttur. Sekilden de anlagilacagr gibi ilk dogal frekans
detKg = 0 durumunu temsil etmektedir. Diger dogal frekanslar ya da kutuplar [19]
ise detKg = oo halini ifade etmektedirler. Bu 6rnekteki kutuplar kirisin tiim diigiim
noktalarinin mesnetlenmis durumda sahip oldugu dogal frekanslardir. Daha fazla

diigiim noktasina sahip sistemlerin davraniglar ¢ok karmagik olabilmektedir.
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Asapgida, bu tezdeki Orneklerin dogal frekanslarinin hesaplanmasinda kullamlan

Wittrick-Williams algoritmas: agiklanacaktir.

3.3 Wittrick-Williams Algoritmasi

Wittrick-Williams ( WW ) algoritmasi b}l tezin 3.1 ve 3.2 béliimlerinde bahsedilen
tehlikelerin ve giigliiklerin iistesinden gelebilmektedir. WW algoritmas: ile dogal
frekanslarin kesin degerleri bulunmaksizin, segilen bir frekansin altinda kag adet
dogal frekansin oldugu ve dogal frekanslarin istenilen hassasiyette degerleri
bulunabilmektedir. detKg = 0’a denk gelen dogal frekanslarin yamnda WW
algoritmas1 diigiim noktalarinin nodlara denk geldigi durumdaki dogal frekanslan da
hesaplayabilmektedir. Ayrica tiim 6zdeger problemlerine uygulanabilir. En kullamgh

alan ise siirekli sistemlerdir.[16]

s{Kg}, bir matrisin isaret degisiminin sayistm ve Kg ilgilenilen sistemin genel ya da
global dinamik direngenlik matrisini ifade etmek iizere, 0’dan segilen herhangi bir o

frekans: araligindaki dogal frekans sayisi j
j=J,+s{K;} (3.5)

olarak tamimlanmustir [16]. Yukaridaki denklemde kullamilan j, ise tiim diigiim
noktalarimin nodlara denk gelmesi durumundaki bir bagka deyisle sistemin
mesnetlenmesi durumundaki sistemin sahip oldufu ® dogal frekansmn altinda
kalan dogal frekans saysidir. (2.5) denklemindeki s{Kg(®')} ise standart yani
pivotsuz Gauss eliminasyon yontemi uygulanarak elde edilen iist diyagonel K¢*(®")
matrisinin ana kogegenindeki negatif elemanlarin sayisidi. WW  algoritmasimn
uygulandig1 sistemler siirekli oldufundan mesnetlenmis sistemi olugturan her
elemanmn belirlenen bir ©" frekansmm alfunda kalan dogal frekanslan sayis1 toplami

T.E.S. toplam eleman sayisim gostermek lizere
Jo= D m (3.6)

seklinde bulunabilir. Burada kullamlan j, , sistemi olusturan m. elemamn o

frekansmin altinda kalan dogal frekans sayisidir.
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o" frekans: artarak bir kutbu gectiginde bir bagka deyisle " frekansi bir kutubun sol
tarafindan sag tarafina gectiginde j, bir artarken s{Kg} degeri bir azahr. Ote
yandan o frekans: bir kokii gegerse jy ‘da bir deBisim olmazken s{Kg} degeri bir
artar. " frekansimn bir kokii gegmesi j degerini bir arttinir. Eger kok m katl kok
ise jy degismezken s{Kg} m kadar artar, boylelikle j degeri m kadar artar.

WW algoritmasi eger sistemin alt elemanlar birbirine eg veya biiyiik bir kismi aym
tip ise hesaplama zamamn1 oldukga azalir. Ciinkii es tip elemanlar i¢in mesnetlenmis
durum bir kere hesap eidlmektedir. Boylelikle, (eleman sayis1) x (bir elemanin

matrislerini hesaplamak igin gecen siire) éldukga azalir.

Bir sistemin i. dogal frekansinin (; ) hesaplanmas: istenilmis olsun. (3.5) denklemi,
herhangi bir ¢dziime yakinsama algoritmasinda rahatlikla kullanilabilir. Bunlardan
bir tanesi igin kullamilan yakinsama metodu su sekilde agiklanabilir: ik adim alt
sintr frekansin belirlenmesidir. Daha sonra deneme frekansim kiigiik Aw adimlartyla
arttirarak istenilen «; frekansimn gegilip gecilmedigi (3.5) denklemiyle kontrol
edilmelidir. Daha sonra o; frekansinin agildig1 anlagildifinda bu yeni frekans degeri
artik {ist sir degeri i¢in kullanilacaktir. @apt ve opst sinir frekanlarn belirlendikten

sonra ikiye bélme metodu kullanilarak yeni iist veya alt frekans degeri

(“’Usr il wALT)
~Lur] 3.7)

Q=

denklemiyle hesaplanabilir. Bu gibi bir yaklagimla istenilen araliktaki dogal frekans
istenilen hassasiyet ve dogrulukla elde edilebilir [16],[20].

3.4 Titresim Bicimlerinin Elde Edilmesi

@; dogal frekansina kars1 gelen titresim bigimi u;, @; dogal frekansimn pertiirbe
edilmesiyle elde edilen kiigik «, frekansmin (3.7) denkleminde yeniden
kullanilmasiyla elde edilen

Ke(op) ui=1, (3.8)
denklemindeki #;’nin bulunabilir [19] . #; basitce
ui = {Ke(@p)} ' (3.9)
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seklinde elde edilebilir. Bu yaklagimla elde edilen bir ¢ok metotun temel ayrilig
(2.9) denkleminde kullamlan f, vektoriiniin genlik degerleridir [20]. Bu tezde
kullanilan degerler ise agagidaki gibidir:

f(i)=ix10"

o, =[1+10%)x o, (3.10)
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4 DONEN ROTOR PALLERININ HAREKETINI TEMSIL EDEN
DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

4.1 Giris

Tiirbin, kompresor, helikopter ve bunlara benzer merkezkag kuvveti etkisine maruz
kalan yapilarin titresim karakteristiklerinin belirlenmesi bir ¢ok aragtirmacinin
ilgisini ¢ekmistir. Bunun baglica nedeni dénen yapilarin aeroelastik davramiglarinin
incelenmesi istendiginde dinamik analizin gerekli olmasidir.Dénen bir palin en sade
temsili, ddnme diizlemi i¢indeki egilme veya bu diizleme dik egilme yapabilen dénen
bir Euler-Bernoulli kirisidir. Bu tip bir.modelleme calismalar, referans [21]-[24]
tarafindan yapilmistir. Bu Euler-Bernoulli kirigi teorisine dayanan modelin
diferansiyel denklemlerinin yaklagik ¢6ziimii, referans [25] tarafindan Rayleigh-Ritz
methodu ile, referans [26] ve [27] ‘de Galerkin metodu ile, referans [28]’de
Southwell metodu ile,referans [29], [30], [31], [32]’de sonlu elemanlar metodu ile,
referans [33]°da perturbasyon teknigi ile, referans [34]’de dinamik direngenlik
matrisi metodu ile, referans [35] ve [36]’de integral metotlariyla ve referans [23]’de
kuvvet serisi ile yapilmistir. Fakat bir palin bu tip modellenmesi, bagh etkiler ihmal
edildiginden gergeklikten olduk¢a uzak ve olabildigince sadedir. Houbolt & Brooks
[37] tarafindan énburulmaya sahip d6nen rotor pallerinin diizlemigi yanal egilme,
diizlemdis1 (dikey) egilme ve burulma hareketini bagli olarak temsil eden
diferansiyel denklemler, 1958 yilinda tiiretilmistir. Bu béliimde, bu diferansiyel
denklemler ayrintiya girmeksizin yeniden tiiretilecek ve bu yaklagim ile ilgili yapilan
varsayimlar agiklanacaktir.
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4.2 Onburulmal Dénen Rotor Pallerinin Bagh Diferansiyel Denklemlerinin
Tiiretilmesi

Pallerin deformasyonu ile ilgili birgok teori ortaya konmus olmasina ragmen, bu
teoriler baz1 etkileri gozard: etmekte veya yaklasik olarak hesaplara koymaktadirlar.
Kiitle ve direngenlik dagilimlarimin hesaba katilmamasi, elastik ve kiitle eksenlerinin
cakismamasi, Snburulma, eylemsizlik kuvvetleri ile merkezka¢ kuvvetlerinin beraber
etkimesi sonucu olusan yeni kuvvetler, bu etkilere 6rnek olarak gosterilebilir. Bu
kisimda ise tiim bu etkiler gézoniine almacaktir. Denklemlerin tiiretilisinde Euler-
Bernoulli kiris teorisi kullamlmigtir. Yani kesme kuvvetinin yol agtifi deformasyon
ihmal edilmigtir. Bu béliimde ¢ikartilan ifadeler referans [37]’in kisaltilmuig bir

terciimesidir. Daha detayl bilgi i¢in referansa bagvurulmasi Snerilir.

4.2.1 Diferansiyel denklemlerin tiiretilmesi icin genel yontem

Helikopter pali, Sekil 4.1°de goriildiigli gibi saat ibrelerinin ters y6niinde Q agisal
hiziyla doniis yapmaktadir. Hareketli eksen takimi xyz, Sekil 4.1°deki gibi x ekseni
palin sekil degistirmemis durumundaki elastik eksenle iist iiste olacak bigimde
yonlenmigtir. Palin birim uzunluuna tesir eden aerodinamik etkilerin, y ve z
eksenlerinde Ly, L, kuvvetleri, x ekseninde ise M momentine sebep oldugu kabul
edilmistir. Pal igindeki gerilme ise T ile ifade edilmektedir.

Sekil 4.2°de pal kesitine ait m- koordinat sistemi ve tammlanan uzunluklar
goriilmektedir.  ve £ eksenlerinin kesisim noktas: elastik eksen iizerindedir ve 1)
ekseni kesitin ana ekseni olarak tammlanmigtir. Pal deformasyonlan v, w ve ¢,
sirastyla palin donme eksenini igindeki egilmesi, palin dénme eksenine dik yondeki
egilmesi ve x ekseni etrafindaki burulmasi olarak tammlanmigtir. B énburulma acisi
ve ¢ saat ibrelerinin ters yoniinde pozitif olarak alinmigtir. Diferansiyel denklemlerin

tiiretilisi agagidaki alt1 adimda sirayla gosterilmisgtir.

1. Pal kesiti igerisindeki herhangi bir noktamin birim uzama ifadesini

yerdegistirmeler cinsinden veren boyuna birim uzama denklemlerinin

tiiretilmesi

2. 1. adimda bulunan birim uzama ifadelerinin yardimyla kesite ait elastik

moment ifadelerinin tiiretilmesi
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3. 2. denklemde elde edilen moment ifadelerinin hareketli eksen takimina uygun

hale koordinat transformasyonu ile getirilmesi
4. Pal kesiti lizerindeki denge denklemlerinin tiiretilmesi
5. Tiim atalet yiiklerinin ve gévdeye etkiyen yiiklerin tiiretilmesi

6. 3, 4 ve 5. adimlarda elde edilen denklemlerin bir araya getirilerek nihayi

diferansiyel denklemlerin olusturulmas:

4.2.2 Birim uzama denklemlerinin tiiretilmesi

w

Gerilme¢kseni

Elastik eksen

Sekil 4.1 Egilme ve burulma deformasyonlarina ugramis bir dnburulmal kiris

Sekil 4.1°de goriilen, egilme ve burulma deformasyonlarma ugrayan bir 6nburulmali
kirigin eksenel birim uzamasmi hesaplamak igin kirisin elastik eksenine dik olan

fiktif bir kesit alinsin.

Sekil 4.2°de fiktif kesitin sekil degistirmemis hali gosterilmektedir.
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Sekil 4.2 Fiktif kesitin sekil degistirmemis durumu

Sekil 4.2°de gosterilen f fiktif kesitte n; f lifinin elastik eksene kesitin ana ekseni
tizerinden uzakligidir. &, f lifinin kesitin ana eksenine olan uzakhigi, B ise kesitin
6nburulma agisidir. f lifinin orijine olan uzaklig1 yazilip, bu uzakliklarin x eksenine

gore degisim oranlan yazilirsa,

y=ncosf-¢sinf

z=nsinf+¢cosf 1)

y'=-np'sin ¢’ cos B =—pz

2 = cos f— (B sin i = By (*2)

elde edilir.

Sekil 4.3°de fiktif kesitin, kiris deformasyona ugradiktan sonraki durumu
goriilmektedir.
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Sekil 4.3 Kiris deformasyona ugradiktan sonra fiktif kesitin durumu

Fiktif kesitin kiris deformasyona ugradiktan sonra da x eksenine ortogonal olacag,
kesitin ana ekseninin ilave bir burulma agigina maruz kalacag ve elastik eksenin x, y
ve z eksenlerinde u, v ve w gibi yerdegistirmeler yapacag varsayilirsa, f lifinin

orijine olan uzaklig1 ¢’nin kiiciik bir ag1 oldugu kabulu altinda, (sing= ¢ ve cosg=1)

x, =x+u—v(y, -v)-wl(z, - w)

{2 ! (4'3)
=x+u—-vy-wz
Y, =v+n(cosﬂ—¢sinﬂ)—§’(sinﬂ+¢cosﬂ)
vty—z (4.4)
zZ,=w+ n(sin,B + ¢cos,8)— ¢(cos B —¢sin,B)
4.5)
=w+z-y¢
olarak yazilabilir. x;, y; ve z;,’in x’e gére tiirevi alinirsa,
x) = 1+u' = y(v" + W) -z(w" - Bv') (4.6)
N=V'=Bz-Pyp-z4'=v' - Byp~2(p'+¢) 4.7
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z)=w+ By B2zd+yp =w+ (B +¢')-2zB'¢ (4.8)

elde edilir. f lifinin deformasyon sonrasi toplam uzunlugunu hesaplamak igin lifin x,

y vez yonlerindeki yer degistirmelerini diferansiyel elemanlar cinsinden
ds! =dx! +dy} +dz} (4.9)
seklinde yazilabilir (4.9) denkleminin her iki tarafi da (dx)* ifadesine béliiniirse
Y () + 1) + ) 410
rFn =\W,) +V0,) +z; (4.10)
elde edilir. (4.10) ifadesi (4.6), (4.7), ve (4.8) denklemlerinin yardimiyla agagidaki
gibi yazilabilir.

(‘—:;’) =1+ 2[u' = y(" + W) z(w" - BV )]+ 22 B

~22f'(V - yB'b~28)+y’ B + 2yB' (W + y¢' - 2'9)
4.11)
(4.11) ifadesi diizenlenecek olursa

%sxl_ =l+(y? + 22 )BY + 2ty — 2w + (2 +22)ﬂ'¢']}% (4.12)

elde edilir. Bu denklem bir lif elemaninin dx elemam boyunca lifin toplam uzama
miktann verir. (4.12) ifadesinden deformasyon nedeniyle olugan etki ¢ikartilirsa (u

=v=w = ¢ = 0), lifin deformasyona ugramadan 6nceki dx elemam boyunca

uzunlugu ds, asagidaki (4.13) ifadesinde

%:[]+(y2 +22X,B')2V2 (4.13)

gosterilebilir. Gerilme nedeniyle olugan birim uzama
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g_ds,—ds_é&_
ds ds

= Lo+l

1

7
-1

(4.14)

seklinde yazilabilir. Bu ifade kuvvet serisi yardimiyla,

1 S 2, . 2\pru
8_[]+(y2+zzx,6')2}[u W-zw+(y 427 )89 (4.15)

seklinde diizenlenebilir. (y?+2z?)(8’)’ terimi genelde 0.03 ve 0.04 araliginda bir
degere sahip oldugundan [37] ihmal edilebilir ve gerilme nedeniyle olusan birim

uzama
e=u' -y — 2w +(y7 +27)B'¢’ (4.16)

seklinde gosterilebilir [37]. Birim uzama ifadesi kesitle ilgili koordinatlarla cinsinden

ifadesi (4.1) ifadesi yardimiyla,

e=u'-n(V"cos B+w' sin B)—{ (W cos B—V" sin B)+ (772 +¢7 ),B’¢' (4.17)
yazilabilir.

Kesitte meydana gelen kuvvet nedeniyle olusan eksenel gerilmelerin toplamu,
kirigteki gerilme kuvvetine egittir. Kesitin ana eksenine gore simetrik oldugu kabulu
yapilirsa, kiristeki toplam gerilme kuvveti,

T= EEZ{A I{Zad{dn =EK; _[{2 Et'—n(v”cosﬂ+w"sin,8)—-

é’(w"cosﬂ—v"sinﬂ)+ 672 +§2)ﬂ¢']d4’ dn
(4.18)
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kesitin eksenel birim uzamasmin alan iizerinden integralinin elastisite modiilii ile
carpimina esittir.Burada t kesitin kalinhgimi, non ve narka ise kesitin 6n ve arka

kisimlarinin elastik eksene olan uzaklig: géstermektedir.

(4.18) ifadesi hesaplanirsa
T = E|du’ - de (v cos B+ " sin B)+ Ak2 5'¢'| (4.19)

kesit tizerindeki toplam kuvvetin ifadesi elde edilir. Bu denklemde e,, elastik
cksenle ¢ekme kuvvetinin etkidigi nokta arasindaki mesafe, & ,, kesit alaninin elastik

eksene gore alan alan atalet yarigapidir. (4.17) ifadesindeki gerekli u' terimi (4.19)

ifadesinden ¢ekip (4.17) ifadesinde yerine yazilirsa,

e =&, +(e, —n)v"cos B+w"sin B)—{ (W' cos B—v"sin B)+ (772 +¢7 -k ),B’¢’
(4.20)
elde edilir. (4.20) ifadesinde &, , T kuvveti nedeniyle yalmzca kuvvet

dogrultusunda olusan ]/E Y bliyiikliigiindeki birim uzamadir.

4.2.3 Kesite ait elastik moment ifadelerinin tiiretilmesi

Kesit alani tizerinde olusan gerilme dagilimi, kesitin elastik eksenine, kesit alammn
ylizey normali y6niinde yonlenmis olan eksene gore ve bu iki eksene dik olan iigiincii
bir eksene go6re almabilecek momentlere asagidaki sekilde goriildiigi gibi
ayristirlabilir.

can i U812

-~

-

‘odA” N

Sekil 4.3 Kesit alam tizerinde olugan gerilme dagilimu
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Bunu gergeklestirebilmek i¢in énburulmaya maruz kalmis bir lif diigtiniilstin. Bir lif
iizerindeki gerilmenin istege gére belirlenebilen eksenlere gére momentleri gézoniine

alinarak, tiim liflerin diigey ve yatay yonde egilme elastik momentleri toplamu,

sirastyla
v 5
M, = fw f%a & d¢ dn (4.21)
_ o th
M, = fw [’%0' n d¢ dn (4.22)

seklinde hesap edilebilir. Tiim liflerin kesit alaninin yiizey normali yoniinde
yonlenmis olan eksene bir bagka deyisle elastik eksene dik olan eksene gore

olusturduklar1 moment
. ’ ov A (.2 2
=61+ [* [ o (p+9) " +¢*) d¢ dn (423)

seklinde ifade edilebilir. (4.21), (4.22) ve (4.23). ifadelerindeki o ifadesi yerine
(4.20) ifadesindeki birim uzamamn elastisite modiilii ile ¢arpimi yazilip, (o = E¢)
bu denklemler hesaplanirsa palin diisey yoniindeki, yatay yoniindeki ve eksenel

yondeki elastik momentleri sirastyla
M, = EI(—v"sin f+w" cos ) (4.24)
M, = EI,(v"cos B +w" sin B)—Te,, — EB, B'¢’ (4.25)
Q= [GJ +Tk? + EB,(B') J¢ +Tk2B'(v" cos B+w"sin )  (4.26)

bigiminde ifade edilebilir. Bu denklemlerdeki I; ve I, gerilmeye maruz kalan alanin

asal eksenlere gére alan atalet momentleridir. B; ve B; ise yalmzca kesit ile alakal

sabitler olup
oN 2| .2 t? 2
B, = fmtﬂ n +-g-—kA dn
p 4.27)
B, = fz“tn(nz +I—2-—kj] dn
seklinde tammlamirlar.
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4.2.4 Atalet Kuvvetlerinin Elde Edilmesi

X

Sekil 4.4 n maddesel noktasimn sabit XYZ eksen takimi ve hareketli xyz

eksen takimlaria gore konumu

Bu boliimiin amaci énburulmali dénen bir palin igindeki bir n maddesel noktasinin
ivme analizinin yapilarak bu noktaya ait atalet kuvvetlerinin tiiretilmesidir. Sekil
4.4’de n maddesel noktasinin sabit XYZ eksen takim ve sabit eksen takimina gore
Qt agis1 kadar donmiis hareketli xyz eksen takimlarina gére konumu gosterilmigtir.
n maddesel noktasinin hareketli xyz eksen takimina gére konumu sirasiyla Xy,y; ve

z; vektorleriyle gosterilmistir. n maddesel noktasimin yer vektéri r, i, j, k birim

vektorleri cinsinden
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r= (x1 cosQ2t—y,sin2 t) i+(x1 sinQ2t+y,cos 2 t) j+zk (4.28)

ifade edilebilir. r yer vektériiniin zamana gére tiirevi, yani n maddesel noktasinin
sabit eksen takimina gére hizi '

r= ()It, cosQt—yp,sin2t—x02sint-y, 2cos 2 t) i+

(4.29)
()'c, sinQ2t+y,cos2t+x02cos2t-y,2sin2 t) j+zk

seklinde oldugu gosterilebilir. (4.29) ifadesinde elde edilen hz ifadesinin de zamana

gore tlirevi alinirsa n maddesel noktasimin mutlak ivmesi,

i = [(% — O, ) cos Qr — Q(% — Qy, )sinx — (5, + i, )sin
~(7, + ) cosUTi +[(% — Qp,)sinQr + Q(%, - Qy, )cos
—(3, + Q, )cosQr —(y, +Qx; )sinQx)j  +2 k

(4.30)

seklinde bulunur. Noktanin, hareketli xyz eksen takimma gore ivmesi ise

yukaridaki denklemde t = 0 konularak

i=(% - Q% -20y,) i+(j, - 2%, +22 %) j+ £k
(4.31)
=a, i+a, j+ak

seklinde elde edilebilir. (4.3), (4.4) ve (4.5) ifadelerindeki x, = x+u —v'y—-w'z,
Y =v+y—z¢, z; =w+z—y¢ ifadeleri y, =y, +e, esitligi kullamlarak

vy, =v+y—z¢+e, seklinde giincellendikten sonra,bu ifadelerin zamana bagh
tiirevleri olan

X =u-v-wz

P, =v—2z¢ (4.32)
z, = W+y¢'

bagntilarim ve (4.32) ifadesindeki bagmtilarin zamana bagh tiirevleri olan

X =ii—V -z
y,=v-z¢ (4.33)
Z, = w"‘)’é’.
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ifadeleri (4.31) ifadesinde kullanilirsa, hareketli eksen takimina gére ivmelenme

vektoril (¥ =a, i+a, j+a,k ) niin bilesenleri

a, =ii—ii’—13{1'z—(22(x+u—v'y—w’z)—ZQ(f)—ngi)
ay=ii—z¢'+!22(v+y—z¢+ea)+2!2(zl—13'y—W’z) (4.34)

a, =W+y(}5

seklinde elde edilir.

(4.34) ifadesindeki , hareketli eksen takimindaki x, y ve z ivme bilesenlerindeki
y ve z terimleri yerine (4.1) ifadesindeki kargiliklan1 konulursa
a, =i— Q" (x+u)-2Qv+
n[—ii'cos,B —W'sin f+ Q7 (V' cos B+ w'sin ) + 2Q¢sin ,B:I +
g[ii’ sin 8- cos B+ Q* (—'sin B + W' cos B)+2Qg cos ,B:|

a,=V-Q*(v+e,)+2u
+17[ ~gsin B - Q* (cos B - gsin B)+2Q(— cos B—W'sin )|
+¢ |:—gzricos,B—Q2 (—sin B —gpcos B)+2Q(V'sin f - cosﬂ)]

a, =w+ngcos f—chsin B (4.35)

Elde edilen bu ivmelenme vektériiniin yardimiyla kirisin kesit alami iizerinden alinan
uygun integrasyonlardan faydalanmilarak kirisin iizerine etkiyen atalet kuvvetleri
asagidaki gibi tiiretilebilir. Kesitin ana eksene gore simetrik oldugu kabulu altinda,
hareketli xyz eksen takimina gore px, py, Pz atalet kuvvetleri ve qx, qy, q, atalet

momentleri

28



fo" 72 4.p d¢ dr
=L, - f"” a,p d¢ dn
p.=L -} // a.p dg dn
q.=M~[" f/%[—ay(zl ~w)+a,( V) d¢ dn
0, =-[" [ oo -wllo d an

=—-j;';; [@[—ay(yl ~v)lp ¢ an

(4.36)

seklinde ifade edilebilir. Burada p kirisin yogunlugu olup, istenirse kesitin
ozelliklerine bagli olarak parametrik bir ifade ile yerdgistirebilir Aym ifadede
goriilen L ve M terimleri aerodinamik etkiler nedeniyle pal kesitine etkiyen kuvvet
ve momenti ifade etmektedir. (4.36). deklemdeki ifadeler hesaplanirsa

2, = —m[ii—Q2 (x+u)—2£2v]
—me[—ﬁ' cos f—'sin B+Q7 (v'cos S+ w’sinﬂ)+2£2q5sin,8]

(4.37)
py=L,—m[V—Q(v+e,)— 26|
- me[—ésinﬂ ~*(cos B — ¢sin B) +2Q(—V' cos B ~ W’sin,B)]
(4.38)
p, =L —miv—medcos B (4.39)
q. =M~ 2*mely + e, )sin B + e, cos B+ me@smﬂ Wweos f+2£2 usmﬂ)
-Q’m [(1cm2 - k,f,l)sm Bcos B +(km2 -k )¢cos 2,3]— dmk>
~-20 m@mz —k,il)ﬁ’cosﬂsinﬂ -20 m( 2 sin’B ~k’, cos® ﬂ)W’
(4.40)
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q,= ——.(22me[(x + u)sin B+ x¢ cos ﬂ]+ me@ sin B — 280 vsin ,3)
+ sz&‘;z - k,i,)v'sin B cos B + Qf;z sin® B + k2, cos® ,B)W']
+ m@;z sin® B+ k2, cos? ,B) @.Q é- ﬁ)’)-m@,iz - k:,;)‘}'COSﬂ sin B

(4.41)
g, = ——.sze[(x + u)cos B —xdsin ,B]+ me@'cos B—20 veos ﬂ)
+Q2%m [Qc,iz - k;,)w' sin B cos B + Qﬁiz cos® B + k2, sin* ,B)v']
- m@,ﬁz cos’B +kfmsin2'3) i}'+2.(2m(k,2,,2— [ )¢sz’nﬂ cosﬂ—m@:,i2 ~k2, )&' cos B sin 8
(4.42)

elde edilir. Bu denklemlerdeki m, km, kmi Ve kmp terimleri sirasiyla palin birim
uzunluunun kiitlesini, palin kesit alaninin elastik eksene gore kiitlesel atalet
yarigapini, palin kesit alamnin asal eksene gére kiitlesel atalet yarigapimi ve palin
kesit alaminin asal eksene dik olan cksene gore kiitlesel atalet yangapm ifade

etmektedir.

Donen bir palin kesitine gelen en genel kuvvet ve moment ifadeleri yukarida
verilmigtir. Bu denklemler aslinda bir ¢ok ikinci dereceden genel miihendislik
hesaplarinda ihmal edilebilecek terimlerle doludur. Asagidaki denklemlerde, genel
helikopter palleri ve pervane kanatlari i¢in uygulanabilecek basitlestirilmis, birinci

mertebeden diferansiyel denklemler gerekli sadelestirmeler yapilarak elde edilmistir.
p,=m’x (4.43)

p,=L, ~ m[iz' - 2*(v+e, )]+ me[(ﬁsinﬂ +£2*(cos B - ¢ sin ,B)] (4.49)

p, =L, —mw- meq.f c;)s B (4.45)

g, =M~ Q*mel(v+e,)sin p+e,¢ cos B]+ mel(¥sin B — vicos B)

_QZm(k:,z -k Isinﬂcosﬂ+¢cos2ﬂ]—¢'§'mk; (4.46)
q, =~ mex(sin B+ ¢ cos B) (4.47)
4z =~ mex{cos f ¢ sin ) (4.48)
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4.2.5 Moment Doniisiimii

Bir 6nceki béliimde elde edilen moment ifadeleri hareketli eksen takiminda ifade

edilirse

M, =Q+M1(cosﬂ-—¢sin,8)v'+M1(sinﬂ+¢cos,3)w'
+M2(sin,3+¢cos,3)v’—Mz(cosﬂ—qﬁsinﬂ)w'

M, =M1(cos,8—¢sin,3)+M2(Sin,8+¢cos,B)—Qv'

M, =—Ml(sz’n,B+¢cos,B)+M2(cos,B—¢sinﬂ)+Qw'

(4.49)

elde edilir. (4.24), (4.25) ve (4.26) ifadelerindeki M;, M, ve Q ifadeleri (4.49)
ifadesinde yerlerine konulursa
M, = [GJ +Tk: + EB, (,3')2]¢' + Tk
—EB,f'(v"cos B +w'sin 8) — Te,(v'sin B — w' cos j3)

(4.50)
M, = (EI1 cos’ B + EI, sin’ ,8)w”+E(I2 —I,)V'sin Bcos B
~(Te, + EB,B'¢')sin B — Te $cos B
(4.51)
M, =E(I,~1,)w'sin fcos B +(EI sin’ B + EI, cos’ B)v"
—(Te, + EB,B'¢')cos B —Te ¢sin B
(4.52)

elde edilir.
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4.2.6 Denge Kosullar

Sekil 4.5 ve $ekil 4.6’da kirisin tizerindeki bir diferansiyel elemanin iizerine etkiyen
tim kuvvet ve momentler goriilmektedir. Diferansiyel eleman, kirig iizerinden yz
diizlemine paralel olarak alman iki kesit ile olugturulmustur. Diferansiyel elemanmn
lizerine etkiyen bileske kuvvet ve momentler, px, Py, Pz Qx> Qy V€ q. atalet etkilerini

ihtiva ettikleri gibi aerodinamik etkileri de igermektedirler.

Sekil 4.5 Diferansiyel elemanin iizerine etkiyen tiim kuvvetler

Sekil 4.6 Diferansiyel elemamn iizerine etkiyen tiim momentler
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x, y ve z dogrultularindaki kuvvet ve moment dengeleri

T'+p,=0
V, +p,=0 (4.53)
V., +p,=0

M, +Vw+V V' +q, =0
M, -Tw'+V,+q,=0 (4.54)
M, -D'+V,+q,=0

seklinde yazilabilir. Buradaki Vx Vy ve V, indislerle belirtilen eksenlerdeki kesme
kuvvetleridir. (4.53) ifadesindeki kesme kuvvetleri ifadeleri (4.54) ifadesinde yerine

yazilirsa temel denge denklemleri olan
M; —M;v'+M;w'—qu'+qzw’+qz =0
M, —(1w) +g,-p, =0 (4.55)
M;-(1v) +4,-p,=0

denklemleri elde edilir. (4.55) ifadesindeki moment ifadelerinin yerine (4.50), (4.51)
ve (4.52) ifadelerindeki karsiliklan konulup, hesap edilirse

‘%J + Tk +EB1(,3')Z}' +Tk2pB’ - EB,B'(v" cos B + w" sin B)

—TeA(v'sz'n B —w cos ﬂ) +Te ,v" sin f - Te ;w" cos B + qu’ -g,w-q,=0

(4.56)
[(EIl cos® B + EI, sin® ,B)v” +E(, - I,)sin Bcos B v"
- (e, + EB,pB'¢)sin B —Te ,¢ cosﬂ]"_ @'y + q,-p,=0
(4.57)
k(l2 —Il)sinﬂcosﬂ w'+ (EI1 sin® B+ EI cos? ,B)J”
~(Te, + EBZ,B’¢’)cos B~Te,¢sinB|" - (Tv’)' +q —p.=0
(4.58)

denklemlerine ulagilir.

33



Yukarida da belirtildigi {izere bileske veya toplam kuvvet ve momentler aerodinamik
kuvvetlerinin yamsira eylemsizlik etkilerini de igermektedirler. Kirigin {izerinden
aliman diferansiyel elemanin ivmelenme vektoriine tam zit yonde yonlendigi kabul
edilen atalet etkileri acikca (4.56), (4.57) ve (4.58) ifadelerinde yer almasina kargilik,
aerodinamik etkiler agik olarak ifade edilmemistir. Aerodinamik etkiler (4.43)-(4.48)
denklemlerinde Ly , L, ve M olarak ifade edilmistir. (4.56), (4.57) ve (4.58) ifadeler
aerodinamik etkileri agikca gdsterecek sekilde diizenlenirse, nihayi

s+ 102 + EB(B'Y |9+ T2 ~ EB,BG" cos B+ sin )
~Te, (' sin B —w cos ﬂ)}'— *mex{sin B+ pcos BV + £2*mex(cos f — psin f)w
+TeAv”sin,B—TeAw”cosﬂ+gZ mk’ = M+ mely sin B —weos f)
- ’mli, - k2, x'inﬁcosﬂ +pcos2f]- 2’ me|(v+e, )sin f+e,pcos ]

(4.59)
[(EI1 cos® B+ EI, sin® ,3)4/”+E(12 —1I,)sin B cos B v" —(Te, + EB,B'd")sin B
~Te ,$ cos ﬂ]'— (Tw')' +m+med cos B = L + ((22mex(sin,3 + ¢ cos ﬂ)),
(4.60)
k(l2 —I])sinﬂcos pw'+ (EI1 sin® B + EI, cos® ﬂ)}"— (TeA + EBZﬂ'¢')cosﬂ
—Te ;¢ sin ,BT— (Tv')’ =m’x+ (szex(cosﬂ — ¢ sin ﬂ))l
(4.61)

diferansiyel denklemlerine ulagilir.
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5 ONBURULMALI DONEN ROTOR PALLERININ BAGLI
DIFERANSIYEL DENKLEMLERININ YAKLASIK COZUMU

51 Girig

Elde edilen nihayi (4.59), (4.60) ve (4.61) diferansiyel denklemlerinin tam ¢&ziimii
olmadigindan dolayr bir ¢ok arastirmaci yaklasik metotlar kullanmiglardir. Ilgili
diferansiyel denklemlerin {izerinde bazi basitlegtirmeler yapilan ¢6ziim teknikleri
referans [38]’da Gzetlenmistir. Bu tekniklerden bazilari integrasyon matris metodu
[38], [39], [40], doner kanat aeroelastik analizi [41], iletim (transmission) matrisi
metodu [42] ve Green fonksiyonlan yaklagimi [43] olarak gosterilebilir. Bu yiiksek
lisans tezi ¢aligmasinmn getirdigi yenilik, ilgili diferansiyel denklemlerinin dinamik
direngenlik matrisi metodu kullamlarak ¢6ziim yapilmasidir. Yalmz, bu metodun
uygulanigi ve ¢ziimii esnasinda diger algoritma ve yontemlerden de yararlamlmistir.
Bunlar, lineer olmayan &zdeger problemini ¢6zmekte kullamlan Wittrick-Williams
algoritmas1 ve numerik kararsizign gidermek i¢in bu calismada kullamilan tekil
degerlere ayngtrma metodudur. Bu metotun kisa bir agiklamasi EK F’de
bulunmaktadir. Kullamilan algoritma ve metotlar hakkinda gerekli bilgiler yeri
geldiginde verilecektir.

5.2 Teori

Dinamik direngenlik matris metodu ya da analizinde, transfer matrisi metoduna
benzer sekilde dénen bir pal g¢ok sayida elemana ayrilir, Sekil 5.1’te bir palin
iizerinden alinan bir eleman goriilmektedir. Her bir elemana gelen kuvvetler ve

momentler diger komsu elemanlar tarafindan uygulanmaktadir
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Sekil5.1 Palin tizerindeki bir eleman

Segilen elemanin iizerine gelen kuvvet ve moment dengesi diger komsu elemanlarla
kesistigi noktalarda yazilir ve bu ifadelerden faydalamlarak her eleman i¢in dinamik
direngenlik matrisi hesaplanabilir sonra tiim bu matrisler uygun sekilde sonlu
elemanlar metodunda oldugu gibi birlegtirilerek genel dinamik direngenlik matrisi
elde edilir. Su farkla ki, sonlu elemanlar metodunda kiitle ve direngenlik matrisi ayn
aynn hesaplanir bu metotta ise sistemin kiitle ve direngenligi tek bir matriste
toplanmistir. Bir bagka deyisle sonlu elemanlar metodunda iki tane matris
birlestirilmesi iglemi varken, dinamik direngenlik matrisi metodunda ise bu i yiikii

sonlu elemanlar metoduna gére yariya inmistir.

Elde edilen nihayi (4.59), (4.60) ve (4.61) diferansiyel denklemleri, segilen palin
e Kesitinin ana eksenine gore simetrik
o Elastik ekseni ile dénme ekseninin gakigik
e Kesitinin geometrik merkezinin eiastik eksen tizerinde

oldugu kabulleri altinda

(ELw +EI ) =(TW ) +5, 1)

(GI¢') =, (5.2)
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(ELy"+ELw ) =(TV ) +5, (5.3)

seklinde yazilabilir. Bu denklemderdeki ~ isareti ilgili degiskenin boyutunun birimini
ile ilgilidir ve sembol listesinde ayrintili olarak agiklanmustir. (5.1), (5.2) ve (5.3)

denklemlerinde goriilen Iy, I, ve Iy, kesitin simetrik olmasindan dolay1

_ 2 . 2
Iy —Igcos ﬂ+1nsm B (5.4)
IZ = I”cos2ﬁ+lé,sin2ﬂ (5.5)
Izy = ( Ié’ —Iﬂ)sinﬂ cosf (5.6)

seklinde ifade edilebilmektedir, Si, S;, S; ve T ifadeleri ise merkezkag etkilerini ve
diizlem i¢i egilme, diizlem dis1 egilme ve burulma titresimlerinin birbirlerine olan

etkilerini ifade etmektedir:

T= %mQZ(LZ +2LF ~2Fx—x*)+ F .7)

S, =[ 2%em (x+7)pcos B |+ &*m (% +ep cos B) (5.8)

S, = —[.Qzem (x+7)gsinp I — Q%empsin B+ &*m (V - ed sin B)+ Q2°m¥
(5.9)

S, = Q2%em|(x + 7 X' cos B~ sin B)+7 sin B+ !22m(k,f,2 -k, )¢cos 28
- wzm[k,igb —e(V sin B — Wcos ,B)] (5.10)
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5.2.1 Elemann hareketini temsil eden diferansiyel denklemlerin

boyutsuzlagtirilmasi ve ¢oziimii

(5.1), (5.2) ve (5.3) ifadeleri boyutsuz hale getirmek icin birim uzunluk bagmna
diizlem ici egilme, diizlem dist egilme, burulma degiskenleri tammlanirsa

D:.-cj_ s W:W , v=l'7L , ¢=% , Z:‘VL (5.11)

(5.1), (5.2) ve (5.3) denklemleri,

D*w+ PyD*w+(Pyy® + Py + Py 0w (Pys g + P )DW+ Pyyw
+PA8D4V+PA9D3V+PA10DZV+(PAUZ +PA12)D(P+(PA137( +Pu)p=0

(5.12)

D*v+ PyD*v+(Pyy % + Py + Py D+ (Pys g + Py )DV+ Pyy
+P38D4W+PB9D3W+PBloDZW"'(PBuZ+P312)D¢+(P3137(+P314)¢ =0

(5.13)

DZ(D"'PC1D¢+P02¢+(PC3X+Pc4)DW+(PC5X+PC6)DV

(5.14)
+(Poyx + Pog )W+ (P + Pryp Jv=10

haline gelir. Bu denklemlerde goriilen P,; , Pg; ve Pc; katsayilann EK A’da ayrntili
olarak verilmistir. (5.12), (5.13) ve (5.14). diferansiyel denklemlerini Frobenius
kuvvet serisi yardimiyla ¢6zebilmek i¢in boyutsuz w, v ve rad/m boyutundaki ¢
degiskenlerinin y nin fonksiyonu olduklan kabulu altinda

w(tA)= 2 a,(2) 2" (5.15)
v(z.4)= ib,,“( )™ (5.16)
¢(Z,/1)=ic,,+l( ) ™ (5.17)
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yazilabilir. (5.15), (5.16) ve (5.17) denklemlerindeki ifadeler (5.12), (5.13) ve (5.14)

ifadelerinde yerlerine yazilirsa

A(a-1)(1-2)(1-3)=0 (5.18)
indis denklemine ve
a,s+Pgb .. =TI (n1) (5.19)
b,.s+Pya,.,=I,(ni) (5.20)
Cps =T, (m,2) (5.21)

rekiirsif (tekrarlanan) esitliklerine ulagilir. (5.19), (5.20) ve (5.21) ifadelerindeki T

sembolii ile gosterilen ifadeler

EK B’de aynntili olarak agiklanmigtir. (5.19), (5.20) ve (5.21) ifadelerindeki en
yiiksek indise sahip a ve b terimleri bu denklemlerden ¢ekilirse bir bagka deyisle
yalniz birakilirsa '

_ n(”’ﬂ)—Pasra (n,ﬂ,)

= 5.22
y 1- PASPBS ( )
b, =Le (1.4)= P T, (2. 7) (n=12,.20)(5.23)
1- PAsPBs

elde edilir. Bu denklemlere ait ilk beg terim ( a; - as,b; - bs) ve ¢ terimlerine ait ilk iic

terim (c;-c3),
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EK C’de ayrintili olarak verilmistir.

(5.18) indis denkleminin dort adet kokii oldugundan, her bir degisken i¢in (w,v,¢ )
birbirinden bagimsiz dort adet ¢6ziim mevcuttur. (5.18) indis denkleminin dért adet
kokii sirastyla Aj234=0, 1,2 ve 3’diir. O halde, bu degiskenlere ait tiim ¢6ziimler

W(Z) = CAIW(Z’O) +Cy W(Z’l)"' Cys W(Z 12) +Cyy W(Z »3) (5.24)
V(Z ) = CBlv(Z»O) + Cazv(l:l) + Cssv(l»z) + CB4V(Z'3) (5.25)
0(2)= Corp(2.0)+ Cerp(z)+ Ceat2.2)+ Coitz3)  (526)

biciminde ifade edilebilir. Ya da daha kisaltilarak,

W(Z) = i Cy W(Z’/li ) (5.27)

i=1

v(z)=icmv(z,ﬂ,-) (5:28)

rp(z)=icc,-¢(z,ﬂ,~) (5.29)

seklinde oldugu gosterilebilir. (5.27), (5.28) ve (5.29) denklemlerinde C sembolleri

tamamen alelade sabit katsayilardir.

5.2.2 Elemann iizerine etkiyen yiiklerin hesaplanmasi

Elemanin hareketini temsil eden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinden sonra,
elemanin dinamik direngenlik matrisini bulabilmek igin elemamn iizerine x, y, z
yonlerinde etkiyen bileske momentlerin, y ve z yonlerindeki bileske kesme
kuvvetlerinin ve x yoniindeki bileske gekme kuvvetlerinin belirlenmesi gerekir.
(4.53), (4.56), (4.57) ve (4.58) denklemleriyle daha 6nce tiiretilen kesme kuvvetleri
ve moment ifadeleri yeniden (5.11) denklemindeki boyutsuzlastirma islemleri

yardimiyla
My =GJp' (5.30)

M, = EI,LW' +EI,,Lv" (5.31)

40



M, =El,Iw" + EL,LV" (5.32)

v, =%m!22L2(1+2r,. -24;5—;52)4-1«* (5.33)
Vy =Tv'— M}, + Q*meyL(cos B — oL sin ) (5.34)
V, =Tw - M}, + 2*meyL(sin B + oL cos ) (5.35)

yazilabilir. Degiskenlerin, (5.27), (5.28) ve (5.29) ifadelerde bulunan ¢6zlimleri
(5.30)-(5.35). esitliklerde gerekli yerlerine konulursa

4 4
Vy= TZ CBiV’(X: 4 ) - EIYZL2 Z CAin(X: li)
= , = (5.36)
—EILL*Y Cov"(%, 4 )+ 2°me x L(cos B—o Lsin )

i=I

4 4
V,= Tz‘l: CAiw'(X’ 4 ) - EIYLZ Z CAin(X’ }“i)_ EIYZLZ Z CBivm(x’ }'i)

it Py = (5.37)
+Q%me y L(sin B+ L cosp)

M, = GJiZ:ll Ca?' (2. 4,) (5.38)

M, = EIYLZ c.»(z, ,1,.)+.E1,ZL§ Cv"(z.4,) (5.39)

M, = EI,ZLZ: C (x4, )+ EJZLi C,v"(x.4,) (5.40)

i=1
denklemlerine ulagilir.

5.2.3 Elemamn diigiim noktalarindaki yer degistirmeler, burulma miktarlari,

kesme kuvvetleri ve momentlerinin hesaplanmasi

Sekil5.1°de gosterilen elemanin dinamik direngenlik matrisini bulabilmek igin
elemanin baglangi¢ ve bitis noktalarindaki yerdegistirmelerin, déniis miktarimn,

kesme kuvvetleri ve momentlerin bilinmesi gerekir. Elemanm dénme eksenine yakin
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olan tarafimn sol ve elemamin baglangig noktasi oldugu olarak kabul edilsin.
Elemanun sol tarafi olan baglangi¢ kismindaki yerdegistirmeler ve burulma miktan

(x=0):
w=w(0), w =w'(0), v=v(0),v' =v'(0), ¢ = (0), ¢’ = 9'(0) (5.41)
Sag tarafindaki veya bitis kismindaki yerdegistirmeler ve doniis miktar1 (x=1) :

w=w(l), w =w'Q),v=vD),v'=v'Q), p=0), o' =@'() (5.42)

Elemanin baslangic noktasindaki kesme kuvvetleri ve momentleri (5.36)-(5.40)
denklemlerinde x=0 konularak

M, =GJg'(0) (5.43)
M, = EI,Lw"(0) + EI,, Lv"(0) (5.44)
M, = EI,Lw'(0)+ EI,Lv"(0) (5.45)
vy =%m.QzL2(1+2r,.)+F (5.46)

V, = TV'(0)— EI,Lw"(0) - EI,Lv"(0) + Q*meyL(cos B(0) - (0L sin B(0))
(5.47)

V, =Tw'(0)-EI,LW"(0)—- EI,,Lv"(0) + _sze;(L(sin B(0)+@(0)Lsin ,B(()))
(5.48)
seklinde elde edilir. Elemanin bitig noktasindaki kesme kuvvetleri ve momentleri

benzer sekilde ayn1 denklemlere bu sefer x=1 konularak

M, =-GJg'(1) (5.49)
M, =~EI,Lw'(1)- EI,,Lv'(1) (5.50)
M, =—EI,Lw"(1)— EI,Lv"(1) (5.51)
V,=F (5.52)
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V, ==1v'(1) + EI, Lw"(1) + EI,Lv"(1) — 2*meyL(cos B(1) - ¢(1)L sin (1))

(5.53)

V, ==Tw'(1)+ EI,Lw"(1) + EI , Lv"(1) — £2*meyL(sin (1) + o(1)L sin f(1))

(5.54)

seklinde elde edilir.

5.2.4 Elemanin dinamik direngenlik matrisinin hesaplanmasi

(5.43)-(5.54) denklemlerinde kullamlan yerdegistirmelerin ve burulma miktarlarimn
boyutsuz x’e gore tiirevi ve tlirevlerinin elde edilmesi gerekir. Bu istenilenler (5.27),
(5.28) ve (5.29) denklemlerinin x’e gére tiirevlerini almakla miimkiin olur.

(5.41) ve (5.42) denklemlerindeki ifadeler matris formunda sabitlerin fonksiyonu

olarak yazilirsa

{u}120=[Z]12x12 {€} 1201 (5.55)

elde edilir. u, Z ve ¢ matrislerinin agik ifadeleri EK D’de aynintih olarak ifade
edilmigtir. (5.27), (5.28) ve (5.29) denklemlerindeki yerdegistirme ve burulma
miktarlari, (5.43)-(5.54) denklemlerinde kullamilmak suretiyle

0

I IR 039
1 13x1 () 1 13x1

0 - 0

13x13

matris formu elde edilebilir. (5.56) ifadesindeki f ve Y matrisleri EK E’de ayrintili
bicimde gosterlmistir. (5.56) denklemi igindeki katsayilar vektorii c¢’nin yerine,
(5.55) denklemindeki ¢ matrisini ¢ekilip yerine yazilirsa,

0 .0

: _ K : u

0 B 0 1 13x1 37
13x1 _0 e 0 1_l3x13
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elde edilebilir. (5.57) ifadesindeki K matrisi
K=Y2" (5.58)

seklinde tammlanmigtir. (5.57) ifadesi daha kisa bigimde
f=Ku (5.59)

olarak da gosterilebilir. Iste bu (5.59) ifadesi aramlan, eleman temsil eden dinamik

direngenlik matrisidir.

(5.58) denkleminde Z matrisinin tersinin alinmas: gereklidir. Fakat bu her zaman
miimkiin olmayabilir. Clinkii eger Z matrisinin determinantt 0’a egit veya ¢ok
yakinsa, bir bagka deyisle en yiiksek tekil degerinin en kiigiigline orammna esit olan
kararsizlik katsayis1 (condition number) ¢ok biiyiikse matrisin tersinin alinmas bir o
kadar giiclesir. Bu yiiksek lisans tezinde, bu problemin agilmasi igin tekil degerlere
aynstirma metodu kullanilmistir. Yani Z matrisinin tekil degerleri bulunduktan sonra
belli bir sinir degerinin altinda kalan tekil degerler elendi. Daha sonra kalan tekil
degerlerle yeniden Z matrisi olusturuldu ve matrisin tersi daha sorunsuz bir sekilde
elde edildi. Bu metodun piif noktas1 segilecek olan siir deger oldugu igin literatiirde
bu konuyla ilgili arastirma yapildi, fakat bu konuda heniiz uzlagilan bir deger

bulunamada.

Tim elemanlar i¢in dinamik direngenlik matrislerinin tiiretilmesi tamamlandiktan
sonra bu matrisler sonlu elemanlar metodundaki gibi tiim sistemin davramsini temsil
eden genel dinamik direngenlik matrisini olugturmak i¢in biraraya getirilirler. Elde
edilen genel dinamik direngenlik matrisi

f,=K_u, (5.60)

seklinde gdsterilebilir. (5.60) denklemindeki f ve # matrisleri sirasiyla sistemin
lizerine etkiyen tiim dahili ve harici kuvvetleri ve sistemin tiim serbestlik derecelerini

gostermektedir.

5.3 Coziim Yontemi

Dénen bir pal elemanmin serbest titregimleri,yani elemanimn {izerine higbir kuvvet

etkimemesi durumunda, (5.57) denklemiﬁdeki zorlayici terimler



0 | 0]

: _ K : u ol

O - O 1 13x1 (5 )
13x1 _O o 0 1_13x13

seklinde sifirlanir. (5.61) denklemindeki 13. eleman olarak eklenen 1 eleman,
eksenel santrifuj kuvveti etkisini modellemeye katilmasina yardim etmektedir. Bu tip
islemlere literatiirde siklikla rastlamlmaktadir [52]. Elemanin dinamik direngenlik
matrisine eklenen 13. terim genel dinamik direngenlik matrisi birlestirilmesi iglemi
sirasinda degismeden kalmaktadir. Kg , genel dinamik direngenlik matrisi 100
terimli Frobenius serisi yardimiyla elde edilmigtir ve lineer degildir. Bu gibi lineer
olmayan Ozdeger problemlerinin ¢6zlimlerinde literatiirde siklikla karsilagilan
Wittrick-Williams algoritmasi [16] kullanilmaktadir. Eklenen fazlalik terimler, ya da
kisaca 1’ler genel dinamik direngenlik matrisi elde edilirken degismeden kalirlar, ve
Sturm dizisi hesabindan sonraki isaret degisimi sayiminda atlanarak hesaptan

¢ikarilabilirler. Ozdegerlerin hesaplanma sirast
i) Oncelikle helikopter pali elemanlara béliiniir

ii) Her elemamn hareketini temsil eden diferansiyel denklemler Frobenius serisi

yardimiyla cebirsel ifadeler seklinde ¢oziiliir

iii) Elemanlarin diigtim noktalarindaki kuvvet ve yerdegistirmelerin genlikleri Z

matrisini olusturmak tizere tanimlanir

iv) Elemanin Z matrisindeki tekilligi engelleyip tersini alabilmek igin tekil
degerlere ayrigtirma metodu kullanilir

v) Elemanin dinamik direngenlik matrisi elde edilir

vi) Her elemamn dinamik direngenlik matrisi genel direngenlik matrisini elde
etmek i¢in uygun sekilde birlegtirilir

vii) Elde edilen lineer olmayan 6zdeger problemi Wittrick-Williams algoritmasi

¢oziliir

seklinde siralanabilir.

45



6 DINAMIK DIRENGENLIK MATRISi UYGULAMALARI

6.1 Ornekler

Bu ¢aligmada tiiretilen teori ve ¢oziim yonteminin dogrulugu bu boliimde test
edilmektedir. ilk 6nce kullamlan ¢6ziim yonteminde kullanilan eleman sayisimun
yakinsamayla olan iliskisi incelenmistir. Aslinda dinamik direngenlik matrisi metodu
kullamlan eleman sayisindan bagimsiz olmakla beraber, Frobenius serisi ¢dziimiinde
alman terim sayisi, tekil degerlere ayristirma metodundaki kesme yapilan tekil deger
¢Oziimiin dogrulugunu azaltmaktadir. Iste bu yiizden kullamilan eleman sayisimun
yapilan hata iizerindeki etkisi eleman sayisi arttik¢a etkili olabilmektedir.

Ik drnekte dénme etkisinde olmayan (Q = 0) bir palin diizlemi¢i ve diizlemdis
egilmenin birbirlerini etkiledigi durumda dogal frekanlar incelenmistir. Incelenen

palin 6zellikleri Tablo 6.1°de verilmistir.

Tablo 6.1 Incelenen palin 6zellikleri

kGA pA, Uzunluk
El, (Nm?) | EI, (Nm?) ol oLy
(Nm’) | (kg/m) L (m)
487.9 2.26 3.076 10° | 0.3447 8.5710% | 1.910° | 0.1524

Bu pal, gesitli aragtirmacilar tarafindan bir ¢ok kez farkli metotlarla ¢éziilmiigtiir
[46]- [50]. 20 eleman kullanilarak olusturulan genel dinamik direngenlik matrisinin
Wittrick-Williams algoritmas: ile ¢6ziilmesiyle elde edilen sonuglarla literatiirdeki
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sonuglar kargilagtinlmgtir. Bu 6rnek igin, literatiirdeki elde edilen dogal frekanslarla

elde edilen sonuglarin karsilagtirilmasi Tablo 6.2’de g6sterilmigtir.

Tablo 6.2 Duragan, 45° 6nburulmali bagh diizlem i¢i — diizlem dis1 egilme yapan bir
kirigin dogal frekanslar (w;)

Subrahmanyam | Dawson | Rao | Carnegie | Librescu | Mevcut Hata
Wi [48] [49] [48] [46] [47] galigma
Deneye
gore (%)
RM | PEM | RRM. | GM.| Deney | G.GM. | DRM
1| 619 62.0 62.0 | 61.9 59.0 62.0 63.67 2.7
2 | 304.7 | 305.1 | 301.0 |305.0{ 290.0 305.1 317.2 3.99
3| 937.0 [ 955.1 | 953.0 |949.0 | 920.0 949.0 954.9 0.62
4 |[1205.1 [ 1214.7 | 1230.0 | 1220 | 1110.0 | 1206.1 1200 0.51

R.M. : Reissner Metodu, P.E.M. : Potansiyel Enerji Metodu, R.R.M. :Rayleigh Ritz
Metodu, G.M. :Galerkin Metodu, G.G.M. :Genisletilmis Galerkin Metodu

Tablo 6.2°de elde edilen sonuglarda elastik eksenle kiitle ekseni ¢akismaktadir. Bu
uygulama {iizerinde yapilan diger bir ¢alisma da sonuglarin eleman sayisina olan
baghlifimin arastirilmasidir. Kullamlan eleman sayisimn 2’den 20  kadar

degistirilmesiyle elde edilen sonuglar Sekil 6.1°de gosterilmektedir.
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Kullanilan eleman sayis1

Sekil 6.1 11k 4 dogal fekans i¢in yakinsama testi

Sekilden de rahatlikla anlagilacagi gibi dinamik direngenlik matrisinde 15 eleman
kullanmak yeterli dogrulugu saglamaktadir. Ya da bir bagka deyisle 15’den fazla
eleman kullanilmasi yarasizdir, hatta bilgisayarin hesaplama siiresini arttiracag i¢in

zararlidir denebilir.

Onerilen ¢6zlim yénteminin elastik eksenle kiitle ekseni ¢akismayan bir ugak kanadi
profiline sahip dénmeyen Snburulmali bir kirige de uygulanabilecegi ikinci 6rnegin
konusudur. Tkinci 6mekte kullanilan ugak kanadi profiline sahip kirisin boyu 1.016m
uzunlugundadir ve elastik eksenle kiitle ekseni arasinda 3.59 cm mesafe
bulunmaktadir. Kesitin ana eksenine gére egilme direngenligi 71.74 Nm? ve burulma
direngenligi 25.83 Nm’ dir. Ana tarafsiz eksene ve eksene dik olan eksene gore olan
jirasyon yarigaplari birbirine esit ve 2.54 cm.’dir. ikinci &rnekte incelenen pal 20 esit
elemana b6liinmiis ve elde edilen sonuglar iletim matrisi metodu, Green fonksiyonu

yaklagimi ile elde edilen sonuglarla Tablo 6.3’te karsilagtirilmugtir.
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Tablo 6.3 Dé6nen, {iniform olmayan énburulmali palin diizlem i¢i ve dig1 birlesik

dogal frekanslarinin karsilagtiriimasi

[letim Matrisi Green Mevcut Hata [9]’a gore
Mod Metodu [9] Fonksiyonu Calisma 0

Yaklastm [13] (%)
1 30.8295 30.8380 30.3333 1.69
2 53.8277 53.8404 53.0519 1.44
3 184.6175 184.6821 187.0067 1.29
4 337.3333 337.4116 334.2253 0.92
5 484.3373 484.2932 487.9408 0.74

Ugiincii 6rnekte donen tiniform olmayan énburulmal ticari bir palin (WADC S-5
modeli ) diizlem igi ve dis1 birlesik dogal frekanslarimin karsilagtirilmas: yapilmugtir.
Palin uzunlugu boyunca alinan gesitli noktalardaki kesitin rijitligi ve kesit 6zellikleri

Tablo 6.4°de verilmigtir.
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Tablo 6.4 Incelenen WADC S-5 model pervanesinin pal uzunluguna bagh kesit

ozellikleri
Pal boyunca

nﬁ}z‘;ﬂm m EI, EL B

uzakligt (kg/m) (kgm®) (kgm® x 10%) (deg)

x (mm)
152.4 7.0737 58.5050 1.8429 30.5
203.2 4,7985 32.1778 1.4334 25.2
2504 4,5503 24.2796 1.3456 20.1
304.8 4.1918 16.9665 1.2871 14.8
355.6 3.8884 12.2861 1.2579 9.6
406.4 3.6885 9.0683 1.2579 4.7
457.2 3.5851 7.8982 1.2871 0
508.0 3.4886 7.6057 1.3749 -4.2
558.8 3.4334 7.3131 1.4919 -7.5
609.6 3.4334 7.0206 1.6381 -10

Xo : 152.4 mm (pal kokii ile donme merkezi arasindaki mesafe)

Dinamik direngenlik matrisi yéntemiyle elde edilen sonuglar, diger arastirmacilarin

elde ettikleri sonuglarla ve deneyle Tablo 6.5’te karsilagtirilmigtir.
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Tablo 6.5 Onburulmal: dénen, WADC S-5 model pervanenin dogal frekanslar

v ee Dene

F]?e(;(r::lssl Mod Murthy Surace y Lang Mevcut
@z |Sas|  [22] 23] | PR | 21 | Calisma

1 39.89 40.87 40.08 40.96 39.92

26.12 2 107.40 108.83 109.22 107.93
276.32 278.18 279.79 278.06

40.26 41.26 41.35 40.59

26.48 2 107.93 109.38 107.53 109.77 108.57
276.97 278.86 280.47 278.64

58.05 60.04 58.73 60.07 58.92

43.48 2 135.99 139.18 139.52 137.95

313.98 317.71 319.40 317.11

58.14 60.13 60.16 59.65

43.57 2 136.14 139.34 137.02 139.68 138.42
314.19 317.93 319.62 317.50

75.30 78.31 76.52 78.34 77.26

59.72 2 166.25 171.62 169.56

3 357.70 364.54 359.31
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Sekil 6.2 WADC S-5 pervanesinin Campbell diyagrami

Dérdiincti 6rnekte ise bir helikopter pali igin donen ve dénmeyen durumlarda diizlem
i¢i ve dis1 egilme, burulma bagh dogal frekanslan incelenmistir. Helikopter palinin,
pal kokii ile dsnme merkezi arasindaki mesafe 1.32m, palin uzunlugu 6.6m, diizlem
ici rijitligi 8.54 10* Nm? , diizlem dis1 rijitligi 2.87 10 Nm?, burulma rijitligi 5.74 10*
Nm?dir. Helikopter palinin birim uzunlugunun kiitlesi 1.05 kg/m, kesitin elastik
merkezi ile kiitle merkezi arasindaki mesafe —15.2 mm, elastik eksene dik olan
sirasiyla tarafsiz eksene ve bu eksene dik olan eksene gore kiitle jirasyon yarigaplar
1.96cm ve 1.31cm’dir. Helikopter pali liniform ve onburulmasizdir. Dinamik
direngenlik matrisi metodu ile elde edilen sonuglar Tablo 6.6’te sonlu elemanlar

metodu ve iletim matrisi metodu ile elde edilen sonuglarla karsilastirilmsgtir.
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Tablo 6.6 Donen (6 Hz ) ve dsnmeyen durumlarda helikopter palinin dogal

frekanslarnimin diger metotlarla elde edilen degerlerle karsilagtirilmasi

Duragan Q2 =6Hz

Mod Mevcut

Calisma

MM Mevcut

221 | Cahsma | SEY[16] |IMM[22]

SEY [16]

1 1.164 1.165 1.163 5.844 5.850 5.843

2 6.753 6.757 6.743 7.648 7.654 7.630

3 7.304 7.302 7.134 16.725 16.694 16.678

4 20.454 20.444 20.440 21.968 22.001 21.964

5 21.259 21.261 20.553 32.234 32.200 32.197

6 40.084 40.063 39.993 44.633 44.640 44.545

7 42.337 42.340 40.304 53.572 53.508 53.455

8 63.861 63.731 62.837 64.095 64.042 63.955

9 66.266 66.251 64.255 80.877 80.748 80.659

10 98.999 98.798 97.947 106.855 | 106.458 | 106.273

Besinci 6rnekte ise ITU-LCH helikopter projesinde kullanilan palin basitlegtirilmis
hali segilmistir. Sekil 6.3’de helikopter palinin kesit alan1 goriilmektedir.
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1 SECTION ID 1
x = Centroid a = ShearCenter DATA SUMMARY

Section Name

= mmab pal
Area

= 002096
Tyy

= .107E-06
Tyz

= -_163E-08
Izz

= _B39E-05

01249 Warping Constant

006244 T e pre— [ — = -EIBTE—].D
-, 00000 v = )
. 00624 < Lo A R ——: z Torsion Constant
- 01240 S ey e = .358E-06
001229 .083421 .125614 .187807 Centroid Y
= .105403
Centroid %
= .835E-05
Shear Center Y
= 077502
Shear Center 2
= - _623E-05
ghear Corr. YY
= 7171623

o)
5

Sekil 6.3 ITU-LCH pal kesiti (ROTAM’1n izni ile)

Bu &6rnekte incelenen pal igin Cambell diyagramu ¢izilmis ve elde edilen sonuglar
sonlu elemanlar yontemiyle elde edilen sonuglarla karsilagtirilmagtir. Palin uzunlugu
4m, alan1 20.96cm?,  diizlem dis1 egilme atalet momenti 0.839 10 m*, diizlem ici
egilme atalet momenti 0.107 10° m*, carpim atalet momenti -0.163 10® m*, burulma
atalet momenti 0.358 10 m?, elastik ekseni ile kiitle ekseni arasmdaki mesafe
27.9mm’dir. Tablo 6.7°de dénmeyen durumda iken Dinamik direngenlik matrisi ve
sonlu elemanlar yéntemiyle elde edilen sonuglar karsilagtinlmigtir. Yapilan mutlak

hata yiizdesi grafigi Sekil 6.4’de gosterilmektedir.

54



Tablo 6.7 Duragan durumda ITU-LCH helikopter palinin dogal frekanslarinin sonlu

elemanlar metoduyla elde edilen sonuglarla karsilastirilmas:

g

14.622

14.624

7

13.87

13.875

W

8.9142

s

W4

4.5648 | 8.2168

4.5956 | 8.2372 | 8.9223

3

2.2861

1.8316 | 0.6737 | 0.2478 | 0.09118 | 0.0335 | 0.0123

0]

1.6357 | 2.245

1.7171

™

0.2615

0.2764

5.6737 | 4.9787
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Sekil 6.4 Dogal frekans numarasina bagli yapilan mutlak hata yiizdesi

Sekil 6.3’te geometrisi ve atilmis sonlu elemanlar agi goriilen pal igin ¢izilen

Campbell diyagrami Sekil 6.5°de ve déniis agisal hizina gore normalize edilmig hali

Sekil 6.6°da goriilmektedir.
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Boyutsuz dénts Hizi Q

LCH helikopteri palinin déniis frekansina gére normalize edilmis
Campbell diyagram

Sekil 6.6 ITU



7 SONUCLAR VE YORUMLAR

6. Boliimde segilen ilk 6rnekte, bir kirisin birlesik olmayan diizlem ici ve dig1 titresim
karakteristikleri aragtirilmigtir. Aym zamanda bu 6mek i¢in kullamlan eleman
saylsimn sonuca nasil etki yaptifi da incelenmistir. Dinamik direngenlik matrisi
yonteminde kullamlan elemanlarin kesin ¢6ziimii Frobenius serisi ile yapildig igin
sonuglarin aslinda eleman sayisindan bagimsiz olmasi beklenir. Ancak, Frobenius
serisinde kullamlan terim sayisinin dnceden belirlenmesi yani sabit olmas: yiiziinden
bir kesme hatas1 olugmaktadir. Eleman sayisina bagh olarak bu hata da
artabilmektedir. Fakat kullanilan terim sayis1 nedeniyle olugan bu hata oldukca
kiigiiktlir ve diger hata kaynaklar1 yaninda ihmal edilebilirler. Bundan baska, teorik
anlamda Houbolt ve Brooks’un ilgili diferansiyel denklemleri tiiretirken ihmal ettigi
ve kendilerinin de miihendislik anlamda sonuglar iizerinde ¢ok kiigiik etkileri
oldugunu ifade ettikleri biiytikliiklerin ve ikinci mertebeden terimlerin yol agtiklari
hatalar mevcuttur. Ancak, hatanin asil nedeni ve giderilmesi neredeyse imkansiz
olam, tekil degerlere aynstirma metodunda alinan ise yarar tekil degerleri sayisidir.
Ne var ki ige yarar tekil deger sayisi, ancak her eleman igin teker teker en biiyiik tekil
deBere gére normalize edilmis ve tiim tekil deBerlerin biiyiikten kiigiige dogru
siralanmus oldugu grafiklere bakilarak yapilabilir. Ya da 6nceden belirlenen bir
kesme miktari karar verme algoritmasi ile yapilabilir. Bu ¢ahsmada kullanilan
algoritmada uygulanan mantik silsilesi ise en biiyiik tekil degerin %5’inden kiigiik
olan tekil degerlerin matristen atilmasidir. Yapilan bu islem vasitastyla matrisin
tersinin alinmasi miimkiin hale gelirken elemanmin dinamik direngenlik matrisinin
igerdigi bilgi miktar: azalmaktadir.

Ik 6rnekten alinan sonuglar Reissner metodu, potansiyel enerji metodu, Rayleigh
Ritz metodu, Galerkin metodu, Genisletilmis Galerkin metodu ile karsilagtirilmagtir.
Tablo 6.2’de goriilen ilgili karsilagtirmalar, geligtirilen metodun dogru sonug
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verdigini isaret etmektedir. Bu karsilaghirmalar sirasinda dikkati ¢eken ilk nokta,
teorik sonuglarimmn tiimiintin Carnegie’nin yaptig1 deneyden oldukg¢a farkh degerlerde
olmasidir. Bu gibi bir hata akla, kullamlan metotlarin yanligligindan ziyade yapilan
deneylerin saglikli olmadiklanmi getirmektedir. G6z ard1 edilmemesi gereken diger
bir nokta ise deneyin 1959 yilindaki teknolojik imkanlarla yapilmis oldugudur. Bu
ilk 6rnekte yapilan en biiyiik hata % 4’ler mertebesindedir. ilk 6rnekte ayrica,
kullamlan eleman sayisinin hata miktarina olan etkisi incelenmistir. Sekil 6.1°de de
goriilebilecegi iizere 15 elemanmn ilk 6mek igin yeterli oldugudur. Diger tiim
orneklerde standart olarak 20 eleman alinmug ve gayet tatminkar sonuglar elde
edilmigtir.

Ikinci drekte ise literatiirden elastik ekseni ile kiitle ekseni ¢akismayan bir Srnek
segilmis ve titresim karakteristikleri iﬁcelenmistir. Dinamik direngenlik matrisi
metodu uygulanarak elde edilen sonuglar Tablo 6.3’de iletim matrisi metodu ve
Green fonksiyonu yaklasimi kullanihilarak elde edilen sonuglarla karsilagtirilmstir.
Iletim matrisi metodu kullamihlarak elde edilen sonuglarla yapilan karsilagtirmada en
biiyiik yiizde hata ilk dogal frekansta ortaya ¢ikmustir. Tekil degerlere aynstirma
metodunda kesme nedeniyle olusan hata 3. dogal frekansta yiiksekken 4. dogal
frekansta diistiktiir. Bu demektir ki 3. dogal frekans degeri tekil degerlere ayristirma
metodundaki kesme miktarina kargi 4. dogal frekanstan daha duyarhidir denebilir.
Elde edilen sonuglarda yapilan en biiyiik hata yiizdesi 1.7 nin altinda kalmaktadir.

Ugitincii 6rnekte ise donen, ticari, tiniform olmayan 6zelliklere sahip bir pervanenin
titresim karakteristikleri incelenmistir. 5 farkli déniis izinda, ilk 3 dogal frekans elde
edilmig ve Campbell diyagramu ¢izilmistir. Murthy tarafindan elde edilen sonuglarla
yapilan kargilagtirmada dinamik direngenlik matrisi metoduyla elde edilen sonuglarm
daha yiiksek oldugu goriilebilir. Elde edilen sonuglar, literatiirdeki elde edilen
sonuglarla gayet tutarlidir. Campbell diyagraminda da beklenildigi gibi dogal
frekanslar doniis frekansinin artmasiyla artmaktadir.

Dérdiincii 6rnekte bir helikopter palinin diizlem igi ve dis1 egilme ve burulma bagh
dogal frekanslan pal donerken ve siikunetteyken incelenmistir. Dinamil direngenlik
matrisi metoduyla elde edilen dogal frekanslar sonlu elemanlar yontemi ve iletim
matrisi metodu kullamlilarak elde edilen sonuglarla karsilagtirlmistir. Tablo 6.6’da
goriildiigii gibi sonlu elemanlar metodunda hazirlanmis iyi bir model, gergek ¢6ziime
daha yakin oldugunu iddia ettigimiz sonlu elemanlar metoduna oldukga yakindir.
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Besinci dmekte ise ITU-LCH helikopter projesinde kullanilan VR-7 kesitli palin
basitlestirilmis hali igin dogal frekanslar hesaplanmis ve Campbell diyagrami
¢izilmigtir. Elde edilen sonuglar ANSYS sonlu elemanlar programi ile hesaplanip,
dinamik direngenlik matrisi metodu ile elde edilen sonuglarla karsilaghirilmigtir. Pal
slikunetteyken en biiyilk yapilan en buyuk hata ilk dogal fekansta olup ylizde
yaklagik olarak 5.7°dir. Yiiksek frekanslarda ise hata miktari olduk¢a diismektedir.

Dénen énburulmali bir kirigin hareketini temsil eden bagl diferansiyel denklemler
x = 0 civarinda Frobenius serisine agilarak ¢6ziilmiistiir. Herhangi bir diferansiyel
denklemin ¢oziimiinde alinmasi gercken terim sayis1 konusunda kesin bir kural
olmamakla beraber, genelde 20-30 adet terim kullamlir. Bu ¢alismada ise 100 adet
terim almmigtir. 100 terimin yakinsama konusunda bir problem yaratmadig:
gbzlemlenmistir. Tam ¢Oziimii bilinen diferansiyel denklemlerin,  dinamik
direngenlik matrisi metodu kullamlarak yapilan ¢6ziimleri eleman sayisindan
bagimsizdir. Ancak, bu calismada yapildigi gibi kuvvet serisi ile elde edilen
¢oziimlerde sonuglar, eleman sayisina bagimhidir. Incelenen uygulamalarda 20 adet

eleman kullanmanin oldukga iyi sonuglar verdigi gézlemlenmistir.

Tekil degerlere aynstirma metodu, dinamik direngenlik matrisini elde ederken
karsilagilan sayisal kararsizlify azaltmak iizere uygulanmig ve bagsarili sayilabilecek
sonuglar elde edilmigtir.

Basitten karmasiga dogru incelenerek toplam bes adet farkli tip problem segilmis ve
gelistirilen ySntem bu problemlere uygulanmistir. 10. dogal frekansa kadar yapilan
hesaplarda elde edilen sonuglar difer yontemlerin uygulanmasiyla elde edilen
sonuglarla kargilagtirilmis ve gayet ilintili sonuglar elde edilmigtir. MATLAB paket
program kullanilarak 10. dogal frekansa kadar yapilan hesaplarda en fazla % 5.7°lik
bir hata yapilmigtir. '

Bu calisma, donen helikopter palleri igin tekil degerlere ayrigtirma metodu ile
beraber kullanilan Wittrick-Williams algoritmasinin sayisal kararsizlik problemlerine
yakalanmadigim isaret etmektedir. Ayrica tekil degerlere ayristirma metodunda elde
edilen tekil degerlerin en Kkiigiligii, istendifinde elemanin kutbu olarak
secilebilmektedir. Bunlara ilaveten, eger istenirse aerodinamik yikler de
formiilasyonun i¢ine katilabilir, bunlardan en bilinenlarinden biri ve dinamik

direngenlik matrisi metoduna uygulanabilir olan pal elemam teorisidir.
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EKA

Sayfa 38°deki P,; , Pg; ve P¢; terimlerinin agik ifadeleri asagidadir.

I, o mQ’r,
PA1=21_yL_ PAZ=-2E_I A3 = El
y y y
Y 2
P TS | B ) P
1,07 2EI El,
2 2 2 I I'
Aj:ZQLZ A6 ZQLz i Ay_“EC;’Zg PA3=_zy PA9_2ﬁ
¥y ¥y ¥y y y
I Q’em Q’emr Q’em ,, .
— zy _ — gl i —_ !
Py = 7;L—2 P "Wcosﬂ P,,= EIyLZ cos B P, EIyL B'sinp
em
=——|[-Q%(cos B— L, B'sin B)- w’cos
o =1 g7 3 (eos p— L1, Pt f)—aeos f|

Benzer sekilde Pg; terimleri, yukandaki ifadelerde I,’lerin I, ile degistirilmesi ile
kolaylikla elde edilebilir.

J' Q’mk’, —k., )cos2B + w’mk] Q’emcosf
Foy=—, P =~ S

JL GJ GJ

Q’emr,cosp Q’emsinp Q’ emr,sinf
Poymz-——fr— Pos=———F7— , Ppy=—"—77— ,
GJ GJ GJ
w’emcosf emsin (.,

P, =0, Pca‘—"'T » Poy=0 , FPopp= - GJ (‘Q +w)
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EKB

Sayfa 39°daki tekrarlanan dizi terimleri asagidaki gibidir.

P P (n+A)P, + P,
P — A _ 44 _ 4 "Ly
s+ Fs Buas = T e (r+arafntat3) ™ (e Airdfnt a3 ntAs2) ™
___(n+ﬂ')[(n+ﬂ'—l)PA2(1—52n)+PA5]+PA7a Py b — Po b
(r+A+8)(n+A+3)(n+21+2) ™+ A+4) " (e A+4)(n+a+3) 0
_ P c . - (n+Z’)PA11 + Py c
(n+A+4)(n+A2+3)(m+A+2) " (n+A+8)(n+2+3)(n+A+2)(n+A+1) ™
_ Pyus c
(r+A+4)(n+rA+3)(n+A+2) "
P, P (n+A)P, +P
b P = "By B4 b . — 8 T 36
s ¥ s s = A (m+A+4)(n+a1+3) " (n+A+4)(n+}b+3)(n+,1+2)b"+2
_(”+2')[(”+’1'—1)P32(1_52n)+P35]+PB7b B A Py a
(r+A+4)(n+A+3)(n+A+2) ™+ A+4) "t (mrA+afnrae3)
_ Py rF : (”+’1')P3n + Py c
(r+2a+4)n+A+3)(n+a+2) ™ (n+A+4)(n+A+3)(n+A+2)(m+A+1) ™
_ P c
(r+A+4)(n+A+3)(n+A+2)"
c .= Fy c . — Fe, c . — Fea y (”+1)E:3+ch a
™ (w4 A+2) ™ (A 2nrA+) ™ (mrd+2) " (e A+2)n+A+1)
i B (7 + A)Pes + P Fro

TG a2t Ar) " e as2) 2 (nrar2ptAt]) "“_(n+ﬂ+2)(n+ﬂ+1)b”
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EKC

Sayfa 39’daki tekrarlanan dizi terimlerinin a ve b’ler i¢in ilk bes c i¢in ise ilk ii¢

terimi asagidaki gibidir.

a =_1_PB7(PA14P08_PA7PC2)(PA6P06+PA8PB6Pc4)"'PA6PAZ7PA8PB¢sPB214PC4PC6PCZ10
> 24 (I'PAaPB&)(PA6PB7P06PC8_PA7P36PC4P010)

a :E(PAMPB7PC8+PA7PBI4PC10—PA7PB‘7PC2)(PBIPC6PA6+})A9PB6PC4)

) 3 (R47PB6PC4PC10_PA6PB7PC6PC8)(RU})BI_PASJPIM)

a, =3 (PB4PA6PC6+PA10PC4PB6)(RUPBMPCIO+})AI4PB7PC8——PA7‘PB7PCZ)

(PAIOPBlo_PA4PB4)(PA7PB6PC4PC10_PA6PB7PC6PCS)

PC6(PA14PB7PC8+PA7PBI4PC10 _PA7PB7PCZ )
PCIOPA7PB6PC4_PB7PC6PA6PC8

a = (PC10P86PC4PA14+PC6PA6 PCIOPBM _PA6PC2PB7PC6)

a, =4

! (PB7PC6PA6PC8_PC10PA7PB6PC4)
b =_1_(PA14 Pyy Fos + Py Poyy Pero — Py By PCZ)(PA6 Pag Fes + Py Pc4)
24 (PA7P36PC4PC10_PA6PB7PC6Pca)( ]——PB&PAS')
b :E(PAMPB? Fes + Py Py Feyo— Py PB7PCZXPA6 Pag Feg + Py Pys PC4)
'3 (PA9PB9“PA1PBl)(PBosPc10Pc4PA7_PB7PC6PcarPAa)

b =3(PA7PB14PC10+PA14PB7PC3"PA7PB7Pcz)(PnloPAapca+PC4PA4P36)
’ (PA4PB4"PAmPBw)(PBaPaoPﬂPa_P06PA6P08PB7)
PC4(PB7PcaPA14+PA7PczoPB14_PB7PczPA7)
PB7PC6PA6PC8——PC10PA7PB6PC4
b, = Py PC4(PA14PC8_PA7 PC2)+PA6 Fes Fes Pyyy
Py Py PC4PC10_PA6PB7PC6P08

b, =4

c, =0
c, =0
¢ =1
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Kiris elemanin diigiim noktalarindaki kuvvetlerin ve momentlerin matris formundaki

Y katsayilarinin agik ifadeleri sabitlere agagidadir

Y, (x)=[B'E1;Zw (0,A)+EL,,w" (o,x)]

o

Y3a=H% mQ’ [ 1’ +2Lri:|+F} w'(0,1)-+B'EL, w" (0,1) +EIYw'”(0,X)}
Yy, (A)=[ BEL,v" (00) +EI,,v" (0,1) ]
Y, () =[6/(02)]
Y, (V)=[BLw"(02)]
Y, (1) =[EL,,v"(0.0)]
Yo (1) =[Bryow (0)]

e (1)L (02)]

Ys, (7‘) = [B'EIYZW” (1 97") +EL,w" (1 ’)"):I
Yo, (A)=[ FV'(LA)+BEI,v" (1L) +EL,y" (1,1) ]
Yy, (A)=[ -Q*meLj(1,1)sinp |
Y, (M)=[Fw' (L,A)+B'EL, w” (1A)+EL,w" (1)) ]

Yy, (V)= BEL,v" (10) +EL,v"(LA) |
Y, (\)=[ @’meLj(1,4)cosp |
Yy, (V)=[ GI (11 ]
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Y. (A)=[ EL,w"(11) ]

Y1 (A)=[ EL,,v"(14) ]

Y (V)= EL,w"(10) ]
Yo (1) =[ ELv* (L)]
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EKF

Tekil degerlere ayrisirma metodu

Herhangi bir A matrisi, A = U v seklinde ti¢ adet alt matrisin ¢arpimu seklinde
ifade edilebilir. Bu matrislerden U ve V matrisleri iginde bulunduklari uzayda birim
hacim tanimlamaktadirlar. X ise diyagonal bir matristir ve diyagonaldeki elemanlar
A matrisinin tekil degerleri ismini alir. £ matrisinin elemanlar1 eger A matrisi reel bir
matris ise U ve V matrisleri reel ve birbirlerine ortogonaldir. Béyle bir doniigiime

literatiirde “tekil degerlere ayrigtirma” metodu adi verilmektedir.

Tekil degerlere ayrigtirma yonteminin gelistirilmesi 1840 yillarindan giliniimiize
kadar bir ¢ok matematik¢inin katkilariyla olmugtur. Bunlardan en 6nemlileri E.
Beltrami, C. Jordan, J. Sylvester, E. .Schmidt ve H.Weyl’dir. Tekil degerlere
ayrigtrma yonteminin tarihsel gelisimi igin referans [53] ‘e bagvurulmas: tavsiye

edilir.

Tekil degerlere ayristirma metodunu bir 6rnekle kisa ve 6z bir sekilde agiklamanin

metodun anlagilmasinda yararh olacag ortadadir.

Ornek :

>
I

w N =

H W N

matrisine tekil degerlere ayrigtirma metodu uygulansin;
1.Adim ATA matrisinin 6zdegerlerinin bulunmasi
01=(42.86)°=6.5468 , 0,=(0.14)"°=0.3742

2.Adim V matrisinin elde edilmesi ; ATA matrisinin 6zvektdrlerinin sirali olarak

dizilmesi ile olusturulur.

V=[ v; v2 |=[0.5696 —0.8219;0.8219 0.5696]
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vi=[0.5696 0.82191" , wv,=[-0.8219 0.5696]"
3.Adim U matrisinin bulunmasi
w=(1/ 01)A v; =[ 0.3381 0.5506 0.7632 |*
u,=(1/ 02)A v, =[ 0.8480 0.1735 —0.5009 |*
U=[uu]
Diizgiin bir sekilde,

1 2 0.3381 0.8480
A=|2 3]|=10.5506 0.1735 [
3 4 0.7632 -0.5009

65468 0 7[0.5696 —0.82197"
0 0374208219 0.5696

yazilabilir. Bdylece, A matrisi yukarida goriildiigii gibi 3 adet matrisin garpim
seklinde ifade edilmigtir.
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