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Yakin ilgisi, destedi ve bana yol gostermesi ile bu calismanin
gerceklesmesine biliylik katkis1 olan Hocam Cem Gtknar'a tesekkiirlerimi
sunarsm.




OZET

Bu calismada, giris uclarina farkli degisken atamalari uygulana-
rak tim n degiskenli Boole fonksiyonlarini gerceklemesi saglanan iini-
versal lojik devreler (ULD) incelenmistir. Standart lojik yap1 ele-
manlarinin biitiin 6zelliklerine sahip olan ULD'lerin tasariminda,
Boole fonksiyonlarinin esdederlik siniflarindan yararlanilabilecegi
gosterilmistir. Ayrica ULD tasarimina yonelik bazi yaklasimlar ele
alinarak, bu yaklasimlarla tasarlanan yeni ULD ornekleri ortaya ko-
yulmus ve bunlar mevcut ULD'lerle ¢esitli yonlerden karsilastiril-

mistir.
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I. BOLOM
GIRIS

1.1. ONIVERSAL LOJIK DEVRE (ULD)'LERIN TANITIMI

Timdevre teknolojisinde son yillarda gerceklesen gelismelere pa-
ralel olarak kombinezonsal/ardisil lojik devrelerin ve sayisal sis-
temlerin tasariminda standart Tojik yapi1 elemanlarina dayali sentez
yontemleri gelistirilmeye baslanmistir. I¢ yapisinda veya giris uc-
Tarinin baglantisinda yapilan degisikliiklerle ¢cok sayida farkli lojik
fonksiyonu gercekleyebilen standart lojik yap1 elemanlarinin tercih
edilmesinin baslica nedenleri i) ayn1 elemanlarin devre icinde fark-
11 amaclarla kullanilmasi sonucu devre elemani sayisinin ve c¢esitlili-
ginin azaltilmasi ve 1ii) bu yolla lojik devrelerin tasariminin onem-
1i Olclide basitlestirilmesidir.

Birbirinden farkli fonksiyonlari gerceklemesi gereken cok sayida
bloktan olusmus bir sayisal sistemin tasariminda, her blogun AND, OR,
NAND vb. kapi elemanlariyla gerceklenmesinin devre elemani sayisi ve
devre karmasikligir bakimindan elverissiz olacagi goriilmektedir. Sis-
tem tasarimini kolaylastirmak a¢cisindan amacglanan, her bir lojik blo-
gun fonksiyonunun gerceklenmesinde yalniz bir timdevre kullanilmasidir.
Ancak sdz konusu sayisal sistemin imalat hacminin cok fazla olmamasi
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durumunda her bir lojik blok i¢in ayri1 bir 6zel tiimdevre tasarlanip
retilmesi de ekonomik olmamaktadir.

Temel ©zellikleri yukarida aciklanan standart lojik yap1 elemanla-
rinin gerekliligi burada ortaya c¢ikmaktadir. Giinlimizde bu amaca yonelik
olarak kullamlan timdevreler {ic ana gruba ayrilabilirler :

a) Giris uclarinmin baglantilary dedistirilerek, amaclanan Boole fonk-
siyonunu gerceklemesi saglanan standart tiimdevreler.

b) Ozerinde birbirinden bagims1z olarak bulunan cok sayida kapr elema-
n1 arasinda gerekli metal baglantilar yapilarak istenen ozellikleri

gerceklemesi saglanan tiimdevreler (gate array, uncommitted logic
array).

c) Yapimci veya kullanici taraf1ndan'“program1anabilen" timdevreler
(PLA, PROM, EPROM).

Yukarida sozii edilen timdevrelerden (b) ve (c) gruplarina girenler,
devrenin i¢ yapis1 lizerinde amaca uygun bir degisiklik yapilmasini ge-
rektirmektedirier. Bu ise iiretim asamasinda ek bir masrafa sebep o1-
maktadir. I¢ yapilarinda bir de§isiklik gerektirmediklerinden sistem
tasarimt acisindan (a) grubuna giren timdevrelerin daha elverisli ol-
duklari goriilmektedir. Bu gruptaki timdevrelerin en cok taninan tem-
silcileri cogullayici (multiplexer) devreleridir. Ancak ileride acik-
lanacak nedenlerden dolay1 daha farkli bir yaklasima gereksinim duyul-
mus ve Oniversal Lojik Devreler (ULD) gelistirilmistir.

Tanim 1.1.1. : Oniversal Lojik Devre

S={0,1} bir Boole cebri olsun. F={f:5"+S}, degiskenleri X 9Xose e X
olan tim Boole fonksiyonlarinin kimesi, M devresi de degiskenleri
y],yz;...,ym olan g:Sm+S fonksiyonunu gercekleyen m girisli bir ¢ikis-
11 bir kombinezonsal devre olsun (Sekil 1.1.).

n

¢:{y],y2,...,ym}+{0,1,x],x]',...,xn,xn'} fonksiyonu da M devresinin

girislerine uygulanabilecek bir degisken atamasini gdstersin.
Eder, her feF dicin
3 ¢ 3 g(¢(y])’®(y2)!'",(I)(ym)):f(X'] ,X2,...,Xn)

ise, M devresi n degiskenli Boole fonksiyonlarini gercekleyen bir Oni-
versal Lojik Devre (ULD-n)'dir.
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{0,1,x],x seeesX o X } : ULD - n —— f (x)

Sekil 1.1. m girisli bir ULD-n

Her bir atama icin X] aXgse e e X dediskenlerinin ya da timleyenle-
rinin her biri M devresinin girislerinden en az birine baglanmak zo-
runda oldugundan m=n olmalidir. n dediskenli Boole fonksiyonlarinin
sayilari ve bu fonksiyonlari gerceklemekte kullanilacak ¢ogullayici
devrelerinin giris sayilari Tablo 1.1.'de verilmistir.

n 2 3 4 S
Fonksiyonlarin 16 256 65536 4294967300
sayisi

Kullanilmasi gereken
cogulTayicinin giris 3 6 11 20
Say1s1

Tablo 1.1. n degiskenli Boole fonksiyonlarinin sayis1

m girisli bir M devresinin giris uclarina uygulanabilecek
¢:{y],yz,...,ym}+{0,1,x],x]',...,xn,xn'} atamalarinin sayisi da, m ve
n'ye bagli olarak Tablo 1.2.'de goriilmektedir([6].

n
2 3 4
m 2| 8. - - Tablo 1.2. Farkli ¢ atamala-
3| 96 48 - rinin sayisi
4 | 800 960 384
5| 5760 12480 11520




Tanmim 1.1.1."'e gore M devresinin gercekleyecedi her f fonksiyonu
icin ayr1 bir ¢ atamasi gerekli oldugundan Tablol.l. ve Tablo 1.2. in-
celenerek su sonuclar ¢ikarilabilir. ¢ atamalarinin sayisindan, 2 de-
giskenli tim Boole fonksiyonlarini gercekleyen bir ULD-2 icin 3 giris
ucunun, 3 dediskenli tim Boole fonksiyonlarini gercekleyen bir ULD-3
icin de 4 giris ucunun yeterli olabilecedi goriilmektedir. Ancak her
¢ atamasiyla farklir bir f fonksiyonu liretilemediginden 4 girisli bir
ULD-3'iin gerceklenmesinin olanaksiz oldugu ileride gdsterilecektir.
Ayrica bir ULD-4 icin gerekli olan giris ucu sayis1 da m>5 olmalidir.

sinde ¢ogullayici yerine ULD kullanilmasinmin, devrenin giris ucu sa-
y1s1 bakimindan daha elverisli sonuclar vermesi beklenebilir. Nitekim
yapilan calismatar 5 girisli ULD-3 ve 9 girisli ULD-4 devrelerinin
gerceklenebilir oldugunu gostermistir[9].

ULD kavraminin ilk defa 1966'da Forslund ve Waxman [1] tarafindan
ortaya atilmasindan bugline kadar yapilan calismalar, basit devreler-
den daha cok sayida degiskenli ULD'lere ve ULD sistemlerine dogru
bir gelisme gOstermektedir. Tasarimi fazla karmasik yontemler gerek-
tirmeyen ULD-2 i¢in cok sayida farkli gercekleme dnerilmis ve bunlar
ayrintilariyla 1nce1enmist1r[2],[3],[4],[5],[6]. Uzunca bir slire n>2
degiskenli fonksiyonlar ic¢in ULD tasarimi konusunda etkin bir yontem
gelistirilemediginden, cok dediskenli fonksiyonlarin birden fazla
ULD-2'nin uygun sekilde baglanmas1 ile gerceklenmesi yoluna gidilmis-
tir. Yau ve Tang (1969) ULD'ler kullanilarak sistem tasarimi alaninda
onemli calismalar yapm1s1ard1r[7]. Uzellikle ULD'lerden olusan ada¢
yapilar, n>2 degiskenli fonksiyonlarin gerceklenmesinde yaygin olarak
kullaniTmistir. 1971'de Preparata‘'nin ULD'lerin giris ucu sayisinin
belirlenmesi ve ULD tasarimi konusunda yaptigi calismalar, bunu iz-
leyen baz1 gelismelere de 151k tutmustur[8]. Son yillarda Chen, hem
spektral Tojik yaklasimina, hem de esdeder Boole fonksiyonlari yakla-
simina dayanan ULD tasarim yontemleri Onermis ve bu yontemlerle tasa-
rim1 yapilan baz1 ULD-3'leri de ortaya koymustur[6],[9].
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1.2. CALISMANIN ICERigt

Bu calismada n degiskenli tiim Boole fonksiyonlarini gercekleyebi-
len ULD'Terin tasarimi incelenmis ve tasarimda Boole fonksiyonlarinin
esdegerlik siniflarina gdre bglmelenmesinden yararlanilabilecegi gos-
terilmistir. Ayrica yeni bazi1 ULD-2 ve ULD-3'ler ortaya koyularak
mevcut ULD ornekleriyle karsilastirmasi da yapilmistir.

Calismanin ikinci bolumiinde Boole fonksiyonlari arasinda tanimla-
nabilecek bazi esdegerlik bajintilari incelenmektedir. Bu bagintilar
altinda fonksiyonlarin ayrildigr esdegerlik siniflari da gelistirilen
bir algoritmayla bulunmaktadir. Bu biliimde verilen 3 degiskenli Boole
fonksiyonlarina iliskin esdederlik siniflari calismanin daha ileride-
ki bolimlerinde genis &lciide kullanilmaktadir.

Ocuncl bglimde, belirli bir esdederlik bagintis1 altinda fonksi-
yonlara iliskin esdegerlik siniflarinin sayisinin ve yapisinin belir-
Tenmesini saglayan POLYA Teoremi verilmektedir. Probleme getirdigi
sade ve degisik yaklasimla kombinatoryal matematikte dnemli bir yeri
olan bu teoremin taniti ve uygulamalari da incelenmistir.

Dordiinci bolimde, bu ¢calismada ele alinin ULD tasarim yontemleri
etraflica incelemmistir. Uygulama Grnekleri verilmis, ayrica “"semi-
Universal lojik devre" kavrami ortaya atilarak tamitilmistir. Besin-
ci bolimde ise bu calismada gelistirilen ULD'ler verilerek mevcut
ornekleriyle cesitli yonlerden karsilastirilmaktadir.

Sonu¢ bolimi olan altinci bgliimde calismanin genel bir degderlen-
dirmesi yapilmakta ve elde edilen sonuclar 6zetlenmektedir. Ayrica
bu alandaki calismalarin hangi yonde slrdiiriilebilecedi konusuna da
deginilmektedir.




II, BOLOM
ESDEGER BOOLE FONKSIYONLARI

2.1. ESDEGER BOOLE FONKSIYONLARININ ULD'LER ACISINDAN ONEMt

Birinci btlimde acikland1gr gibi n degiskenli tiim Boole fonksiyon-
larini gerceklemesi istenen bir ULD-n'nin, giris u¢larinin farkli bag-
lantilar: icin 22" farkli Boole fonksiyonunu gerceklemesi gerekmekte-
dir. ULD tasarimi bakimindan ilk akla gelen yontem, bu fonksiyonlarin
tuminii g6z Online alip, bunlari gercekleyen bir devre tasarlanmasidir.
Ancak n>2 icin incelenmesi gereken fonksiyonlarin sayis1 cok artmak-
ta, bu ise tasarimi gliclestirmekte hatta belli bir yerden sonra im-
kansiz hale getirmektedir. Boole fonksiyonlarini herhangi bir sinif-
Tamaya tabi tutmadan tasarlanacak ULD'nin, bilinen cogullayici devre-
Terinden ileri gecemeyecedi gorilmektedir.

Boole fonksiyonlari uygun esdederlik siniflarina ayrilarak ULD'
lerin tasarimi onemli dlciide basitlestirilebilir. Urnegin n degisken-
11 tim Boole fonksiyonlarinin k tane esdegerlik sinifina bdlmelendi-
gini varsayalim. Bu durumda her bir esdederlik sinifindan birer tem-
silci fonksiyon secilerek, giris uclarinin farkli baglantilari icin
bu k tane farkli fonksiyonu gercekleyen bir devre tasarlanabilir. Es-
degerligin tanimindan dolay1, belli bir esdejerlik sinifindan bir
fonksiyonu gercekleyen bir devre, ayn1 esdederlik sinifindaki diger




tum fonksiyonlari da gercekleyeceginden tasarlanan devre bir ULD ola-
caktir. Esdegerlik bolmelemelerinin sayisi k, tiim Boole fonksiyonla-

rinin sayisindan daha kiiciik olacagindan bu yolla tasarimin kolaylasa-
cagr hemen goriilebilir.

n dediskenii Boole fonksiyonlari esdegerlik siniflarina ayrilir-
ken kullanilacak esdegerlik bagintilarinin bu fonksiyonlari gercekle-
yen kap1 devrelerinin 6zellikleri ile yakindan iliskili olmasi gerek-
mektedir. Clinkii yukarida da belirtildigi gibi ayn1 esdederlik sinifin-
dan olan fonksiyonlari gergekleyen kap1 devresinin de, i¢ yapi acisin-
dan, ayn1 olmas1 gerekmektedir.

Ornedin f](x],x2)==x]'+x2 fonksiyonunu gercekleyen kap1 devresinde
giris uclarinin caprazlanmasi sonucu ayni devre fz(x],x2)==x]+x2'
fonksiyonunu gercekleyecektir. Boylece tek bir kap1 devresi ile iki
ayri Boole fonksiyonu gerceklenmektedir (Sekil 2.1.).

X] o— X4
—o Xy’ ¢ X2 >< —o X1 4 X7

Sekil 2.1. Giris uglarimin caprazlanmasi

Yukaridaki ornekte kullanilan caprazlama isleminin bir esdegerlik
bagintisi oldugu gosterilebilirse f] ve fz fonksiyonlarinin ayni es-
degerlik sinmifinin iki elemani oldudu sdylenebilecektir.

2.2. BOOLE FONKSIYONLARI ARASINDAKI BAZI ESDEGERLIK BAGINTILARI

Bu bolimde Boole fonksiyonlari arasinda tanimlanacak bazi esdeger-
lik bagintilar: ele alinacaktir. Ancak daha dnce “"esdegerlik bagintisi"
kavraminin incelenmesinde yarar vardir.

Herhangi bir S kiimesi ve bu kiime lizerinde tanimli R bagintisi goz
oniine alinsin.

i) XRx, VxeS ise R bagintisinda yansima 6zelligi vardir.
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i1) xRy < yRx , Vx,yeS ise R bagintisinda simetri 6zelligi vardir.
ii1) xRy A yRz = xRz , Vx,y,zeS ise R bagintisinda gecislilik czelli-
gi vardir.

Tanim 2.2.1. : Esdederlik Bagintisi
Bir R badintis1 yansima, simetri ve gecislilik ozelliklerinin iciine
de sahipse R bir esdegerlik bagintisidir.

Tanim 2.2.2. : Bolmeleme

S, sonlu sayida eleman1 olan bir kiime, S],Sz,...,SnC:S olsun. Eger
i)SinSj=¢ » Vi#]j ve

i1) S S, u...Uu Sp=S 1;e S]’SZ""’sn kimelerine S'in bir bolmele-
mesi denir.

Tanim 2.2.3. :

R, S kimesinde taniml1 bir esdederlik bagintisi olsun. se$S icin
[s] = (teS | tRs} kimesine s'e esdeder elemanlar kimesi denir.

Teorem 2.2.1. :

R, S kiimesi iizerinde taniml1 bir esdederlik bagintisi olsun. SELPRIRE
,snes igin, s]'e esdeder elemanlar kiimesi [s]] R sz'ye esdeder eleman-
lar kimesi [s,]...vs. olsun. Bu durumda

{[s;] 7 sses , i=1,2,3,...} kimesi S'in bir bolmelemesidir.

Tanit :

i) Tamm 2.2.2.'ye gore birbirinden farkli her [s;]eS ve [sj]eS icin
[si]ﬂ[sj]=¢ oldugu gosterilmelidir. [s.] ve [sj] 'nin birbirinden
farkl1 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul, s; ve sj'nin arasinda bir
esdegerlik bagintis1 bulunmamasidir. Giinkii eger S; R sj olursa,

Tanim 2.2.3. geregi [Si]=[sj] olacaktir.

s; Rsy icin tefs;]a ts[sj] olsun.

s;RtAatR S5 s R 55 (celiski)
Dolayisiyla
[si]#[sj]=%[si]n[sj]=¢ olacaktir.

rinin bazilar1 birbirine esit olabilir. Ancak her [Si] kimesi en az




“ <= ‘ i l 1 I 1

bir eleman icermektedir. Boylece
[s7] U [sp] U ... U [s ]-S olacaktir. &

Esdederlik kavrami bdylece tanitildiktan sonra asagida Boole fonk-
siyonlari arasinda tanimlanan bazi bagintilar ele alinarak bunlarin
esdegerlik bagintis1 olup olmadigr incelenecektir.

Tanim 2.2.4. : Icerme Bagintisy

g(y],yz,...,ym) fonksiyonunu gercekleyen kap1 devresi M olsun. M dev-
resinin bazi1 giris uglarina sabit 0 veya 1, diger giris uglarina da
x],x]',...,xn,xn' degiskenlerinin bazilari baglanarak gerceklenen
fonksiyon da f(x],xz,...,xn) olsun (m>n). Bu durumda g fonksiyonu

f fonksiyonunu iceriyor denir (g Ri f).

Ornedin M devresinin gercekledigi fonksiyon g(y],yz,y3)==y1y2+y]‘y3
olsun. Bu devrenin giris uglarina XY ]+y2, X57Y 4 baglantilart ya-
pilacak olursa devrenin gergekleyecedi fonksiyon f(x],x2)=:x] t X,
olacaktir (Sekil 2.2.). Bu durumda g fonksiyonu f'i igcermektedir,
yani fonksiyonlarin arasinda g Ri f bagintisi mevcuttur.

X1 o———— Y1
1 o—1 y9 M g ———- fx1.x2)

X20——— Y3

Sekil 2.2. lIcerme bagintisina ornek

Yukaridaki ornek incelendiginde, g fonksiyonunun f fonksiyonunu
icermesine ragmen, f'in g'yi icermedigi goriilmektedir. Yani f(x],xz)
fonksiyonunu gergekleyen bir devre kullanilarak g(y],yz,y3) fonksi-
yonunun elde edilmesi mumkiin dedildir. Dolayisiyla icerme bagintisi
simetri ©zelligini saglamamaktadir ve bu nedenle bir esdegerlik ba-
gintis1 da degildir. Ancak igerme Gzelliginin ULD'lerin kullanimin-
da onemli bir rol oynadigi gdrU]ecektir[]Z].




| 1

— imass  gemey j

ST e peE—

10

Tanim 2.2.5. : Dedisken Caprazlama Bagintisi

f](x],xz,...,xn) fonksiyonunu gercekleyen kapi devresi M olsun. M'nin
baz1 giris ug¢larinin caprazlanmasiyla elde edilen fonksiyon da
fz(x],xz,...,xn) olsun. Bu durumda f] ile f2 arasinda degisken c¢ap-
razlama bagintisi vardir (f] R. f2).

Teorem 2.2.2.

Degisken caprazlama bagintisi bir esdederlik bagintisidir.

Tanit :

1) Yansima 6zel1igi : Yapilan degisken caprazlamasi tim degiskenleri
yerlerinde birakiyorsa (birim caprazlama) f Rc f 0zelligi gecerlidir.

ii) Simetri 6zel1igi : Bir degisken caprazlamast ile f] fonksiyonunu
gercekleyen devreden f, elde ediliyorsa, ayni caprazlama yapilarak

f2 fonksiyonunu gercekieyen devreden de f] fonksiyonu elde edilir.
Yani f] RC f2¢%>f2 Rc f] 0zelligi gegerlidir.

111) Gecislilik Gzelligi : Bir dedisken caprazlamasi ile f] fonksi-
yonunu gercekleyen devreden f2 fonksiyonu, baska bir degisken capraz-
Tamas1 ile de f, fonksiyonunu gercekleyen devreden f3 elde ediliyor-
sa, bu iki caprazlamanin ardarda uygulanmasi ile f] fonksiyonunu ger-
cekleyen devreden f3 fonksiyonu elde edilir. Yani

f1 Re fa a fy) R. T3 = f, R. fy 0zel1igi gecerlidir,
Her lic Gzellik de saglandigindan dedisken caprazlama bagintisi bir

esdegerlik bagintisidir. &

F, tim Boole fonksiyonlarinin kimesi, f],fzeF, ve P de F lzerin-
de tamiml1 bir permiitasyon grubu olsun. Bu durumda degisken capraz-
Tama bagintis1 asagidaki gibi de tanimlanabilir.

f] Rc f2<=> EIP_ieP 3 f1=P1.(f2) v f],fzeF

Tanim 2.2.6. : Degisken Tiimleme Bagintisi

n
baz1 giris uclarina bagli olan dediskenlerin Once timleyeni alinarak,

bunlarin i1gili girislere baglanmasiyla elde edilen fonksiyon da
fz(x],xz,...,xn) olsun. Bu durumda f] ile fz arasinda degisken tlim-

Teme bagintisi vardir (f] RT fz).

f](x],xz,...,x.) fonksiyonunu gercekleyen kapi devresi M olsun. M'nin
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Teorem 2.2.3. :

Degisken timleme badintisi bir esdederlik bagintisidir.
Tanmit :

i) Yansima 0zel1igi : Yapilan dedisken tiUmlemesi biitiin degiskenleri
ayni birakiyorsa (birim timleme) f RT f 0zelligi gecerlidir.

i1) Simetri 6zel1igi : Bir degisken timlemesi ile f] fonksiyonunu ger-
cekleyen devreden f2 fonksiyonu elde ediliyorsa, ayni1 degisken tumle-
mesi yapilarak f2 fonksiyonunu gercekleyen devreden f] elde edilir.
Yani f] RT f2¢%>f2 RT f] ozelligi gecerlidir.

i11) Gecislilik 0zel1igi : Bir dedisken timlemesi ile f] fonksiyonunu
gercekleyen devreden f2 fonksiyonu, baska bir degisken timlemesi ile
de f2 fonksiyonunu gercekleyen devreden f3 fonksiyonu elde ediliyor-
sa, bu iki de§isken timlemesinin ardarda uygulanmasi ile f] fonksiyo-
nunu gercekleyen devreden f3 fonksiyonu elde edilir. Yani

f] RT f2 A f2 RT f3 =>f] RT f3 0zelligi gecerlidir.
Her Uc¢ ©zellik de saglandigindan dedisken timleme badintisi bir es-
degerlik bagintisidir. A

F, tum Boole fonksiyonlarinin kimesi, f],fzeF, ve T de F iizerinde
tanmml1 bir permiitasyon grubu olsun. Bu durumda degisken tiimleme ba-
gintis1 asagidaki gibi de tanimlanabilir.

Tanim 2.2.7. : Degisken Caprazlama-Timleme Bagintisi

f](x],xz,...,xn) fonksiyonunu gercekleyen kapi1 devresi M olsun. M'nin
baz1 giris u¢larinin caprazlanmasi, baz1 giris uglarina bagli olan
degiskenlerin de timleyeninin alinmasiyla elde edilen fonksiyon
fz(x],xz,...,xn) olsun. Bu durumda f1 ile fs arasinda degisken cap-
razlama-timleme bagintis1 vardir (f] RE fz).

F, tum Boole fonksiyonlarinin kiimesi, f],fzeF, P ve T de F lize-
rinde tanimli birer permiitasyon grubu olsun. Bu durumda degisken cap-

razlama-timleme bagintisi asagidaki gibi de tanimlanabilir.

f] Re fp @3PieP A 3T eT 3F1=P,(T4(F,)) VE,f,eF




== _ === == | (=t R

== =

==

===

12

Teorem 2.2.4. :

Degisken caprazlama-tiimleme bagintisi bir esdegerlik bagintisidir.
Tamt :

i) Yansima 6zelligi : P ve T birer grup olusturdugundan birim permu-
tasyontar (Pe ve Te) da vardir. Dolayisiyla

f RE'fé$3PegPA3TeeT:af=Pe(Te(f)) 0zelligi gecerlidir.

i1) Simetri 6zel1igi : P ve T birer grup olusturdujundan her PigP ve

TjeT permitasyonunun bir ters permiitasyonu vardir.

N -1 4 -1,4 -1
Py (Ty(f)) 03P 7lep 4 3T eT o 10,7117 e))
Boylece f] RE fzé%>f2 RE f] 0zelligi sa§]én1r.

111) Gecislilik 6zel1igi : P ve T permiitasyon gruplarinin elemanlar
icin su 6zellikler gecerlidir.

PLTL(F)) = T,(P1(F)) PeP, TieT
P1(Py(£)) = Py(f) PysPysPaeP
TH(T,(£)) = T4(F) T, 3T, TgeT

Bunlardan yararlanilarak,
f] RE f2 A f2 RE fé =%3Pi,Pk,Pqu A HTJ,Tm,TreT 3 |
Fq = Py (TP (T (F300)) = T5(T(Py(Py (£3)))) = T(P (f3))

0zelligi saglanir,

Her lic 6zellik de saglandigindan degisken caprazlama-tiimleme baginti-
st bir esdegerlik bagintisidir. A

Asagidaki basit teoremler dedisken tiimleme ve degisken caprazlama
permitasyonlarinin sayisini vermektedirler.

Teorem 2.2.5. :

n girisli bir devrede uygulanabilecek degisken tiimleme permiitasyon-
larinin sayis1 2™'dir.

Teorem 2.2.6. :

n girisli bir devrede uygulanabilecek dedisken caprazlama permiitas-
yonlarinin sayisi nl'dir,
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Sonuc Teorem 2.2.7. :

n dediskenli Boole fonksiyonlari kiimesi icinde RE esdegerlik baginti-
s1 tarafindan belirlenen her bir esdederlik sinifi1 en fazla permiitas-
yonlarin sayisi kadar (Zn-n]) fonksiyon bulundurabilir.

Yukarida ayrintili olarak incelenen ve ilerideki bolimlerde lze-
rinde sik¢a durulacak olan RE caprazlama-timleme bagintisi, n degis-
kenli bir Boole fonksiyonunun giris uzayi izerinde bir permiitasyona
karsi11k diismektedir.

Ornedin 2 deg§iskenli bir Boole fonksiyonunun giris uzayi
{00,01,10,11} seklindedir. Giris uzayinin elemanlari onlu tabanda kod-
lanarak {0,1,2,3} seklinde de verilebilirler. tki dediskenli f(a,b)
fonksiyonunu gercekleyen devrenin giris u¢larina RE bagintis1 ile ta-
nimlanan degisken atamalarinin uygulanmasi sonucu olusan giris uzayi
permitasyonlari Tablo 2.1.'de verilmistir.

a o———

— fla,b)

b o—

a b Giris Uzayinin Permiitasyonlari
X1 X 01 2 3
X x2' 1 0 3 2
x]' X5 2 3 0 1
x]' x2' 3210
Xo  Xq 02 1 3
Xo x1‘ 1 3 0 2
x2' X1 2 0 3 1
x2' x]' 31 2 0

Tablo 2.1. Farkl1 degisken atamalari i¢in giris uzayir permiitasyonlar:

Tenmesi sonucu devrenin gercekledigi fonksiyonun giris uzay1 iizerinde
olusan permiitasyon kiimesi, tim mimkiin permiitasyonlar kiimesinin bir alt
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kiimesidir. RE bagintisinin olusturdugu bu alt kiimeye "uygulanabilir
permiitasyonlar" kiimesi denir.

Lemma 2.2.8. :
Uygulanabilir permiitasyonlar kimesi bir grup olusturur.

RE esdegerlik bagintisinin Gzellikleri incelendiginde uygulanabi-
lir permiitasyonlar kimesinin i) kapalilik, ii) birim eleman, iii) ters
eleman hakkindaki grup aksiyomlarinin timiini saglad1di goriiliir.

2.3. ESDEGER BOOLE FONKSI1YONLARININ ELDE EDILMESi

Degisken caprazlama-timleme bagintist RE 'nin, Boole fonksiyonla-
rinin giris uzayi lUzerinde olusturdudu permiitasyonlardan yararlanila-
rak Boole fonksiyonlarina iliskin esdederlik siniflari kolaylikla el-
de edilebilir. Bunun i¢in Once asagida verilen iki lemma incelenecek-
tir.

Lemma 2.3.17. :

n degiskenli Boole fonksiyonlarinin giris uzayi D olsun. RE bagintisi-
nin, n degiskenli Boole fonksiyonlarinin giris uzay1l iizerinde olustur-
dugu permiitasyon grubu da P olsun. 0 zaman

0zelligi gecerlidir.

Lemma 2.3.2.

n dediskenli tim Boole fonksiyonlarinin kiimesi F, RE bagintisinin be-
lirledigi esdeder fonksiyonlar kimeleri de F]’FZ""’Fk olsun., 0 zaman

{Fl’FZ""’Fk} kiimesi F'in bir bolmelemesidir.
Bu lemmanin taniti Teorem 2.2.1.'den yararlanarak yapilabilir.

P kimesinin elemanlarinin bilindigi varsayimiyla, asagidaki algo-
ritma kullanilarak n dediskenli Boole fonksiyonlarina iliskin esdeger-
Tik siniflari ve bu siniflarin elemanlari bulunabilir.
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Basia
i " Daha Gnce ele alin- Biitiin f'ler incelendiyse
11_ mamis bir feF sec dur

f-|= f(pi(d)) » V piEP

fonksiyonlarini liret

_9ukak1da uretilen fonksiyonia-

rin hepsini Fk'ya yerlestir

k=k+1

Sekil 2.3. Esdeger Boole fonksiyonlarini bulan algoritmanin basit-
Testirilmis akis diyagrami

Oc degiskenli Boole fonksiyonlarina iliskin esdederlik siniflar,
verilen algoritmayla elde edilerek asagidaki tabloda listelenmistir.
Sabit 1 ve sabit 0'in da birer Boole fonksiyonu oldugu g6z Gnline ali-
narak, esdederlik siniflarinin toplam sayisinin 22 oldugu goriilmekte-
dir. Ayrica esdegerlik siniflarindaki fonksiyonlarin sayisi en ¢ok
24 olmaktadir. Bu say1, uygulanabilir permiitasyonlarin sayisinin ya-
ri1s1 oldugundan her permiitasyonun ayri bir fonksiyon liretmedigi de
gosterilmis olmaktadir.
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§. ESDEGERILIK SINIFY Temsilci fonksiyon :

500 007 010 911 100 101 149 111
i ) o 0 ) ) )
ﬂ 5 1 ) a ) 4 X1X2x
) i ) ) O 4 o
Q. ) ) < 0 ) o
f 0 a 0 ) ) 9
)
o

-

3

- O

D) 9 9 %} 1 0
3 0 0 9 9 9 1

Lol oR ol ol

2. EFDEGERLIK SINIFI

Q00 BOY 919 911 100 104 110 1114

5 T T T e X, + Xa + X
f 1 2 3
i 1 i

i

1

Q
i
1
1 0
i
1
i

il O- B
- = e = ek = e
T o Ty

1
1
1
i
1 1
1 1
i 9]

3. ESDESERILIK SINIFI

Q00 001 919 D91 160 101 110 141

i 9 9 9] 1 0 & 9 X-IX2
o] ] 1 0] Q i
¥} 1 9] [5)
¥ 9 9 i
q 3] i ]
v} 2] Q 9
& i 9 1
1] §] 0] o]
i i ¢/ o}
1] 1] %] D
) ] i i
O i o 0

o~
Lo

LS G T O E -
OO
P EC OSSO

ST D
C_

R RO

e

fo
T e

“ta ESDEGERLIK STNIFT

Poowi9 011 00 101 140 414

m_mammn_y_“_ﬂ?_wmmw_
i o]
0] 1

1
i
1
0]
i
i
i
&

1
i
i

3 ok D N e
-

—_
DY o = e
=
~
<

<
<=
=
~ —
o A N IR

-

-

-

-
[

Tablo 2.2. 3 dediskenli Boole fonksiyonlarina iliskin esdederlik siniflar
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Temsilci fonksiyon :

G EFGEEERLYIK STHIFT

LCIER VTC R N K IR I T B AT oS B T WO N I I

0 0 6 0 o { i XqXoXa * X' X, X,
9 ] { @ o i 9 ) 1723 LMl =
0 i @ @ 0 o ! o
) o 9 i 1 9 9 9

d. ESDEGERLIK SINIFY

Q08 01 010 0fd 0 100 101 110 4144

o i

g ey S o S i A X Rl s e

[

1 ]
i Q
1

V. EFDESERLIK SIMIFX

GO0 091 019 Qi1 100 1604 110 14

i 9 Y] i ) 0
; i 1 Q J 9
) v 0 V)
Q Q @ 0
1 9 V] 9
9 1 9] 0
0 0

% X]X2X3 + X] X2X3
¥

o] 1]
i 4]

9 o]
0 i
9 0

SO DT -
—E T > &

DO CCC TG
~OCOTOT >0
OO TC
DT OOC+CC

9. EFDESERLIK SINIFI

R0 61 D10 011 100 101 440 4114
T s
1 4] [}
1
;
i
1

A S '

2 X3 + X] X2 + X]XZ
0
5]

N
e b D s —h e

i
0O 1
] 1 [¥]
i
i
i

i - SN & e T S
B S S R PR SN

o i

Tablo 2.2. 3 degiskenli Boole fonksiyonlarina iliskin esdegerlik
siniflar1 (devam)
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DB

i

3]
o
O
i

O
v

i

Ny N C)

-

QB0 001 019 B4 100 101 110 {41
3 i 1 1] Q 1 1 0
i i [0} i 1 0 © i
i 4] i 1 1 ¢} 0 1
i i i 9 0] i 1 0
4] ] 1 V] 0 § 3 1
i v O i i 1 0} i
1 4] 0 i i [} 1 1
o3 i 1 O 1 1 i 0]
[0] i 13} 1 i i i (¢}
i 1 i 5] V] i O 1
i 0 i Q i i Q 1
1 i o i 1 9] i 0
0 i [0] i 1 0} 1 1
1 3 i i %) i { i
1 i) i 9] 9] i ! 1
] t 1 i ] G i v}
o 0 | i i i 1 19/
i 1 i 4 0 {1 i i
1 1 O Q) i o} ] i
i U (| i i 1 [} 19}
] ] i i f ] 0] ]
| 1 0 i ] [} i i
1 i 0 ) 0 1 | 1
L i i i i 1 4] 6]

1919

0
%
i
]
i

1

. EXDESERLIK STHIFEYT

T oo

P o Ry

1
i
V]
G
V]
1
&
0]
0
1
i
V]
i
)
i
i
0
0
1
Q
O

S SO CO DO O
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12, ESDESERLIK SIHIFI

0]

T @ -

~EE OO E P CEE - = O

19

i010  Oid o 108 484 110
8 o 1 e
i a6 g
o v 0 i

%)

LEOVC+OO TGO T DO

Temsilci fonksiyon

"X-IXZ + X-I X3 + X]X

3

Tablo 2.2. 3 degiskenli Boole fonksiyonlarina iliskin esdegerlik

sinmflar1 (devam)
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135, EFDESERLIK SINIFY Temsilci fonksiyon :
000 001 91D Bid 4100 101 f10 41

¢ o 1 ¢ i Q
O i 2] Q9 1 o}
1 9] o] O Q 1
i o] Q 1 9 i
i 9 Q i o] 9
1 o) 9 1 D 1
0 t i & i c] o O
Qo 1 1 Q 0 v] 0] i

S R R I TR S R RN

gl a1
C_—

P40 EFDEGERLIK SIMIF

—

008 901 810 8if 100 101 140 114
e

i 0 i i
i i o 9
o

g v ke

-~
<

i 1 0
i 4]

X-IX2+X-IX

~
o

X1%Xp X3

h e e
o R R

1
G @ 1 4 9
4] 9] i o) i
i i 0
i

C ETHIFI

D1 @ie DI 106 101 i10 1144

0 o i CXqXs Xy 'X
e 172 M1 %
i

-

i
1
i o) Q
0 Q0 Y 1 1%}
i i 3] 1] 9]
3] 0 i 9

i 9] [9] 1
i 1 5}
i
i

> @ D D

o

=

i 1

: -
Fa o oI o I RN
L
Lo -
-
e

T == Cr Cr =
=

£ e
pe
Ty o

SR 0 I o RN, NP A N P,

<
Lo IRl o I O T o T A DA T PR T

e e D@ DD D e ko e e o O

e
[l
= L = = s e S e = o

-
)
g
<

Tablo 2.2. 3 dediskenli Boole fonksiyonlarina iliskin esdegerlik
siniflar1 (devam)
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16. ESDESERLIK SINIFI Temsilci fonksiyon
600 001 010 0id 100 101 110 1114
i e e ey ot Bkt it 443 b e 7 1T 100410 St 44 e, - b b e 5 1 1

@ a i 1 i ) ) 1 X9Xp + XeXo' *+ Xi'X

& i 0 i § 0 9 172 173 172
i i o 0 0 1 y
Ny B i i 8 i 1
i i o G 1 o o
o i o i o i i
i 0 i o 9 1 1
" -
]
i

T -

o i o 1 o
o o i o o
o & ) o f

I R N TN

O
1
(U
) i i G i i )
L 1 i @ 9] V] i i
i o] 5] 1 1 i Q
0 i i 9] 0 i 9
. N |
1

<
TH o = T (T = = o

ped
-

-
=

1V ESDESERILIK SINIFY

097 010 0F1 0 190 101 10 111

“?“m. 1 = : 5 - S B X%y X{Xg * XoX3

i @ ~ i @ 9 1 9
: i - i 0 o 9 i
; i i ) 1 ) 9 )
o i o

5] 1 0

|
i
i
1 i
o] 1 9] ]
1 i 0 0 1 k i

w
() Eakd
e

i

) 1 i O
i
i

£ = e o

18, EFDESERLIK SINIFI

D30 011 180 4104 140 §1i4
Ll i

e 3 9
q q o

o o

G

Cr o= G = =
- =
[
-

s
-
N

Tablo 2.2. 3 dediskenli Boole fonksiyonlarina iliskin esdederlik
siniflari (devam)

X

3
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19, ESDESERLIK SINIFI Temsilci fonksiyon :

DO 091 019 0f1 100 101 1106 11

) 1 o i 1 0 1 o XiXo + X7'Xn'
o 9 1 i 1 1 0 0 172 172
i 9 f 0 9 i 0 1

i 1 0 9 0 o 1 1

o i f 0 0 i § 0

§ 0 o 1 i 0 0 {

20. E§DESERLIK SINIFI
000 001 010 0fi 100 101 410 141

B T e e !
o 1 1 o i 6 0 1 L4

X]X2X3 + X] XZ X3 +

+ XXy 'Xg

Tablo 2.2. 3 degisken1i Boole fonksiyonlarina iliskin esdegerlik
siniflari (devam)
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POLYA TEOREM!

Yukarida ana hatlariyla verilen algoritma kullanilarak n degis-
kenli Boole fonksiyonlarina iliskin esdederlik siniflari bulunabilir.
Ancak bu islem, n degiskenli tiim Boole fonksiyonlarinin incelenmesi-
ni gerektirdiginden n>3 i¢in bilgisayardan yararlanilmasi zorunlu ol-
maktadir. Belirli bir esdederlik bagintisi altinda fonksiyonlara i-
Tiskin esdederlik siniflarinin sayisinin ve yapisinin belirlenmesi,
G. Polya tarafindan 1938 yi1linda ortaya koyulan bir teorem.sayesin-
de cok daha basit bir sekilde yapilabilmektedir. Bu bollimde, Boole
fonksiyonlarinin siniflandiriimasi problemine dedisik bir 1s1k tutan
Polya Teoremi ayrintili olarak incelenecektir [10],[11].

3.1. BIR PERMUOTASYON GRUBUNUN OLUSTURDUGU ESDEGERLIK SINIFLARI

S kiumesi lUzerinde tanimlanan bire-bir fonksiyona S kimesinin bir
permiitasyonu denir. Permiitasyonlarin gosterilimi i¢cin asagidaki yol
izlenebilir.

. = .. _labcd
S={a,b,c,d} i¢in p:S>S , p {b d e a}

Py ve p, S kimesinin iki permiitasyonu olsunlar. Bu permiitasyon-
larin bilesiminin (p]opz) de yine S kimesinin bir permiutasyonu oldu-
gu kolaylikla gosterilebilir.
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Teorem 3.1.1.

SonTu S kimesi Uzerinde tanimlanan bir permiitasyon grubu G ile gdste-
rilsin. Bu permitasyon grubunun S kimesinin elemanlari arasinda olus-
turdugu baginti1 bir esdederlik bagintisidir. Yani,

sy Rg 52¢%3peG351 ==p(52) s Vv s],szeS
Tanit :
i) Yansima ©6zelligi : G bir grup olusturdugundan birim permiitasyon (e)
da vardir.
e(s) =s , ¥ seSes Rg s
ii) Simetri 6zelligdi : G bir grup olusturdugundan her p permiitasyonu-

nun bir ters permiitasyonu vardir.

1

P(sy) =s, @ p (s,) =,

1 RG 526952 RG S
iii) Gegislilik 0zelligi : lki permiitasyonun bilesimi yine ayni1 per-
miitasyon grubunun elemani oldugundan asajidaki ozellik saglanir.
P(sy)=sy A Pplsp)=sg =P yPy(sq)=s3 » ¥ 57,55,53eS
Sy RG So A Sy RG S3 =S, RG S3
Her lc 0zellik de saglandigindan G permiitasyon grubunun olusturdugu
baginti bir esdederlik bagintisidir. A )

Sonlu S kimesi ve bu kiime Uzerinde tanimlanan permiitasyon grubu
G verilmis olsun. G permiitasyon grubunun olusturdugu esdederlik bagin-

ile bulunabilir. Ancak daha once asagidaki tanim incelenecektir.

Tanim 3.1.1. : Degismezlik Uzelligi

G, S kimesi lizerinde tanimlanmis bir permiitasyon grubu olsun. Egder
bir peG ve seS i¢in p(s)=s ise s eleman1 p permiitasyonu altinda dedis-
mezlik Ozelligine sahiptir denir.

Teorem 3.1.2. : Burnside Teoremi

S kimesinin, G permiitasyon grubunun olusturdugu esdederlik badintis:
altinda ayri1di1§1 esdegerlik siniflarinin sayist k olsun.
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0 zaman _
k= 7 v(p) (3.1)
# G peG

seklinde verilir. Burada v¥(p), p permitasyonu altinda degismezlik &-
zelligine sahip olan elemanlarin sayisidir.

Ornek :
S kiimesi S={a,b,c,d} ve bu kiime lizerinde tanimli permiitasyon grubu
da G={p1,p2,p3;p4} olsun. G'nin elemanlari asagida verilmistir.

_labecd _labcd

Py~ [abcd:' Po= [baqd]

_labcd _labcd

P3~ [abdc] Py~ [badc]

Burnside Teoremi uygulanacagina gdre dnce her permiitasyon altinda
degismezlik 0zelligine sahip olan elemanlarin sayisi belirlenmelidir.
P permitasyonu incelendiginde, tim elemanlarin degismezlik 6zelligi-
ne sahip oldugu goriliir. Birim permiitasyon olan P icin w(p])=4 ola-
caktir. Py permiitasyonu, ¢ ve d elemanlarini de§ismeden birakmaktadir,
dolayisiyla w(p2)=2'dir. Benzer sekilde W(p3)=2 ve w(p4)=0 oldudu da
bulunabilir. G permiitasyon grubunda 4 permiitasyon bulundujundan #G=4'
tur. Boylece elde edilen dederler (3.1.) ifadesinde yerine koyularak
k bulunur.

k== ] #(p) = (452:2:0) = 2

# G pel
Verilen permiitasyon grubu altinda S kimesi 2 esdederlik sinifina boliin-
mektedir. Permiitasyonlar incelenerek bu esdeerlik siniflarinin {a,b}
ve {c,d} oldugu da gosterilebilir.

3.2. FONKSIYONLARA fL1SKIN ESDEGERLIK SINIFLARI

Bu kisimda f:D+R seklinde tanimlanan fonksiyonlara iliskin esde-
gerlik siniflarinin sayisinin belirlenmesi incelenecektir.

Tanim 3.2.1. :
F tim f:D-R fonksiyonlarin kiimesi, G de D ilizerinde tanimlanmis bir

permitasyon grubu olsun. G'nin F lizerinde olusturdudu baginty soyle
tanimlanir :
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f, Re f,©3peGafi(d) = fy(p(d)) , ¥ deD . ¥ fy,fycF

Bu RE bagintisinin bir esdederlik bagintisi oldugu kolaylikla géste-
rilebilir (Bkz. Teorem 3.1.1.'in tani1t1). F'in elemanlari arasinda
tanimlanan RE bagintis1 bir fonksiyonla da gdsterilebilir.

f](d) = f2(p(d)) , ¥ deD<=>3np:F+F3f] =7’p(f2)

Teorem 3.2.1. :

np:F+F fonksiyonu bire-bir ve ortendir.
Tanit :
(f

wp(f]) = = f, olsun.

P 2)
f](d) = f3(p(d)) ve fz(d) — f3(p(d)) » ¥V deD

f](d) ==f2(d) , VY deD
Sonlu bir kime lizerinde taniml1 bire-bir fonksiyon ayn1 zamanda or-

tendir. Yukarida L fonksiyonunun bire-bir oldugu gosterildigine go-
re teorem tanitlanmis olur. A

Sonu¢ Teorem 3.2.2. :

D kiimesi Ulizerinde tanimlanmis G permiitasyon grubunun olusturdugu L
fonksiyonlari da F kiimesi Uizerinde bir permiitasyon grubu olusturur.

G permiitasyon grubunun olusturdugu esdegerlik bagintisi altinda

Teoremi kullanilarak bulunabilir.

—

Teorem 3.2.3. :

F fonksiyonlar kimesine iliskin esdederlik siniflarinin sayisi k ol-
sun. 0 zaman

k=L Y ¥(m )

# G peG P
seklinde verilir. Burada w(np), L permiitasyonu altinda degismezlik
ozelligine sahip olan fonksiyonlarin sayisidir.

Gorildigi gibi Burnside Teoremi'nin uygulanmasi ic¢in F kiimesinde-
ki tiim fonksiyonlarin incelenmesi gerekmektedir. Simdi verilecek olan
Polya Teoremi ile hem sadece G permiitasyon grubunun tzellikleri kulla-
nilarak sonuca gidilmekte, hem de esdederlik siniflarinin sayis1 ve
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yapis1 hakkinda onemli bilgiler kazanilmaktadir.

Tanim 3.2.2. : Fonksiyonun Agirligi

F kimesindeki fonksiyonlarin tanim kimesi D, deder kiimesi de R olsun.
Her reR i¢in tanimlanan w(r)'ye deder kiimesi elemani r'nin agirlig
denir. w(r) bir say1 veya sembol olabilir. f:DsR fonksiyonunun agir-
11§71 da
W(f) =1 w(f(d)) seklinde tanimlanir.
deD

Bu tanima gore bir Boole fonksiyonunun agir1igi, o fonksiyonun Kar-
naugh diyagramindaki 1'lerin ve 0'larin sayisini verecektir. Bu ise
soz konusu fonksiyonun yapisi hakkinda oldukca degerli bir bilgidir.

Tanim 3.2.3. :
F fonksiyonlar kimesinin dokimii (inventory),

I =7 W) seklinde tanimlanir.
feF '

Boylece F kiimesindeki fonksiyonlarin sayisi, bunlarin ka¢ tanesinin
agirliginin ne oldugu dokiim ifadesi incelenerek bulunabilir.

Teorem 3.2.4.

Ayn1 esdederlik sinifindaki fonksiyonlarin agirliklari da birbirine
esittir.

Tamt :
f]:D+R ve f2:D+R olsun. G de D lizerinde tanimlanmis bir permiitasyon

grubu olsun. f1 ve fz'nin ayn1 esdederlik sinifindan olduklari kabul
edilirse asagidaki esitlikler gecerlidir.

H(F)) = T wW(Fi(d)) = T w(fy(p(d)))
deD deD

= T w(f,(d)) =W(f,)
deD 2 2
Cunki carpim terimi icinde yalniz carpanlarin yerleri degismektedir,
bu ise agirlik ifadesinin dederini etkilememektedir. A

Dolayisiyla F fonksiyonlar kiimesinin dokiimii elde edilebilirse kag
tane esdegerlik sinifinin bulunduju, ve bu siniflara giren fonksiyon-
larin agirliklarinin ne oldugu bulunabilir.
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F kiimesindeki fonksiyonlar agirliklarina gore siniflandirilsin-
lar. ie{1,2,3,...} i¢in
Fi = {feF | W(f)=H,)

kimelerinin F'in bir bolmelemesini o]qsturduk]ar1 aciktir.

Tanim 3.2.4. :
Her peG permiitasyonu bir np(1):Fi+Fi fonksiyonu o]usturur.

Fld)=Fp(p(d)) » ¥ dededn (apy —n ey, vor,fper,
Lemma 3.2.5. :
ﬂp(i) fonksiyonu F. ayn1 agirlikly fonksiyonlar kimesinin bir permii-

tasyonudur.,
Tan1t icin Teorem 3.2.1.'dekine benzer bir yol izlenebilir.

Lemma 3.2.6. :

(i) (i)
'"p-l p2 Tfp'l '"p2 s Y p] ,p2€G

Asagida, Polya Teoremi'nin ifadesinde kullanilan bazi onemli kav-
ramlar tanimlanacaktir.
Tanim 3.2.5. :
i) Bir permiitasyona iliskin cevrim, permiitasyonun cevrimsel olarak bir-
birine atad1gr elemanlarin olusturdudu alt kimedir. ‘

ii) C¢evrim uzunlugu, bir ¢evrimde bulunan elemanlarin sayisidir.

iii) Bir p permitasyonu b] tane 1 uzunluklu cevrim, b2 tane 2 uzunluk-
Tu cevrim ...vs. bulundursun. x],xz,x3,...forme1 degiskenler olmak ii-
zere bu permiitasyonun ¢evrim yapisi

seklinde gosterilir.
iv) G permiitasyon grubuna iliskin ¢evrim indeksi

: 1 bl _ b2 bk
PalXysXoseeusX ) =— } x X cee X
G'"1°72 k #G peG 1 2 k

olarak tanwmlanir.
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Teorem 3.2.7. : POLYA Teoremi
F=1{f | f:D>R} ve G, D lizerinde tanimlanms bir permitasyon grubu ol-

sun. F fonksiyonlar kimesinin dokim ifadesi asagidaki gibi verilir.

Tanmit :

Agirliga wi olan fonksiyonlara iliskin esdederlik siniflarinin sayi-
1 m, olsun. 0 zaman Tanim 3.2.3.'e gore fonksiyonlarin ddkumii

I ==Z miwi olacaktir.
i

Burnside Teoremi kullanilarak m, hesaplanabilir.
m, - Y ¥(w (1))
#G peG P
Dolayisiyla dokiim ifadesi asagidaki gibi yazilabilir.

. .W.=L ‘ 'n(i) .
I § T pge % T

Burada ) w(np(1))wi ifadesi, p permitasyonu altinda degismezlik Gzel-
: \

1igine sahip olan fonksiyonlarin dokimiidiir. Herhangi bir feF fonksi-
yonunun p permiitasyonu altinda degdismezlik 6zelligine sahip olmasi,

f fonksiyonunun, p'nin ayn1 cevrimine ait olan tanim kiimesi elemanla-
rina ayni dederi karsi diisiirmesi demektir.Bu nedenle

] b b
T owin Dy, = [Mr)] ‘ [z <w(r>)2] 2
i P 1 reR

i reR

olacaktir. A
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3.3. ESDEGERLIK SINIFLARININ BULUNMASI

Polya Teoremi kullanilarak Boole fonksiyonlarina iliskin esdeger-
1ik sainiflarinin sayisi ve yapisi kolaylikla bulunabilir. Unce 2 de-
giskenli Boole fonksiyonlari ele alinarak Polya Teoremi'nin kullanim
gosterilecektir.

Bilindigi gibi iki dediskenli Boole fonksiyonlarina iliskin tanim
ve deger kimeleri

D= {00,01,10,11} ve R={0,1} seklindedir.

Iki degiskenli fonksiyonlar icin RE bagintis1 altinda olusturulan G
permitasyon grubunun elemanlari Tablo 2.1.'de verilmisti. Bu 8 uygu-
lanabilir permiitasyonun bulundurduklari cevrimler ve ¢evrim uzunlukla-
ri da asagidaki gibidir.

Py P, P3 Py Pg Pg Py Pg
byl 4 0 o0 0 2 0 0 2
b, 0 2 2 2 1 0 0 1
by 0 0 0 0 0 0 0 0
byl O 0O 0 0 0 1 1 0

Deger uzayinin elemanlarina iliskin agirliklar w(0)=0 ve w(1)=1 ola-
rak alinabilir. Buradan cevrim indeksi ifadesinin formel degiskenleri-
ne karsi diisen terimler asagidaki gibi bulunurlar.

Lw(r) =(0+1)

reR
ZR(w(r)>2 = (0% + 19
re
zR(w(r))3 = (0% + 13
re
ZR<w(r>)4 = (0" + 1%
re

Bu terimler (3.2.) ifadesinde yerine koyularak 2 degdiskenli Boole fonk-
siyonlarinin dokiumiu asagidaki gibi elde edilir.
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b, 02,1212

(02+1%) .

2,42

) 2)

+ (021182 4 (0+1)%(0%+19) +

[(011)

*hy + (0% + (041)

o |—

2(02+]2)]

[8(04) + 8(1%) + 8(0%1) + 16(041%) + 8(013&

o | =

4 4 3

=0 +1"+0 22

1+ 013 + 209

Tik sinif1 vardir. Bunlardan ikisinin agirliklarinin esit oldugu

(0%1%) da dokim 1fadesinden gorlilmektedir.

3 degdiskenli Boole fonksiyonlari ig¢in G permiitasyon grubunun 48
uygulanabilir permiitasyon icerdigi bulunabilir. Bu durum ig¢in cevrim
indeksi [11]

_ 8 4 A 4. 2 2
PG —-Zg (x] + 13 Xo  * 8 X1 X3 8 XoXe * 6 Xp Xoo * 12 Xy )
oldugundan, 3 dediskenli Boole fonksiyonlarina iliskin esdegerlik s1-
niflarini veren dokim ifadesi asadidaki gibi bulunur.

8 8 7 2,6 5,3 3.5 4.4

IS Ont 1l + 07] + 01" + 3 06]2 +3071" +30717+30717 +601

Yukaridaki dokim ifadesinden 22 farkli esdegerlik sinifi1 oldugu
gorilmektedir. Tablo 2.2. ile verilen 3 dediskenli fonksiyonlar lis-
tesi incelendiginde her bir esdederlik sinifina giren fonksiyonlar ve
sayilari da bulunabilir.

Tablo 2.2.'den goriilen diger bir 6zellik, baz1 esdegerlik sinifla-
rina giren fonksiyonlarin timleyenlerinin, baska bir esdederlik sini-
fin1 olusturmasidir. Ornedin 1. esdederlik sinifindaki fonksiyonlarin
timleyenleri 2. esdederlik sinifini1 olusturmaktadirlar. Diger bir de-
yisle 1. esdegerlik sinifindaki fonksiyonlari gercekleyen bir devre,
¢1kisinin timlenmesi sonucu 2. esdegerlik sinifindaki fonksiyonlari da
gercekleyecektir. Dolayisiyla, ornedin 1. ve 2. esdederlik siniflarin-
daki fonksiyonlarin "¢ikis timlemesi altinda esdeder" olduklari soyle-
nebilir,

"Cikis tlimlemesi" esdegerligi kullanildiginda esdederlik sinifla-

clide kolaylasmaktadir. Buna karsilik tasarlanacak devrenin asil ¢ikis
ve tiimlenmis ¢i1kis olmak lizere iki ¢ikis1 olmas1 gerekmektedir.
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IV, BOLOM
ULD'LERIN TASARIMI

Bundan onceki bodlimlerde ULD'lerin tasarimina temel olusturacak
baz1 kavramlar incelenmisti. Bu bolimde ise, Tanim 1.1.1. ile verilen
ve "Universal fonksiyon" adi ile de anilan m degiskenli g(y],yz,..,ym)
fonksiyonunun bulunmasina iliskin bazi yaklasimlar tanitilacaktir.
Bugiine kadar, ULD'nin gercekledigi fonksiyon olan g'nin elde edilme-
sine iliskin ¢ok az sayida yontem gelistiriimistir. Genellikle izle-
nen yol, uygun bulunan m dediskenli bir Boole fonksiyonuna -farkli ¢
degisken atamalari uygulanarak tiim n degiskenli Boole fonksiyonlari-
nin bu atamalarla elde edilip edilemeyecedinin arastirilmasi seklin-
dedir. Bu yontemle n=2 igin tiim Universal fonksiyonlari bulmak miim-
kindir. Ancak n»3 icin incelenmesi gereken fonksiyon sayis1 cok art-

t1gindan yontemin bilgisayarla uygulanmasi bile olanaksiz hale gelmek-
tedir.

tkinci boliimde belirtildigi gibi, n dediskenli Boole fonksiyonla-
rinin esdegerlik siniflarina ayriimasi ile ULD tasarimi Gnemli Olcide
basitlestirilebilir. Bu yak]as1ha gore g(y1,y2,...,ym) fonksiyonuna
uygulanacak de§isken atamalariyla her bir esdegerlik sinifindan bir
temsilci fonksiyonun elde edildigini gostermek yeterli olmaktadir.
Clinku esdegerligin tanimina gdre ayn1 sinifa dahil olan diger tiim
fonksiyonlar, sadece giris degiskenlerinin caprazlanmasi ve/veya tiim-
Teyeninin alinmasiyla elde edilebilmektedir. Esdederlik siniflarinin
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say1s1, fonksiyonlarin sayisindan cok daha az oldugundan bu yolla ta-
sarimin kolaylasabilecedi hemen gorilebilir.

4.1. MINTERIMLERE GURE SECME YUNTEMI

Asagida incelenecek olan yaklasim, ¢ogdullayiciya benzer bir yapi-
y1 esas almaktadir. Bu yaklasimda devrenin giris u¢larindan hangile-
rinin degisken girisi ve hangilerinin kontrol girisi oldugunun bastan
belirlendigi varsayilmaktadir. Boylece Boole fonksiyonlarina iliskin
belli bir esdederlik sinifinin bir temsilcisi, kontrol girislerine
uygulanacak bir degisken atamasi ile elde edilebilir. Ayni1 esdegerlik
sinifindaki diger fonksiyonlari elde etmek i¢in ise, ikinci bdlimde
acikland1g1 gibi, degisken girislerinin caprazianmasi ve/veya tlimleye-
ninin alinmas1 gerekecektir. Devrenin giris ug¢larinin, islevleri baki-
mindan bu sekilde siniflandirilabilmesi, devrenin kullanimini basit-
lestiren bir etken olmaktadir.

n de§iskenli Boole fonksiyonlari kimesi F, bu kimenin esdederlik
siniflari da F]’FZ""’Fk olsun. Her bir esdederlik sinifindan f]eF,
fzeF,... seklinde birer temsilci fonksiyon sec¢ilmis olsun. Bu temsil-
ci fonksiyonlarin timini iceren (n+k) dediskenli bir Boole fonksiyonu
asagidaki gibi verilebilir.

f = a, f](x],...,xn) *a, fz(x],...,xn) oot fk(x],...,xn)

(4.1.)
Burada ie{1,2,...,k} di¢in aie{O,l} ve a1=1 =>aj=0 , Y j#i olmaktadir.

Her bir farkli atama icin a;,2 .,ak dediskenlerinden yalnizca biri

"1" degerini aiacag1ndan, a dggiskenini "1" yapan atama i¢in fu fonk-
siyonu fi fonksiyonuna esit olacaktir. Dolayisiyla fu, Tanim 1.1.1.'e
uygun bir iniversal fonksiyondur. Ancak dedisken sayisinin oldukca
fazla olduju goriiimektedir. f]’f2""’fk temsilci fonksiyonlarinin uy-
gun secimi ile dedisken sayisinin azaltilabilecedi asajida gosterile-

cektir,

f1(x],...,xn) fonksiyonunun minterimleri ST LI PP f2(x],..,xn)
fonksiyonunun minterimleri Gp1509ps -+ VS. olsun. Boylece (4.1.) ifa-
desi asagidaki gibi yazilabilir.
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fu = a](q]]+q]2+...) + a2(q21+q22+...) + ..+ ak(qk]+qk2+...) (4.2.)

Temsilci fonksiyonlarin uygun se¢imi ile tim fonksiyonlarda ortak
bir minterim bulunmasi sadlanabilir. Ornegdin 9=077=091= -+« =07 min-
terimi blitin temsilci fonksiyonlarda ortak olsun. Bu minterim parantez
disina c¢ikartilirsa (4.2.) ifadesi su sekli alacaktir.

fu = q(a]+a2+...+ak) + a](q]2+q]3+...) o+ ak(qk2+qk3+...) (4.3.)

(a]+a2+...+ak) terimi tanim geredi her zaman "1" dederini alacagindan
ifade basitlesecektir.

fu =q + al(q]2+q]3+...) + ..+ ak(qk2+qk3+...) (4.4.)

Tum Boole fonksiyonlari goz Oniine alindigina gore ortak minterim sa-
y1s1 birden fazla olamayacaktir.

Bu asamaya kadar dedisken sayisinda bir azalma olmamistir, fu
fonksiyonunun degiskenleri XqoXoseeasX, Ve k tane de kontrol dediske-
ni olmak lzere toplam n+k tanedir. Ancak ortak minterim sayesinde,
goz online alinmasi gereken minterimlerin sayisi azaltilmistir.

(4.4.) ifadesinde goriilen minterimlerden bazilarinin birbirine
esit olacagr soylenebilir. Bazi minterimler ise birbirinden sadece,
bir dediskenin kendini ya da tlimleyenini bulundurmalari farkiyla ay-
rilmaktadiriar. (Ornegin x]xz'x3 ile x]xz'x3' gibi). Dolayisiyla soz
konusu minterimlerde (n-1) degiskenden olusan bir ortak terim buluna-
cagr goriulmektedir. Bu durum, n degiskenli Karnaugh diyagraminda bu
minterimlerin 2. mertebeden bir alt kiip olusturmalarina karsi diser.

Ornegin (4.4.) ifadesinde Q17X 9%y X3 5 o™X yX, ' Xg' , Ve
q34=x]x2'x3 olsun. Bu minterimlerin tiimiinde ortak olan x]xz' terimi

parantez disina alinirsa

fu =t XXy (a]x3 t A%yt t a3x3) + ...
elde edilir. Yukaridaki parantez, a],az,a3 kontrol degiskenlerine ya-
pilacak atamalara bagli olarak O,],x3 veya x3' degerini almaktadir.

Simdi bu parantezin yerine yeni bir kontrol degiskeni tanmimlanacaktir,
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fu== ce. ¥ x]xz'y + ... ye{0,1,x3,x3'}

3158554453 dediskenlerinden farklir olarak, y dediskeni O ve 1'in ya-
n1sira x5 ve x3' dederlerini de alabilmektedir. Bunun fiziksel anlami,
ornegin X3 dediskenine karsi diisen girise gelen isaretin ayn1 anda y
degiskenine karsi diisen girise de gelmesidir. Bu ise Tanim 1.1.1.'e
uygun bir dedisken atamasi olmaktadir. Boylece ay,3, ve ag kontrol de-
giskenlerinin yerine y dediskeni getirilerek degisken sayisi 2 azal-
tilmistir.

kiipler olusturacak sekilde gruplanabilirlerse fu fonksiyonunun degis-
kenlerinin sayisi onemli Olc¢lide azalmaktadir. Bir ULD-n i¢in kontrol
degiskenlerinin sayisinin bu yontemle en az ka¢ tane olabilecedi asa-
gida hesaplanmistir.

Temsilci fonksiyonlar uygun secilerek biitin fonksiyonlarda ortak
bir minterim bulunmasi saglanabilir. Ayrica ele alinan fonksiyonlar-
dan biri, 2"-1 tane minterim bulundurmak zorundadir. Ortak minterim
haric olmak iizere, bu fonksiyonun minterimlerinin timi, 2. mertebeden
alt kiplere gireceklerdir. Alt kiplerin kesismedikleri disiiniilirse,
alt kiip sayisinin en az

(=202 _p(n-1)
2
olacagir gorulur. Yukarida aciklandigr gibi, her bir alt kip bir kon-
trol degiskenine karsi distiiglinden bu ayni zamanda kontrol degisken-
lerinin de minimum sayisidir,

Devrenin toplam giris sayisi goz oniine alindiginda, bu yontemie
tasarlanacak bir ULD-n ile (n-1) degiskenli bir ¢ogullayic1 devresinin
girissayilarinin ayni olacagdl goriilmektedir. Bilindigi gibi (n-1) de-
giskenli cogullayici devresi de n degdiskenli Boole fonksiyonlarinin
gerceklenmesinde kullanilabilmektedir. Ancak degisken ve kontrol gi-
rislerinin birbirinden ayriImis olmasi bakimindan, onerilen yontemle
tasarlanacak bir ULD'nin daha kullanisli olacagi soylenebilir,
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Ornek :

2 dediskenli tiim Boole fonksiyonlarini gercekleyecek bir ULD-2,
minterimlere gore secme yontemiyle tasarlanacaktir. Tasarim i¢in ge-
rek1i oldugundan, 2 degiskenli Boole fonksiyonlarina iliskin 6 esde-
gerlik sin1f1 ve bu siniflara giren fonksiyonlar asagida verilmistir.

1. Esdegerlik sinif1 : f, =0

1
2. Esdegerlik sinif1 f2 =]
3. Esdederlik sinif1 : f3 X
_ '
fa =%
fg =%,
fg = %3
4, Esdegerlik sinifr : f7 ==x]x2I
fg = X%,
fg =% %
U e
5. Esdederlik sini1f1 f f]f= X Xo ' F XXy + XXy

fi= % I T A

f]3= x]'x2 + Xy Xy F x]x?

Flg= X Xp' + XqXp + XXy
6. Esdegerlik sinif1 : f]5==x]x2l+ x]'TZ'

Fl6= %1% * X1 %

se e

degiskenin fonksiyonu olduklari ic¢in, 4. ve 5. esdegerlik siniflarin-
daki fonksiyonlar tarafindan icerilmektedirler. Bu nedenle tasarimda
bu fonksiyonlarin gz oniine alinmasina gerek yoktur[12]. Benzer sekil-
de sabit fonksiyonlar f] ve f2 de g0z Online alinmayacaktir. Diger es-
dederlik siniflarindan, yukarida aciklanan tasarim kriterlerine gore
secilen temsilci fonksiyonlar asagida verilmislerdir.
f7_= X1 %o
TR RV RS L R 1)

fl5=X1Xy * X',
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Bu temsilci fonksiyonlar (4.1.) ifadesinde yerine koyularak
f ==a](x]x2) # az(x]x2 XXyt ot XX

¥ 2 ) T agxyxy Fxytx,t)

ortaktir. Bu minterim paranteze alinirsa fu fonksiyonu su sekli alir,

fu =X%(3) T3 T ag) T ap(xgxyt FxyTxyt) Faglxgxy')
Bilindigi gibi (a] ta, t a3) parantezi her zaman 1'e esittir. Ayri-
ca diger minterimler incelendiginde hepsinin ikinci mertebeden bir

alt kiipe girdikleri gorilmektedir. Biitliin minterimlerde ortak olan x2
degiskeni paranteze alinarak fu ifadesi asagidaki gibi diizenlenebilir.

fu T XXy X, (azx] Tagxyt Y 35X )

Yukaridaki parantezin yerine de Y3 degiskeni koyularak degisken sayisi
3'e indirilir. Xq ve X, degiskenlerinin, Y1 vey, ile dedistirilmesi
sonucu elde edilen Universal fonksiyon, asagida verilmistir.

fu =YY, t Yp'¥s y3e{0,],x],x] }
4.2. KARNAUGH DIYAGRAMINA YERLESTIRME YONTEMI

Minterimlere gGre secme yontemiyle tasarlanan ULD'lerin giris sa-
yisimin, (n-1) dediskenli bir ¢cogullayici devresinin giris sayisina
esit oldugu bundan dnceki kisimda gosterilmisti. Oysa daha az sayida
giris ucu kullanilarak ayni isi yapabilen ULD'lerin tasarimi mimkiin
gorilmektedir [7],[8]. Bunun icin, devrenin degisken ve kontrol giris-
lerinin birbirinden ayri1 kabul edilmesi yerine, biitiin girislerin de-
gisken veya kontrol girisi olarak kullanilabilecedi varsayilacaktir.
BOylece, ayn1 sayida giris ucu icin yapilabilecek farkli dedisken ata-
malarinin sayisi1 da arttirilabilecektir.

m dediskenli bir Boole fonksiyonuna uygulanacak bir degisken ata-
mas1, soz konusu fonksiyonun Karnaugh diyagraminda belli alt kiiplerin
secilmesi demektir. Her bir atamanin hangi alt kiiplerin secimine kar-

dan yararlanilarak tasarim kolaylastirilabilir. Bilindigi gibi iki
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tane (m-1) dediskenli Boole fonksiyonu birbirinden bagimsiz olarak se-
¢ilerek m dediskenli bir Boole fonksiyonu asagidaki gibi olusturulur.

f(x],xz,...,xm) ==f](x],x2,...,xm_])xm + fz(x],xz,...,xm_1)xm

Dolayisiyla f fonksiyonu verildiginde, 1+xm atamasi ile f] fonksiyonu,

O+xm atamasi ile de f, fonksiyonu elde edilecektir. Bu ise, f fonksi-

yonunun Karnaugh diyagram1nda birbiriyle kesismeyen iki alt kiipiin secil-
mesine karsi dismektedir. Bu alt kiiplere "yerlestirilecek"” f] ve f2
fonksiyonlarinin belirlenmesiyle, f fonksiyonu tek olarak belli olmak-
tadir. BOylece, yukarida verilen dedisken atamalarinin disinda baska
atamalar yapildiginda elde edilecek olan (m-1) degiskenli fonksiyonlar
da belirlenmis olmaktadiriar. Her bir dedisken atamasiyla farkli bir
esdederlik grubunun temsilci fonksiyonunun gerceklenmesi istendiginde,
fonksiyonlarin birbirlerine bu yonden bagiml1 olduklari goz oniine alin-
malidir.

Asagida m = 4 i¢in yontemin uygulanmasi aciklanacaktir. Once 4 de-
giskenli Karnaugh diyagramindaki gozler su sekilde numaralanmistir.
Y]Y2

06 o1 11 10
Y3Y4

oo | O 4 |12 | 8

00115 13|09

1M 1317 115 |n

10 | 2|6 |14 |10

Sekil 4.1. Karnaugh diyagramindaki gozlerin numaralanmasi

4 degiskenli g(y1,y2,y3,y4) fonksiyonundan, 3 dediskenli f(x],xz,x3)
fonksiyonunun elde edilmesi i¢in uygulanabilecek de§isken atamalari ve
bu atamalarla secilen gozler asagida verilmistir.
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Elde edilen 3 degiskenli fonksiyonun

minterimlerine karsi diisen gozler

10

000 001 010 011 100 101 110 111
0 ~» Yq 0 4 8 12 2 6 10 14
1 > Yq 1 5 9 13 3 7 11 15
X1 > Yy 0 2 4 6 9 11 13 15
x1' > Y, 1 3 5 7 8 10 12 14
X, + Y, 0o 2 8 10 5 7 13 15
x2' + Y, 4 6 12 14 1 3 9 M
X3 * Y, 0 4 8 12 3 7 11 15
x3' > Y 1 5 9 13 2 6 10 14
0 - Y3 0 4 8 12 1 5 9 13
1 > Y3 2 6 10 14 3 7 11 15
X] * Y3 0 1 4 5 10 11 14 15
x]' > Y3 2 3 6 7 8 9 12 13
Xo > Y3 0 1 8 9 6 7 14 15
x2'+y3 4 5 12 13 2 3 10 N
0 »y, o 1 2 3 8 9 10 11
1 - ¥, 4 5 6 7 12 13 14 15
X9 Yy 0 1 2 3 12 13 14 15
x]' Y, 4 5 6 7 8 9 10 M
0 - 2 0 1 2 3 4 5 6 7
1 > ¥ 8 g 10 N 12 13 14 15
Tablo 4.1. Degisken atamalari
Ornek :
Yy, Y)Y,
v\ % O n _10 v\ % O 11 10
00 7z 0 (/. s
0l ) e

Sekil 4.2. tki farkli de§isken atamasiyla secilen alt kiipler
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Karnaugh diyagramina yerlestirme yontemi kullanilarak ULD tasarimi,
farkl1 degisken atamalari ile her bir esdederlik sinifinin bir temsil-
cisi elde edilecek sekilde s6z konusu alt kiiplerin belirlenmesini ge-
rektirmektedir. Bunun ic¢in izlenmesi dnerilen yol asadida aciklanmis-
tir.

a) Once 8 gbzden olusan bir alt kip secilerek i1k temsilci fonksiyon
buraya yerlestirilir,

b) Daha sonra 4 gozden olusan yeni bir alt kilp se¢ilir ve birinci a-
dimda belirlenen 8 gdzden 4 tanesi ile birlikte ikinci temsilci fonk-
siyon, mimkiinse dider 4 tanesi ile de lgiinci temsilci fonksiyon ger-
ceklenecek sekilde bu alt kiipe de 0 ve 1'ler yerlestirilir.

C) 2 gozden olusan bir alt kiip daha secilerek, birinci ve ikinci adim-
larda yerlestirilen 12 gozden 6 tanesi ile birlikte bir temsilci fonk-
siyon, diger 6 tanesi ile de bir baska temsilci fonksiyon vys... ger-
ceklenecek sekilde bu gtzlere de 0 ve 1'ler yerlestirilir.

d) Son kalan 2 goz de benzer sekf]de belirienerek tim esdegerlik si-
niflarina iliskin en az bir temsilci fonksiyonun yukarida verilen a-
tamalardan biri ile gerceklenmesi saglanir.

Tasarimda yardimci olmasi amaciyla, 3 dediskenli Boole fonksiyon-
larina iliskin 256 adet Karnaugh diyagrami, esdederlik siniflarina
ayrilarak ekte verilmistir. Bu 3 dediskenli fonksiyon]ardah sabit O
ve sabit 1 olanlarla, digerleri tarafindan icerilen fonksiyonlar ay-
ri1lacak olurlarsa, geride 16 esdegerlik sinif1 kalmaktadir. Bir ULD-3
tarafindan gerceklenmeleri gerekli olan bu esdederlik siniflari 1.,
2.,5.,6.,7.,8.,9.,10.,12.,13.,14.,15.,16.,17. ve 20. siniflardir. A-
sagida bir ULD-3'ln, 4 girisli bir devreyle gerceklestirilmesinin
mumkin olup olmadi1g1 arastirilacaktir.

nabilecek olan dedisken atamalarinin sayisi 20'dir. Tanim geregi bu
atamalardan biri ile 1. esdegerlik sinifinin bir temsilcisi, bir di-
geri ile de 20. esdegerlik sinifinin bir temsilcisi vs... elde edil-
melidir. Buna gore 4 dediskenli Karnaugh diyagraminda 8 gtzden olu-
san herhangi bir alt kiip, 1. esdegderlik sinifinin bir temsilcisinin
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yerlestirilmesine ayrilacaktir (Sekil 4.3.a.). 20. esdegerlik sinifi-
na iliskin iki fonksiyon incelendiginde bunlarin 4 minterim bulundur-
dugu ve hi¢ bir minterimin bir digeriyle komsuluk iliskisine girmedi-
41 gorulmektedir. Dolayisiyla 1. esdederlik sinifina ayrilan 8 gbzden
bazilarinin, 20. esdederlik sinifinin temsilcisinin gerceklenmesi i-
¢in kullanilmast mimkin dedildir. Béylece 20. esdederlik sinifinin
temsilcisi de bos kalan diger 8'1ik alt kiipe yerlestirilmek zorunda-
dir (Sekil 4.3.b.). Bu durumda 4 de3diskenli Karnaugh diyagraminda 5
tane "1" bulunacaktir. Sonu¢ olarak, 6 ve 7 minterimli esdegerlik si-
niflarinin bu yolla elde edilmesi imkansiz oldudundan 4 girisli bir
ULD-3 gergeklenememektedir.

"y, VY,
00 01 11 10 00 01 11 10
Y3, Y3¥,
00| 0| o0 110 00 | O 0 110
oo ]o0]oO 01 ol o 01| o0
11 11 110110
10 10 | o |7 o | 1
Sekil 4.3.a. ' Sekil 4.3.b.

ULD'nin ¢ikisinin tiimleyeninin alinmas1 durumunda esdegerlik si-
niflarinin sayisinin azaltilabilecedi bilinmektedir. Bu &zellik kul-
Tanilarak 4 girisli bir ULD-3 tasarlanmasi diisiinlilebilir. Ancak bura-
da da 6 ve 7 minterimli fonksiyonlara gerek olmamasina ragmen, minte-
rimleri arasinda birden fazla komsuluk iliskisi olan bazi fonksiyon-
Tarin (ornedin 9. esdederlik sinif1) gerceklenmesi gerekmektedir. Bu
ise Sekil 4.3.b.'den goriilecedi gibi mimkiin de§ildir. Boylece, ¢ikis
tumleme 0zelligdi olsa bile 4 girisli bir ULD-3'iin gerceklenemez oldu-
gu gosterilmistir.

Karnaugh diyagramina yerlestirme yontemiyle tasarlanan baz1 5 gi-
risli ULD-3'ler V. Bolim'de verilmislerdir.
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4.3. SEMI-ONIVERSAL LOJIK DEVRELER

Bundan dnceki kisimda gdsterildigi gibi, biitiin esdederlik sinif-
Tarinin temsilci fonksiyonlari elde edilmek istendiginde 4 girisli
bir ULD-3'ln tasarimina olanak bulunmamaktadir. Ancak bazi fonksiyon-
larin gerceklenmesinden vazgecilecek olursa bunun yapilabilir oldugu
goriilmektedir. Bu durumda stz konusu devre 256 Boole fonksiyonunun G-
nemli bir kismin1 gercekleyebilecek, sadece baz1 fonksiyonlarin ger-
ceklenmesinde ek kapi devrelerine gerek duyulacaktir. Giris sayisi az
oldugu i¢in kullanim bakimindan olduk¢ca dederli olan bu tiir deyrele-
re "semi-lniversal lojik devre" adi verilmistir.

Bir semi -iiniversal lojik devrenin gercekleyemedidi esdegerlik si-
niflarindaki fonksiyon sayisinin mumkiin oldugunca az olmasi gerektigi
aciktir. Ornedin 16.,17. ve 20. esdegerlik siniflarindaki fonksiyon-
larin sayisi1 daha az oldugundan, bu siniflardan birini hatta ikisini
gercekleyemeyen bir semi-iiniversal lojik devre bile oldukca genis bir
kullanim alani bulabilir.

V. Bdlum'de bu tilir devrelere de iki ornek verilmistir.
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ELDE EDILEN ULD’LER

Bu bolimde, minterimlere gore secme yontemi ve Karnaugh diyagra-
mina yerlestirme yontemleri kullanilarak tasarlanan bazi ULD-2 ve
ULD-3'1er tanitilacaktir. Gelistirilen devreler, giris ucu sayisi ve
devre karmasikl1§1 bakimindan mevcut ULD ornekleriyle benzer Gzellik-
lere sahiptirler. Uzellikle literatiirde ¢ok az Ornedi bulunan 5 giris-
1i ULD-3"'1er d¢in 4 ayri devre Gnerilmektedir. Ayrica bundan once ele
alinmamis bir ULD-2 sini1fi bulunarak bu calismada incelenmistir.

Once, Tablo 2.2.'de verilen 3 dediskenli Boole fonksiyonlari 1lis-
tesi incelenerek elde edilen ULD-2'ler tanitilacaktir. Chen ve Hurst,
¢1kirs timiemesi yapilmamasi durumunda 3 girisli ULD-2 simiflarinin
say1sin1 3 olarak vermektedir [5]. Oysa Karnaugh diyagramina yerles-
tirme yontemi kullanilarak yapilan incelemede 11.,12.,15. ve 16. esde-
gerlik siniflarina iliskin fonksiyonlarin ULD-2 Gzelliklerini sa§1ad1k-
lari gorilmektedir.

S6z konusu esdegerlik siniflarindan bir temsilci fonksiyonu gercek-
leyen kap1 devreleri asagida verilmislerdir. Bilindigi gibi, gerekli
degisken atamalari yapilarak bu devreler yardimiyla tim 2 degiskenli
Boole fonksiyonlarinin elde edilmesi miumkundir.
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>ekil 5.1. 3 giris1i ULD-2'lerin devre yapilar
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sekil 5.1.b. ile verilen ve 3 de§iskenli Boole fonksiyonlarina i-
Tiskin 12. esdederlik sinifimin bir temsilci fonksiyonunu gercekleyen
devre de, verilen diger devreler gibi bir ULD-2'dir. Ancak Chen ve
Hurst, 3 girisli ULD-2 siniflarinin sayisini 3 olarak vermekte ve so-
zii gecen devrenin bir ULD-2 oldudunu belirtmemektedirler [5],[6]. Bu
devrenin, uygun degisken atamalari ile 2 de§iskenli tiim Boole fonksi-
yonlarint gercekledigi Tablo 5.1.'de gosterilmistir.

Dedisken Atamasn

Gerceklenen Fonksiyon

Y9 Yo Y3

0 0 1 0

1 1 ] 1

X, 0 1 X

x]' 0 1 x]'

1 X, 0 X,

1 x2' 0 x2'

ST x]' X %o

X1 x2‘ x]f x]xz'

x]' Xo X x]'x2

x]' x2' Xy x]'xz'
X)Xy x2' Xy + Xy

Xy x2‘ Xo X * xz'

x]' Xy x2' XTI * X

x]' xz' Xo x]' + x2'

Xy 0 Xo X1Xg * x]'xz'
Xy 0 x2' x]xz' + x]'x2

TabTo 5.1. Unerilen ULD-2'ye uygulanacak degisken atamalari

Bdylece 3 girisli ULD-2 siniflarinin sayisinin 4 oldugu goriilmek-
tedir. Cikisin timleyeninin alinmadidy varsayimi altinda belirlenen
bu 4 esdederlik sinifinin temsilci fonksiyonlari da asagidaki gibidir.
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Fa = Y1Y2 + ¥1Y5'Y3
fp = Yi¥2 + ¥73" + ¥y¥3
fo =Y + 91'y3
fa =2 +y¥3" + 91Y5'3
Daha ©nce de belirtildigi gibi, Titeratiirde 5 girisli ULD-3'ler
konusunda ¢ok az sayida ornek vardir. Asagida, Karnaugh diyagramina

yerlestirme yontemi ile gelistirilen bazi1 ULD-3 fonksiyonlari ve
bunlara iliskin devreler verilecektir.

Fa=y1Y3¥g¥s + Yo¥3'yays + V¥ ¥3'y5' + Yq¥3'Yy Y5+ VYo 'yays ¢

Y1'Y3¥8'Ys * ¥1'Y2 Ye¥s + ¥1'Y2'Yy

. 1 1 . 1 1 1 ' '
g =YY Ya¥s' + VY3¥a¥s’ *+ V1Y Y3¥5 + Yo¥3'Vg¥s * ¥q'¥p'V3¥s +

y] .Y3.Y4 .V5 + y3 .Y4 .V5 + .y] .V2 .y4

fo=Y1Y37Ya'ys" + vYp'Vays' + Yi¥¥aYs' + ¥1¥p'¥a¥s + Yo¥3'ygys +
.Y]lyzl)’3y5 A 'Y3Y4I * Y I.y2|.Y4'
Yukarida verilen fonksiyonlara iliskin 5 girisli devreler, ¢ikisin
timleyeninin alinmasina gerek kalmaksizin 3 degiskenli tiim Boole fonk-

siyon]ar1nj gerceklemektedirler. Asagida verilecek olan fonksiyon ise
¢1kis timlemesi yapildi§r varsayimi altinda bir ULD-3 fonksiyonudur.

o = Y1Yo¥3¥g'Vs' + Y1¥3¥a¥s + ¥1¥p' 3"y Ve + Yo¥a¥s + Y'Y, Y5 +

Yp¥3'Yy

Goril1dugu gibi bu durumda dewe karmasikligir bir miktar azalmakta-
dir.
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it degiskenli Boole fonksiyonlarinin her bir esdegerlik sinifindan
bir temsilci fonksiyon elde edilmesi icin fA tniversal fonksiyonuna
uygulanmas1 gereken dedisken atamalari asadidaki tabloda verilmistir.

Degisken Atamasn Gerceklenen Fonksiyonun Ait

Yy Yo Y3 Yg Y5 01dugu Esdederlik Sinifi
XX XX !

X1 % 0 X3 Xy 5

X1 Xo X3 1 X4 7

1 Xp Xy X3 1 11

X X, 1 X3 X, Q

X 0 Xo X3 Xy 15

1 1 x] x2 x3 13

X)X X X3 0 16

1 Xp Xo o X3 Xy 17

X1 0 Xo  Xq 0 12

X1 1 Xo  Xg X 20

R T 14

0 0 Xy X, Xg 10

X1 0 Xo 0 X3 8

LI g 6

X1 0 Xo X3 X 2

EE = O e =

Tablo 5.2. fA fonksiyonuna uygulanacak degisken atamalar:

tadir. Sabit O ve sabit 1 fonksiyonlari ile, digerleri tarafindan iceri-
Ten fonksiyonlarin gerceklenmesi icin gerekli olan atamalarin verilmesi-
ne gerek duyulmamistir,

Asagida fA’ fB’ fC ve fD fonksiyonlarina iliskin ULD-3'lerin dev-
re semalari verilmektedir.

B B &= =
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N1 Y2 Y3 Y4 Y5

0
—O

—0
—
—

-0
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—0
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Sekil 5,2. fA fonks iyonunu gercekleyen ULD-3 devresi
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Sekil 5.3. f

B

fonksiyonunu gercekleyen ULD-3 devresi
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Sekil 5,4, fC fonksiyonunu gercekleyen ULD-3 devresi
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fD fonksiyonunu ger¢ekleyen ULD-3 devresi
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Bilindigi gibi 3 degiskenli tiim Boole fonksiyonlarinin gerceklen-
mesinde kullanilacak bir ¢ogullayici en az 6 girisli (2 degisken, 4
kontrol girisi) olmalidir. Ci1kis ucu ile DA besleme ve toprak uclari
da buna eklenecek olursa 6 girisli bir cojullayici tiimdevresinin en
az 9 bacakl1 olmas1 gerektigi goriUlmektedir. Dolayisiyla boyle bir
devre Sekil 5.6.a.'da verilen en kiiciik tiimdevre kil1fina sigmayacak
ve zorunlu olarak bundan sonra gelen standart ki11f olan 14 bacakla
timdevre k111f1 kullanilacaktir (Sekil 5.6.b.). Gereksiz yer kaybina
yol acan bu durum, yukarida onerilen ULD-3'ler kullanildiginda orta-
dan kalkmaktadir. Yine ¢cikis, besleme ve toprak u¢larr ile birlikte
gerekli olan toplam u¢ sayis1 bu durumda 8 oldugundan, Sekil 5.6.a.
ile verilen 8 bacakl1 tiimdevre ki111f1 kullanilabilecektir. Bu ULD-3'
lerden iki tanesi icin besleme ve toprak uclarinin ortak olacagi di-
siniilirse, Sekil 5.6.b. ile verilen 14 bacakly timdevre kili1fina da
iki ayr1 ULD-3'ilin s1gdirilabilecedi goriilmektedir.

O 8P 01 %
0 2 70 0?2 130
O 3 60 03 121
O 4 i O 4 1npQ
0s 103

a6 9

q 7 80

Sekil 5.6.a. Sekil 5.6.b.

Semi-iiniversal lojik devrelerin bir¢cok durumda kullanisli olabile-
cedi daha once agiklanmisti. Asadida bu tir devrelere iki ornek veril-
mistir. Bunlardan ilki, minterimlere gore secme yontemi kullanilarak
tasarlanmistir.

fE =Y Yo Yg # Ya¥3¥y + VoYY

Gorildiugii gibi 5 girisli olan bu devrenin 6zelligi, Yg Ve ¥g gi-
ris dediskenlerinin kontrol de§iskeni olmalaridir,
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[Tk lic girise sirasiyla X1sXy VE Xg atanacaktir. Bu atama, gercek-
lenecek biitlin fonksiyonlar ic¢in ayni oldugundan, yalnizca kontrol gi-
rislerine yapilan degdisken atamalarinin belirtilmesi yeterli olacaktir.

Asajidaki tabloda f_ fonksiyonuna yapilacak atamalar verilmistir.

E

Dedisken Atamas1 Gergeklenen Fonksiyonun Ait
Yq s 01dudu Esdegeriik Sinifa
0 X 5
X 0 7
x]' x]' 9
x]' X1 1
X x]' 13
1 X 15
Xq 1 16
1 x]' 17
0 0 1

Cikisin da timleyeninin alinabildigi varsayilarak, biri disinda
tim 3 degiskenli esdederlik siniflarinin gerceklenebilecedi gor ilmek-
tedir. Gerceklenemeyen yegane esdegerlik sinifi olan 20. esdegerlik
sinif1 toplam 2 tane fonksiyon bulundurmaktadir. Dolayisiyla 3 degis-
kenli 256 Boole fonksiyonundan 254 tanesi gerceklenebilmektedir. Bu
ise devrenin "hemen hemen" iniversal oldugunun bir gdstergesidir.Ince-
lenen fE fonksiyonuna iliskin devre semasi asagida verilmistir.

Ayrica Karnaugh diyagramina yerlestirme yontemiyle tasarlanan bir
baska semi-ULD-3 de asagida verilmektedir. 17. ve 20. esdegerlik sinif-
larindaki toplam 10 fonksiyonu gercekleyemeyen bu 4 girisli devrenin
de ¢ikisainin timleyeninin alinabilecedi varsayilmaktadir.

fp=Yy¥o¥s + YYg¥a + V1 Y¥3Ya T V1Y, Vg
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Sekil 5.7. f

E

}
D
}

fonksiyonunu gercekleyen semi-ULD-3 devresi

0

el

Sekil 5.8, f

F

Ot

fonks iyonunu gercekleyen semi-ULD-3 devresi
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VI. BOLOM
SONUC

Bu calismada, giris uclarina farkli degisken atamalari uygulana-
rak n dediskenli tim Boole fonksiyonlarini ger¢eklemesi saglanan lini-
versal lojik devreler (ULD) incelenmistir. Standart lojik yap1 ele-
manlarinin biitlin 6zelliklerine sahip olan ULD'lerin tasarimina yone-
1ik baz1 yaklasimlar ele alinarak, bu yaklasimlarla tasarlanan yeni
ULD ©Ornekleri ortaya koyulmustur.

fkinci boliimde, Boole fonksiyonlari arasinda tanimlanan bazi es-
degerlik bagintilar: incelenmistir. Bu badintilar altinda fonksiyon-
Tarin ayr11d1d1 esdegerlik siniflarinin bulunmasina yonelik bir algo-
ritma gelistirilerek 3 degiskenli fonksiyonlarin esdegerlik sinifla-
r1 elde edilmis ve bu siniflardan yararlanilarak ULD tasariminin o-
nemli Glciide basitlestirilebilecedi gbsterilmistir. Belli bir esde-
gerlik bagintis1 altinda fonksiyonlarin ayrildig1 esdederlik sinif-
larinin sayisini ve yapisini belirleyen Polya Teoremi de iciincii bo-
limde incelenmistir.

ULD'lerin tasarimi i¢in Onerilen yaklasimlar, dordiincii bolimde
aciklanmistir. Bir ULD-3 ic¢in giris ucu sayisinin en az 5 olmas1 ge-
rektigi gosterilmis ve 5 girisli bazi yeni ULD'ler gelistirilmistir.
Ayrica n degiskenli Boole fonksiyonlarinin tiiminii gercekleyemeyen
semi-lniversal lojik devreler de tanitilmistir. Calismada 3 girisli
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biitiin ULD-2"'1er incelenerek, bunlarin 4 esdederlik sinifinda toplana-
bilecedi gdsterilmistir. Bu siniflardan birinin, [5] numarali kay-
nakta ULD-2 kapsamina alinmamis olmasina ragmen, icerdigi fonksiyon-
Tarin Universal oldugu ve dolayisiyla bu esdederlik sinifinin da bir
ULD-2 sini1f1 oldugu tanitlanmistir.

ITeride bu konu lizerinde yapi1lacak olan calismalarda daha etkin
ve sistematik ULD tasarim yontemlerinin gelistirilmesine oncelik ve-
rilmesi yararly olacaktir. Urnegin Fonksiyon Agirligi‘nin tanim ge-
nisletilerek Polya Teoremi yardimiyla her bir esdederlik sinifindaki
fonksiyonlarin da bulunmasi sadlanabilirse, ULD tasariminda bu bilgi-
den yararlanilabilecektir. Ayrica, ULD'ler kullanilarak sayisal sis-
tem tasarimi konusu da, izerinde fazla calisma yapilmamis genis ve
ilgin¢ bir arastirma alamidir.
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