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OZET

Bu calismada, ¢ekme almayan Pasternak zeminine oturan bir sonlu kirisin harmonik tekil yiik
etkisi altinda titresimleri Timoshenko kiris teorisi ¢er¢evesinde incelenmistir. Kirigin zemine
tam batmadigi kabul edilerek probleme ait yonetici denklemler elde edilmis ve analitik/sayisal
yontemlerle ¢ozlilmiistiir. Zemin ve boyutsuz zorlama frekans1 parametreleri ile donme
eylemsizligi ve kayma deformasyonunun ayrilma noktasinin yeri ile diisey yer degistirmeler
tizerindeki etkisi grafikler yardimiyla incelenmistir.

ABSTRACT

In this study, within the framework of Timoshenko beam theory, forced vibrations of a finite
beam resting on a tensionless Pasternak foundation under the effect of a harmonic
concentrated load is investigated. Assuming that the beam is partially in contact with the
foundation, the governing equations of the problem are obtained and then solved by using
analytic/numerical methods. The effects of foundation parameters, dimensionless forcing
frequency parameter, rotatory inertia and shear deformation on the coordinate of the lift-oft
point and the vertical displacements are studied by means of graphics.

1.GIRIS

Elastik zemine oturan kiris problemi ile bina, zemin, otoyol ve demiryolu yapilarinin
analizinde sik sik karsilagilmaktadir. Problemin ¢oziimii icin kirisin mekanik davranisi
yaninda zeminin mekanik davraniginin ve kirisle zemin arasindaki etkilesimin de bilinmesi
gerekmektedir. Kiris problemlerinin analizinde ¢ogunlukla kayma deformasyonlarinin
etkisinin ithmal edildigi Bernoulli-Euler teorisi géz dniine alinmaktadir. Narin kirigler i¢in bu
thmal gecerli olmakla birlikte, yiiksekligi acikligina oranla biiyiik olan kirislerde kayma etkisi
onemli olabilmektedir. Bu durumda ise kiriste kayma etkisinin de dikkate alindig1 Timoshenko
kiris modeli kullanilmaktadir. Kirig-zemin etkilesim problemlerinin ¢ogunda, matematiksel
basitlik nedeniyle, elastik zemin Winkler zemini olarak modellenmektedir.
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Bu modelde zeminin sonsuz sayida yan yana yerlestirilmis bagimsiz yaylardan olustugu ve
yaylarin yer degistirme ile orantili olarak kirise tepki kuvveti uyguladigi kabul edilmektedir.
Yaylar arasindaki etkilesimi dikkate almadigi i¢cin bu model bazi durumlarda gergekei
olmamaktadir. Bu nedenle yaylar arasindaki etkilesimi de dikkate alan cesitli iki parametreli
zemin modelleri gelistirilmistir [1]. Bu modellerden biri olan Pasternak modelinde, yaylar
arasinda kayma etkilesiminin oldugu kabul edilmektedir. Bu etkilesim ise, yaylarin uglarini
kirise baglayan ve yalniz kayma deformasyonlarina karsi koyabilen bir tabaka ile
saglanmaktadir. iki parametreli olan bu modelde birinci parametre (K) Winkler zemin
parametresini, ikinci parametre (Kg) ise kayma tabakasinin rijitligini gostermektedir. Bir
veya iki parametreli elastik zemine oturan kirislerin statik/dinamik analizini iceren
caligmalarda genellikle, zeminin basin¢ yaninda ¢ekme gerilmelerini de aktardigi kabul
edilmektedir. Bu yaklagim, sinirlarda kirisle zemin arasinda yapigsmanin tam olarak
saglanamadig durumlarda gercek¢i olmamaktadir. Bu nedenle kirisin yalnizca basing
gerilmesi aktardigi kabuliine dayanan c¢oziimler yapilmaktadir. Cekme almayan zemine
oturan kirig problemlerinde, kirisin zeminden ayrildig1 bolgelerde zeminin etkisinin olmamasi
nedeniyle sistemin davranist degismektedir. Ayrilma noktasinin yerinin (temas bdlgesinin
uzunlugunun) baslangigta bilinmemesi nedeniyle, yoOnetici denklemler ve sinir kosullari
dogrusal oldugu halde, problem dogrusal olamayan bir karakter gdstermektedir.

Cekme almayan elastik zemine oturan sonsuz kirislerin statik/dinamik yiik etkisi altindaki
davranig1 Tsai ve Westmann [2], Weitsman [3-4], Choros ve Adams [5] ve Lin ve Adams [6]
tarafindan incelenmistir. Bu tiir bir zemine oturan sonlu kiriglerin statik/dinamik davraniglari
ise Kerr ve Coffin [7], Celep, Malaika ve Abu-Hussein [8], Coskun ve Engin [9], Coskun
[10], Zhang ve Murphy [11] tarafindan incelenmistir. Yapilan bu ¢alismalarda, problem
Bernoulli-Euler kiris teorisi ¢er¢evesinde incelenmis ve kirisin zeminden ayrildigi noktalarin
koordinatlar1 (temas bolgesi/bdlgeleri) bulunarak bunlarin cesitli parametrelere gore
degisimi verilmistir. Pasternak zeminine oturan Timoshenko kirislerinin dinamik analizi ise
Wang ve Stephens [12], Yokoyama [13], Roza [14], Matsunaga [15], Mously [16] ve
Kargarnovin [17] tarafindan yapilmistir. Bu calismalarda ise zeminin basing yaninda ¢ekme
gerilmeleri de aktardigi kabul edilmistir.

Bu calismada, ¢ekme almayan Pasternak zeminine oturan bir sonlu kirisin harmonik tekil yiik
etkisi altindaki davranisi, kayma deformasyonlarinin ve donme eylemsizliginin dikkate
alindig1 Timoshenko kiris teorisi ¢ercevesinde incelenmistir. Kirigin tam batmadigi kabul
edilerek temas ve ayrilma bolgelerine ait hareket denklemleri elde edilmis ve analitik/sayisal
yontemlerle c¢oziilmiistiir. COziim sonunda, zemin parametreleri ile kayma ve donme
eylemsizliginin temas boyunun degisimi iizerindeki etkileri grafikler yardimiyla incelenmistir.

2.PROBLEMIN FORMULASYONU

Sekil 1 de, yalniz basing gerilmesi aktaran Pasternak zeminine oturan ve ortasindan etkiyen
P(t)= P harmonik tekil kuvvetine maruz L boyundaki Timoshenko kirisi goriilmektedir.

Zemin c¢ekme gerilmesi aktarmadigindan, x=+/ noktalarinda kirisin zeminden ayrildigi
kabul edilmektedir.
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Sekil 1. Cekme almayan Pasternak zeminine oturan Timoshenko kirisi

Temas bolgesindeki diisey yer degistirme w, ayrilma bolgesindeki diisey yer degistirmeler w,
ve wjs ile gosterilmekte ve simetri nedeniyle sistemin yalniz 0 < x < oo bolgesi incelenmektedir.
Timoshenko kiris teorisine gore w diisey yer degistirme, y kesit donmesi ve y kayma agisini
gostermek lizere kiris ekseninin egimi Ow/Ox=w +y olarak ifade edilmektedir. Zemin
kiitlesinin ihmal edilmesi ile temas bdlgesi i¢in hareket denklemleri asagidaki gibi
olmaktadir:

oy 0w o’w o’w

GAk*(E— axz )+pA aﬁ +KW—KG w = P()g(X)eiQt (1)
. 0w o’y o’y

GAk (—-w)+ El——= pl —— 2
( o ) o Pl (2)

Burada 4, E, G, I, k* ve p Kkirise ait biiyiiklikkler olup sirasiyla kesit alanini, elastisite
modiiliinii, kayma modiiliinti, alansal eylemsizlik momentini, kesit kayma parametresini ve
kiitle yogunlugunu gostermektedir. K, K., F, ve o(x) ise sirastyla Winkler zemin

parametresini, kayma tabakasi parametresini, zorlama genligini ve Dirac delta fonksiyonunu
gostermektedir. Ayrilma bolgesinde kiris i¢in hareket denklemleri, bu bolgede dis yiik ve
zemin etkisi olmadigindan

oy 0w o’w

Gak" (LW hu S 3
o o) PG 3
. Ow o’y oy

Gak™ (Y iy + E1 <Y = o Y 4
( o v) el 4)

olarak yazilmaktadir. Yukaridaki denklemlerin yer degistirme ve kesit donmeleri bakimindan
kuple olduklar1 goriilmektedir. Kirigin zeminden ayrildigi bolgedeki yiiksiiz zemin yiizeyi i¢in
hareket denklemi ise asagidaki gibi olmaktadir:

o*w

KW—KG y

-0 (5)
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Zorlama harmonik olduguna gore kiris ve zeminin davranisi da harmonik olacaktir. Bu
durumda (2 zorlama fonksiyonunun frekansi olmak {izere, asagidaki ayriklastirmalar
yapilabilir:

w(x,0) =W (x)e™ , y(x,0) =¥ (x)e” (6)

Cozlime gegmeden dnce asagidaki boyutsuzlastirmalar yapilmaktadir:

E=x/L, WE=Wx)/L, Y(&)=Yx)/L, 5 =L5x), X=1/L

_ KL 4 - KL 1 - K[ G oK e ¢ EI
w ’ ws T « 0 Tp T ’ ps * 0 - 2 0 - * 72
EI GAk EI GAk AL GAk'L
pAL" B
Qz. =20 __0 7
f EI ) 0 EI ( )

Bu boyutsuz biiyiikliiklerin kullanilmasi ve ara islemlerden sonra (1-4) denklemleri yerine,
yalniz diisey yer degistirmeler ve kesit donmeleri cinsinden asagidaki boyutsuz denklemler
elde edilmektedir:

A+ 2, D = A, + 74, —Q(S* + R + R*4,) | W
A4, +QURSQ - 1-R*A) [ =F8(&),  0<E<x ()

A+ 4,090 [ 2, +8°4, - Q) (S + R + R*2,,) | ¥

+[ 2, +Q(R°S°Q, - 1-R°A, ) | ¥, =0 )
W0 +[ Q(S*+ R W +[ QL (R*S°QY - 1) [, =0, X<é<1/2 (10
v+ QST+ R [V [ QU(RS°Q) -1 [, =0 (1)

Ayrilma bolgesindeki zemin ylizeyi i¢in boyutsuz denklem ise asagidaki gibi olmaktadir:
AWE =AW, =0, X<E<o (12)

Boyutsuz halde probleme ait sinir ve siireklilik kosullar1 ise; ayrilma noktalarinda diisey yer
degistirmelerin, egimlerin, kesme kuvveti ve momentlerin esitliginden, yiiksiiz olan kirig
uclarinda kesme kuvveti ve momentlerin sifir olmasindan, simetriden ve zemin tabakasi i¢in
yer degistirmelerin sonlu kalmasindan yararlanilarak, asagidaki gibi yazilmaktadir:

W,(0)=0, W(0)-L¥,(0)=FS/2

W(X)=W,(X) , W(X)=W,(X) , W (X)=W/(X), LY¥,(X)=LY¥,(X)
W(X) =LY (X) =W, (X)~ LY ,(X), LY|(X)=L¥,(X)
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Wi1/2)~L¥,(1/2)=0 , L¥,(1/2)=0, m{¥,} - sonlu (13)

W(E)=Ae™ tipinden c¢oziimler altinda (8) ve (10) diferansiyel denklemlerine ait
karakteristik polinomlar asagidaki gibi olmaktadir:

m*—bm* +c=0 (14)
m*+dm* +e=0 (15)

Bu denklemlerdeki b, ¢ ve d, e terimleri, denklemlerin her iki tarafinin dordiincii mertebe
tiirevli terimin katsayisi ile boliinmesi ile elde edilen sabitleri gdstermektedir. A, = b” —4c
tanimlamas ile birinci bolgede asagidaki durumlar ortaya ¢ikmaktadir:

(la) A, >0 ve \/A_l >bise, m, =1y ve my, =+iu gibiiki gergel ve iki sanal kok vardir.

Bu durumda ¢6ziim asagidaki gibidir:
W, = A, cosh y& + A, sinh y& + A, cos u& + A, sin u& (16)
W, = B, cosh & + B, sinh & + B, cos ué& + B, sin ué (17)

(Ib) A, >0, 5>0 ve \/AT <bise, m,=%1y ve my, =*v gibi dort gergel kok vardir. Bu
durumda ¢6ziim asagidaki gibidir:
W, = A, cosh y& + A4, sinh y& + A, coshvé + 4, sinhv& (18)
Y, = B, cosh & + B, sinh & + B, coshvé + B, sinh v& (19)

(Ic) A, >0, b<0 ve \/A_l < |b| ise m,, =+iy ve m,,==tiv gibi dort sanal kok vardir. Bu
durumda ¢6ziim asagidaki gibidir:
W, = A, cos y&+ A, sin y& + A, cosvé + A, sinvé (20)
Y, = B, cos ¢ + B, sin y& + B, cosvé + B, sinvé (21)

(1d) A=0 ve b>0 ise m,=~b/2 ve m;, =—b/2 gibi gercel iki kath kok vardir. Bu
durumda ¢6ziim asagidaki gibi olmaktadir:

W, = (A + 4,E)e 4 (4 + 4,8)e V7 (22)
lPl = (B1 + Bzé;‘z)e\/b/_Z‘§ + (B3 + B4§)e_JM—2§ (23)

(le) A=0 ve b<0 ise m,=iNb/2 ve my, =—ir/b/2 gibi sanal iki kath kok vardir. Bu

durumda ¢6ziim asagidaki gibi olmaktadir:

W, = (4, + 4,E)cosb /28 + (A, + A,E)sinNb/ 2& (24)
¥, = (B, +B,&)cos\b/2E + (B, + B,E)sin/b/2& (25)

(1) A<O0 ise m,,,, =*+(atin) gibi dort karmagik kok vardir. Bu durumda ¢oziim asagidaki
gibi olmaktadir:
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W, = (4, coshaé + A4, sinh a&)cosné + (4, coshaé + 4, sinhaé)sinné (26)
Y, = (B, coshaé + B, sinh a&)cosné + (B, coshaé + B, sinh aé)sinné (27)
(16-27) ¢oziimlerindeki bazi katsayilar asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

b+JA, —b+JA, b—JA, b \F b \F
7=\/—, u=\/—, u=,/—, a=,/—+ -, nz,/——+ -
2 2 2 4 \4 4 \4

ikinci bdlge igin A, =d’ —4e ile asagidaki durumlar ortaya ¢ikmaktadir:

(2a) A, >0 ve \JA, >dise m, =+ y ve my, =—if gibi iki gercel ve iki sanal kok vardir. Bu

durumda ¢6ziim asagidaki gibi olmaktadir:
W, =C, cosh y&+C, sinh y&+C, cos &+ C, sin & (28)
VY, =D, cosh y&+ D, sinh y&+ D, cos &+ D, sin & (29)

(2b) A, >0 ve /A, <dise m, ==iq ve my, ==*if3 gibi dort sanal kok vardir. Bu durumda

¢coziim asagidaki gibidir:
W, = C, cosgé + C, singé + C; cos & + C, sin BE (30)
¥, = D, cosg& + D, singé + D, cos BE + D, sin BE (31

(2¢) A, =0 ise m,=iNd/2 ve m,, =—iNd/2 gibi sanal iki kath kok vardir. Bu durumda

¢Oziim asagidaki gibidir:
W, =(C,+C,&)cosVd 12+ (C, + C,&)sinVd /1 2& (32)
Y, =(D, +D,&)cosVd /2&+ (D, + D,&)sinyd /1 2& (33)

(28-30) ¢oziimlerindeki bazi katsayilar asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

—d+.A d+.A d—A
B TSNS CESY: S VS8

Yiksiiz zemin yiizeyini gosteren ligiincii bolgede ise ¢ozim, s=,/4, /4, ile, asagidaki gibi

olmaktadir:
W,=Ee™* +E,e* (34)

Yukarida verilen ii¢ bolgeye ait ¢oziimlerde A4;, Bi, Ci, D; (i=1-4) ve E; (i=1,2) olmak iizere
toplam 18 integral sabiti ortaya ¢ikmaktadir. Bununla beraber, 4; ve B; sabitleri birbirinden
bagimsiz olmayip, asagida boyutsuz olarak verilen (1) denklemi ile birbirlerine baghdirlar.

1 14 L 14
—(S—2+2LP)W1 +s—2‘Pl+(/1W—Q§)Wl =0 (35)
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Benzer sekilde, C; ve D; sabitleri de birbirlerine bagimsiz olmayip asagida boyutsuz olarak
verilen (3) denklemi ile birbirlerine baghdirlar.

—SizW;"JrSé\P; —-QiW, =0 (36)

(1a) ve (2a) ¢oziim durumlart i¢in sabitlerin birbiri cinsinden elde edilisi sdyledir. (16) ve
(17) c¢oziimlerinin (35) denkleminde yerine yazilip diizenlenmesi ve trigonometrik
fonksiyonlarin katsayilarinin sifira esitlenmesi ile B; sabitleri, 4; sabitlerine bagl olarak

asagidaki gibi
bulunmaktadir:
B = L[(l +5° A7 +57(Q - A4, , B, = L[(1 +5°4,)7" +57(Q; - 4,)14
L}/ D ’ L]/ P J
B = LL[(l +52 )+ 57 (A, Q)4 B, = LL[(—I —s"A,) 1’ +57(QF - 4,14,
U ' H

Benzer sekilde (28) ve (29) ¢oziimlerinin (36) denkleminde yerine yazilmasi ile sabitler
arasinda

1 1
Dl za(lz +SZQ;)C2 , l)2 za(lz +SZQ§»)C1
1 2 22 1 2 22
D, :ﬁ(ﬁ - Qf)c4 > D, :ﬁ(_ﬂ +s Qf)c3

bagintilar1 elde edilmektedir. Béylece birinci ve ikinci bolgede toplam sekiz integral sabiti
bilinmeyen olarak kalmakta; tgiincii bolgeden gelen iki sabit ve baslangigta bilinmeyen
ayrilma noktasinin yeri ile birlikte problemde bilinmeyenlerin sayisi 11 olmaktadir. Bu
bilinmeyenler (13) bagmtilarinda verilen 11 kosul yardimiyla hesaplanabilmektedir.

3.SONUCLAR

Bu béliimde onceki boliimde elde edilmis olan ¢éziimlere ait sonuglar verilmistir. Yukarida da
belirtildigi gibi, li¢ bolge icin yapilan ¢oziimlerde, 10 adet integral sabiti ile ayrilma
noktasinin yeri bilinmeyen olarak ortaya c¢ikmaktadir. Elde edilen bagmtilar integral
sabitlerine gore lineer oldugu halde, ayrilma noktasina gore lineer degildir. Bu nedenle
problem smir kosullari nedeniyle lineer olmayan bir problemdir. Sinir kosullarinin
kullanilmast ile integral sabitlerinin yok edilmesi sonucu elde edilen lineer olmayan
denklemin kék/kokleri, ayrilma noktasinin yerini vermektedir. Sayisal islemler igin, k =2/3;
2/5; 5/6, E/G=8/3 (v=1/3) ve R=0.01-0.10 olarak alinmistir

Sekil 2°de Winkler zemin parametresinin farkli degerleri i¢in ayrilma noktasinin
frekansla degisimi verilmistir. Sekilden de goriildiigii gibi zemin ve frekans parametrelerinin
farkli degerleri i¢in tek veya iki ¢oziim (aynmi frekansta iki farkli temas boyu) elde edildigi
halde, baz1 degerler igin ¢6ziim elde edilememistir. Bu durumda kirisin zeminden ayrilmadigi
kabul edilmistir. Baz1 frekans degerlerinde ise kirisin orta kisminin (temas bolgesi) zeminden
ayrildigr gozlenmistir. Sekil 3’de Pasternak zemin parametresinin farkli degerleri igin
ayrilma noktasinin frekansla degisimi verilmistir. Sekilden, ayrilma noktasinin frekansla
bilyiidiigii, 4, degerinin biiylimesi ile de ayrilma noktasinin kiiciildiigii gortilmektedir.
Sekil 4 (4,=5) ve Sekil 5’de (4,=25), donme eylemsizliginin farkli degerleri i¢in ayrilma
noktasimin frekansla degisimi verilmistir. Her iki sekilden de donme eylemsizligi ve frekans
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parametresinin bazi1 degerleri i¢in iki ¢oziim oldugu goriilmektedir. Coziimlerden biri i¢in
(sekillerde altta kalan egriler) ayrilma noktasi R’ nin biiylimesi ile biiyiirken, diger ¢6ziim i¢in
-frekansa bagli olarak- kiigiilebilmektedir. Sekil 6’da, kesit kayma faktdriiniin (k) farkli
degerleri i¢in ayrilma noktasinin frekansla degisimi verilmistir. Sekilden, kayma faktorii
degerinin biiylimesi ile ayrilma noktasinin da kii¢iildigli goriilmektedir. Sekil 7 ve Sekil 8” de,
R ve k" parametrelerinin diisey yer degistirmeler iizerindeki etkisi verilmistir. Sekilden, R’nin
biiyiimesi ile diisey yer degistirmelerin biiyiidiigii, buna karsin k£~ degerlerinin biiyiimesi ile
de yer degistirmelerin kiigiildiigii goriilmektedir.

5/__
<025+ S 77 7 -
Aw=1000
k*=2/3
R=0.04
000 1 1 1 1 1 1 1 0.00 1 1 1 1 1
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 0 25 500 730 1000 1250 1500
af? of
Sekil 2. Farkl1 4,, degerleri i¢in ayrilma Sekil 3. Farkli 4, degerleri igin ayrilma
noktasinin frekans ile degisimi. noktasinin frekans ile degisimi.
eialntnl—
S
Ap=5
Aw= 1000
k*=2/3
000 i 1 1 1 1 1
0 250 500 750 1000 1250 1500

or?

Sekil 4. Farkli R degerleri i¢in ayrilma noktasinin
frekansla degisimi. (BR: Bernoulli-Euler kirigi)
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Sekil 5. Farkli R degerleri igin ayrilma
noktasinin frekans ile degisimi.
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Sekil 7. Farkli R degerleri igin kiris elastik
egrileri ile zemin yilizeyinin durumu.
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Aw=1000
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Sekil 6. Kesit kayma faktoriiniin farkl
degerleri i¢in ayrilma noktasinin frekans
ile degisimi.

Sekil 8. Farkli k" degerleri icin kiris
elastik egrileri ile zemin yiizeyinin durumu.
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