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OZET

Sayisal Arazi Modeli, arazi lizerinde dafilmig koor-
dinatlari ve ylikseklikleri bilinen noktalardan yararlana-
rak bilgisayar yardimi ile arazinin sayisal olarak g®ste-
rilmesidir. Sayisal arazi modeli, sayisal durum modeli
ve sayisal ylikseklik modelinden olusur. Bir g¢ok galigmaya
altlik olusturan sayisal arazi modelinin etkin bir gekilde
olusturulmas1i gerekir. Sayisal arazi modelinin olugturul-
masinda kullanilan yazilim bu etkinligi saglayan temel
unsurdur. Yazilimin etkinligini ise bellek ve hiz para-
metrelerinin uygun kullanimi saflar. Hiz parametresini
etkileyen en 6nemli faktdr de bilgilere ulasimdir. Bilgi-
lere ulagimin en hizli gekilde yapilabilmesi ise bu bilgi-
lerin belli bir dlizende siralanmis olmasina badlidar.
Sayisal arazi modeli gibi bilgileri tekrar tekrar sairala-
mayl gerektiren uygulamalarda ise siralama igleminin bel-
lek ve hiz optimizasyonunu sagjlamasi Snemlidir.

Sayisal ylikseklik modelinde enterpolasyon sonucu
elde edilen ayni kotlu noktalarin birlestirilmesi iglemi
bir efri yerlestirme iglemidir. EJri yerlestirme, -en
kiiglik kareler ydntemi ile 2. dereceden bir polinom, 3. ve
daha yliksek dereceli bir polinom veya trigonometrik poli-
nomlar kullanilarak gergeklestirilebilir. Polinomlar ile
edri yerlestirmenin polinom salinimi adi verilen bir sa-
kincasi Spline Fonksiyonlarinin kullanilmasinl gerektirir.
Spline fonksiyonlarinda da temelde polinom yaklasimi kul-
lanilir. Ardisik noktalar arasinda olugturulan grafik
parcalarini birlestirmek temelinden yola g¢ikarak ortaya
konan spline fonksiyonlarinin en ¢ok kullaniliama kibik
spline fonksiyonlaridir.

Onemi nedeni ile burada siralama ve efri yerlesgtirme
ydntemleri {izerinde ayrintili bir bigimde durulmugtur. Li-
teratlirde verilen siralama ydntemleri hiz agisindan karsi-
lagstirilmis hangisinin Sayisal Arazi modeli igin uygun ola-
cagl aragtirilmis ayrica siralama ic¢in bir ydntem verilmig-
tir. Sayasal ylikseklik modelinde enterpolasyon sonucu elde
edilen ayni kotlu noktalardan dengeleyen polinomlarin gegi-
rilmesi sakincasi bir 8rnek ile gbsterilmigtir.



SUMMARY

CURVE FITTING METHODS IN DIGITAL TERRAIN MODELS

Digital terrain model is a.digital representation
of the terrain, based on measurements on the reference
points by means of a detailed computer program series
named software.

Digital terrain model software which serves for a
wide range engineering. area must be planned for using
optimum computer memory and providing maximum speed.
Using computer memory is the subject of modern memory
storing methods. Providing maximum speed depends on the
form of arranging of the knowledge. In our study know-
ledge is generally in the form of numbers which are x,y
planimetric coordinates or h coordinates.

The best way to get over the problem of loosing
time is arranging the knowledge in a desired order. This
arranging procedure is called sorting. If an element in
an unsorted list of n elements is searched, the maximum
number of comparisons is n. When a sorted list of n
elements is searched for an element, the maximum number
of comparisons in a searching method called "binary search"
is, (k is the number of comparison)

k= logzn

This number k is very attractive and always desired.
Sorting must be managed properly in order to make searching
so fast. 1In the studies, which require sorting many
times, 1like digital terrain model the speed of sorting is
very important. There are some algorithms for making
faster sort. They can be written as follows,

1. Bubble Sort

2. Selection Sort
3. Insertion Sort
4, Shell Sort

5. Heap Sort

6. Quick Sort
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1- Bubble. Sort

This algorithm is the best known and the most
infamous sorting algorithm. 1Its popularity is derived
from its catchy name and its simplicity. The bubble sort
algorithm uses the exchange method of sorting. The
general concept behind the bubble sort is the repeated
comparisons and, if necessary, exchanges of adjacent
elements.

2- Selection Sort

In this algorithm, the element with the lowest
value is selected and exchanged with the first element.
Then from the remaining elements, the element with the
least key is found and exchanged with the second element,
and so forth, up to the last two elements.

3- Insertion Sort

This algorithm initially sorts the first two members
of the array. Next, the algorithm inserts the third member
into its suitable position in relation to the first two
members. Then, the fourth element is inserted into the
list of three elements. And the process continues until
all elements have been sorted.

4- Shell Sort

This algorithm, derived from insertion sort, is
based on diminishing increments. In this algorithm, all
elements that are n/2 positions(n is the number of elements
of array) apart are sorted. Then all elements that are
n/4 positions apart from the first step are sorted. The
process continues and finally, all those adjacent to each
other (1 positions apart) are sorted.

5- Heap Sort

First we have to define what a heap is. If an array
a, given with n elements, satisfies the relation

. S a. . .
aj/2 aj for 1<3j/2<3j <N

then this array is said "heap". If rearranging the array
into an order that forms a heap is managed, then sorting
becomes very easy. The top of the heap, which is the
largest element yet unsorted is pulled off. Then its
largest underling is promoted to the top of the heap.
Next its largest underling is promoted, and so° on.

6= Quick Sort

This algorithm is the best sorting algorithm
currently available. Algorithm's basic idea is partition.
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The general procedure is to select a value and then to
partition the array into two parts with all elements
greater than or egual to the partition value on one side
and those less than the partition value on the other.
This process is then repeated for each remaining part
until the array is sorted.

In digital terrain models, after the interpolation
in digital elevation model, interpolation of curves is
considered. In general, interpolation of curves is said
curve fitting. The best known curve fitting method is
the method of least-sguares curve fitting. This method
can be extended to many nonlinear cases. These cases can
be written as exponential fitting and polynomial fitting.

The exponential fitting requires the data to fit
an exponential function like y=C.exp (Ax). But this is
not an efficient way for contouring which does not fit in
any function. A product of polynomial fitting, which is
called spline function, have the solution of the problem
of polynomial wiggle.

Polynomial wiggle becomes an important constraint
not to use a polynomial of degree 6 or above unless 1t is
known that the true function, which is studied, is a
polynomial. A polynomial of degree N can have N~1 relative
maxima and minima and the graph can wiggle in order to pass
through the points. Another method is to "piece together"
the graphs of lower degree polynomials S, (x) and inter-
polate between the successive nodes (xk,yk) and
(x 'Y 1). (Figure 1) The reason of using
lower degfee polynomials is preventing the polynomial
wiggle.
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Figure 1. Piecewise Polynomial Interpolation
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The two adjacent portions of the curve y=Sk(x) and
y=S,,; (¥), which lie above ka’xk+1| and, |x 1% ol

respectively, pass through the common knot (xk+1,yk+1).
The two portions of the graph are

"tied together" at the knot (Xk+1'yk+1) and the set of
functions is_(x)} form a piecewise
polynomial curve which is denoted by §(x).

Mathematically, it is possible to construct a cubic
functions S, (x) on each interval lxk,xk+1[ so that the
resulting piecewise curve y=S(x) and its
first and second derivatiwes are all continous on the larger
interval |x_,x.|. The continuity of S'(x) means that the
graph Y¥=S(x) will not have sharp corne¥s. The
continuity of S"(x) means that the "radius of curvature"
is defined at each point.

e]

Let us consider the N+1 points{S(x,,y,)} where the
. , k% k :
abscissas are ordered xo<'x1< "'<XN' The function
S(x) is called a cubic spline if there exist N
cubic polynomials Sk(x) such that:

_ _ _ y 2
I- S(x)—Sk(x)—Sk,o+Sk’l(x xk)+Sk'2(x xk) +
3 .
+Sk'3(x—xk) for x in |xk,xk+1l and
k’-‘O,l,...,N—l
I1- S(x,)=y, for k=0,1,...,N
The spline passes through each data point.

III- Sk(X k+1) for k=0,1'o..,N—2n

_at
k+1) “Sk4+1 (¥

The spline forms a continuous function

t - 1 P -
Sk(xk+1)_sk+1(xk+1) for k=0,1,...,;N=2

The spline forms a smooth function.

n "V an = -
Sk(xk+1)—sk+1(xk+l) for k=0,1,...,N-2,

The second derivative is continuous.

Since S(x) is piecewise cubic, its second derivative

S" (x,,) is piecewise linear on ]xo,XNI. The linear lagrange
interpolation formula gives the following
represantation for S"(x)=Sﬁ(x):
X—Xk 1 X=X
+
S (x)=8"(x,) — == +5"(x,  .) —&
k k+l Xe+1 %k

ix



Using mk=S"(x Y, mk+1=s“(xk+l) and hk=xk+1—xk in this
equation yields,
" M+l

Sg(x)= 5= (x g =X)+ == (x7x)
k k
for %, € x <Ky and k=0,1,...,N-1. Integrating last
eguation twice will gives two constants of

integration, and the result can be manipulated so that
it has the form,

3, ™

Mg . +1 3.
S (X)= g (%)% g (%) TRy By 730

+qk(x—xk)

Substituting Xy and X1 into equation and using
the values yk=Sk(xk) and yk+l=Sk(Xk+l) yields the
following equations that involve
Py and Qe 7 respectively:

m
k .2 Merl . 2
Y= & PptPyhy and vy 4= —p by + by

Solving these two equations for Py and qE"resuits
the following expression for the cubic
fonction Sk(x):

mk 3 My 3. Y by
5, (%) = B, S ) FE;_(x—xk) *‘E;i %) &™)
v h
et 3 D S5 S

k

Using the derivatives of these equation, an ~equation
involving the unknown coefficients ' ' can be
written as follows: -1t T Tl

by My p*2(hy by )m +hem o =ay

where Uk=6(dkjdk_l)

for k=1,2,...,N=1,
After the coefficients {m_} are determined by using

above equation and endpoint constraints, the spline
coefficients {Sk j} for S, (x) are computed using the formulas:
7

- hk(zmk+mk+l)
6

Sk,0= Y ¢ Sk,l= dk
T S Tx+1
k,20 2 ' k,37 6h



Each cubic polynomial Sk(x) can be written in
nested multiplica{tion from:

Sk (x)=| (Sk,3w+sk,2)w_sk,ll w+y, where w =x—xk.

and Sk(x) is used on the interwal x X

kS ¥ $Xp,1-

xi



BOLUM 1

1~ GIRISg

Bilimsel ve teknik geligmelerin hizla devam ettigi
ylizyilimizin ikinci yarisinda 8zellikle bilgisayarlarin
devreye girmesi ile bir cok alanda oldudu gibi Jeodezi
ve Fotogrametri biliminde de bliyik bir gelisme gdzlenmek-
tedir. Bu gelismeler; yapilan islemlerde hizan artmasi,
kullanilan hacim ve/veyahacimlefin azalmasi (ciltler
halinde 6l¢gme gizelgeleri yerine disket vb), estetik gdri-
niimiin glizellegmesi, igglici tasarrufu sa¥lanmasi gibi bir
¢ok defigik gekilde karsimiza gikmaktadir. Jeodezi ve
Fotogrametri alaninda bu gelismelerin codu ayni anda etkili
olmaktadir. Bu geligmeler; g¢izim, hesap ve 8lgme iglerine
ayril ayri hiz kazandirmakta, kirtasiyeyi azaltmakta, ¢izim
igin gerekli zamani kisalttigiigin estetik gdrlnimli artir-
makta ve gdreceli olarak blylik igglici tasarrufu saflamakta,
maliyeti dlisirmektedir. Biitlin bu islemler sirasinda
klasik ybntemlerden biiylik dedigiklikler ortaya g¢ikmaktadir.
Bu degisiklikler ise bilgisayardan maksimum yarari saflaya-
cak sekilde planlanmakta ve uygulanmaktadir. Konunun en
bnemli noktasi bilgisayardan maksimum yarari saglayacak
sekilde planlamayil en list seviyeye ¢ikarmasi gereken yazi-
lim (software) olmaktadir. Yazilim yukarida sayilan va-
rarlari saflayabilmesi igin genellikle klasik hesaplama
mantiklarindan ayrilmakta ve bilgisayarin sahip oldudu he-
saplama hiz ve kapasite ile uyumlu olarak planlanmak zo-
rundadir. Bu nedenle slirekli yeni hesaplama algoritmalara

arastirilmakta ve uygulama sonuglari ortaya konmaktadir.



Bilgisayarin Jeodezi ve Fotogrametri biliminde
kullanildigi uygulama alanlarindan birisi de Sayisal Arazi
Modeli (S.A.M)'dir. Arazide var olan belirli sayida daya-
nak noktalarina bafli olarak kullanilan bir enterpolasyon
ydntemi ile arazinin sayisal g&sterimi seklinde tanaimlanan
sayisal arazi modeli bu galigmanin temel konusudur. Sayi-
sal arazi modelinin olusturulmasi sirasinda ortaya g¢ikan
iglemlerin biliyliklligli karsisinda bilgisayarin sinirli olan
bellek ve hiz kapasitesi sorununu asmak igin bilgisayarain
optimum bir sgekilde kullanilmasi, yani verilerin siralan-
mas1, bliylk lineer denklem sistemlerinin ¢&zliminde modern

bellek depolama ydntemlerinin kullanilmasi gerekir.

Sinairli sayida dayanak noktasindan yararlanarak
uygun bir enterpolasyon iglemi ile istenen diJer noktala-
rin konumlarinin belirtilmesi ve bunun uzantisi olarak eg
ylikselti efrilerinin ¢izimi Sayisal Arazi Modeli'nin

Snemli bir problemini olusturur.

Yukarida belirtilen problemler igin ayri ayri hesap yon-—
temleri ortaya konmustur. Bu hesap ydntemleri, klasik
hesaplama tekniklerine gbre bilgisayar tarafindan en iyl
sekilde uygulanabilmesi igin bliyllkk farkliliklara uframak-

tadair.



BOLUM 2

2- SAYISAI, ARAZI MODELI KAVRAMI

Ilk olarak 1955 yilinda Massaschusetts Teknoloji
Enstitlisi tarafindan ortaya atilan SAM kavrami buglin bil-
gisayar teknolojisinin ulastidi noktaya paralel olarak
blylk geligme g8stermektedir [1]. Baglangigta sadece ka-
rayolu projelerinin bazi evrelerini otomasyona sokmak ‘
ig¢in ortaya atialan diislince, glinlimlizde ¢ok genig bir uygu-
layic: kesimi tarafindan kullanilmaktadir. Kullanim alan-
lari olarak sanayii, tip, mimarlik, insaat, madencilik,
ziraat, harita milhendisligi ve askeri hizmetler sayilabi-
lir [2].

SAM, arazi lzerinde dafilmis koordinatlara ve yik-
seklikleri bilinen noktalar yardimi ile bilgisayar islemle-
rinden yararlanarak arazinin sayisal olarak gdsterilmesi-
dir [1]. Bu gdsterim ise bir g¢ok galigmaya altlik olugtu-
rur. Bu calismalar arasinda topo¥rafik haritalarin yapimi,
gec¢kilerin tasarimi, en ve boy kesitlerin ¢izimi, hacim
belirlenmesi, baraj, havaalani, kanal tasarimi, erozyonun
Snlenmesi, mikrodalga sistemleri, iletigim hatlarainan
olusturulamasi vardir [2],[3],[4]. BSyle genig bir uygu-
lama alani olan galigmanin kullanima getirilmesinde en
onemli eleman bilgisayar programlaridir. Kullanici ig¢in
gerekli verinin dodru ve hizli bir sgekilde hazirlanmasa

SAM'in amacidir.

SAM genig anlamda, ayrinti noktalarina ait konum
ve ylikseklik bilgilerinin her ikisini, dar anlamda ise

valnizca ylikseklik bilgilerini igerir. DiJer bir deyigle



SAM genis anlamda, sayisal durum modeli (S.D.M) ve sayi-
sal ylikseklik modelinin (S.Y.M) her ikisini birden, dar
anlamda ise sadece sayisal ylikseklik modelini igerir

[5].[e].
2.1- Sayisal Arazi Modelinin Olugturulmasi igin Y¥Y&ntemler
Sayisal arazi modeli iki y®ntemle olusturulur.

l. Raster (ag) YOntemi

2. Uggenleme Y&ntemi
2.1.1- Raster (AZ) Yontemi

Bir arazi pargasi ig¢in sayisal arazi modelinin elde
edilebilmesi, bu arazi pargasi lizerinde da¥ilmis koordi-
natlari bilinen noktalarin varolmasini gerektirir. Koor-
dinatlari bilinen bu dayanak noktalari rastlantisal oldudu
gibi diizgliin bir kareler veya dikddrtgenler aginin kesigme
noktalari olarak segilebilir. Arazi parcasi lizerinde
dagilmig olan bu dayanak noktalari yersel Slgmelerle dod-
rudan dofruya belirlenebildikleri gibi topofrafik harita
ve planlardan veya fotogrametrik olarak hava fotoJraflar-
indan dolayli olarak da belirlenebilir. Bu durumda ras-—
ter (a¥) ydntemi uygulanir. Yersel &lgmelerle veriler, ara-
zide dofrudan elde edilmigse dofruluk ylksek olmasina
kargin harcanan zaman fazladir. Rastlantisal olarak yapi-
lan bu arazi dlgmelerinden, araziyi kapsayacak sekilde
olusturulan kareler veya dikddrtgenler agi diigliim noktala-
rinin ylkseklikleri uygun bir enterpolasyon ydntemi kulla-
nilarak da bulunabilir [2]. Bbylece SAM'da "Raster Ydnte-
mi" kullanilabilir. Bu durumda presizyon kaybi oldudu
gdzbniine alinmalidir. AZ gbzleri (gridler) ne kadar kiliclik
olursa araziyi temsil etmedeki dodruluk da o kadar blylik
olur [2].



Diglim noktalarinin hesaplanmasinda kullanilan da-
yanak noktalarainin, yeterli yoZunluk ve dofrulufa sahip
olmasi, yani yeterince araziyi temsil etmeleri bilitlin y®n-
temlerde oldudu gibi bu ydntem ig¢in de gereklidir. Bu
yontem, ekonomik olmasi nedeni ile verilerin topofrafik
harita ve planlardan veya fotogrametrik olarak hava fo-
tograflarindan elde edilmesi durumunda &nerilir.

2.1.2~ U¢ggenleme Yéntemi

Bu ySBntemde arazi, rastlantisal veya dliizglin olarak
dagilmig olan dayanak noktalarinin birlesgtirilmesi ile
diizlem tiggenlerden olugan g¢ok yuzll (polihedron) bir yt-
zeyle kaplanir (Sekil 2.1). [2] Uggenleme ydnteminin

Sekil 2.1. Diizlem UYggenlerle Arazi Yilizeyil
{Polihedron)

uygulandigi ilk galismalarda su toplama ¢izgisi, su dagitma
¢izgisi, gev kenari, yol gibi arazide bulunan yapay ve
dofal g¢izgiler lizerinde bulunan dayanak noktalarinin flig-
genleme igsleminde kullanilmasina bir &ncelik verilmemis

tlim noktalarin ayni Sncelikte oldufu varsayimina dayanil-
mistir. BOyle bir licgenleme arazi yapisini gergek anlam-—
da gdsteren gizgiler ile {liggen kenarlarinin kesigmesi

gibi arazinin dodru temsil edilmesini'engelleyen bir sa-
kinca dofurur. Bunun igin arazinin yapisini gdsteren
karakteristik ¢izgilerin (dere, su toplama-dafitma ¢izgisi,
yol vb) Uggenlerin bir kenarini olugturmasi saflanir [2].



'Bu duruma bir ®&rnek Sekil 2.2, 2.3, 2.4 ve 2.5 te goriil-
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Sekil 2.2. Yanlis Hcgenleme  Sekil 2.3. Dogru Hlggenleme

.
[

Sekil 2.4. (Sekil 2.2} den Sekil 2.5. (Sekil 2.3) den

18

£

Enterpole Edilmis Enterpole Edil-
2,5 m Degerli mis 2,5 m Degerli
Egylikseklik Eg¥ri- Egytikseklik E¥ri-
leri. leri.

Ucgenleme y®ntemi ile olugturulan SAM asafidaki
kosullari saglamalidir [2],

1- Her dayanak noktasi en az bir:liggende yeralmalidir.

2- Arazi ylizeyini ®rten lggenlerin birbiri ile ara
kesiti safir olmalidar.



3- AZ1 olusturan kenarlarain uzunluklarinin toplami

minimum olmalaidir.

SAM olugturulmasi ig¢in ydntemlerin karsgilastirilma-

s1 [6]'da ayrintili olarak incelenmektedir.
2.2~ SAM'in Olusturulm&vEvieleri

Sayisal arazi modelinin olusumu baglica iki evrede

gergeklegsir. Bunlar

1- SAM igin verilerin toplanmasi

2- SAM'de verilerin iglenmesi
2.2.1- SAM iIg¢in Verilerin Toplanmasi

SAM verileri, yersel &lgmelerle araziden, kartog-
rafik sayisallastirma ile topografik haritalardan, fotog-
rametrik dlgmeler ile fotofraflardan elde edilir. SAM'in
iskeletini olusturan verilerin toplanmasi islemine &rnek-
leme adi verilir. SAM igin Srnekleme evresi Snemli bir
evredir ve amaca uygun olmayan bir drneklemenin yaratacagi
eksiklikleri higbir enterpolasyon ydntemi gideremeyecedi
gibi 8rneklemenin yoZunlufu ve dagilim bigimi SAM'in
dogrulujunu dodrudan etkiler [3].

SAM verilerinin toplanmasi sirasinda kullanilan
ileri teknoloji iriinleri, verilerin SAM tarafindan kulla-
nilacak sekle getirilmesinde bliyllk kolayliklar saflamak-
tadir. Bunlar arasinda do¥rudan X,Y,Z 'i ¢ikis olarak
veren elektronik takeometreler, bunlari kaydeden veril
toplayicilar (data recorder), bliylk do¥ruluklara ulasgan
uydu gdriintiileri ve sayisallagtirmayi daha do¥ru, hizla
ve basit kilan elektronik sayisallastiricilar (digitizer)

ilk akla gelenlerdir.



2.2.2- SAM Verilerinin Iglenmesi

Dayanak noktalarindan yararlanarak a3in noktalarai-
nin ylikseklikleri gesitli enterpolasyon y6ntemlerinden
biri ile hesaplanir. Bdylelikle arazi sayisal olarak
belirlenmig olur [1].

Sayisal ylkseklik modelinde (S.Y.M) yliksekliklerin
belirlenmesi iglemi, bilgisayar programi ile segilen en-

terpolasyon ydntemi ya da ydntemleri kullanilarak yapilar.

SAM verilerinin islenmesi uzun slire gerektiren bir
evredir. SAM'ni olugturmak i¢in verilerin islenmesi agama-
sindaki bu slireyi kisaltmak ig¢in gegitli ydntemler kullani-
lir. Bu y®ntemlere 8rnek olarak, verilerin s1ra1anma$1,
bu siralama i¢in en hizla ve bilgisayar belledinde en az
yer igsgal eden ydntemin secgilmesi, ortaya c¢ikacak blylik
denklem takaimlarinin g¢dzlimlinde, bilgisayar belledinde en
az yer tutmak ve en ylksek hiza ulagmak igcin modern bellek
depolama ydntemlerinin kullanilmasi sayilabilir. Ayrica
SAM ig¢in diizenlenecek programlarin hiz ve bellek agisindan
optimize edilmesi ve gereksiz yere yiliksek presizyonlu de-

Fisken kullanimindan kaginilmasina dikkat edilmesi gerekir.

SAM verilerinin SYM'de deferlendirilmesi sonucunda
bu verilerin cgegitli matematiksel algoritmalar yardimi ile
SDM'ne aktarilmasi gerekir. Bu aktarim ise afirlikla es
ylikselti efrilerinin gegirilmesi problemini kapsar. Bu
efrilerin gegirilmesi, gesitli enterpolasyon ydntemleri
ile iglenen SYM verilerinden yararlanarak gergeklestirilir.
Egri gegirme dle ilgili genig bilgi bdliim 4'te verilmektedir.



BOLUM 3

3~ SIRALAMA

3.1- Sayisal Arazi Modelinde Siralamanin Yeri

Sayisal arazi modelinin temel 8gesi olan yazilaimin
optimum bir gekilde amacina ulagmasi bellek ve hiz paramet-
relerinin etkilesimli kullanilmasi ile gergeklesir. Bellek
kazanimi, lineer denklem sistemlerinin ¢ozilimlinde modern
bellek depolama y&ntemlerinin kullanimi ile sa@lanir.
Hizin artirilmasi daha g¢ok bilgiye ulasilmasi ve bilginin
igleme sokulmasi prosesleri ile ilgilidir. Bilgiye ula-
simin en hizli gekilde yapilabilmesi ise bilginin dizili-
si ile yakindan ilgilidir. Herhangi bir sirasiz dizi igin
bilgiye ulagam dizinin eleman sayisi kadar kargilagtirma
gerektirirken, sirali bir dizi ig¢in, n dizinin eleman
sayisi, k kargilagtirma sayisi olmak lizere, "ikili arama"
olarak bilinen ydntemde,

n=2% (3.1)

k=logzn (3.2)

ile verilmistir [7]. Burada k maksimum karsilagtirma
saylsidir. GO®rildugl gibi bilginin hizli bir sekilde
kullanima alinabilmesi kesin olarak bilgilerin siralanma-
s1 iglemi ile ilgilidir. Bilgilerin SAM'da kullanilmasz
sirasinda bazi agsamalarda dedigik elemanlarin farkli para-
metrelere gdre tekrar tekrar siralanmasi gerekir. Ornek
olarak bir b¥lge igindeki noktalarin hizla belirlenebil-
mesi ig¢in x ve y koordinatlarindan olugan dizilerin, ilgi-

1li bazi bilgilerin de beraberinde diizenlenmesi g6z8&niline
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alinarak 31ra1anmasi geredli verilebilir. Ancak bellekte,
siralanan dizi elemanlarinin siralanmig gekli ile dedil de
sadece ve sadece dizinin indislerinin (program numaralari-
nin) depolandifina ve siralanmig diziye iliskin bilgilerin
de bu indisler yardimi ile bulunduduna dikkat etmelidir.
Bbylece bellekten biyik yer kazanci saflanmig ve programa
bliyiik hiz verilmis olur.

Siralamada kullanilan ydntemin hizi dofrudan dodru-
va yazilimin da hizini etkiler. Bu nedenle burada siralama
ybéntemlerine ayrintili olarak girilecek, diizenlenen bir
siralama programi tanitilacak, bir programin ne kadarlik
bir hiz kazanimi saflayacafi lzerine yapilan arastirma ve

sonuglari tablolar ve grafikler bigiminde verilecektir.
3.2- Genel Esaslar

Siralama, kisaca benzer bilgilerden olusan bir di-
zinin artan ya da azalan sirada dizenlenmesi iglemidir

[7]J. Yani n sayidaki a; elemaninin,

a1~$a2< ...<an (3.3)

veya

a, ?2a,? ...2a (3.4)
sekline gétirilmesidir.

Siralama algoritmalari genel olarak ¢ sinifa ayri-
lirlar [7]. Bunlar

- Yer defistirme
- Secgme

- Araya sokma

dir.
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Bu y8ntemleri anlayabilmek ig¢in bir masa {izerinde-
ki kartlar dizisi gbzdniine alinir. Yer defigtirme
(diger bir ismi deZig-tokug) ySnteminde, masa {izerindeki
kartlarain siraya konulmasinda bir kart belli bir dlizen
iginde digeri ile yer defigtirilir ve b&ylece masa Uzerin~-
deki bilitlin kartlar sirali duruma gelinceye kadar igleme
devam edilir. Degig-tokus ydnteminin temeli dizinin ele-
manlarinin yerlerini deJigtirerek siralamayi gercgeklestirmek-

tir.

Secme ydnteminde ise en kiiglik kart sonra da bu
karttan bir blylik kart ele alinir. BOylece igleme devam
edilir ve kartlar siralanmig olur. Bu ydntem ennazizrndan
siralama iglemi bitene kadar dizinin siralanmig bigimi

igin bellekte ikinci bir vektdrii gerektirir.

Araya sokma y&ntemi ile siralamada ise masanin lize~
rindeki her karti birinciden baglayarak sirasi ile ele
alip Oncekilerine gdre yerlegtirmeyi gerektirir. G&riildigili

gibi araya sokma y®ntemi de ek bir bellek gerektirmektedir.

3.3- Siralama Algoritamalarinin Ortak Ozellikleri

Sdzkonusu edilen her li¢ ydntem icinde birgok dedisik
algoritma gelistirilmistir. Her algoritmanin kendine has
iyi ve k&tl yanlari vardir. Bu ydntemler igin asgafidaki

6zellikler verilebilir.

1- Normal durumdaki bir diziyi siralama hizi

2- En iyl ve en kotl durumdaki bir diziyi siralama
hiza

3- Siralama prosesinin, dizi elemanlarinin dizilisg
seklinden badimsiz olmasi

4- Dizinin diziligindeki 6zel durumdan yararlanma
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Bu &6zellikler agafida kisaca agiklanmaktadir.

1- Siralanacak dizinin higbir 6zel durum tagimama-
s1 halinde algoritmanin hizinin ne olacadi 6nemli bir
B8zelliktir ve algoritmanin iyi ve k&til nitelendirilmesine
esas olan bir &lgittiir. Ozel durumlar, dizinin bir kis-
minin veya tamaminin sirali veya tersinden sirali olmasi-

dir.

2- En iyi ve en ko6tll durum: Sairalama ig¢in kullanalan
bazi algoritmalarin hizi, dizinin siralanmadan &nceki du-
rumlaryl ile ¢ok ilgilidir. Normal bir durum igin g¢ok iyi
bir performans g&steren algoritma, 6zel bir durumda gok
k8tli bir performans gbsterebilir. Ornek olarak sirali bir
diziyi Quicksort algoritmasinin bazi uyarlamalarinin -ina-
nilmaz Slglide uzun bir slirede ¢dzmesini g8sterebiliriz
[8]. Hatta bu durumla karsilagmamak igin dizi Snceden

rastgele bir dizilis durumuna getirilir.

3- Algoritmanin igleyisg sirasinda dizinin durumu
ne olursa olsun algoritmanin ayni sonuca ayni yolla ulasa-

bilmesi durumunu ifade eder.

4~ Algoritmanin, siralama prosesi sirasinda dizinin
8zel durumu varsa bu durumdan do¥al olarak yararlanmayzl

ifade eder.
3.4- Siralama Algoritmalar:

Bu bdlimde bazi siralama algoritmalari, algoritma
dlglitleri ile deferlendirilerek verilecek ve daha sonra
da algoritmalar boyut (bellek) ve hiz agisindan karsilag-

tirilacaktair.

3.4.1- Damlacik (Bubble) Siralamasi

En iyi bilinen ve ayni zamanda da hi¢ kullanilmayan

bir algoritmadir. Algoritma defis-tokus ydntemine dayanar.
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Genel diiglincesi arda arda kargilastirmalar ile gerekliyse
komgu elemanlarin yerlerini defigtirerek siralamayi ger-
ceklestirmektir. Y6ntemin ismi bir kaba giren damlanin

kendisine ait seviyeye yerlegmesinden do¥musgtur [7].

Bu algoritma ile siralama yaparken n dizinin ele-
man sayisil olmak lizere 1/2(n2—n) sayida kargilasgtarma

yapilir. Algoritmanin isleyigi basitge su gekildedir:

Ilk durum : 4 3 1 2
l.adim :1 4 3 2
2.adaim : 1 2 4 3
3.adim :1 2 3 4

Sirali bir dizinin siralanmasi durumunda, yani en
iyi durumda sifir sayida yer defistirme yapilar. Ortala-
ma bir durumda 3/4(n2-n) sayida yerdedistirme ve en kotill
durumda ise 3/2 (nz—n) sayida yer defistirme yapilar.
Damlacik algoritmasinin hesap zamani dizi eleman sayisinin
karesi ile orantili olmasi nedeni ile n2 algoritmasi ola-
rak da adlandirilir. Yani, kiliglk diziler igin Onemsizken,
bliylik diziler i¢in cok bliyllk ‘hesaplama zamanlar:i gerekti-
rir. Sadece karsilastirmalar gdzdnline alindidinda bile
bu kolaylikla gdriilebilir. Her kargilastirmanin 0.001
saniyve aldigi kabul edilirse, 10 elemanli bir dizi 0.05
saniyede, 100 elemanli bir dizl 5 saniyede ve 10.000 ele-
manli bir dizi 500 saniyede siralanirken 100.000 elemanli
bir dizi ise ancak 1400 saatte siralanabilecektir. (Bu
rakamlar sadece karsilastirma amaci ile keyfi olarak
verilmistir). Sekil 3.1'de hesaplama zamaninin eleman

sayisiyla iliskisi gdriilmektedir.
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sekil 3.1. n? Egrisi

3.4.2- Segme Siralamasi

Secme siralamasi, en kiiglik elemani bulup ilk
elemanla yer degistirme ve sonra da kalan n-1 eleman
igin ayni iglemi tekrarlamak geklinde gergeklegir. Bu
algoritma da 1/2(n2—n) karsilagtirma gerektirir. En iyi
durumda yer degistirme sayisi 3(n-1) ve en koti durumda
yer degistirme sayisi n?/4+3(n-1) 'dir . [7]. En iyi durum-
da, yani dizinin sirali olmasi durumunda n-1 sayida ele-
man hareket edecek ve her hareket 3 yer degistirme gerek=-
tirecektir. Algoritmanin igleyigi basit olarak su gekil-

dedir.

1k durum : 2 4 1 3
l.adim :1 4 2 3
2.adim +1 2 4 3

1 2 3 4

LX)

3.adim
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3.4.3- Araya Sokma Siralamasi

Basit siralama algoritmalarinin sonuncusu olan
araya sokma ile siralamada ilk Snce dizinin ilk iki elema-
ni1 siralanir, sonra liglincli eleman bu sirali iki elemana
gbre siralamadaki yerine yerlesgtirilir, daha sonra ddrdiinci
eleman bu sirali li¢ elemana gbre siralamadaki yerine konu-
lur. Prosese bu gekilde devam edilir. Algoritmanin isgle-
yigi basit olarak su sekildedir:

I1kx durum:
l.adaim :

2.adim :

W
N W o W
W N
= NN NN

3.adim :

Damlacik ve se¢gme siralamasindan farkli olarak bu
siralama algoritmasinda kargilastirmalarain sayisi dizinin
ilk durumuna biliyllk 8lg¢lde bagdlidir. Dizi sirali ise kar-
gilastirmalarin sayisi n-1, dizi tersten sirali ile karsi-
lagstirmalarain sayisi 1/2(n2+n)—1 ve bu iki durum ortasinda
bir durum ise 1/4(n2+n-2)'dir. Yer defigtirmelerin sayaisi
ise en iyi durum igin 2(n-1), ortalama durum igin
1/4(n®+9n-10) ve en k&tl durum icin 1/2(n+3n-4) olmakta-
dir [7]). G&rtildtigd gibi araya koyma ile siralamada en
kdtl durum igin rakamlar, damlacik ve segme siralamasinda-
ki kadar kiittdiir, fakat ortalama durum ig¢in ¢ok az bir
farkla daha iyidir. Arava sokma algoritmasinda en k&tii

ve en iyi durum arasindaki oran, asagida acgiklandidi gibi

dofrusaldair.
Kargilagtirma Yer deZigtirme
sayisi sayisi
En k&t durum 1/2(n-1) (n+2) 1/2(n-1) (n+4)
En iyi durum n-1 2({n-1)
En k&t durum 1/2 (n+2) 1/4 (n+4)

En iyi durum
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3.4.4~ Shell Siralamasi

Shell siralamasi, D.L. Shell tarafindan bulunmus
olmasi nedeniyle bu adi almig olmasina rafmen igleyisinin
birbirleri {izerine klimelenmig istridye kabuklarini andix-
masl dolayisiyla bu ad yakistarilmig gibi gdzlikmektedir

[71.

Algoritma aslinda araya sokma algoritmasinin gelig-
tirilmis bigimidir. Algoritmanin ana fikri s&yledir:
Her sayi, kendisinden dizi boyutu ile orantili olarak
(bu oranti n dizi boyutu olmak lzere n/2) belli bir uzak~
liktakl elemanla eslesir ve bu ikili grup kendi arasinda
araya sokma algoritmasi ile sairalanir. Sonra bu ikili
grup diger bir ikili grupla birlegerek ddrtli gruplar.
olusturur ve bu d6rtld grubun siralamasi da araya sokma
algoritmasi ile yapilir. Sonra her grup bir digeri ile
birleserek n/2 elemanli son 2 grup da siralanarak siralama

gergeklestirilir.

16 elemanli bir dizinin bu algoritma ile siralan-—
masi asafyida gbsterilmektedir. Ornekte blylik indis biliylik
sayilyi gdstermektedir. Bu ylizden asafidaki dizi bliylikten
kiiclie do¥ru siralidir. Bu dizinin bu ydntemle kiiglikten

bliylige dogru dizilmesi su sekildedir.
11k durum:

a a a

16 215 %14 %313 %12 %11 %10
1. adaim:
(ag ay¢) (@7 ay5) (@g ay,) (ag ay3)da, a),) (a3 apy) (a, a)p) (a) ag)

2. adim:

(ay ag a1, ay¢) (35 a5 ayy ajg) (@, ag a1 ay,) (8 a5 ag a,,)
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:3. adam:

(8, a, ag 8g 814 8y, 8y, 8145) 8y 83 85 a5 8y 2,4 8y3 8y;)

4. adim:
(a; ay a3 @, a5 a5 a; ag 8g 814 237 819 833 874 315 3y4)

Orjinal verilerin siralanmasinda, en kdtil olasilik-
la bile gerekli olan islem sayisinin n3/2 oldugu gbriilebi-
lir. Diizensiz sirali veriler ig¢in, en azaindan N3 6000

olmak lizere iglem sayisi yaklasik nl'27 olur. Bu ise n2

algoritmalarina gdbre azimsanamayacak bir ilerlemeyi gbste-

rir. Bu karsgilastirma Sekil 3.2'de gSriilmektedir.

A

Sekil 3.2 n® ve nt*? Egrileri

3.4.5- Yigin (Heap) Siralamas:

Heapsort tercih edilen bir siralama ydntemidir.

Yardimci depolama yerine gerek gdstermez. Iglem sayisi
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N log,N ile ifade edilebilir. ' En k&tl kosullarda bulunan
bir dizinin siralanmasi bile ortalama galigma siliresinden
$20 fazladar [8]. N elemanl:y ( a, , i=1,2,...,N) bir dizi
verilmis olsun. Bu kiimeden,

2<j<n ve 1i=j/2 (Fortran'da i=j/2,Basic'de i=F1X(j/2))

(3.5)

olmak Uzere
a.>a. (3.6)

geklinde olusturulan diziye "yigin" (heap) adi verilir
[9]. Algoritmanin adi bu tanimdan gelmektedir. Eer
Sekil 3.3'deki gibi diizenlenmis sayilari g&zOniine alirsak
(3.5) ve (3.6) tanimlamasi, en Ustte al, sonraki ayrlh
igin a,rag ve daha sonra bunlarain herbirinden olan ayraim-
lar igin de (a4,a5), (as,a7) elemanlarinin simgelediyi
diiglim noktalarindan olugan bir ajag yapasini ortaya gika-
rir. Bu sekilde olusan afag yapisinin igindeki herhangi
bir diigim noktasina ait eleman bu diifim noktasindan gikan
her iki dalin ucundaki elemandan biiylk veya en azindan
esit defere sahiptir. Verilen dizi bu gekilde bir yigan
olusturacak bigimde diizenlenirse, yani heap kiimesi bigi-

mine getirilirse sairalama ¢ok kolay olur.

24

az/\aa
AN

AN VAN AN

2g 33 ?p ay 8y a2y 3

Sekil 3.3. Heap Diziligi
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Asafida afag yapilsinin, heap'in ve heap'den sirala
dizinin elde ediligi bir Brnekle gematik olarak gdsterile-—

cektir.
5824961307

ile verilen on elemanli dizinin siralanmasi s&zkonusu
olsun. Bu durumda Once afag¢ yapisinin kurulmasi gerekir.
(3.5) ifadesinden j=2,3,...,10 ile alt 4iglm noktalarinin,
i=j/2 ile de ist diglim noktalarinin olustudu Tablo 3.1'den,
bunun'da afag sistemine karsgilik geldiyi Sekil 3.4'ten
gbrilmektedir. Bu afag¢ sistemi verilen dizinin ilk sekli-
ni (Sekil 3.5) temsil etmektedir.

Tablo 3.1. (3.5) Ifadesinden Elde Edilen Yapi

Ust D{iglim Noktasi i=j/2 3j=2,3...,10 | Alt DUgum
Noktasa
1 2 a.,=8
/ -
5=al 2
\ —
a3-2
e a,=4
8=2a
\
2 5 a5=9
e a =
2=a
\
3 7 a-=1
-— ag,=3
4=a
\
4 a9=0
9=a5 —_— 10 a10=7
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5
a1=5 8
/ \ 2
= ’ = 4
a, 8 a, 2
//// //// 9
- a5=9 6
///\\4 // a6=6 a7=1 1
a. =3 =7 3
8 10
a9=0 0
-
Sekil 3.4.Dizinin Ilk Agag Yapi- Sekil 3.5.Verilen Dizi

sindaki Gdsterimi

Heap ajag¢ yapilsinin elde edilmesi iglemi sematik
olarak Sekil 3.6'da gdriilmektedir.

Sekil 3.6.b. 2.adim

Sekil 3.6.a Se}ll 3.6.c. 3. adim
l.adim

Sekil 3.6.d4. 4.adim Sekil 3.6.e. 5.adim

(:S Sekil 3.6.g. 7. adim

Sekil 3.6.f. 6.adim
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Sekil 3.6.h. 8.adim Sekil 3.6.i. 9.adim

Sekil 3.6'dan olusan bu heap afag¢ yapisi ig¢indeki
siralama prosesi gematik olarak Sekil 3.7'de gSriilmektedir.

U1 O W N oY O

Sekil 3.7.a 11k Heap
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gekil 3.7.b 1l.Adim

Sekil 3.7.c 2 Adim

WOWHKNU S OJ®

WoOoWKHENODOU
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WINM<TON~M 0N

Sekil 3.7.4 3. Adim

N MAONWOW™S 0N

Sekil 3.7.e 4.Adim
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LLNMAONWOINS 00N

Sekil 3.7.f 5. Adim

MNOA<TINOS o

Sekil 3.7.g9 . 6. Adim
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Sekil 3.7.h 7. Adim

Sekil 3.7.1 8.Adim

WO MAWO N

WOOJONU N O
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ile yapilan siralama islemi Tablo 3.2'de &zet olarak

gbsterilmektedir.

Sekil 3.7.3 Sairali Dizi

WoJdJoumbdWwWwN=O

Yukarida verilen drnek igin heapsort algoritmasi

Tablo 3.2. Siralama iIslemi

Ik

iix

1.

B.

Siralan-

durum heap adim adim adim adim adim adim adim adim ms dizi

—
(=]

W oo N o s W N

N O W Y O N o,

U O W = N J & & 0 W

W O W +H N U & O 9

2. 3. 4. 5. 6. 7.
7 6 5 4 3 2
5 5 4 2 2 1
6 3 3 3 0 0
4 4 1 1 1 3
0 0 2 2 4 4
2 2 3 5 5 5
1 1 6 6 6 6
3 7 7 7 7 7
8 8 8 8 8 8
9 9 9 9 9 9

W 0 ~Jd o U b W N O

W 0 J o U1 & W N = O




27

3.4.6- Hizli Siralama (Quicksort)

Bilinen ve genis bir sgekilde kullanilan en iyi
siralama algoritmasidir. Yer defistirme yanteminin esa-
sina dayali olup diger y&ntemlerle kiyaslandifinda oladan-
fistli hizlaidir. Algoritma dizinin b&linmesi dlislincesi lize-
rine kuruludur. Genel prosedilr, dizi elemanlarinin segi-
len bir elemandan (bu defer kargilastirici oclarak adlandi-
rilir) bliyllk ve egit olanlarini bir bdlilime, kligiik olanla-
rinli digex bir - b¥lime " yerlegtirilmesi-- -
seklindedir. Ayralan her b&1iimin ayni sekilde alt bdlimle-
rine ayrilmasi islemi dizi siralanincaya kadar devam eder.
Algoritmanan en belirgin 6zelli§i tekrarli olarak ayna
islemi yapmasidir. Algoritmahln igleyigi Sekil 3.8'de

gbriilmektedir.
5 6 1 2 4 3 9 8 |7
] ’ ]

3 4 1 2 6 5 9 8 7

= I ——
3 2 1 4 6 L 7 8 |9
111 3 5 6 | 7 8 9

11 } 2 6 1 17

Sekil 3.8. Quicksort Igleyigi

Algoritmanin isleyisi igerisinde karsilastairica
deferin secimi rastgele veya kiiclk bir ortalama alma
islemi ile de gergeklegtirilebilirse de bunun Onemi biiylk
degildir. Ancak optimal bir siralama ig¢in deferlerin
ortasindaki bir elemanin segilmesi uygundur. Birgok dizi
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igin bu deferi bulmak kolay degildir, ancak algoritma he-
men hemen seg¢imin her durumunda iyi sonug¢ verir. En ko&ti
durum olan karsilagtirici dederin dizinin en bllyllk ve en
kiiglik elemani olmasi durumunda bile performans dligmez ve
siralamanin 6zellikleri {izerinde olumsuz etki yapmaz.
Ancak isleyis sirasinda her bdliim ig¢in karsilastirici de-
ger olarak en bliylk elemanin segilmesi durumunda algoritma
bir n2 siralamasina d¥niiglir. Her bdliimde en biiyllk elema-
nin segilmesi g¢ok kiiglik bir olasilikla olabilecedi igin
bu ®nemli bir sorun olarak gotrilmemektedir. Sirali dizi-
lerin olmasi durumunda ise bu diziler siralama iglemi On-

cesi rasgele siralanarak sorun elemine edilmektedir.

Algoritma normal durumda n.logn saylda'kar§11a§t1r—
ma ven.logn/6 sayida yer dedigtirme yapar [7]. Bunlar ise
daha 6nce g6rdiiglimiz algoritmalarla karsilagtirildiginda
¢ok 1yi deferlerdir.

3.4.7- Siralama Algoritmalaranin Kargilasgstirilmasi

Yukarida sdzli edilen alti defisik siralama algorit-
mas: igin, C programlama dilinde 80286 mikroiglemcili
16 Mhz hizinda bir PC-AT bilgisayarinda galigtirilan
programlar ile elde edilen sonuglar tablo 3.3.'de gbriilmek-

tedir.
Tablo 3.3. Algoritmalarin Karsilastirilmasi
N B

1500 7500 15.000 20.000 25.000 30.000
Algoritma
Damlacik 11 sn 282 sn 1126 sn 1999 sn 3123 sn 4485 sn
Secme 6 sn 142 sn 567 sn 1008 sn 1574 sn 2267 sn
Araya Sokma| 4 sn 108 sn 429 sn 760 sn 1187 sn 1707 sn
Shell 0.99sn 5.05sn 10.55sn 14.34sn 18.24sn 21.76sn
Heap 0.22sn 1.37sn 2.97sn  4.18sn  4.89sn  5.22sn
Quick 0.16sn 1.04sn 1.98sn 2.80sn 3.52sn 4.23sn
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Tablo 3.3.'deki deferlere dikkat edilirse
4495/3123=300002/250002, 282/11=75002/1500% vb. degerleri
damlacik siralamasi igin n2 algoritmasi yakistirmasinin
gergedie ne kadar uygun oldufu g&riilmektedir. Ayrica,
shell siralamasi igin de 21.76/18.24=30.0001'27
18.24/14.34=20.000"27/15.000%*27

1.27 ile (n>6000 igin) orantili oldufunu g&ster-

.27
/25.000%°27,

vb. deferleri bu algo-
ritmanin n
mektedir. Tablo 3.3.'deki deferler yardimi ile gizilen
grafikler Sekil 3.9.ve 3.10.'da gbriilmektedir.

3.4.8- Bir Siralama Programi ve Ba21'Ara§t1rmalar

Geligtirilecek olan siralama ydnteminde,bir. karsi-
lagtirma ve bu kargilastirma sonucu gerekiyorsa bir yer-
degigtirme islemi, bunun bilgisayar uygulamasindaki kar-
$11131 olan en igteki gevrimin bir doniimid, bir islem

birimi olarak tanimlanmistir.

Buna gdre n elemanli bir dizinin sairalanmasi ig¢in,

n(n-1)
GlE ur—— {3.8)
2

tane islem ortaya g¢ikar (bak.(3.4.1). Bunun icinde zaman
denklemlerinin ®nceden saptanmasina gerek vardir. Zaman
denklemleri her bilgisayar i¢in ayraidair. Zaman denklemi
bir bilgisayar ig¢in bir defa belirlendikten sonra herhan-
gi bir sayida elemana sahip bir dizinin hangi silirede sira-
lanabilecedl hesaplanabilir. Hatta zaman denklemi prog-
ramin bagina konmak suretiyle programin biiylik bir yakla-
sikliklane kadar galisacadl bagtan bilinebilir ve buna
gbre davranilair. Ozellikle hizi disiik bilgisayarlar ig¢in
zaman denkleminin belirlenmesi gok Snemlidir. Herhangi
bir bilgisayarda bu sayidaki islemin yapilabilmesi igin
gereken siire,

n(n-1)

t= K. ——— (3.9)
2
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olur. Burada K; bir iglem biriminin icra edilebilmesi
i¢in gegen siiredir. G&zO8niline alinan bir bilgisayarda,
n, sayidaki elemanin siralanmasil ig¢in gegen siire to
olarak saptanmig ise, herhangi bir n sayidakl elemanin

siralanmasi ig¢in gegen siire,

to
t= —2%—— .n.(n-1) (3.10)

no(no-l)

ifadesi ile bulunabilir [10]. Burada daha sonra genel-
lestirilecek bir y®ntemin ilk iki asamasi verilecektir.
Bunlar bir pargali ySntem ve iki pargali ydntem olarak

adlandirilacaktar.
3.4.8.1- Bir Pargali Ydntem

n elemanli bir dizi m pargaya ayrilirsa, m parga-
nin her birinin ayri ayri siraya dizilmesi igin,
S (2-1)
9= — 5 — -m (3.11)
sayida islem gerekir. m tane siralanmigs dizinin tek bir

dizi bigiminde siralanmasi ig¢in, dlizenlenen programda,

q2=2mn+n (3.12)
tane iglem ortaya ¢ikar (tanimlanan birimde). Yapilan ilk
islem siralama, ikinci islem ise birlestirme iglemi ola-
rak adlandirilmistir. Bu durumda iglem sayisi,

g=g.,+g.,= i n(3—1)+2mn+m (3.13)

1 22 2 m

olur. g fonksivonu siirekli bir fonksiyon olarak gdz&niline

alinabilir. 1Islem sayisinin hangi m degeri igin minimum

clacagi,
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dan,

n
n= ——————— (3.14)

\’2(2n+1)

olarak bulunur. Minimum islem sayisi, (3.14) deki m deJe-

ri (3.13)de yerine konursa,

1
Qnin™2 (V2 (2n+1) - 5) (3.15)

olarak bulunur. Herhangi bir bilgisayarda bu sayida isle-

min yapilabilmesi ig¢in gereken siire,

ty= Kg-n K/2(2n+1)- %) | (3.16)

olur. Burada Kq; bir iglem biriminin icra edilebilmesi
igin gegen siliredir. G&zoniline alinan bir bilgisayarda
ng sayidaki elemanin siralanmasi igin gegen siire tg ola-
rak saptanmig ise, herhangi n sayidaki elemanin siralan-
masi ig¢in gegen silire,
+4
tg ° 0. W2z D) - ) (3.17)
nd (V2 (2n3+1)+3)

ifadesi ile bulunabilir.
3.4.8.2- 1ki parcali ydntem

Bir pargali ydnteme gdre bir dizinin siralanmasinda
dizi m=n/V/2(2n+1) sayida pargaya ayrilirsa islem miktari
minimum olmaktadir. Mademki dizinin pargalanmasi ile
islem sayisi azaliyor, o halde bir parcali ydntem ile elde
edilen parga dizilerin her birinin de yeniden pargalanma-
s1 dliglinlilebilir. O halde bir parcali ySntem ile bir
dizinin siralanmasi igin gereken iglem sayilsina gdre daha
az iglem sayisina sahip bir y®ntem ortaya konabilir . Bu
b&lliimde, bir pargali ydntemin daha gelismigi olan, iki
parcall ydntem olarak adlandirilan bSyle bir ydntem ortaya

konacaktir.
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n elemanli bir dizi m, pargaya bélindlikten sonra
ortaya ¢ikan her bir parganin elemanlari bu defada m,

pargaya b8linlirse,

n
p= N .m1m2+(m2+2 ml m2)m1+m1+2nm1

(3.18)

sayida islem ortaya ¢ikar. Iglem sayisinin minimumu,

2
22 Ll _ D imo+1+2n=0 (3.19)
amy 2 o m2 2
271
2
3p _ _1_n -
amz' 5 - m2 + m1+2n =0 (3.20)
172
denklemlerinden bulunur. (3.19) ve (3.20) den
_ 1+2n
m,= 5n M (3.21)

elde edilir. {3.20) ve (3.21) den

2_ 1 /1+42n

n?- 1 2ndond¥2n, 2 3, (3.22)
n

) 1 n{ n 1

N

vazilabilir. My n'nin yaninda yeteri kadar klglik kaliyor

ise biiylk n'ler igin (3.21) ve (3.22) den,

= n
= \/ 2 . (3.23)

yaklasik deferi bulunabilir. (3.23) deferi (3.18) de

yerine konursa minimum islem sayisi,
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Pmin=3.77976315 n~-0.5n+0.39685026 n3+0.62996053 n

(JJlth-
W=

(3.24)

1.33 ile orantilidir. B&81liim (3.4.4)

deki sonug ile karsilastairilabilir. Bu ise n2 algoritmasina

bulunur. Islem sayisi n

gbre azinsanmayacak bir durumdur. Herhangi bir bilgisayar-
da bu sayida iglemin yapilabilmesi igin gereken siire,
4 2

—_— —

£,=K, (3.77976315 n3-0.5n+0.39685026n°

[o]

+0.62996053 n3)

(3.25)

p

olur. GOzOnline alinan bilgisayarda ng sayidaki elemanin

siralanmasi igin gereken slire tg olarak saptanmissa,

+P
o

K =

P 2/3

4/3 +0.62996053 (rf)

3.77976315(n§) —0.5ng+0.39685026(ng)

(3.26)

ifadesinden bulunabilir.
3.4.8.3- Uygulamalar

Uygulamalar Amstrad CPC 464 mini bilgisayarinda
yapilmigtir. Tablo 3.4 de, de¥igsik sayida elemani olan
dizilerin, damlacik y8ntemine gdre BASIC dilinde dlizen-
lenmis program ile siralanmasi igin gereken siireler ve
ayrica hesapla bulunan siireler verilmisgtir. no=2916 igin
saat 41dak 40530

Buna gdre zaman ifadesi (3.10)dan,

bilgisayarda to=6 =24100 saniye bulunmusgtur.

t=0.0028352474.n. (n-1) (3.27)

dir.

1/3
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Tablo 3.4. Damlacik ¥dntemi
Gerekli silire

ile Siralama Igin

Siralamaya Bilgisayarda Hesapla
Giren Saptanan Bulunan
Eleman Sayisi Silire Stlire
1 2 3
168 198k 53S0 198k gsn
528 1398 1750 1398k 1150
1088 5638K 750 5598k 51
1680 sa j3dak ygsn 2581308k 5,81
2280 4523 pgdak Hesn 458pgdak 35sn
2916 653 4198k 4oSD 6534198k 4oST

Tablo 3.5. bir parcali ydntem ile siralamada (3.14)
(3.23)

formlillinin dogruludunu sayisal Ornek olarak dofrulamakta-
(3.14) (3.23)
n=2916 ig¢in m =m=9 parcalama sayisini vermektedir
(Tablo 3.5. da (*)
Bir pargali ve iki pargali ydntemin karsilastirilmasi igin
Tablo 3.5. ve Tablo 3.6.
iki parcali ydntemlerin siire agisindan hizliligainin tar-
tilabilmesi ig¢in Tablo 3.5. ve Tablo 3.6., Tablo 3.4. ile

formiilinlin, Tablo 3.6. ise iki parcalil ydntemde

dir. formiili n=2916 igin m=27, formild

)

ve 3.6. isaretli satirlara bakiniz).

incelenmelidir. Verilen bir ve

kargilagtirilmalaidar.

Tablo 3.5. Bir Parcgali YOntemde PRarcalama Saylsi
ile Sitirenin Degisimi

Siralamaya Pargalama Saptanan
Giren Sayisi Slire

Eleman Sayiszi m sa dak sn
2916 2 3 23 34
2916 6 1 11 45
2416 12 40 59
2916 18 32 32
2916* 27* 29 12*
2916 36 29 35
2916 54 34 05
2916 81 43 50
2916 108 55 03
2916 162 1 18 28
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Tablo 3.6. iki fargali Ydntemde Pargalama Saylsi
ile Slirenin De¥igimi

Siralamaya Parcalama Saptanan
Giren Sayisi Siire

Eleman Sayisi m sa dak isn
2916 2=2 1 45 30
2916 4-4 32 00
2916 6-6 19 55
2880, 8-8, 16 36,
2916 9-9 16 29
2900 10-10 16 22
3000 10-10 17 04
2880 12-12 16 51
2940 14-14 18 22
2816 16-16 18 50
2916 18-18 21 06
2916 (6. ve 7. 10-10 16 29

satirdan)

Bilgisayarda elemanlarin bir pargalil ydntem ile

siralanmasinda

no=3420  degeri igin to- 3693k 49ST

bulunmustur. Buna gbre bir pargali ydntemde zaman denkle-

mi (3.17) den,

tq= 0.00554568.n. (\/2(2n+1)~0.5) (3.28)

olarak elde edilir. Bilgisayarda elemanlarin ikl parcgala

ybntem ile siralanmasinda

o) dak sn

. . (@]
n_. = 4000 igin t =24 36
p ¢in Yy

bulunmugstur. Buna gdre iki pargali ydntemde zaman denkle-
mi (3.25) ve (3.26) dan,

K = 0.00619881
P
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4/3 2/3 1/

tp=0.02343 n' ~=0.0030994n+0.0024600.n"" “+0.00390500 3 (329)

olarak elde edilir. Tablo 3.7. de, bir pargali y®Sntem ile
defigik elemanli dizilerin bilgisayarda siralanmasi igin
gereken ve » (3.28) zaman denkleminden hesapla bulunan
slireleri verilmigtir. Pargalama igin (3.14) formild kul-

lanilmigtar.

Tablo 3.7. Bir Pargali Siralama Yonteminde De¥igik
Elemanli Dizilerin Siralanmasi Ig¢in
Bilgisayarda Gereken ve Hesapla Bulunan

Slireler
Siralamaya (3.14)den Bilgisayarda (3.28) zaman
Giren Bulunan Saptanan Denk leminden
Eleman Sayisi| Parga Sayisi - Slire "Hesaplanan Slire
dak sh dak sn
168 7 30 24
528 12 2 27 2 13
1088 17 6 55 6 35
1680 21 13 02 12 39
2280 24 20 22 20 01
2916 27 29 12 28 59
3420 30 36 49 36 49

Tablo 3.8 de, iki parcali ybntem ile de¥igik ele-
manli dizilerin bilgisayarda siralanmasi ig¢in gereken
ve de (3.29) zaman denkleminden hesapla bulunan siireleri
verilmistir. Parcalama igin (3.23) formlili kullanilmig-

tir.

Tablo 3.8. l1ki Pargali Siralama Ydnteminde Dedisgik
Elemanli Dizilerin Siralanmasi igin
Bilgisayarda Gereken ve Hesapla Bulunan

Siireler
Siralamaya (3.23)den Bilgisayarda (3.29) Zaman
Giren Bulunan Saptanan Denkleminden
Eleman Sayisi | Parga Sayisi Slire Hesaplanan Sire

{n) m=m, =m, dak sn dak sn

108 3 17 11
256 4 48 37
500 5 1 50 1 31
864 6 3 36 3 10
1372 7 6 24 5 53
2048 8 10 33 10 03
2916 9 16 29 16 08
4000 10 24 36 24 36
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Tablo 3.9 da Damlacik y6ntemi, bir pargali ydntem
ve iki parcali ydntemin rahat kargilastirilabilmesi ig¢in
ayni sayida elemana sahip dizilerin siralanmasi igin gere-

ken silireler saniye cinsinden verilmigtir.

Tablo 3.9. Damlacik, Bir Pargali ve Iki Pargal:
Yéntemlerin Karsilagtirilmasi

Siralamaya Damlacik | Bir Pargali Iki Pargala
Giren Yonteminde Yontemnde Tontemde
Eleman Sayisi Slire Stire Stire
(n) - Zaman Denkle-—
minden
sn sn 'sn
168 83 30 21.29
528 797 147 98.54
1088 3367 415 259.12
1680 8028 782 463.12
2280 14726 1222 696.51
2916 24100 1752 967.61
3420 33149 2209 1197.29

Uygulamada otomasyona girecek olan niifus, vergi,
glimriik, emniyet, devlet istatistik enstitilisi gibi kamu
kuruluglarinda, stok kontrollli ve benzeri iglerle ufrasan
firmalarda elemanlarain siralanmasi igslemleri ile karsgilasi-
lir. Bu siralama islemlerinin 8zellikle masa bilgisayarla-
rinda yapilmasinda zaman sorunu ortaya g¢ikar. Bir dizi
elemanlarinin ne kadar slire iginde siralanabilecedinin

bastan bilinmesinde yarar olur.



BOLUM 4

4- EGRI YERLESTIRME

Deney sonuglari {izerinde iglemler yapilirken, iki
ya da daha fazla defisken arasindaki bafintilari gdstermek
lizere dogrular, e¥riler, ya da ylizeyler yerlegtirmek s&z
konusu olur. Bazi problemler ig¢in bu iglem kolaydir ve
elle yapilabilir, ancak bazi problemler ig¢in hesaplar gok
uzun olur ve yiiksek hizli modern hesap makineleri olmak-

si1zin gergeklegstirmek olanaksizdir [11].

ESri yerlegtirme probleminin ortaya ¢ikigsi Newton,
Leibniz ve Gauss'a kadar uzanir [12]. Egri yerlestirme

islemine gerek duymamizin baslica nedenleri sunlardir [ll].

l. DeJigkenler arasindaki ba3intiyi gdsteren uygun
bir arag¢ aranmasai,

2. Sonuglarin bulunmasi i¢in bu ba%intinin gerekmesi,
3. Olgme (veya deney) noktalarinin gegirilen egri
cevresindeki dadilaimlarina bakarak, Onceden yaptigimiz
bazi kabullerin ne derece glivenilebilir oldu8unun bilin-
mesine gerek duyulmasai,

4., Denenmek istenen bir teorinin bulunmasai,

5. Kurulmug olan bir teorinin gegirilecek olan eg3-

rinin big¢imini andirmasaza.
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Bu gerekliliklere 6rnek olarak Psikolog Strong'un
hatirda kalma oraninin Log T'ye lineer bir fonksiyonla
bagli oldufunu varsayarak bu hipotezini yaptidi deneyler
sonucunda gbrmesi ve S=1/2 g t2 formiild ile bilinen ser-
best atig hareketinin bir efri gegirilmesi ig¢in uygun

olmasi verilebilir [8].
4.1- En Kiglk Kareler Ydntemi
4.1.1- Girisg

Bir ¢ok alanda, {xk} absisleri farkli olmak {izere
(x,y)...(xN,yN) noktalarindan olugan datalarin bir kiime-
sini lireten deneylerle oldukg¢a sik karsilasilir. Sayisal
ydntemlerin bir amaci, bu defiskenleri iliskilendiren
y=f (x) fonksiyonunu: belirlemektir. Genellikle, ©nce
f (x) fonksiyonunun belirlenmesi ig¢in kullanilan modellerden
biri seg¢ilirx, sonra bu modelin katsayilari hesaplanir.
Kullanilacak fonksiyon modell ig¢in ¢ok sayida olanak
vardir. Genel olarak, fonksiyonun seklini saptayan fizik-

sel duruma uygun temel bir matematiksel model vardir.

Matematik modelin yanlis ya da uygun olmayan bir
fonksiyon seklinde segilmesi 8lgmeler sirasindaki diizen-
siz hatalara bir de bdyle bir modelin seg¢ilmesinden do-
layi diizenli hatalar yiikleyecektir. Bu diizenli hataya
"teori hatasi” ya da "matematiksel model hatasi"™ adi
verilir. Daha sonra yapilacak enterpolasyon (ya da
ekstrapolasyon) hesaplarinin basarisi, matematiksel model

hatasi yaratmayan bir fonksiyonun segimine baglidir [13].
Burada
y=£f(x)=Ax+B (4.1)

seklindeki lineer fonksiyonlar modelini ele alacafiz.
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Genellikle, dlgmelerde deneysel hatalar bulunur
ve {xk} ‘ {yk} blgme deferleri ile (4.1)1den elde edilen
kesin f(xk) deferleri arasinda ek“ dlgme hatasi
gibi bir hata ortaya ¢ikar (matematiksel model ile dlgme
arasindaki fark). Olgme hatasi olarak adlandirilan eﬁ
deferi, f(xk) deJeri ve Yy 6lgme deferi arasinda

f(x (4.2)

k! =¥x*x
egitligi yazilabilir.

Noktalarin yakinindan gegen (4.1) denkleminin en
iyi do¥rusal yaklagimi nasil bulunur? Bu soruya cevap
vermek icin hatalarin (sapma veya artik denilir) incelen-

mesi gerekir [14].

e, =f(x l¥k <N (4.3)

k ) ¥y

Egrinin S8l¢gme noktalarindan ne kadar uzak oldudunu
deferlendirmek igin (4.3) 'deki dliizeltmelerle birlikte

birkag¢ kriter wvardair.

Maksimum Hata: E_(f)=max {[f(xk)—yk]} (4.4)
l1¢kgN

| £(x

N
T (4.5)

Ortalama Hata: El(f)= %

)=y |
« k! Yy

1
1 N 5 1/2
Karesel Ortalama Hata: E2(f)=Eﬁkzllf(Xk)—yki ]

{koh)
(4.6)

Tablo 4.1. de %, ¥, deferleri we f(x, )fonksiyonu
S
verilmistir.
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Tablo 4.1. Hatalarin Elde Edilisi

x| ¥ |£0x)=8.6-1.6 x, le | | ¢f
-1 | 10.0 10.2/ 0.2 | 0.04
0 9.0 8.6, 0.4 | 0.16
1 | 7.0 7.0° 0.0 | 0.00
2 | 5.0 5.4 0.4 | 0.16
3 | 4.0 3.8 0.2 | 0.04
2 | 3.0 2.2 0.8 | 0.64
5 | 0.0 0.6 0.6 | 0.36
6 | -1.0 ~1.0 0.0 | 0.00

2.6 | 1.40

Tablo 4.1.'de verilen deJerlerden
E (£f)=0.8

El(f)=0’325

EZ(f)=O.41833

kriterleri bulunur. Maksimum hatanin en biliylik ocldudunu
gbrliyoruz ve efer bir nokta g¢ok hatali ise onun degeri
maksimum hatayi belirler. El(f) ortalama hatasi gegitli
noktalardaki hatalarin mutlak de¥erlerinin ortalamasidir.
Bu kriter, hesabi kolay oldufu igin sikga kullanilar.

- Veri noktalari kilimesine bir dogru ile en iyi yak-
lagim (4.4), (4.5) veya (4.6) esitliklerinin verdigi de-
Jerlerden birisi minimum yapilarak sadlanair. Ez(f)
kriterini minimum yapmak hesap agisindan ¢ok daha kolay
oldugdu ig¢in Ez(f)’in secimi gelenek haline gelmisgtir.
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4.1.2~ Dengeleyen Dofru

(xl,yl)...(xN,yN) gibi N noktadan olusan ve

{xk} absisleri farkli bir kiimede E,(f)'yi minimum yapan
y=f (x) =Ax+B dofgrusuna dengeleyen dodru denir. Dengeleyen
dogru ( xl,yl)...(xN,yN) 8rnekleme noktalarindan yararla-
nilarak Ez(f) deferini minimum yapan y=f (x)=Ax+B dojrusuna
ait A ve B parametrelerinin bulunmasi ile elde edilir.
(4.6) 'da verilen bu deferin minimumu sadece ve sadece
diizeltmelerin karelerinin toplaminin minimum yapilmasi ile
bulunabilir. Bunun i¢in (4.1) ve (4.6) 'dan yazilan

N

2 2
£ (Ax, +B-y, ) “=N[E, (£)] (4.7) .

E(A,B)=
: k=1

fonksiyonunun hangi (A,B) noktasinda minimum oldufu aras-
tirilir. Bu diglinceye gdre, (4.7 ) fonksiyonunda {xk}

ve {yk} degerlerinin sabit, A ve B deferlerinin de degis-
ken olduklarina dikkat edilmelidir.

E(2,B) fonksiyonunu minimum yapan bir noktada
PE/3A ve JE/93B kismi tiirevlerinin her ikisi de sifir
6lur. B'yi sabit tutup A'ya gbre tlirev alirsak

N

1 2
2 (AxX+B~-y, ) " (x,+0-0)=2 I (Ax +Bx,6 -X.YV,)
1 k k k=1 k k “k'k

oE

oA k

([

(4.8)

ve A'yil sabit tutup B'ye gbre tlirev alirsak

3k

9B k

N~
N~

1 -
2 (Ax) +B-y, ) " (0+1-0) =2

(A%, +B~y, ) (4.9)
1 k k k

1

elde edilir.

(4.8) ve (4.9)'da elde edilen kismi tiirevleri sifira

esitleyip, toplamanin dagilma 6zellifini kullanirsak,
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N 5 N ‘NN
0= y (Ax +BX,~X. y,)=A 3 X +B vy X -5 X,V (4.10)
k=1 k k “k'k k=1 k k;;}<k=1 k*k
N N N
0= X (Ax, +B-y, )=A I x +N.B- I vy (4.11)
k=1 k& kT Tk k=1 ¥

ortayva gikar.

(4.10) ve (4.11) esitlikleri

N, N N
( » x) A+( 3 Xx.) B= 1 X .¥
k=1 K k=1 X k=1 X K
(4.12)
N N
{ 2 x,) A+N.B= ¢ ¥y
k=1 k k=1 1s

olarak 2'ye 2'lik bir normal denklem sistemi geklinde
yvazilabilir. (4.12) lineer sisteminin ¢&ziimli Cramer kurala
kullanilarak elde edilebilir. Tablo?4.1'deki veri noktala-
ri1 kullanilarak, A ve B'yi igeren (4.12) denklem sistemi
Tablo 4.2.'deki gekilde hesaplanarak,

Tablo 4.2.Normal penklem Katsayilarinin Elde

Edilmesi
Xk Yy Xi ¥k
-1 10 1 -10
0 9 0 0
1 7 1 7
2 5 4 10
3 4 9 12
4 3 16 12
5 0 25 0
b -1 36 =6
20 37 92 25
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25
37

i}

92 A+20 B
20 A+8 B

olarak elde edilir. Bu denklem sistemi ¢dziilirse

A=-1.6071429
B= 8.6428571

bulunur. Bbylece dengeleyen doldru

y=-1.6071429x%+8.6428571

oclur. (Sekil 4.1)

Sekil 4.1. Dengeleyen Dofru
y=—1.6071429%x+8.6428571

M bilinen bir sabit olmak lzere f(x)=AxM fonksiyonu
bazi durumlarda veri noktalarina daha iyi uygunluk gdste-
rir. Bu durumlarda yalnizca A parametresi bulunur. Bunun
igin en kiliciik kareler yontemini kullanarak

N
E(M)= 1 (Ax)y -y,)° (4.13)

k=1

fonksiyommun minimumu aranir [15]. Bu durumda E'(A)=0
olmalidir. (4.13) 'den tlirev alinirsa
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N N
E'(A)=2 3 (Axp-yy) (x)=2 3 (AxX-xly)  (4.14)

k=1 k=1

ve buradan y=AxM matematiksel modeli ig¢in A katsayisi

N
Z xiyk
k=1
A= o (4.15)
X2
1l

™ g

k
olarak bulunur.

Gravitasyon sabitinin bulunmasi ig¢in yapilan deney
sonuglari Tablo 4.2 de verilmigtir. Burada d metre
cinsinden uzunluk, t ise saniye cinsinden zamandir. Bu-
rada matematik model 1/2 gt2 bigiminde belli oldugu igin
en uygun modelin arastirilmasina gerek yoktur. Bu modelde
M=2'dir Tablo 4.3.'deki deJerler (4.15) formiiliinde kulla-

nilirsa
A=4.9073 ve g=2A=9.8146 m/sn°
bulunur.

Table 4.3. Olgme Dederleri

Zaﬂgg tk Uzun&yﬁ, dk dkti ti
0.200 0.1960 0.00784 0.0016
0.400 0.7850 0.12560 0.0256
0.600 1.7665 0.63594 0.1296
0.800 3.1405 2.00992 0.4096
1.000 4.9075 4.90750 1.0000

7.68680 1.5664
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4.1.3- Dengeleyen Eyri

En kiiglik kareler ydntemine gbre efri uydurulmasi
ydntemi bir ¢ok dodrusal olmayan duruma genellegtirile-—
bilir. Ornedin, N tane {(xk,yk)} veri noktasi olan

bir deney ig¢in matematik model
y=C exp (Ax) (4.16)

seklinde Ussel bir fonksiyon olarak seg¢ilsin. Segilen
fonksiyonun veri noktalarina en iyi yaklasim durumuna
iligkin parametrelerin elde edilmesi en kiiclik kareler

ydntemine gbre

E(A,C)=
k

n M=

[C.exp (Axk)-yk]2 (4.17)
1

nin minimumunun bulunmasini gerekli kilar.

A ve C'ye gdre E(A,C) 'nin kismi tiirevleri

N
It N [C.exp(Ax, ) -y, ] [ka.exp(Axk):] (4.18)
9A k=1
3E N
= =2 x [c.exp(Axk)—yk‘_] [exp(Axk)] (4.19)
3¢ k=1

olur ve (4.18) ve (4.19)'daki tlirevler sifaira egitlendi-
Yinde issel fonksiyon igin normal denklemler

N N

Z X, exp(2.Ax, )- X, ¥, exp(Ax. )=0

k=1 ¥ k k=1 k'k k

C.

(4.20)

C‘

ﬁ
)X
k=

[{Ic s ~A

exp (2.Axk)- Yy ©Xp (Axk)=0

1 k=1
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bulunur. (4.20)'deki sistem A ve C bilinmeyenlerine gdre
dogrusal deyildir ve denklem sistemi Newton enterpolasyon
ybntemi ile ¢&zlilebilir.

(4.20) denklem sisteminin diger bir ¢Sziim ydntemi
Nelder-Mead simpleks algoritmasinin kullanilmasidir. [14].
E(A,C)'nin minimumunu dodrudan dofruya veren bu ybntem de
iteratif bir y®6ntemdir ve her iki ySntemin de ¢&zimi yak~
lasimi iyi olan bir baslangiq¢ deferini gerektirir.

4.1.4- Veri Do¥rusallastirma YO6ntemi

Ussel fonksiyon igin difer bir yaygin yaklagim
(4.16) '"nin her iki tarafinin logaritmasinin alinmasaidir.
(4.16) modelinin,

In{y) = B.x+ 1n{c) (4.21)
seklindeki logaritma fonksiyonunda

Y=1ln(y) X=x B= In(c) (4.22)
bigimindeki defigken ve sabit dOnlgimleri yapilirsa,

Y=A.x+B (4.23)
dogru denklemi elde edilir [15]. Bdltm (4.1) 'deki en
kliclik kareler modeline gdre dengeleyen: dofrunun bulun-
mas1l prosesine ddniistlrilmis olur.

En kiigllk kareler yO6ntemi, {(xk,yk)} veri klimesin-

den d¥niigtiriilmis olan {(xk, in(y,)} veri kiimesine uygu-
lanir. A ve B katsayilara

N N N
Az x0)+B{ 2 x. )= I x inl(y,)

k=1 X k=1 ¥ k=1 X 7k

N N (4.24)
A( I %X )+BN = I In(y

k=1 ¥ gt k)
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lineer denklem sistemi ¢gbzlilerek bulunur. (4.16) 'daki
gerekli C katsayisi

C=exp (B) (4.25)
formiild ile hesaplanar.

(4.16) modeline uyan deneylerde, veri dodrusallag-
tirma denen bu teknik en kiiglik kareler y¥nteminde ortaya g¢ikan
nonlineer denklem takiminin ¢8zlimlinde iteratif prosediiri
kullanma cabasina girmek istenilmedidinde kullanilan iyi
bilinen bir ydntemdir [14].

Tablo 4.4'te y=C.exp(Ax) dengeleyen efrisinin
parametrelerinin bulunmasi ig¢in 5 veri noktasi ve bunla-
rin (4.22) ifadesinden elde edilen de¥isken ve sabit d&-

nlistimleri verilmisgtir.

Tablo 4.4. Veril Do8rusallastirma Ydntemi ile
Ussel Model igin Katsayilarin Elde

Edilmesi
] 2 14
Xy Yy n(y) Xy X, I (yk)
0 1.5 0.40547 0 0.00000
1 2.5 0.91629 1 0.91629
2 . 1.25276 4 2.50553
3 5.0 1.60944 ] 4.82831
_é 7.5 2.01490 .ii 8.05961
10 6.19886 30 16.30974

A ve C'yi bulmak ig¢in (4.24) lineer sistemi,
Tablo 4.4'ten yararlanilarak

30A+10B=16.30974
10A+5B = 6.19886

olarak elde edilir. Bu denklem ¢otzilillirse A=0.391202 ve
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B=0.457367 bulunur. Buradan, C=exp(0.457367)=1.5799 ve

dengeleven egdri

y=1.5799 exp (0.391202x) (4.26)

olur. (Sekil 4.2)

y = C exp (Ax}

N oW oA ol o
N SR
¥ Y Y t +

-

Sekil 4.2. Veri Dogrusallagtirmasi ile Elde Edilen
y=1.5799 exp (0.391202x) Seklindeki

Dengeleyen Efri

Tablo 4.4.'deki dofrusallastirilmamis veri nokta-
lari kullanilarak E(A,C)'yi minimum yapan (4.20) denklem
sistemi olusturulur ve bu denklem sistemi iteratif bir
yontemle ¢&zlillrse (4.16) denkleminin A ve C katsayilari

bulunur ve buradan

y=1.6109 exp(0.38357x) (4.27)

dengeleyen egdrisi elde edilir. Veri do¥rusallastirilmasiy-

la elde edilen (4.26) ile E(A,C)'nin minimum yapilmasiyla
elde edilmesiyle (4.27)'yi kargilastirmak veri do¥rusallag-
tirma ydntemi hakkinda genel bir karar verebilmek igin

gereklidir. (4.26) ve (4.27)'nin karsilastirilmasi

Tablo 4.5'te gbriilmektedir.
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Tablo 4.5. Her 1ki v®ntemle Ussel Model igin
Bulunan Dengeleyen E¥rilerin

Kargilagtirilmasi
x, Yy 1.5799eo.39120x 1.610960.38357x
0 1.5 1.5799 1.6104
1 2.5 2.3363 2.3640
2 3.5 3.4548 3.4692
3 5.0 5.1088 5.0911
4 7.5 7.5548 7.4713

Katsayilar arasinda gok kiiglik bir fark vardir ve
[0.4] araliginda fonksiyon deferlerinin %2'den gok fark
etmedigi gdrililmektedir. Enterpolasyon amaglari igin e¥ri-
ler arasinda gdzle gOriiliir bliyiiklikte bir fark olmaz.
Bununla birlikte, verideki hatalarin dafilimi normal da¥i-
limda ise (4.27) genellikle ekstrapolasyon ig¢in daha iyi-
dir. Veri noktalarinin disinda x=10 ig¢in en kiicik kare-
ler yaklagimi (4.26), veri dofrusallastirma (4.27) ile
elde edilen 78.993 deferinden yaklasik %6 fark eden
74.626 deferindedir.

4.1.4.1- Veri Dogrusallagtirma f¢in DOnilislimler

Veri do3rusallagtairma teknigi, bilim adamlari tara-
findan y=C.exp(Ax), y=C x4, y=A.1n(x)+B ve y=A/x+B gibi
modeller igin kullanilmaktadir. Model segildikten sonra
degiskenlerin ve sabitlerin transformasyonu, dofrusal
bir bajinti elde edilecek gekilde yapilmalidir. Orneyin,
y=D/ (x+c) modeli X=xy, Y=y, C=-1/A ve D=-B/A deZisken ve
sabit ddnisglimleri ile Y=AX+B do¥rusal modeline ddniigtlriile-
bilir. Diger kullanisli transformasyonlar Tablo 4.6'da

verilmektedir [14].
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Dontiglimleri
Dofrusal Sekil Defisken ve Sabit
Y= f(x) - Y=AX +B Doniglimleri
A 1 1
y= ; +B v=A ; +B X= .}? Y=y
. D e D -
Y= e y=c (yl+ & X=xy, ¥=y
-1 B
C= 5= /D=3
- 1 1_ —v= L
y= Ax+B v =Ax+B X=x,Y= 3
x S | 1 1
Y e ¥ E x vy
y=Agn(x)+B y=Agn(X)+B X=n(x), Y=y
y=C exp (Ax) in(y)=Ax+in(C) X=x,y=2n(y)
C=exp (B)
y=Cx4 in(y)=Atn(x)+n (C) X=n(x) ,¥Y=n(y)
C=exp (B)
y= (Ax+B)_2 y—l/ 2=AX+B X=x,Y=y-l/ 2
y=Cx exp(-Dx) | gn(d)=-Dx+m(C) X=x,¥ =tn ()
C=exp (B) ,D= ~A
y= L L n(% -1})=Ax#,n (C) X=X,Y=,Qn(—£— -1)
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Dogrusal model en genel bigimde

£(x) = e £ (%) (4.28)

1 373

o =2

3
gseklinde ifade edilir. Bunun igin{(xk,yk)}veri noktalara
kilmesinin ve M tane dofirusal bafimsiz fonksiyonun’ bir

kiimesi olan fj (x) verilmelidir. M adet dofrusal fonksi-

yonun kombinasyonu ile verilen f (%) modelinde;

M 2
jiltcjfj(xk)_yk]

w
n~ =
(]

N
Gy _ 2_

(4.29)

bigiminde ifade edilen hatalaran kareleri toplaminin minimum
olma kosulundan M adet {cj} katsayisi hesaplanir.

E'nin minimum olmasi ig¢in kismi tlrevlerin sifar
olmasi gerekir (BE/Bbi=O, i=1,2,...M). Bu gereklilikten,

M M
kil jil [cjfj(xk)—yk] [£; (x)]=0 i=1,2,...4  (4.30)

sistemi elde edilir [14]. (4.30) denklem sistemi bilinme-
yen {cj} katsayilarina g8re diizenlenirse

N N
2 f.(xk)fj(xk)]cj= kil £.(x) vy i=1,2,...M

(4.31)
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seklinde MxM'lik lineer denklem sistemi olusgur.

normal denklemler adini alair.

Bunlar

(4.31) denklem sistemi, islemlerin nasil yapildidi-

nin anlagilmasi ve bir sisteme bagylanmig olmasi nedeni ile

matris formunda g®sterilir.

olarak gbsterilsin. F

F ve FT

e

£, %)

£y (%)

%(xﬂ

matrisleri,
fo(x.) f£.(x,) f.o{X:)aeeoof (x.) ]
171 2'71 3'71 TTM'YT1
fl(xz) f2(x2) f3(x2)...,fM(x2)
fl(x3) fz(x3) f3(x3)....fM(x3) {(4.32)
fl(xN) fZ(XN) f3(xN)....fM(xN) i
fl(xl) fl(x2) fl(x3)""fi(xN)
fz(xl) fé(xz) f2(x3)....f2(xN) (4.33)
fM(xl) fM(xz) fM(x3)....fM(xN)
T ve Y kolon vektdriinin garpimi,
£, x,) f.(x,) £ (x )- N
1'%2 11Eg) ety Xy ¥
£y(x))  fy(X5).... By (%)) Yy (4.34)
fy(xy)  yXg)... By () Yy
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gtzbnline alinsin. (4.34)'teki Fly garpiminin i. satir ele-

mani

(4.35)

N
I Ei )Yy

k=1

dir. Dikkat edilirse bu (4.31) egitlifyindeki kolon vektd-

rinlin i. elemani ile aynidir. $Simdi de MxM'lik bir matris

FT ve F matrislerinin garpimi

- . ™ =]
£, (%)) £, (%) fz(x3)...f2(xN) £1(x,) £, () £50X))..€, (%)
T
F'F = f3(x1) f3(x2) f3(x3)...f3(xN) fl(x3) £ (x3) f (x )aof (x3)
£, (%)) £,0,) £ 0xg) . euE, (x0) £ (%) £, (%)) £5(x0) . £y (%)
L J L N
{4.36)

o au T . . .
gdzodnline alinsin F F carpaminin i, satir ve Jj.kolonun
elemani,

N
kj& fi(xk)fj(xk)“f (Xl)f (%) +£; (Xz)f (%) +e ooty (XN)f (xg)  (4.37)

dir. Bu ise (4.34) egitlifindeki i. satirdaki ¢y katsayisi ile aynmidir.
C halde (4.34),

FIF c= Ply (4.38)

matris seklinde yazilabilir. (4.28)'de verilen modele ilig-
kin C katsayilar vektdrinliin bulunmasi ig¢in, F ve Fr matris
elemanlarinin hesaplanip depolanmasi, sonra FTF ve FTY
carpimlarinin bulunmasi daha sonra da ortaya ¢ikan denklem

sisteminin ¢&zllmesi gerekir.
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4.1.5- Dengeleyen EJri Olarak Polinom

Yukarida s&zll edilen f(x) fonksiyonu j=0'dan
ﬁéM'ye kadar olmak lizere fj(x)=xJ fonksiyvonlar kilimesin-
den olusturulursa,

M

f (x)=6,+c . X+C x2+...+c b4 (4.39)

1 72 3 m+1

seklindeki M. dereceden bir polinom elde edilir.

Burada en kiliglik kareler ydntemi uygulanarak denge-
leyen ef¥ri olarak paraboliin nasil bulunacadi ve bunun
M. dereceden bir polinoma genellestirilmesi gBsterilecek-
tir. (xl,yl)...(xN,yN) gibki N nokta ve model olarak

y=F (x) =Ax2+Bx+C (4.40)

parabolil verilsin A,B ve C katsayilarinin

N 2 2
E(A,B,C)= I (Ax,+Bx +C-y.) (4.41)
k k k
k=1
deferini minimum yapan deferleri arastarilir. A,B ve C'ye

gbre E'nin kismi tlirevleri

N
3E _ 2 - 2
5A =2 I (Axk+Bxk+C yk)(xk)
k=1
N
8E 5 3 (axZ+Bx +C-y,) (x,) (4.42)
9B _ k k k k *
k=1
N
8E _ 2 -
5C =2 kil (Axk+Bxk+C yk)

dir. Toplamanin dafilma 6zellidi kullanilarak, A,B,C de-
Jerleri normal denklemleri olusturmak lizere toplamin digi-

na tasinabilir. O zaman,
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N N N
X, JA+( ¢ x })B+( 3 x )C= 5 Xy
T k=1 k=1 ¥ k=1 KK

N N N
X

wet 2
Z‘@

k

xJ)A+( 3 x2)B+( I x )C= (4.43)

1 k=1 k=1 k

}N'UJ

(
k

I tee 2

N 5 N N
(= xk)A+( z xk)B+N.C= z Yy
k=1 k=1 k=1

normal denklemleri elde edilir.

Tablo 4.7. EnKiigllk Kareler Y&ntemine G8re Denge-
leyen Egri Olarak Paraboliin Katsayila-
rinin Elde Edilisgi '

Xk Yy xi xi Xﬁ Xx¥x Xiyk
-3 3 9 |-27| 81 -9 27
0 1 0 ol o 0 0
2 1 4 8| 16 2 4
4 3 16 | 64|256 12 48
3 | 8 | 29 | 245|353 5 79

Tablo 4.4.'te verilen veri noktalarinin arasindan
gegen en uygun parabol igin A,B ve C kétsayllarlnl
bulmak icin (4.43)'den

353 A+ 45 B+ 29 C 79
45 A+ 29 B+ 3 C
29 A+ 3B+ 4 C

lineer denklemleri elde edilir. Lineer sistemin ¢ozliml
sonunda A=585/3.278, B=-631/3.278 ve C=1.394/1.639
bulunur ve istenen parabol

585 5 631 1.394

- - = 2...
Y= 5 3555% - 37395 X* T g3g =0-178462x"-0.192495x%+0.850519

olur. (Sekil 4.3)
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yeAl+ 84 C

U
«
U
~N
!
-
-
N
'y
a4

Sekil 4.3. Dengeleyen E¥ri Olarak Parabol

4.1.5.1- Polinom Salinimi

Nonlineer veri Uretmek igin dengeleyen polinomun
kullanilmasi bastan yanilticidir. Dikkat edilirse N.
dereceden bir polinom N-1. lokal ekstremuma sahiptir.
Eer veri noktalari gergekten bir polinom egrisi {izerinde
bulunmuyorsa, o zaman dengeleyen polinomlarin biiylik sali-
nimlar yaptifina dikkat etmelidir. Bu olay, polinom sa-
linimi adini alir ve yliksek dereceli polinomlarda daha
belirgin olur. Bu ylizden, segilen modelin bir polinom
oldugu bilinmedikge 6. veya daha yliksek dereceli polinom

nadiren kullanilar [14].

1/2 fonksiyonu

Ornegin, f(x)=x 2+(|x-1|)
x=10.2,1,1.5,2,3,5} verisi igin kullanilmis ve Tablo 48deki
polinom katsayilari elde edilmistir. Bu polinomlarin de-
ferlendirilmesi sonucunda bulunan deferler Tablo 4.9' da
verilmektedir. Ayrica Tablo 4.9'da polinomlarin [3,5]
araliginda aldig:r deerler ve Sekil 4.4'de de bu deferler-
den yararlanarak g¢izilen grafik gbrlilmektedir. Dikkat
edilirse polinomlar [3.5] aralifinda veriden biliyiik farkli-
lik 've salinim gdstermektedir. Buradaki PS(X) polinomu
(n+1) noktadan gegen n. dereceden Lagrange enterpolasyon

polinomuna karsilik gelmektedir [16].
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Tablo 4.8. Polinom Katsayilari

P, (%) p3(x) P, (x) Pg (%)
Cl 23.59 32.57 39.40 45.73
C2 -17.07 |-42.04 -77.97 |-121.62
63 2.62 16.08 53.29 | 123.32
C4 - -1.78 -14.51}| -58.07
C5 - - 1.33 12.66
CG - - - -1.01

Tablo 4.9. Polinom Deferleri
P; \

X, £(x) | py(®)| py(x) | Py(x) | Ppgix)
0.2 25.89 1 20.28 {24.79 25.82 25.89
1 1 9.14 4.83 1.55 1.0
N5, 1.15 3.88 {~0.32 0.13 1.15

1.25 —O¢08 -1043 1089 1025

1.53 | -4.06 3.12 1.42 1.53

2.04 3.70 1.88 2.04 2.04

3.5 1.66 | —4.08 6.10 -2.56 7.44
4 1.79 | -2.80 7.78 -6.86 17.16
4.5 1.92 _0020 6.82 —7-38 22005

Tablo 4.9 ve Sekil 4.4 incelenirse, ps(x)polinomu—
nun, 6 veri noktasinin timiinden gegmesine rafmen en kdtl
yaklagim oldudu anlagilir. EJer bir polinom kullanma

zorunluludu varsa pz(x) veyva p3(x) segcilmelidir.
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-Sekil 4.4. Polinom Salinimi

(leyl)...(xN,yN) gibi N veri noktasina uyan M.
dereceden

. 2 3 M-1 M
PM(x)-c1¢c2x+c3x +C, X .. 4O X +CyiqX (4.44)
dengeleyen polinomunurlkaﬁsayllarl,.
N N N N
2M 2M-1 M M
(2 ) +{ z ) g teet( T X)CE T X Y
R R S U M 4T % Yk
N N ' N N
2M-1 2M-2 M-1 M-1
e S AR R St S WL
) (4.45)
N N N
M M=-1
(S e, <+ ¥ G teeeet NCu= 5 ¥
N B AR 17 Ik

ile bulunur.

Asafida 4.2. bdlimlinde do¥rusal olmayan e3jri yer-
legtirme igin bir baska ydntem verilmistir.
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4.2- Spline Fonksiyonlari ile Enterpolasyon

(N+1) noktadan olusan 'ka,yk)} kiimesi ig¢in polinom
enterpolasyonu genellikle tatmin edici degildir. Bdlim
4.1.5.1.'de (Polinom Salinimi) tartisildigi gibi, N. dere-
ceden bir polinom N-1 tane relatif maksimum ve minimuma
sahiptir ve grafik noktalardan salinarak geger. Diger
bir ydntem, dlisiik dereceli Sk(x) polinomuna ait érafik.par-
galarini birlegtirmek ve ardigik (xk,yk) ve lxk+1'yk+I)
noktalari arasinda enterpole etmektir. (Sekil 4.5).
[xk,xk+1] ve [xk+1, Xk+2] 'nin izerine bulunan y=S, , (x)Vve y=Sj (X}
efrileri (xk+1,yk+1) ortak noktasindan geger. Grafigin
iki pargasi (xk+1,yk+1) noktasinda "birlikte diigiimlenir"®
ve {Sk(x)} fonksiyonlar kiimesi S(x) ile belirtilen parcga

parga polinom edrisini olugturur.

{24 ve)

(xp-y. Y1)

(Xer1. Vi)

{xp. v

(g, ¥

L] i 2 X Xp o1 xN-1 N

Sekil 4.5. Parcga Parca Polinom Enterpolasyonu

4.2.1- Parga Parca DoJrusal Enterpolasyon

Kullanilan en basit polinom, 1. dereceden bir
polinomdur ve noktalardan gegen dodru pargalarinli igeren
bir poligon olusturur.

X=X X=X
k+1 k ,
sk(x)— yk;—:;—— *¥pe1 ;———:; R SXEX g (4.46)
k “k+1 k+1 Tk
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k=0,1,2,...,N-1 igin (4.46)'da verilen edri Sekil 4.6'da
gbriilen poligonu verir.

{7y

{eer Vi)

txg vo! (€ ppe Y1)

(S v}

9 “y 2 g Apey An-1 “n

Sekil 4.6. Parga Parga Do8rusal Enterpolasyon
(Dogrusal Bir Spline)

Esdefer bir acgiklama,

Ay = ¥y o 17Yy )/ (%) 7%, ) (4.47)
egimi gdstermek lizere, bir noktadan gegen egimi verilen

Y=Sk(x)=yk*dk(x-xk) (4.48)
dofru denklemi kullanilarak verilebilir.

Buradan k=0,1,...N-1 igin do¥rusal spline fonksiyonu

fr——

YO+dO(X—Xo) X < X$Xy
yq+dq (%-%,) X€ XK,

S(x)= : (4.49)
¥k+dk(x’xk) K € XS Xy 4
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S{x)'in kesin hesabi igin (4;49) denklemi, (4.46)
denkleminden gdriiniim agisindan daha iyidir. Absislerin
X <X< .. .<Xy <% feklinde sirdlandidi. varsayilsin. Herhan-
gi bir x deferinin iginde bulunacadi Exk,xk+1] kapali
araligy, x—xl, x—xz,...,x—xN_l,x--xN ardisik farklarainin,
x—xk+1<0 olmak lizere en kiiglik tamsayi deferi elde edilin~-
ceye kadar hesaplanmasiyla bulunur. B&ylece k'yi R <X<ZKy
olacak sgekilde elde edilir ve S(x) spline fonksiyonunun

deferi,
S(x)=§k(x)=yk+dk(x—xk) xk$x5xk+1 (4.50)
olur.

Bu yol daha yliksek dereceli polinomlara da genig-
letilebilir. Ornedin, efer xo,xl,...XZMverilmi§se o
zaman,E&E?&k;g kapalil alt araliginda parga parca ikin-
cl dereceden bir polinom olusturulabilir. BOylece olug-
turulan ikinci dereceden spline fonksiyonlarinin o gibi
indisi ¢ift sayi olan d4iglim noktalarinda efrili&in birden-
bire defigmesi bu fonksiyonlarin bir sakincasidir ve bu
durum bunlarin grafifinde istenmeyen kivrilmalara veya
distorsiyonlara neden olur. Ikinci dereceden spline
fonksiyonlarinin ikinci tilirevi ¢ift sayili d4digim nokta-
larinda siireksizdir. EJer parcga parga kiibik polinomlar
kullanilirsa o zaman birinci ve ikinci tlirevler siirekli

duruma getirilebilir.
4.2.2- Parga Parca Kibik Spline Fonksiyonlara

Bir veri noktalari kiimesine bir polinom edrisini
uydurmanin, tasarlama ve bilgisayar grafikleri alaninda
uygulamalari vardir. Tasarimci, hata s&zkonusu olmak-
s1zin veri noktalari arasindan gegen "plriizsliz bir edri"
gizmek ister. Bir efdri cetvelinin kullanilmasi ve gdzle
bakildaiginda. priizsliz gbrlinen bir efri g¢izilmesi yaygindir.
Matematiksel olarak, her bir [kk'xk+l] araliginda S, (x)
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kiibik fonksiyonlarini, parga parga bu fonksiyonlardan
olusan y=S(x) fonksiyonunun kendisi, birinci ve ikinci
tirevleri [x_,x ] genig arali¥inin tamaminda siirekli
olacak sekilde kurma olana¥yi vardir. S'(x)'in slirekliligi,
Y=S(x) grafifinin keskin k¥selere sahip olmayacayi,
S"(x)'in slirekliligi ise "efrilik yaricapinin® her nokta-

da tanaimli oldudu anlamina gelir.

Absisleri X <X <o o<y seklinde siralanmig olan
N tane (Xk'yk) noktalarini gdzdniine alalim. ©EZer asga-
ida verilen kogullari saflayan N tane kiibik polinom var-
sa, yine asafida tanimlanmis olan S(x) fonksiyonuna kiibik

spline adi verilir [14].
I. S{x)=S, (x)=S + {x-x _)+S {x- )2+S (¢~ )3
° X k0 0k,1 F X Sy o XX ) S g (XX,

X}(Q{<}(k+l k=0,1. . .N"l
1I. S(Xk)=yk’ k=0,1,...N
dir. 7Yani, spline biitiin veri noktalarindan geger.

k=0,1'oonN-2

TILe Sy (B 1) =Spp Ran) v

dir. Yani spline siirekli bir fonksiyon geklindedir.
¥ - 1 —_ -
dir. Yani spline'in birinci tilirevi siireklidir.

V. S]‘;(X k=0,1,..-N-2

k+1) "Ska1 Fgap)e

dir. Yani spline'in ikinci tirevi slireklidir.
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4.2.2.1- Kibik Spline'ain Varliga

Efjer I-V 8zelliklerini saflayan bir kilbik spline
var ise arastirmak gerekir. Bu nedenle dncelikle kiibik
spline'in varlifi gbsterilmelidir. Her Sk(x) kiibik poli-
nomunun d&rt tane bilinmeyen sabiti vardir. Bu nedenle
toplam 4N tanesaptanacak katsayi var demektir. DiZer bir
gekilde, 4N. dereceden serbestligin veya kosulun kesin
olarak gerekli oldufu s&ylenebilir. Kiibik spline fonksi-
yonunun I1I, III, IV ve V'de verilen &zellikleri saglamasi
istenir. Bu nedenle veri noktalarinin II 8zelliJini sag-
lamasi iste¥inden N+1 kosgul, III, IV ve V Bzelliklerini
saglamas1r isteklerinden de her biri igin N-1 kogul yazi-
labilir. Bdylece N+1+3(N-1) = 4N-2 kosul belirlenir.

Bu, ikinci dereceden serbestlik gbsterir ve bu kosullara
sinir (ug¢ nokta) kosullari denir. Bunlar daha sonra tar-
tisailacak olan x, ve xN'deki S'(x) veya S"(x)'i de kapsar.

Simdi denklemlerin gikarilmasi ile ilgilenilebilir.

S(x), her bir parcada kiibik oldufu ig¢in S(x)'in
ikinci tilirevi S"(x), [xo,xN] araliginin her bir alt ara-
1i18%inda dofrusaldir. Dodrusal lagrange enterpolasyon
formiild S"(x)=8i(x) icin su gdsterimlerle verilebilir:

X=X X=X
Kt1 L cu iy

Ee k41

k

k+1) X

= (4.51)
k+1 X

Sp (%) =8" (%) .

(4.51) 'de mk=S"(xk),mk+1 =Sf(xk+1) ve hk=xk+1—xk
koyulursa
m m
"y K - k+1 . _ = -
Sk(x)— n (xk+1 X)+ 5 (x Xk) k=0,1,...N-1 (4.52)
k k
elde edilir. (4.52) 'nin iki kere integrali alinirsa
Xy 1 "X=U, XX =V defisken ddénliglimleri ile

-dx=du , dx=4v
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d Si(x) _ mk mk+1
~ax - m ¥ a Vv
k k
d5x™) 1 M 21 Men1 2,
dx 2 hk 2 hk 1
m m ‘ -
-1k 3,1 k+1 .3
S (x)= 7% I WS E
m m
o1 ™ 03, Me1, 03
SK(x)— 3 hk (xk+1 X) T+ hk {x xk) +clx+c2 (4.53)

bulunur. Integral sabitleri igin,
~l.pp+l.qp=c,y

*k+1°Px T X% €2
sabit de¥isgimleri yapilirsa

1 3, 1 M+l 3
S B= Gl ™) 5 T B T G R) T e P

ve sonug

1 3,1 % 3
S X)= glx, %) 7+ ¢ By (x-% ) 74Py (%, =X)+q (¢ ) (4.54)

seklinde bulunur.

{(4.54) egitlifinde yk=sk(xk) ve yk+1=sk(xk+l)
yazilirsa Py ve qp sabitleri igin

M 2
Y= —¢ hk+pkhk (4.55a)

ve

m 2
k+1
X, =
3 h

4.55b
k= k 9k ( )
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esitlikleri elde edilir. Bu iki egitlikten Py Ve gy
¢6zlillir ve (4.54) esitlifinde bu deferler yerlerine konur-
sa Sk(x) kiibik fonksiyonu,

m m v m._h
oM™ o3, Mes1 03, Yk MMk )
Sp(®)= gn Gy ™) 7% g (XX ) TR T e ) (R XY
x X X
Yy m h
s - ELK (x ) (4.56)
x

olarak bulunur.

(4.56) gBsteriminin yvalnizca %mk} bilinmeyen katsa-~
yilaraini igeren bir sekle indirgendifine dikkat edilmeli-
dir. Bu katsayilari bulmak igin (4.56) 'nin tlirevi alinirsa,

m m y m, h
k 2 k+1 2 k k'k
Sy (X)== 55— (X, =X) "+ 57— (X-x%, )"~ ( == - )+
k 2hk k th k hk 6
y m h
+ k+l _ "k+17k (4.57)
hk 6

bulunur.

. . . . s s _
(4.57) tirevinin Xy daki degeri, dk—(yk+1 Yk)/hk
olmak lizere, gerekli kisaltmalardan sonra,
Mk Tr+1

Si(x)=- -3 hk- 3 hk+dk (4.58)

olur.

Benzer olarak, Si_l(x) bagintisinin elde edilmesi

ve bunun xk’daki deYeri igin k-1 ile k yer degigtirerek,

m m
k h s k=1

Sg—1 (F)= 37 by 4 5

hy 1% 1 (4.59)

elde edilir.
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§imdi (4.58) ve (4.59) egitlikleri IV 8zelliZinde
yerine konursa, My_yr M Ve m o arasinda Onemli bir bafin-
ti olan,

hk_lmk_1+2(hk_1+hk)mk+hkmk+l=uk k=1,2,...N-1

(4.60)

bagintisi elde edilir. Burada u, =6(d, -4, ;)'dir. O halde
ikinci dereceden serbestisi olan bir ¢8ziim vardir.

4.2.2.2- Kilbik Spline'larin Olusturulmasi

(4.60) denkleminden bilinmeyenlerin {mk} deferleri
oldugu, difer terimlerin ve garpanlarin {(xk,yk)} verile-
rinden basit aritmetik iglemler ile elde edilebilecedi
gbrtilir. (4.60) sistemi, N+1 bilinmeyen igeren N-1 sayida
bir lineer denklem sistemidir. Bu ylizden iki ek egitlik
gereklidir. Bunlar (4.55) sistemindeki (N-1) egitlikten
my ve birinci egitlikten mg elemine edilgrek kullanilzir.
U¢ nokta kogullari (sinir kogullari) igin standart proses
tablo 4.10'da &dzetlenmigtir [14].

Tablo 4.10. Kibik Bir Spline Ig¢gin Ug Nokta Kosullara
(Sinir Kosullari)

Kosul Mo ve my esitiikleri
I- Kenetlenmig Kiibik Spline Mo= _:.[d,-s'(x,)]-ﬁ
2
(-4

=3 [Sty-d x -Tﬁ'."
"Ntmgam Nt ] >

1I- Dogal Spline my=0, myz=0
- S(X)'in ug noktalarda = my~ el M-my)
ekstrapolasyonu hy

hpyp(my g -mpp)

mN: mN_1 +
hN_2

V- S'(x) ug nokta yakinla-

rindaki degerler Mo=M1  my=my

V- S(X) her uc noktada mo=S (X))  my= S (Xy)
belirlenir
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Tablo 4.10'daki V nolu proses g&zdniine alinsin.
Efer m, verilirse o zaman homo hesaplanabilir ve (4.60)'in
ilk egitligi (k=1 oldudunda)

2[h +hym;+h m =u,~h m_ (4.61)
olur. Benzer olarak m, verilirse hye 1My hesaplanabilir ve
(4.55) 'in son egitligi (k=N-1 oldufunda)

hy oMy o+2(hy_o+hy (Ime j=u. ,-h. .me  (4.62)

olur. (4.61) ve (4.62) egitlikleri k=2,3,...N-2 igin
(4.60) denkleminden elde edilen esitliklerle birlikte
MyrMypeeeMy katsayilarini igeren N-1 dodrusal esitligi
olusturur.

Tablo 4.10'dan segilen, 8zel sinir kosullari ne
olursa olsun, (4.60) esitlifinden 1. ve (N-1). egitlikler

yine yazilabilir ve my,m mN_l'i igeren H.M=V geklinde-

2'0..
ki tridiagonal lineer denklem sistemi elde edilebilir.

-1 r - — -—
b, ¢ my vy
a; by, ¢ m, V)

: =1 (4.63)

an-3 Py-2  On-2| | ™w-2 V-2
a b mN v

N-2 N-1 -1 N-1

o I . L -

(4.63) 'deki lineer denklem sisteminin kdsegen olma-

s1 bir avantajdir ve tek bir ¢dzlime sahiptir. h, deferi

k
olarak bdlim 4.2.3'de tanimlanmigti. Buradan

+h

hy =% 17 %k

gekilen S

X
15X *hy deferi (4.56) esitlifinde yerine konur
ve dyp=(yy ,1-Yy) /by oldudu da gdzdniine alinirsa (4.56)
denklemi
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m m

m -
_ k+1 k. .3 Tk, .2
Sk(x)- th (x xk) + 2(x xk) +
h, (2m,_+m )
k k "k+1
+[dk- £ ] (x-x, ) +y, (4.64)

sekline gelir. Sk(x) kiibik spline fonksiyonunun katsayi-
‘lari,(4.64) denklemi ve 1 Bzelligi- kargilastirilirsa,

h. (2m, +m )
_ _a k k "k+1
Sk,o-yk Sk,l—dk 3 (4.65a)
m m -m
_ _k _ k+1 Tk
Sk,2_ > Sk,3— _—EH;_— (4.65b)

seklinde elde edilir. {mk} katsayilari saptandiktan sonra
Sk(x) kiibik spline fonksiyonumun katsayilari (4.65)

formiillerinden hesap edilir.

Her Sk(x) kibik polinomu, hesaplama igleminin verim-
1i yapilabilmesi ig¢in, di¥er bir deyisle bilgisayarda seri
agilimlarindan kag¢inabilmek igin,

S (K)=L(8y 3948 o) @S Jetyy, e=x-x (4.66)

seklinde yazilabilir. Burada her Sk(X),igirixk$X€Xk+l
araliginda kullanilair.

4.2.2.3~ Kibik Spline'larain Tanimlanmasi

(xo,yo)...(xN,yN) kiibik bir spline'i olusgturan
N+1 nokta olsun. Tablo 4.10'dan segilen sinir kosgullari
ile birlikte 4.60 esitliyi 4.63 seklinde bir lineer denk-
lem sistemi elde étmek igin kullanilabilir. Tridiagonal
sistem MyreecerMe 4 katsayilari igin gazﬁlﬁr. m, ve my
katsayilari ise Tablo 4.10'dan segilen sinir kogullarindan
bulunur. (4.65) esitlikleri spline katsayilarini bulmak
igin kullanilar. Asafidaki lineer denklem sistemleri
Tablo 4.10'daki durumlar icgin kullanilar.
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l.Durum: Kenetlenmig kiibik spline; S'(xo) ve S'(xN)
biliniyor ise 4.58'den k=0 igin

Io "1
] - — - ——
S'(x )= 3 ho 3 ho+d

) 1 } o
oo 38 o) 2 o 1."3 o

4.61'de homo yerine konursa,

1
2[h_+h;Jm;+hm +38' (x)+ 5 h_m -3d,

A e | 1

1 . e —qr
[2h - 5 h +2h;Im +h m,=u;-3[d _-5" (x)]

3

( 5 hy+2h,)m +h m =u,-3[a -S' (x )]

bulunur. Benzer olarak,

hk-lmk—1+2(hk-1+hk)mk+hkmk+1=uk k=2,3,...N=-2
ve

By oMyop*2 (g o+ 3 By g imy =ty ) =3[S" (xy) =gy ]
bulunur.

2.Durum: Dogal spline; edrinin kapali bir eriol-
mamasi durumunda sinir kosullari olarak, iki ug¢ noktasin-
daki ikinci tlirevlerin sifir oldufu, yani edriligin sifar
oldugu duslinlilerek [17], 8" (x )=0 ve S"(x.)=0 alinirsa
(4.61) 'den

m,=u

2 (hy*hy)my+hym,=u,

bulunur. Benzer olarak

Y

h +2(h h m k=2,3,...N=2

k-1Mk-172 (0 _+hy )me +hy m o =ay
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ve
S"(xN)=0,mN=0 ile 4.62'den
BN-2My-2*2 By o Py g ) My 1=0y
bulunur.

3.Durum: Ug¢ noktalardaki S"(xo) ve S"(xN) ekstrapo-
lasyon ile elde edilecek defere egsit alinir ve Tablo

4.10'dan alinan m_ deferi 4.61'de yerine konursa,

(o]
h (m,-m.)
-1 - 02 1
2[h, +hy]my+hymy=0 =h [m)~ - B, ]
n? nl
2[bg+hyImy+hom) + B, MM B "
ng ng
(3h +2h,+ B, Jmy*(hy- HI) m,=Uy

bulunur. Benzer olarak,

h +2 (h +hk)mk+h m =0, k=2,3,...N-2

k-1"m-1 k-1 kM™c+1 "%

ve mN deferi 4.62'de yerine konursa,

2 2
ho - Nl on an . oN-l
S R ‘R M S R S A

N-2

) myo17Un-1

bulunur.

4.Durum: Ug noktalardaki S"(xo) ve S"(xN) komsu

sabitler olarak alinirsa, 4.61'den mo=m1 ile,

m,.=U

(3ho+2hl)ml+hl 5=U;

bulunur. Benzer olarak,
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h +2(h U k=2'3'.-.N—2

*hy)merhym =0y

k-1"m-1 k-1

ve 4'62'denﬁﬁN=mN—1 ile,

By My-p* (2hy_p*3Ry pmy_1=Uy_,
bulunur.
5.Durum: S“(xo) ve S"(xN) verilmigs ise 4.61'den,

2(ho+hl)m1+hlm2=Ul—hOS"(xo)

bulunur. Benzer olarak,

hy 1M _,+2(y _,+h )m +h m =0 k=2,3,...N-2

ve 4.62'den£‘

heoo My_p¥2{hy o+ jdme g=Up g By g 87 (%)

bulunur [14].

(0,0}, (1,0.5),(2,2) ve (3,1.5) noktalarindan gegen
splinelarin 5 farkli sinir koguluna gbre bulunmasi asa-
gida verilmigtir.

l.durum kenetli spline: ho=1, h1=1, h2=1, d0=0.5,

= = = - = - !4
dl—l.S, d2— 0.5, U1 G(dl do) ve 02 6(d2 dl) i kullanarak
iki egitlik elde edilir.

(%+2)m +m,=6 (1.5-0.5) =3 (0.5-0.2)

1

m+ (2+ %)=6(-o.5-1.5)-3.(-1.o+o.5)
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Bu egitliklerden,

3.5 1.0 my 5.1
1.0 305 m2 -10~5

olur. Bu lineer denklem sistemi ¢dziillirse m1=2.52 ve
m,=~3.72 olarak elde edilir. Tablo 4.10'daki 1. egitlik
m, ve m ' hesaplamak ig¢in kullanildiginda,

3
- - ~ 2.52__
m_=3(0.5~0.2) >==-0.36
Cal 3.72
my=3(~1.0+0.5)+ 2= =0.36

bulunur. Sonra mo=~0.36,m1=2.52, m2=-3.72 ve m3=0.36
deferleri 4.59 egitliginde kullanildifinda spline katsa-

vilara,

0 <x<l igin S_(x)=0.48x"-0.18 x°+0.2x

3

1<x<2 ig¢in Sl(x)=—l.04(x—l) +l.26(x—1)2+1.28(x-1}05

2

2<x<3 igin Sz(x)=0.68(x—2)3+l.86(x-2) +0.68 (x-2)+2

bulunur.

2. durum dodal spline: h,d ve u igin 1. durumdaki

deferleri kullanarak,

2(1+1)m1+m2=6(1.5~0.5)
m1+2(1+1)m2=6(-0.5—1.5)

elde edilir. Bu esgitliklerden,

4.0 1.0 ™ 6.0
1.0 4.0 m., -12.0
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lineer denklem sistemi elde edilir ve g¢bzlim yapilirsa
3=S"(X3)=0
oldugu igin 4.65 egitlikleri kullanildidinda spline
katsayilarzi,

= - —an =
m1-2.4 ve m2- 3.6 bulunur. mo ] (xo) 0 vem

O¢xc1 igin S_(x)=0.4x+0.1x

lexc2 igin Sy (x)=-(x-1)+1.2 (x-1)2+1.3 (x-1)+0.5
20063 igin S, (%)=0.6(x-2) ~1.8 (x=2) 2+0.7 (x-2) +2.0

seklinde olur.
3. durum: Lineer sistem,

6.0
S 4

o
3

i

0.0 6.0 m,

seklinde olusur ve,ml=1.0 ve'm2=—2.0 bulunur. Tablo

4.10'dan yararlanarak m, ve m deferleri,

3

mo=1.0“("2-0-1.0)=4.0

m3=-2.0+(—2.0—1.0)=—5.0

olarak hesaplanir ve spline katsayilarazi,

Osx<1 igin So(x)=-0.5x3+2.0x2—x

3

lexe 2 dgin Sy (x)==0.5(x=1)>+0.5 (x-1) *+1.5 (x~1) +0.5

2¢x¢3 igin S, (x)=-0.5(x~2) = (x-2) *+ (x~2)+2.0
olarak bulunur.

4. durum: S"(x), ug¢ noktalarda komgu sabitler

olarak alinir. Lineer sistem,

5.0 1.0 m 6.0

1.0 5.0 m -12.0
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seklinde olusur ve m1=1.75 Vezm2=-2.75‘bu1unur. s"{x),
ug noktalarin komgularindaki sabitler olduu igin mo=1.75
ve m3=2.75 olarak segilir ve spline katsayilarai,

0O¢x¢l igin So(x)=0.875x2-0.375x
lexs2 igin S, (x)=-0.75(x-1)>+0.875 (x~1) %+
+1.375 (x=1)+0.5

2¢x¢3  igin S, (x)=-1.375(x-2) °+0.875 (x~2) +2.0
seklindedir.
5. durum: Lineer :sistem,

4.0 1.0 m, 6.3
1.0 100 m2 —15'3

seklindedir ve ¢&zim m1=2.7 ve m2=-4.5 bulunur. mo=s"txo)

ve m3=S"(x3) olarak alindifindan mo=—0.3 ve m3=3.3 olur.

Bu deferler icin spline katsayilara,

Osxel igin S_(x)=0.5%-0.15%°+0.15%

Texe2 igih By (x)=-1.2(x-1)>+1.35 (x-1) *+1.35 (x-1)+0.5

2¢x¢3  igin S2(x)=1.3(x—2)3—2.25(x—2)2+0.45(x—2)+2

seklinde olur.

Yukarida her bir durum igin verilen g¢dzimlerin kiibik

splinelari Sekil 4.7'de gdriilmektedir.
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Sekil 4.7. Kibik Splinelar
4.3- Fourier Serileri ve Trigonometrik Polinomlar
4.3.1~- Fourier Serileri
Bilim adamlari ve milhendisler, sik sik ses ve
1s1k gibi periyodik karaktere sahip fiziksel olaylarz:
incelerler. Bunlar periyodik f(x) fonksiyonlari ile
tanimlanirlar ve biitlin X'ler igin,

gX+P)=g(X) (4.67)

seklinde gdsterilirler. P sayisina fonksiyonun periyodu

denir.
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Bu konu igin 2m periyotlu fonksiyonlari incelemek
yeterli olur. E¥er g(X), P periyotlu bir fonksiyon ise
X=px/2m . degigken ddniisiimi ile g (X) fonksiyonu 27 periyot-—
lu bir fonksiyon haline d&niigir. (x degigkeninin periyoda
T ise P=P.T/2r 'den T=2r olur) BSylece P periyotlu g(X)

fonksiyonu,

Px “px
g (X+P) =g ( 3% +T)=g( 3= +2M =g( $X)=g( ¥ =£(x)

(4.68)

gseklinde 27 periyotlu f(x) fonksiyonu durumuna gelir.
Bundan sonra bu b&liimde, £(x)'in 2x periyotlu periyodik
bir fonksiyon oldudu varsayilacaktir. Yani biitlin x'ler

igin,
£(x+2 q) =£f (x) ‘ (4.69)

olur. y=f(x)'in grafigi, Sekil 4.8'de gdsterildiyi gibi,
2 ¢ uzunlugundaki her aralikta grafigin pargasini tekrar-

layarak elde edilir.

sin(jx)ve cos(jx) fonksiyonlari 2t periyotlu
fonksiyonlara 8rnek olarak gdsterilebilir. (j pozitif tam
sayidir). Burada, herhangi bir 27 periyotlu fonksiyon,
a.cos (jx) ve p.sin (jx) terimlerinin toplami ile g¥s-
terilebilir mi sorusu ile karsilagilir. 1Ileride yanitin

evet oldufu gdriilecektir.

y=/{x}

Sekil 4.8. 271 Periyotlu Bir f(x) Fonksiyonu
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ti noktalara, a=t°<t1< b2... tk_1<tk=b olmak lizere,
£ (x) fonksiyonu her ti_l<x<ti agik aralifinda silirekli ve
ti noktalarinda saydan ve soldan limitlere limitlere sa-
hipse f(x) fonksiyonu [a,b] kapali aralifinda parga parga
slireklidir denir. (Sekil 4.9)

y = fia | a—Q

x

as4g N [ LR [ P Guy H=0

Sekil 4.9. [a,b]'de Parga Parga Stirekli Bir
‘ Fonksiyon

Eer f(x) 27 periyotlu periyodik bir fonksiyon,
f{x) ve £'(x) parca parga siirekli ise f(x) fonksiyonumun
Fourier serisi,
a, -
- * 12 [a.cos (jx)+b, sin(jx)] (4.70)
3=1 4 ]

dir. Buradaki {aj} ve {haj katsayilari Euler tarafaindan,

aj= + STE(x)cos(3x)ax  3=0,1,2,... (4.71)
T 7
1 ™

bj= = § £(x) sin(ix)ax  3=1,2,3.... (4.72)
TT.."T :

seklinde verilmistir [15].

(4.70) Fourier serisindeki ao/2 sabit teriminin
1/2 carpani, (4.71) genel formiiliinden j=0 ile a, katsayi-
sinin elde edilebilmesi ig¢in konulmustur. (4.70) Fourier
serisi x'in biitlin deferleri igin f (X) fonksiyoﬁﬁna
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yakinsar. . (4.70) fourier serisi, f(x)'in slireksiz oldu-
u noktalarda ise fonksiyonun bu slireksiz oldudu noktadaki
soldan ve saddan limitlerinin ortalamasina yakinsar.

([f(x-)+f(x+)]/2). Fourier serisi gd®sterimi,

™8

aO
Blrl= 5+

Eé.cos(jx)+bjsin(jxjj (4.73)
5 ,

13

seklinde elde edilir.

Ornek olarak f(x)=x/2 fonksiyonunun =-g<X*<q arali-~
ginda '
© _ J+1 . .
f(x)= ¢ 28 sin(gx)=sin (x)- SiB(2X)  sin(3x)

J=1 J 2 3

fourier serisi ile gdsterilebilecedi asafidaki gibi kanit-
lanabilir. (4.71) ve (4.72) Euler integralleri kullanila-

rak,
1 1Tx xsin{(jx) cos (ix) m
a,= = J 5 cos (jx)dxs= 2ﬂ'3 + % ] =0
J =T J 273 -
3=1,2,3....
ve
1 Tx ~-x cos (jx) sin(jx) ¥
b.= = [ % sin(jx)dx= ; + ]_ =
j w_ﬂ 2 21 ] zﬂjz T
_1y3+*1
= (_ﬁ.j_—— j=1'2'3---

elde edilir. ay katsayisi ayri bir hesaplama ile

T 2 T
— ” ?_{ = X— =
a_ = I 5 dx yym [ 0

-
olarak bulunur. Yukaridaki hesaplamalar kosinilis fonksi-
yonunun tim katsayilarainin sifir oldufunu gdsterir.

f(x)'in kismi toplamlarz,
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Sz(x)=sin (x)~ 512%251

S5 (x)=sin (x)- Sin2(2>f) . Sin§3x)

ve

sin(2x) , sin(3x) _ sin(4x)
T2 3 4

84(x)=sin(x)-

olup grafikleri Sekil 4.10.'da gdsterilmistir [14].

Y » s‘(',

Sekil 4.10. [-7m,m] Kapali Aralifanda
f(x)=x/2 Fonksiyonu ve S, (x),
S,(x) ve S, (x) Fourier Sé&risi ile

Yaklasimlara.

Fourier serilerinin bazi genel &zellikleri su

sekildedir:

1- Fourier Serilerinin Eklenmesi: EJer f (x) ve
g(x)'in Fourier gdsterimi varsa, o zaman h(x)=f(x)+g(x)'in
de Fourier gdsterimi vardir ve f(x) ve g(x)'in katsayila~
rinin eklenmesi ile elde edilebilir.

2- Kosinlis Serisi: f(x),her x igin f(-x)=f (x)
seklinde bir ¢ift fonksiyon oldujunda efer f(x), 27 peri-
yotlu ve f(x) ve f'(x) parga parcga slirekli ise o zaman
f(x) igin Fourier serisi yalnizca kosinlislii terimleri

igerir.
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a o
f(x)= 7§+ I a.cos(jx) (4.74)
j=1 -
Burada,
2 i}
ag= = fj(x)cos(jx)dx  3=0,1,2,... (4.75)
(o]
dir.

3~ Sinilis Serisi: f(x), her x igin f(-x)=-f(x) sek-
linde bir tek fonksiyon oldugunda efer £ (x),2r periyotlu ve
£f(x) ve f£'(x) parga parca slirekli ise o zaman f(x) igin

Fourier serisi yalnizca sinlislil terimleri igerir.

o

f(x)= £ b, sin(jx) (4.76)
iy 3
J
Burada
5 T
bj= = J f(x)sin(jx)dx 4=1,2,3... (4.77)
o)
dir.

Ornedin f(x)=]x] fonksiyonunun -m<x<7 aralifinda,

c (x) - T4 ; cos{{2j-1)x)
2T 521 (29-1)2
ks 4 3 5
=5 -7 [COS(X)"’ COZZ( %) + 0022( X) +...] (4.78)

seklinde Fourier'in kosiniis serisi ile g&sterilebilecegi

asafidaki gibi kanitlanabilir.

f(x) fonksiyonu bir ¢ift fonksiyondur. 2. dzellik
nedeni ile yalnizca {aj} katsayilarinin hesaplanmasi ye-
terlidir. 4.75'ten,
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w . . .
a.= 27 X cos (jx)dx= 2x sin (jx) , 2 C?S(jx)lﬂ
J 7 ™ .2
o 3 o)
N _avJ_
_ Zcos(?g) 2 _ 2[¢ 1{2 1] 51,2,3,...
mJ ]

.

bulunur. 3j ¢ift oldugnuda [(-1)3-1]=0 oldugundan, XKosiniis
serisi yalnizca tek indisli terimleri igerir. Tek indisli

katsayilar,

1

a.= =4 = =4
T 2 °°°

r a,= 4 a
3 1T32 5 o5

olarak elde edilir. ag katsayisi ayri bir hesaplama ile,

seklinde bulunur. BOylece 4.78'deki istenen katsayilar

bulunmug olur.
4.3.2~ Periyodik Fonksiyon Uydurma

Dengeleyen edri olarak uydurulan Fourier serisine

burada "Trigonometrik Polinom" adi verilecektir.
[-m,m] kapali araliyi,

TMEX $Xq< eeee <X ST xk=—n+2nk/N (4.79)
olmak lizere, x'in esit dagilmig deferleri tarafindan egit
parcalara bdlinmig olsun. Yo =¥y§ olmak iizere, {(xk,yk):
k=0,1,...N} veri noktalarina en iyi uyan periyodik bir
fonksiyon gegirilecektir. EJer 2M+1<N ise, o zaman,

a
-°
2

P(X): +

n ™8

[a. cos(ix)+b. sin (jx)] (4.80)
=1 9 J

J
seklindeki bir trigonometrik fonksiyonun uydurulabilmesi
igin yeterli sayida nokta vardar. En kiiglik kareler ydn-

temi {aj} ve {bj} katsayilarinin bulunmasi icgin
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kullanilabilir. Bunun ig¢in,

N 2
E(P(x))= I [P(x)-y, ]

(4.81)

seklindeki minimum fonksiyonu kurulur ve bu fonksiyonu

minimum yapan iai} R {bi} kiimeleri Fourier serisinin kat-
sayilari olur. (4.79)'daki gibi noktalar esit dagildigin-
da (4.80)'deki katsayilarin hesaplanmasi agsadida g&riilmek-

tedir.

Trigonometrik polinom uydurma; Yo=Yn olmak lizere,
N-1 tane {(xk,yk)}veri noktasinin (4.79'daki gibi absis-
lerinin egit dagailmis oldugu kabul edildiginde, efer
2M+1 &N ise 4.81'deki ifadeyi minimum yapan (4.80) Fourier

serisinin katsayilara,

N
a.= 2 3 £(x,) cés (3x) 3=0,1,2,... M  (4.82)
J N k=1
ve
, N
b= 2 I f(x)sin (3x) 3=1,2,3,... M  (4.83)
JN k=1 k
olurlar.

(4.82)ve (4.83) formiilleri en kiiglik kareler prosesi
ile tanimlanmasina radmen bunlar (4.71) ve (4.72deki Euler
formiillerindeki integrallere sayisal yaklagimlar olarak da
gdriilebilir. Euler formiilleri siirgkli bir fonksiyonun
Fourier serisi ig¢in katsayilari, oysa(4.82)ve (4.83)for~-
miilleri veri noktalarina e§ri uydurma igin trigonometrik

polinomun katsayalarini verir,

Ornek olarak f(x)=x/2 fonksiyonu ile {iretilen veri
noktalari kullanilmigtar. Daha fazla nokta kullanildi§in-
da trigonometrik polinom katsayilari, Fourier serisi kat-
sayilarina daha yakin olurlar.
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5. dereceden bir trigonometrik polinom igin

(M=5)l
i
X = _Tr+k— r k=l'2,coo’12

ifadesinden elde edilen egit aralikli absis ve f(x)=x/2'den
elde edilen fonksiyon degerleriyle liretilen 12 veri nokta-
s1 arasindan gegen trigonometrik polinom agadida bulunmug-
tur. Bu trigonometrik polinomun katsayilari, ayni sekil-
de lretilen 60 ve 360 veri noktasi kullanilarak elde edi-
len trigonometrik polinomun katsayilari ve sayfa 80 'deki
Ornekteki ayni fonksiyonun Fourier serisi ag¢ilimainin ilk
bes terimi karsrlastirilmigtair.

Trigonometrik polinomun periyodik olarak devam ede-
cedi varsayildidi igin, bir siireksizlik noktasinda,

drnedin 7 noktasinda f(m) fonksiyon de3eri,

E(mT)—E(m )
= T/2=1/2 (4.84)

f('ﬂ):
2 2

formiili ile hesaplanir [14] . f£(x) fonksiyonu bir ¢ift
fonksiyondur, bu nedenle sinilislii terimlerin bilitlin katsa-
yilari saifirdir. (Yani 3j'nin her deferi igin aj=0)

BOylece 5. dereceden trigonometrik polinom 4.82 ve 4.84

formiillerinden,
P(x)=0.9770486 cos(x)-04534498 cos(2x)+0.26179938
cos(3x)=0.1511499 cos(4x)+0.0701489 cos(5x)
(4.85)

olarak elde edilir. P(x)'in grafigi Sekil 4.11'de g&riil-
mektedir.
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1.5¢

104

05 ¢+

S

Sekil 4.11. y=x/2 Gizgisi Uzerinde Belirlenmisg
12 Veri Noktasindan Elde Edilen
5. dereceden PS(X) Trigonometrik
Polinomu

5. dereceden trigonometrik polinomun katsayilari,

enterpolasyon noktalarinin sayisi 60'a ve 360'a c¢iktidinda

yavagga defisir. Noktalarin sayisi arttikga katsayilar

f(x)'in Fourier serisi ag¢ilimi ile elde edilen katsayilara

yaklagair.

Sonuglar Tablo 4.11'de verilmistir.

Tablo

4.11'den, cegitli sayidaki veri noktalarindan elde edilen

trigonometrik polinom katsayilari ile Fourier serisi kat-

sayilari ve artan veri noktalari sayisina gdre trigonomet-

rik polinom katsayilarindaki degisim kolaylakla kargilasti-

rilabilir.

Tablo 4.11. [-=,7]'de f(x)=x/2'ye Yaklagimlar Igin

Trigonometrik polinom Katsayilarainin
Karsilastirilmasi
Trigonometrik Polinom Katsayilara Fourier Serisi
12 Nokta 60 Nokta 360 Nokta Katsayilara
b1 0.97704862 0.99908598 0.99997462 1.0
b2 -0.45344984 | -0.49817096 -0.49994923 ~0.5
b, | 0.26179939 0.33058726 0.33325718 0.33333333
bZ ~0.15114995 | ~-0.24633386 ~0.24989845 -0.25
b5 0.07014893 0.19540872 0.19987306 0.2




BOLUM 5

5~ SONUC VE ONERILER

Sayisal arazi modelinin olugturulmasi silirecinde
eg ylkselti efrilerinin gegtidi noktalarain belirlenmesi
bu noktalarin uygun bir sekilde birlestirilmesi ve bu
iglemler sirasinda elde edilen bilgilerin mithendislik
amaglari ig¢in kullanilmasinin optimum bir sekilde gercek-
legtirilmesi ancak bilgilerin sirali olmasi durumunda
mimklindlr. (3.2) esitliinden olusturulan Tablo 5.1'deki
deferler incelenirse bilgilerin siralanmasinin kesin
gerekliligi ortaya ¢ikar. Bu tabloda N dizinin eleman
sayisl olup birinci kolondaki k, sirasiz dizilerde 2. ko-
londaki k ise sirali dizilerde bilgiye ulasmak ig¢in gerek-

1i maksimum karsilastirma sayisini gOstermektedir.

Tablo 5.1. Sirali ve Sirasiz Dizilerde
Kargilagtirma Sayisi

k=N k=log2N
1 2
100 7
200 8
500 9
1000 10
2000 11
5000 13
10000 14
20000 15
50000 16
100000 17
1000000 20

Tablo 5.1'den bilgilerin sirali olmasinin gerekli-

1igi tartigsma gdtirmez bir sekilde agiktir. Sayisal
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arazi modeli gibi bilgilere tekrar tekrar ulagilmasini
gerektiren uygulamalarda siralama isleminin Onemi blylik-

tiir.

Sayisal arazi modeli, difer mithendislik dallarina
da hizmet firetmekte kullanilir. Sayisal arazi modeli
konusunda hiz ve bellek faktoriini gdzardi etmek bu hiz-
metlerin de yeterli ve etkin bir sekilde gercgeklegtirilme-
sini engeller. Bu nedenlerle sayisal arazi modeli yazi-
lamlarainin hiz agisindan verimlili®ini olurunca artirmak
gerekir. Siralama igslemi, hiz artirimini saflayan tek
yoldur. Hiz artirimini olurunca bliylitmek de siralama
yontemlerini karsgilagtirmak ve bunlarin 8zelliklerini iyi
bilmek ve en hizli ydntemi seg¢mekle mimkiindlir. Bunun
igin b81lUm 3'te siralama ydntemleri ayraintili bir gekilde
incelenmigtir. Bu bdllmde yapilan arastirmalara dayani-

larak,

1. Sayisal Arazi Modelinin olusturulmasi igin
gelistirilecek programlarda siralama ydntemlerinin kulla-

nilmasi,

2. Siralama programlaril iginde Quicksort algorit-

masinin kullanilmasi, Snerilir.

Sayisal arazi modeli konusu i¢inde en ¢ok kargila-
silan problem esg ylikselti egrili planlarin gizilmesidir.
Sayisal ylikseklik modelinde yapilan enterpolasyon iglem-
lerinden sonra ayni kotlu noktalarin birlestirilmesi ge-
rekir. Birlestirme islemi, haritacilidin gerektirdigi
kurallara ve dogrulu¥a uygun sekilde gergeklegtirilmeli-
dir. Bunun ig¢in, bu noktalardan gegen uygun bir fonksi-
yonun (matematiksel modelin) sec¢ilmesi gerekir. Burada
dengeleyen edri ayni kotlu noktalardan gegmedidi igin denge-
leyen edri modellerinin segilmesi ve bunlarin parametrelerinin
bulunmasi s&zkonusu defildir. Ayni kotlu n noktadan ge-
cecek sekilde n. dereceden bir polinomun segilmesi ve

parametrelerin belirlenmesi, bliyllk salinimlara neden
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oldugu, haritacilik kurallarina ve dofruluuna uygun
olmadigir igin Snerilmemektedir. BSlum 4'de bu durum bir
brnekle gdsterilmistir. Trigonometrik seriler ve polinom-
lar da ayni gerekge ile ve bu fonksiyonlarain periyodik
olaylarda uygun olmasi, eg ylikselti efrilerinin ise peri-
yodik olmamasi nedeni ile salik verilmemektedir. Ayrica
es ylikselti efrilerinin tek deferlikli fonksiyonlarla ifa-
desi olanaksiz oldudu i¢in de yliksek dereceli polinomlarin

kullanilmasai mimkiin degildir.

Ayni kotlu noktalardan gegen es ylkselti edrilerinin
6zelligini en iyi bir bigimde saflayan matematiksel model
clarak spline fonksiyonlari gdriilmektedir. Bu nedenle
ayni kotlu noktalardan gegen edrilerin g¢izimi ig¢in spline

fonksiyonlari Snerilir.



[2]
3]

[4]

Le]

[7]
[e]

[o]

[10]

[11]

[12]

90

KAYNAKLAR

GULER,A., Sayisal Arazi Modellerinde Enterpolasyon
Y6ntemleri, Harita Dergisi, Ocak 1978,
Sayi 85.

OZER,H., Sayisal Arazi Modeli Olusturma Y&ntemleri,
Harita Dergisi, Ocak 1989, Sayi 102.

GULER,A., Sayisal Arazi Modellerinde Iki Enterpolasyon
Y&ntemi 1le Denemeler, Harita ve Kadastro Miih.
Dergisi, 1985, Sayi 52-53

MILLER,C.L., LAFLAMME,R.A., The Digital Terrain Model
Theory and Application, Photogrammetric
Engineering and Remote Sensing, 24,3,1958

KOYUNCU,D., Sayisal Arazi Modelleri, Harita Dergisi,
Temmuz 1981, Sayi 87.

YANALAK,M., Sayisal Arazi Modelleri ve Kullanilan
Enterpolasyon Y&ntemleri, Yiliksek Lisans Tezi,
I.7.0. Fen Bilimleri Ens., Ocak 1991.

SHILDT,H., Advanced Turbo C, Borland-Osborne/
McGraw-Hill, Programming Series, 1987

PRESS,W.H., FLANNERY, B.P, TEUKOLSKY,S.A., WATTERING,
W.T., Numerical Recipes in C, Cambridge
University, Press, 1988

TREMBLAY,J.P., BUNT,R., An Introduction to Computer
Science: An Algorithmic Approach, McGraw-Hill
Computer Science Series, Internationl Student
Edition, 1979.

OZTAN,O0., Siralama Algoritmalari Uzerine Bazi Oneri-
ler, Yayinlanmamig Makale

MOSTELLER,F., ROURKE,E.K.R., THOMAS,Jr.G.B., Proba-
bility With Statistical Applicatinos, Addison
Wesley Publishing Company, Inc, 1961

SENMAN,R., DoYrusal Olmayan EJri Uydurma, Yliksek
Lisans Tezi, ITU Fen Bilimleri Enst., 1984.



[13]

[14]

[15]

[1¢€]

[27]

91

BAYKAL,O., 0ZTAN, O.,GURDO&AN, I.H., Dengeleyen
Egri Olarak Polinom ve Fourier Serisi,
iTU Dergisi, Cilt 41, No 1-2, Istanbul,1983.

MATTEWS,J.H., Numerical Methods, Prentice-Hall,
Inc, Englewood Cliffs, New Jersey 07632,
1987

SOKOLNIKQOF,I.S., REDHEFFER,R.M., Mathematics of
Physics and Modern Engineering, McGraw-~Hill
Book Company, Kogakusha Company, Ltd.
International Student Edition, 1966.

AKTAS,Z., ONCOL,H., URAL,S., Sayisal Cdzlimleme,
Cilt 1, ODTU Bilgisayar Milhendisligi B&1liimil,
1981.

GULER,A., Ardisik Noktalarin Parametrik Kibik
Splaynlarla Birlegtirilmesi, Harita ve Kadast-
ro Milh. Dergisi, Sayi 56-57, 1986.



92

OZGECMIg

1967 yilinda Bulancak'ta dofmustur. Lise 8Freni-
mini Trabzon Lisesinde tamamladiktan sonra 1984 yilinda
I.7.0. Ingaat Fakiiltesi, Jeodezi ve Fotogrametri Miihen-
disligi B&limiinde lisans Ofrenimine baglamigtir. 1988
yilinda lisans 8¥renimini tamamlayip ayni yal I.T.U. Fen
Bilimleri Enstitiisii Insaat Anabilim Dali, Jeodezi ve Fo-
togrametri Milhendisligi programinda Yiksek Lisans 8freni-
mine baglamigtir. 1989 yilinda I.T.U. Insaat Fakiiltesi
Jeodezi ve Fotogrametri Milhendisligi B&limlinde Arastirma
GOdrevlisi olarak gdreve baglamis ve halen bu gbrevi
sirdirmektedir.




