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ABSTRACT

The thermal behaviour of a spherical gas bubble in a liquid driven by an acoustic pressure is
investigated in the uniform pressure approximation by employing an iterative method to solve
the energy balance equations between the gas bubble and the surrounding liquid for the
temperature distribution and the gas pressure inside the bubble. It is shown that the first
iterative solution leads to the first order law of the gas pressure as a polytropic power law of
the bubble wall temperature and of the bubble radius, with the polytropic index given as an
explicit function of the isentropic exponent of the gas. The resulting first order law of the gas
pressure reduces to the classical isothermal and adiabatic laws in the appropriate limits. The
first order gas pressure law is then applied to an acoustically driven cavitation bubble by
solving the Rayleigh-Plesset equation. Results obtained show that the bubble wall temperature
pulsations during the late stage of collapse can become a few orders of magnitude higher than
the bulk liquid temperature.

OZET

Akustik bir basing isaretiyle tetiklenen sivi i¢indeki bir gaz kabarciginin 1sil davranist,
diizglin basing dagilimi varsayilarak kabarcik i¢indeki gaz basinci ve sicaklik dagilimini
belirleyen siv1 ile gaz kabarcigi arasindaki enerji bilangosu denklemleriyle yinelemeli bir
yontem kullanilarak incelenmektedir. Birinci yinelemeli ¢6ziimiin, gaz basincinin kabarcik
cidar sicakligi ve kabarcik yarigapinin politropik tissii oldugu gosterilmekte, politropik iis de
gazin izentropik iisstiniin bir fonksiyonu olarak belirlenmektedir. Elde edilen birinci mertebe
gaz basinci yasasinin, uygun limit durumlarinda klasik essicaklik ve adyabatik yasalara
indirgendigi goriilmektedir. Birinci mertebe gaz basinci yasasi, Rayleigh-Plesset kabarcik
dinamigi denklemi c¢oziilerek akustik olarak tetiklenen kavitasyon kabarcigina
uygulanmaktadir. Elde edilen sonuglar, biiziilmenin son asamasinda kabarcik cidar
sicakliginin sivi sicakliginin bir kag mertebe iistiine ¢iktigini gostermektedir.
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GIRIS

Is1l etkiler, atalet kuvvetlerince denetlenen kabarciklarin biiziilmesi esnasinda onemli bir rol
oynar. Kabarcik igindeki basing ve sicaklik, kavitasyon [1-3], sonokimya [4] ve tek-kabarcik
sonoaydinlanmasi [5-6] gibi alanlarda ¢ok yiiksek degerlere ulasabilir. Diizgiin basing
yaklasiminda kabarcik i¢indeki gaz basinci lizerine kabarcigin 1sil davranisinin etkisinin
incelemesi i¢in ¢esitli karmasik modeller insa edilmistir [7-10]. Bu modellerin dogrudan
sayisal benzetimleri tek kabarcik i¢in olas1 olmasina ragmen, sayisal ¢oziimlerin karmasikligi
gaz basinct ve sicaklik icin basitlestirilmis ifadelere ihtiya¢c oldugunu gostermektedir. Bu
dogrultuda s1v1 viskozitesini yapay arttirarak ya da degisken bir izentropik iis kullanarak gaz
basinci i¢in adyabatik yasadaki iyilestirme girisimi sonuglari tatmin edici bulunmamistir [11].
Bu aragtirmanin amaci ¢esitli uygulamalarda kullanmak iizere gaz basinci, kabarcik duvar
sicakligi, kabarcik yarigapt ve gazin izentropik iissii arasinda basit bir iliski elde etmektir. Bu
nedenle kiiresel bir gaz kabarcigi ve g¢evreleyen sivi arasinda enerji dengesi goz Oniine
alinmaktadir. Gaz basinct ve sicaklik icin bilinen kuple denklemler, diizgiin basing dagilim1
varsayimiyla yinelemeli bir yontemle ¢oziilmeye calisilarak kabarcik icindeki 1s1l davranis
incelenmektedir. Ozellikle, birinci yinelemede gaz basinci evrim denkleminin gaz sicakligini
karakterize eden yaymmim denkleminden dekuple olmasi sonucu, birinci mertebe indirgenmis
gaz basinci yasasinin, kabarcik cidar sicakligi ve kabarcik yaricapinin politropik bir yasasi
oldugu gosterilmektedir. Bu durumda politropik iis, gazin izentropik tssiiniin bir fonksiyonu
olarak belirlenmektedir. Kabarcik duvar sicakligi ise, sivi tarafinda ince siir tabakasi
yaklagimi varsayilarak Plesset-Zwick [12] sicaklik dagilimi ¢oziimiinden elde edilmektedir.
Akustik olarak tetiklenmis kavitasyon kabarcigi igin Rayleigh-Plesset kiiresel kabarcik
dinamigi denklemi kullanilarak elde edilen sonuglar, kabarcigin biiziilmesinin son safthasinda
kabarcik cidar sicaklikliginin, sivi sicakliginin birkag mertebe iistiine c¢ikabilecegini
gostermektedir.

KURESEL KABARCIK DINAMIGI iCIN ENERJi BILANCOSU

Bu boliimde kiiresel bir gaz kabarcigi ve etrafindaki sivi arasindaki enerji dengesini
inceleyecegiz. Diizglin basing dagilimi yaklagiminda, kabarcik i¢inde oldugu gibi ¢evreleyen
sivi i¢inde de kabarcigin 1s1l davranisi lizerine yogunlasacagiz.

Diizgiin Basing Dagilimi Yaklasiminda Gaz Kabarciginin Isil Yayinimi
Diizgiin basing dagilimi yaklasiminda bir gaz kabarcigmin igindeki sicaklik alani i¢in kismi
diferansiyel denklem Prosperetti [13] tarafindan verilmis ve normalize edilmis hali [14]

ploT D aT aT aT| (-Ddp D af , _.oT
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bigimindedir. (1) denkleminde T kabarcik igindeki sicaklik alanin1 gostermektedir ve T sivi
sicakligina gore normalize edilmistir; p diizgiin basing yaklasimindaki kabarcik gaz basincidir
ve bir py referans basincina gére normalize edilmistir; R kabarcik yaricapidir ve baslangic
kabarcik yarigapt R; ne gore normalize edilmistir; A(T) gazin 1sil iletkenligidir ve
kabarcik cidarmdaki iz degerine gore normalize edilmistir; ¥ gazin isentropik ussiidir; y
kabarcik merkezinden Olgiilen radyal koordinattir ve kabarcik yarigapinin ani degerine gore
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normalize edilmistir; £ zaman1 gostermektedir ve karakteristik zaman @' ne gore normalize
edilmistir. D 1s1l niifuz etme kalinliginin baslangig¢ kabarcik yarigapina oraninin karesidir ve

_ (¥ ~DAT,©’
7 PRy’
ifadesiyle tanimlanir. Diizgiin basing yaklasiminda gaz basinci, (1) denkleminin kabarcik

cidar sicaklik gradyant c¢(2)=(0T/0y),-/ igin,

D 2

T(t=0,y)=1 ; T(t,y=1)=Te(t) ; (FT/dy), =0 (3)
baslangi¢ ve sinir kosullar1 kulanilarak elde edilen ¢éziimiinden,
@:3_{2(@} _pd_R} @
dt R|Rloy) . = dt

denkleminin ¢6ziimiiyle bulunur. Bu vesileyle, kabarcik cidarinin yakininda kabarcik igindeki
gazin sicaklik alani i¢in ilk yaklasim olarak

aT 1(o°T 2

Ty) =T (t)+(—j y—1 +—[ j y—-1) +0[(y-1)% )
R ay o ( ) 21 ayz . ( )

alarak ve gazin 1si1l iletkenligi igin benzer bir yaklagim kabul ederek, yinelemeli bir ¢6ziim

yontemi uyarlanir. Yukaridaki agilimlar (1) denkleminde yerine koyulup y=1"limiti alinarak

kabarcik duvarindaki gaz sicaklik gradyani i¢in

C(t):(ﬂ] :R_Z{ﬂdi_ﬂd_p}i(agj (6)
oy ) 20|Ty dt  y odt] 2\ )

ifadesi elde edilir. Burada kabarcik cidarinda A(T) 1sil iletkenliginin sicaklik degisimi ihmal
edilmistir. Kabarcik duvar sicakligi 7x(¢) bilindiginde, gaz sicaklig1 i¢in baslangi¢c ve sinir
kosullar1 ile gaz basinci igin baslangi¢ kosulunu birlikte saglanarak (1) ve (3) denklemleri (6)
denklemi ile birlikte, gaz sicakligi ve gaz basinci igin yinelemeli olarak ¢oziilebilir (kabarcik

cidar sicakligi, arayiiz kosullart g6z Oniinde bulundurularak sivi tarafinda 1si1l yaymim
denkleminin ¢dziimiinden elde edilecektir).

Ilk Yinelemeli Céziim: Biiyiime ve Biiziilme Esnasinda Birinci Mertebe Gaz Basinct Yasasi

[k yinelemede (6) denkleminde kabarcik duvarindaki gaz sicakliginin ikinci radyal tiirevinin
etkisi ihmal edilir; yani (6°T/0y?),-;~ =0 varsayim1 yapilir. Bu varsayim, gaz basinci denklemi
(3)’tin kabarcik igindeki sicaklik alani denklemi (1)’den dekuple olmasini saglar. Cidardaki
sicaklik gradyani c(t)’nin ilk yinelemeli yaklagimi (3) denkleminde yerine koyularak ve
integre edilerek, kabarcigin biiylimesi ve biiziilmesi esnasinda gaz basinci yasasi igin ilk

yaklagim
\F 3K
—p| YR A (7)
P p‘{ R J - (37-1)

bi¢iminde elde edilir. Burada p; kabarcigin baslangi¢ dengesinden elde edilen baslangi¢ gaz
basincidir ve k bir politropik lisdiir. (7) denklemi ile verilen gaz basinci yasasinin y=1 ve
Tr=1 iken essicaklik yasasina, kabarcik duvar sicakhigi Tr= (p/pi)""" izentropik bagintiy1
sagladiginda adyabatik yasaya indirgendigi gosterilebilir. Sivi i¢indeki sicaklik dagiliminin
ince smir tabaka yaklagimindaki ¢oziimiinden, normalize edilmis kabarcik cidar sicakligr 7r
igin Plesset-Zwick [12] ifadesi bulunur.
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AKUSTIK KAVITASYON KABARCIKLARI ICIN SONUCLAR

Bu boliimde akustik kavitasyon (gaz-buhar) kabarciklari géz oOniline alinmaktadir. Burada
kabarcik icindeki basing, kismi buhar basinci ve kismi gaz basincinin toplami olarak alinmis
olup ilk yinelemeli yaklasim normalize formda

p=pv+pi[£J : )

olarak yazilabilir. Buhar-gaz kabarciginin kabarcik cidarindaki 1s1 akisi i¢in arayiiz kosulu
kullanilarak ve sivinin 1s1l iletkenliginin gaz-buhar karisimininkinden ¢ok daha biiyiik oldugu
varsayilarak, kabarcik cidarindaki faz degisiminin sivi tarafinda daha baskin oldugu
diistintilebilir. Bu durumda sivi tarafindaki kabarcik duvar sicakligi i¢in Plesset-Zwick
¢cOzUimii

T.()=1-B[ RENRIAS) . 9)
o R ()de]
4

bulunur. Burada B

5= Tl'(_:’ [&j }?O, 12 (10)
0%p, P, (7{90!/)

ifadesiyle tanimlanan boyutsuz bir sabiti, L' yogusma 1sisin1, p, doymus buhar yogunlugunu,
p; svi yogunlugunu, «; sivimin isil yaymim katsayisini ve €, sivinin zgiil 1sisin

gostermektedir. (7)-(10) denklem sistemini kapatmak i¢in kiiresel kabarcigin Rayleigh-Plesset
denkleminde, gaz basinci i¢in (8) denklemindeki birinci mertebe gaz basinci yasasini,
tetikleyici normalize akustik basing p_ (t) igin de

P, (t)= -0.25[1-cos(%)] © 0<t<500 (12)

ifadesini  kullanacagiz. Uygulamalarda 7,'=20°C sicakligindaki suda, su-buhar/hava
kabarciklariin akustik kavitasyonunu goéz Oniine alacagiz. (11) denklemi ile wverilen
tetikleyici normalize akustik basing altinda doymus buhar basinci p,’=0.0234 bar, yiizey
gerilim katsayis1 $'=0.071 N/m, suyun viskozitesi u,'=10" kg/m-s, kavitasyon sayisi ¢ = 0.492,
baslangic denge kabarcik yarigcapt Ry’=100 um ve karakteristik zaman ©'= 10° s olarak
alinmaktadir. Rayleigh-Plesset denklemi, birinci mertebe gaz basing yasasit ve Simpson 3/8
sayisal integrasyon kurali ile hesaplanan (9) denkleminin ¢ozlimii ile birlikte Runge-Kutta-
Fehlberg yontemi kullanilarak integre edilmistir. Sekil 1(a) birinci mertebe gaz basinci yasasi
kullanilarak bulunan kabarcik yarigapinin zamanla degisiminin, gaz basinci igin klasik
essicaklik ve adyabatik yasalarla hesaplanan sonuclariyla karsilagtirmasini gostermektedir.
Kabarcik yarigapinin farkedilebilir bir 1s1l soniim etkisi ile egsicaklik yasasiyla bulunandan
daha biiyiik degerlere ulastig1 goriilmektedir. Sekil 1(b) ise kabarcik cidar sicakliginin birinci
sonlim periyodu boyunca zamana gore detayli degisimini gostermektedir. Bu durumda
kabarcik cidarmin mutlak gaz sicakligi, sivinin mutlak sicaklifinin yirmi ii¢ katina kadar
cikmaktadir.
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(b)

Sekil 1. (a) (8) denklemi ile verilen birinci mertebe gaz basinci yasasi (kirmizi diiz ¢izgi),
essicaklik yasasi (siyah kesik ¢izgi) ve adyabatik yasa (mavi noktali kesik ¢izgi) kullanilarak
su iginde baslangi¢ denge yarigapt Ro'=100 um, kavitasyon sayisi ¢ = 0.492 olan su-su
buhari/hava kabarcigi normalize yarigapinin, (11) denklemi ile verilen akustik basing sinyali
altinda zamanla degisiminin karsilastirlmasi, (b) normalize kabarcik cidar sicakliginin ilk
biiziilme esnasinda zamanla detayli degisimi.
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