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ÖZET 

Bu çalışmada, rijit dairesel bir panç aracılığı ile P  tekil yükü ve simetrik olarak etkiyen 
yayılı bir yük ile yüklenen, iki elastik çeyrek düzlem üzerine oturan, elastik bir tabakanın 
sürtünmesiz ve ayrılmalı temas problemi elastisite teorisine göre incelenmiştir. Problem 
integral dönüşüm teknikleri ve sınır şartları kullanılarak iki adet integral denklemden 
oluşan bir integral denklem sistemine indirgenmiştir. İntegral denklem sistemini Gauss-
Jacobi integral formülasyonu kullanılarak çözülmüş ve Matlab yardımıyla yazılan bir 
program yardımıyla sayısal sonuçlar elde edilmiştir. Çalışmada panç-tabaka ve tabaka-
çeyrek düzlem arasındaki temas mesafelerinin ve bu temas yüzeyleri boyunca oluşacak 
temas gerilmesi dağılımlarının farklı yükleme durumları için değişimleri incelenmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Ayrılmalı temas problemi, çeyrek düzlem, tekil integral denklem, 
Gauss-Jacobi İntegral formülasyonu 

GİRİŞ 

Çoğu yapıların ve mekanik sistemlerin elemanları birbirleri ile temas halindedir. Bu 
temasınn karakteri, cisimlerin gerilmeleri birbirlerine iletiş şekilleri, temas halindeki 
cisimlerde meydana gelen şekil değiştirmeler, temas uzunlukları ve temas bölgesindeki 
temas gerilmesi dağılımı yapının davranışında önemli rol oynamaktadır [1]. 

Temas mekaniği konusuna Heinrich Hertz tarafından 1882 yılında yazılan “On the Contact 
of Elastic Solids” adlı makaleyle girildiği söylenebilir [2]. Kompleks değişkenler 
metodunun Muskhelishvili tarafından geliştirilmesi ve Sneddon’ un integral dönüşüm 
tekniklerini elastisite teorisinde kullanması ile beraber temas problemleri üzerine yapılan 
çalışmalarda bir artış gözlenmiştir.  

Zemin üzerine oturan elastik bir tabaka ilk kez 1867 yılında Winkler tarafından ele 
alınmıştır [3]. Erdoğan [4], potansiyel teori ve katı cisim mekaniğinin karışık sınır değer 
problemlerinde çok sık rastlanan tekil integral denklem takımlarının çözümü için bir 
yöntem geliştirmiştir. Bu yöntem pek çok araştırmacı tarafından çoğunlukla çatlak ve 
temas problemlerine uygulanmıştır. Erdoğan ve Ratwani [5], iki elastik çeyrek düzlem 
üzerine oturtulmuş ve üzerine baskı uygulanan elastik bir tabakanın sürtünmesiz temas 
problemini incelemişlerdir. Tabaka için Fourier dönüşümlerinin ve çeyrek düzlemler için 
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Mellin dönüşümünün kullanıldığı problem, bilinmeyen olarak temas gerilmelerinin alındığı 
genelleştirilmiş Cauchy tipi integral denkleme dönüştürülmüştür. Aksoğan vd [6,7], iki 
elastik çeyrek düzlem üzerine oturtulmuş elastik bir tabakanın sürtünmesiz temas 
problemini simetrik ve simetrik olmayan yükleme durumları için incelemişlerdir. 
Çakıroğlu [8], rijit bir panç ile bastırılan ve iki çeyrek düzlem üzerine oturan elastik bir 
tabakanın temas problemini incelemiştir.  

Yapılan bu çalışmalara bakıldığında [5-8], elastik tabakaya sadece panç veya sadece yayılı 
yükten oluşan baskılar yapılmaktadır. Bu çalışmada panç ve yayılı yükün etkisi beraber 
incelenmiş ve faklı yükleme durumları için sayısal sonuçlar tablolar ve grafikler 
yardımıyla verilmiştir. 

TEMAS PROBLEMİ 

Bu çalışmada, iki elastik çeyrek sonsuz düzlem üzerine oturan, homojen, izotrop bir 
tabakanın sürtünmesiz ve ayrılmalı temas problemi elastisite teorisine göre incelenmiştir. 
Tabaka simetrik olacak şekilde üstten dairesel rijit bir panç ile iletilen tekil bir yük ve iki 
sabit yayılı yük ile bastırılmaktadır. Tekil yük 0x   noktasında ve yayılı yükler ise 

1 2( , )d d  ve 2 1( , )d d   aralıklarında etkimektedir. Tabaka ile panç ( , )a a   aralığında ve 

tabaka ile çeyrek düzlemler 0 0( , )c c c c   ve 0 0( , )c c c c      aralıklarında temas 

halindedir. Problemde kütle kuvvetleri ve sürtünme ihmal edilmiştir.  

Tabaka x ekseni boyunca ( , )   aralığında uzanmaktadır. Çeyrek düzlemler ise ( , )f   
ve ( , )f   aralıklarında uzanmaktadır. Problem y eksenine göre simetrik olduğundan 
hesapların (0,+∞) aralığında yapılması yeterlidir. Problem düzlem hal için 
inceleneceğinden z ekseni doğrultusundaki kalınlık birim olarak alınmıştır. 

 

Şekil 1.  Rijit bir panç ve simetrik olarak etkiyen yayılı yükler ile bastırılan ve iki 
çeyrek düzlem üzerine oturan elastik tabaka 
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 ,u x y  ve  ,v x y  yer değiştirme bileşenlerini,  ,x x y ,  ,y x y  ve  ,xy x y  de 

gerilme bileşenlerini göstermek üzere tabaka ile ilgili sınır şartları aşağıdaki gibi 
yazılabilir. 
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Polar koordinatlarda  ,ru r   ve  ,u r   yer değiştirme bileşenlerini,  ,r r  ,  ,r   

ve  ,r r   de gerilme bileşenlerini göstermek üzere çeyrek düzlem için sınır şartları 

aşağıdaki gibi yazılabilir. 
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Burada q  yayılı yükün şiddetini, ( )f x  panç şekil fonksiyonunu x 'e göre türevini 

göstermektedir. 1( )p x  tabaka-panç, 2( )p x  ve 2 ( )p r  tabaka-çeyrek düzlem temas yüzeyleri 

boyunca meydana gelen gerilmeleri göstermektedir.  

Probleme ilişkin dairesel panç için şekil fonksiyonu: 
2 2 0.5( ) ( )F x R h R x       (3.1) 

ve bu fonksiyonun x’e göre türevi ise 

2 2 0.5
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F x x
f x R x

x R x R
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olarak ifade edilebilirler. Bu ifadelerde geçen   simetri ekseninde tabakada oluşan en 
büyük yer değiştirmeyi, R  dairesel pançın yarıçapını ve h  ise tabaka kalınlığını 
göstermektedir.  

Gerilme ve yer değiştirme bileşenlerinin genel ifadeleri tabaka için Fourier integral 
dönüşümü ve çeyrek düzlem için ise Mellin integral dönüşümü kullanılarak elde edilmiştir. 
Elde edilen bu denklemlere problemin sınır şartları uygulanarak tabaka ve çeyrek düzlem 
için ayrı ayrı dört bilinmeyenli dört denklem elde edilmiş ve bu ifadelerdeki bilinmeyen 
katsayılar bulunmuştur. Elde edilen bu katsayılarda temas yüzeyleri boyunca oluşan 
gerilme fonksiyonları 1( )p x  ve 2( )p x  bilinmeyenler olup şu şekilde tanımlanmışlardır. 

1 1 1 1 1 1

0 0

( ) ( ) cos ( ) cos
a

p p x xdx p t t dt  


    (4.1) 

0

0

2 2 2 2 2 2

0

( ) ( ) cos ( ) cos
c c

c c

p p x xdx p t t dt  




    (4.2) 

Panç ile tabaka arasındaki temas yüzeyi boyunca boyunca tabakanın düşey yer değiştirme 
fonksiyonunun türevinin, panç profilini tanımlayan fonksiyonun türevine eşit olması sınır 
şartı kullanılarak ve x  yerine 1x  değişken dönüşümü yapılarak problemin birinci tekil 

integral denklemi elde edilmiştir. Tabaka ile çeyrek düzlem arasındaki temas mesafesi 
boyunca tabakanın düşey yer değiştirme fonksiyonunun türevinin, çeyrek düzlemin düşey 
yer değiştirme fonksiyonunun türevine eşit olması şartı kullanılarak ve x  yerine 2x  

değişken dönüşümü yapılarak problemin ikinci tekil integral denklemi elde edilmiştir. Elde 
edilen bu denklemlerin sayısal çözümünün yapabilmesi için denklemler aşağıda verilen 
boyutsuz büyüklükler kullanılarak boyutsuzlaştırılmışlardır.  

1 1t ar    1 1x as    (5.1) 

2 2 0t cr c    2 2 0x cs c    (5.2) 

z h    (5.3) 

1 1 1 1( ) ( )
h

r p t
P

     2 2 2 2( ) ( )
h

r p t
P

   (5.4) 

Bu integral denklem sistemin sayısal çözümü Gauss-Jacobi İntegral formülasyonu ile 
yapılmıştır (Erdoğan ve Gupta, 1972). İntegral denklemlerin çözümü: 

( ) ( ) ( )r w r g r    1 1r    (6.1) 

( ) (1 ) (1 )w r r r       (6.2) 

şeklinde aranmıştır. Burada geçen ( )r  ifadesi boyutsuz gerilme dağılımlarını 
göstemektedir. Gerilmeler için tanımlanan bu ifadeler boyutsuzlaştırılmış integral 
denklemlerde yerlerine yazılırsa, temas gerilmelerinin bilinmeyen olduğu aşağıdaki 
denklem takımı elde edilebilir. 
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şeklindedir. Bu ifadelerde geçen ( , )P    fonksiyonu Jacobi Polinomlarını,   ifadesi ise 
Gamma Fonksiyonunu göstermektedir. 2ir  ve 2ks  değerleri, ilgili Jacobi Polinomlarının 

kökleridir. Bu denklemlerde geçen 1 1( )ig r  ve 2 2( )ig r  ifadeleri bilinmeyen olup toplamda 

2N  tanedir. İntegral denklem sisteminden 2 1N   tane denklemden oluşan bir lineer 
denklem sitemi elde edilmektedir. Problem sürtünmesiz olduğundan birinci integral 
denklemden gelen 1 0ks   için yazılan / 2 1N   nolu denklem uygunluk şartına karşılık 

gelip otomatik olarak sağlanmaktadır. Bu denklem, denklem sisteminden çıkartıldığında 
2N  bilinmeyenli 2N  denklemden oluşan bir lineer denklem sistemi elde edilir.  Denklem 
sisteminin çözülmesi ile elde edilen gerilme değerlerinin ve seçilen temas mesafelerinin 
aşağıda verilen probleme ait boyutsuz denge şartlarını sağlaması gerekir. 

1 1 1 1
1

( ) ( ) 1
N

i i i
i

a
W r g r

h 

 (12.1) (12.1) 

2 2 2 2
1

( ) ( ) 0,5
N

i i i

c Q
W r g r

h P
     (12.2) 

Doğru temas gerilmeleri için denge şartları sağlatılana kadar probleme interpolasyon ile 
çözüm aranır. Problemin çözümünde önce ilk temas mesafeleri tahmin edilir ve lineer 
denklem sisteminin çözümünden 1 1( )ig r  ve 2 2( )ig r  değerleri hesaplanır. Elde edilen 

değerler denge şartlarında yerine yazılarak eşitlik kontrol edilir. Eşitlik istenilen hassasiyet 
ile sağlanmıyorsa, temas mesafeleri için yeni değerler belirlenir ve problem tekrar çözülür. 
Hassasiyet sağlanıyorsa problemin çözümü elde edilmiş olur ve temas mesafeleri ve temas 
yüzeyi boyunca gerilme dağılımları belirlenmiş olur. 

SAYISAL SONUÇLAR 

 Problemin sayısal çözümü için Matlab ile hazırlanmış bir program kullanılmıştır. Sayısal 
sonuçlar elde edilirken tabaka yüksekliği h  ve tabakanın kayma modülü 1G  sabit 
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tutulmuştur. Hassasiyetler ise 0,0001 olarak seçilmiştir. Sayısal sonuçlar elde edilirken 
yirmi nokta ( 20N  ) kullanılarak çözüm aranmıştır. 

Tabaka-panç boyutsuz gerilme dağılımı x eksenine göre simetrik bir dağılım 
gösterdiğinden, grafiklerde sadece 0x   için değerler verilmiştir.Sayısal örneklerde geçen 
Q  ifadesi sisteme etkiyen yayılı yükün toplam şiddetini göstermektedir. Tablo 1’ tabaka-
panç ve tabaka-çeyrek düzlem arasındaki yarı temas uzunluklarının tabaka yüksekliğine 
oranlarının ( / , / )a h c h  değişen  1 / ( / )G P h  oranı ve yük oranı ( / )Q P   durumlarına göre 

değişimi verilmiştir. Şekil 2.a’da tabaka-panç temas yüzeyi boyunca boyutsuz gerilme 
dağılışının grafiği sabit bir 1 / ( / )G P h  oranı ve faklı ( / )Q P oranları için gösterilmiştir. 

Şekil 2.b’de ise tabaka-çeyrek düzlem temas yüzeyi boyunca boyutsuz gerilme dağılışının 
grafiği sabit bir 1 / ( / )G P h  oranı ve faklı ( / )Q P oranları için gösterilmiştir.  

Tablo 1.   Yarı temas uzunluklarının tabaka yüksekliğine oranlarının ( / , / )a h c h   farklı 

1 / ( / )G P h  ve /Q P  oranlarına göre değişimi ( 1 2/ 2G G  , 1 2 2   , / 250R h  , 

1 / 1.0d h  , 2 / 2.0d h  , / 1.0f h  ) 

 Q

P
 1 / ( / )G P h

1000 1500 2000 3000 5000 10000

/a h  

0,00 0,4820 0,3489 0,2852 0,2204 0,1638 0,1124

0,50 0,4654 0,3409 0,2803 0,2182 0,1631 0,1123

2,00 0,4952 0,3531 0,2857 0,2212 0,1650 0,1132

10,00 0,6952 0,4900 0,3459 0,2422 0,1770 0,1187

/c h  

0,00 0,1716 0,1684 0,1671 0,1663 0,1656 0,1645

0,50 0,4209 0,4176 0,4164 0,4152 0,4141 0,4125

2,00 0,6278 0,6269 0,6268 0,6242 0,6247 0,6247

10,00 0,7192 0,7178 0,7177 0,7173 0,7173 0,7181

Tablo 1 incelendiğinde tabaka-panç arası yarı temas uzunluğunun ( / )a h , 1 / ( / )G P h  

oranının artması ile parabolik olarak sıfıra yaklaştığı görülmektedir. Yük oranının sıfırdan 
artmaya başlaması ile temas uzunluğu azalmaya başlamakta ve / 0.5Q P   için minimum 
değerine yaklaşmaktadır. Bu noktadan sonra yük oranında meydana gelen artış ile temas 
uzunluğunun da arttığı gözlenmektedir. Çeyrek düzlem-tabaka yarı temas uzunluğunun 
( / )c h  yük oranı ( / )Q P  ile parabolik olarak arttığı ve yaklaşık olarak 0,72 değerine 

yakınsadığı görülmektedir. 1 / ( / )G P h  oranının artması ile temas uzunluğunda değişimler 

gözlemlense de bu değişimlerin çok küçük olduğu görülmektedir. Şekil 2.a incelendiğinde, 
grafiklerin tepe noktalarında yarı temas uzunluğunun en az olduğu 0.5Q P  yükleme 
durumu için en büyük boyutsuz gerilme şiddetinin, en fazla olduğu 2Q P  için ise en 
küçük boyutsuz gerilme şiddetinin elde edildiği görülmektedir. Şekil 2.b' de görüldüğü gibi 
çeyrek düzlemin köşesine yaklaştıkça ve yük oranı ( / )Q P  arttıkça gerilme şiddetleri de 
artmaktadır. 
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Tablo 2’de tabaka-panç ve tabaka-çeyrek düzlem arasındaki yarı temas uzunluklarının 
tabaka yüksekliğine oranlarının ( / , / )a h c h   değişen 1 / ( / )G P h  oranı ve yayılı yükün 

etkimeye başlama mesafesinin tabaka yüksekliğine oranı ( 1 /d h ) için değişimi verilmiştir. 

 

Şekil 2.  Temas yüzeyleri boyunca farklı /Q P  oranları için boyutsuz temas gerilme 

dağılımları ( 1 / ( / ) 1000G P h  , 1 2/ 2G G  , 1 2 2   , / 250R h  , 1 / 1.0d h  , 

2 / 2.0d h  ) 

Tablodaki bu değerler elde edilirken yayılı yükün genliğinin tabaka yüksekliğine oranı 
0, 25  değerinde sabit tutulmuştur. Şekil 3.a’ da tabaka-panç temas yüzeyi boyunca 

boyutsuz gerilme dağılışının grafiği sabit bir 1 / ( / )G P h  oranı ve farklı ( 1 /d h ) oranları 

için gösterilmiştir. Şekil 3.b’ de ise tabaka-çeyrek düzlem temas yüzeyi boyunca boyutsuz 
gerilme dağılışının grafiği sabit bir 1 / ( / )G P h  oranı ve farklı ( 1 /d h ) oranları için 

gösterilmiştir. Tablo 2 incelendiğinde tabaka-panç yarı temas uzunluğunun ( / )a h  yayılı 

yükün uygulama başlama mesafesinin 1( / )d h  artması ile parabolik olarak azalıp sabit bir 

değere yaklaştığı ve 1 / ( / )G P h  oranının artması ile temas uzunluğunun da daha küçük bir 

değere yakınsadığı görülmektedir. Çeyrek düzlem-tabaka yarı temas uzunluğunun ( / )c h  

yayılı yükün etkime başlama mesafesinin 1( / )d h  artması ile parabolik olarak arttığı 

gözlenmektedir. 1 / ( / )G P h  oranının artması ile yarı temas uzunluğunda değişimler 

gözlemlense de bu değişimlerin çok küçük olduğu görülmektedir. Şekil 3.a incelendiğinde, 
yayılı yükün etkimeye başlama mesafesi arttıkça en büyük boyutsuz temas gerilmelerinin 
de arttığı gözlenmektedir. Şekil 3.b incelendiğinde, yayılı yük etkimeye başlama mesafesi 
arttıkça en büyük boyutsuz temas gerilmelerinin ve gerilme değişimlerinin azaldığı 
görülmektedir. Yayılı yükün etkime başlama noktası çeyrek düzlem üzerinde ilerledikçe 
yayılı yükün altında kalan temas yüzeyindeki gerilme dağılımına etkisi 
belirginleşmektedir. 
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Tablo 2.   Yarı temas uzunluklarının tabaka yüksekliğine oranlarının ( / , / )a h c h   farklı 

1 / ( / )G P h  ve 1( / )d h  oranlarına göre değişimi ( / 0.5Q P  , 1 2 2   , 1 2/ 2G G  , 

/ 250R h  , 2 1/ / 0.25d h d h  , / 1.0f h  ) 

 
1d

h
 

1 / ( / )G P h  

1000 1500 2000 3000 5000 10000 

/a h  

0,75 0,5312 0,3738 0,2993 0,2271 0,1666 0,1133 

1,00 0,5045 0,3592 0,2910 0,2231 0,1649 0,1128 

1,50 0,4555 0,3373 0,2786 0,2172 0,1629 0,1120 

2,25 0,4403 0,3305 0,2746 0,2153 0,1616 0,1117 

/c h  

0,75 0,2222 0,2187 0,2181 0,2175 0,2164 0,2163 

1,00 0,2713 0,2668 0,2661 0,2656 0,2646 0,2644 

1,50 0,4694 0,4663 0,4638 0,4644 0,4140 0,4600 

2,25 0,9990 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

 

Şekil 3.  Temas yüzeyleri farklı 1 /d h  oranları için boyutsuz temas gerilme 

dağılımları ( / 0.5Q P  , 1 / ( / ) 1000G P h  , 1 2 2   , 1 2/ 2G G  , / 250R h  ,  

2 1/ / 0.25d h d h  ) 

Tablo3'de tabaka-panç ve tabaka-çeyrek düzlem arasındaki yarı temas uzunluklarının 
tabaka yüksekliğine oranlarının ( / , / )a h c h  değişen 1 / ( / )G P h  oranı ve yayılı yükün 

etkime bitiş mesafesinin tabaka yüksekliğine oranı ( 2 /d h) için değişimi verilmiştir. 

Tablodaki bu değerler elde edilirken yayılı yükün uygulama başlama mesafesi 0,75 
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değerinde sabit tutulmuştur. Yani yayılı yükün genliğinin 2 1( )d d  değişimi incelenmiştir. 

Şekil 4.a’ da tabaka-panç temas yüzeyi boyunca boyutsuz gerilme dağılışının grafiği sabit 
bir 1 / ( / )G P h  oranı ve farklı ( 2 /d h ) oranları için gösterilmiştir. Şekil 4.b’ de ise tabaka-

çeyrek düzlem temas yüzeyi boyunca boyutsuz gerilme dağılışının grafiği sabit bir 

1 / ( / )G P h  oranı ve farklı ( 2 /d h ) oranları için gösterilmiştir.   

Tablo 3.   Yarı temas uzunluklarının tabaka yüksekliğine oranlarının ( / , / )a h c h  farklı 

1 / ( / )G P h  ve 2( / )d h  oranlarına göre değişimi ( / 0.5Q P  , 1 2 2   , 1 2/ 2G G  , 

/ 250R h  ,  1 / 0.75d h  , / 1.0f h  ) 

 
2d

h
 

1 / ( / )G P h  

1000 1500 2000 3000 5000 10000 

/a h  

1,00 0,5314 0,3738 0,2994 0,2271 0,1665 0,1133 

1,25 0,5156 0,3659 0,2949 0,2250 0,1657 0,1130 

1,75 0,4858 0,3514 0,2867 0,2212 0,1641 0,1125 

2,75 0,4523 0,3362 0,2779 0,2170 0,1623 0,1119 

/c h  

1,00 0,2220 0,2188 0,2176 0,2169 0,2166 0,2161 

1,25 0,2428 0,2420 0,2411 0,2399 0,2395 0,2384 

1,75 0,3181 0,3142 0,3129 0,3116 0,3103 0,3100 

2,75 0,6644 0,6594 0,6613 0,6600 0,6600 0,6600 

 

Şekil 4.  Temas yüzeyleri boyunca farklı 2 /d h  oranları için boyutsuz temas gerilme 

dağılımları ( / 0.5Q P  , 1 2 2   , 1 2/ 2G G  , / 250R h  ,  1 / 0.75d h  , / 1.0f h  )   
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Tablo 3 incelendiğinde tabaka-panç yarı temas uzunluğunun ( / )a h  yayılı yükün uygulama 

bitiş mesafesinin 2( / )d h  artması ile parabolik olarak azaldığı ve 1 / ( / )G P h  oranının 

artması ile parabolik olarak sıfıra yaklaştığı görülmektedir. Çeyrek düzlem-tabaka yarı 
temas uzunluğunun ( / )c h  yayılı yükün etkime bitiş mesafesinin 2( / )d h  artması ile 

parabolik olarak arttığı görülmüştür. 1 / ( / )G P h  oranının artması ile yarı temas 

uzunluğunda değişimler gözlemlense de bu değişimlerin çok küçük olduğu görülmektedir. 
Şekil 4.a incelendiğinde, yayılı yük etkime bitiş mesafesi arttıkça en büyük boyutsuz temas 
gerilmelerinin de arttığı görülmektedir. Şekil 4.b'de görüldüğü gibi, yayılı yükün etkime 
bitiş mesafesi arttıkça en büyük boyutsuz temas gerilmeleri ve gerilme değişimleri 
azalmaktadır. 
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