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OZET

Ug bolimden olusan bu tezde tekillik analizi ile onun tam ve kismi integre
edilebilirlikle olan ilgisi incelenmigtir.

Biz oncelikle integre edilebilirligin ¢ degisik anlanum ifade ettik:

1. Sistemlerin kuadratiirlerle ¢oziilebilirligi,

2. Hareket denklemlerinin giizel Ozelliklerinden dolay: integre edilebilir olduklan
kabul edilen lineeer denklem sistemlerne indirgenebilirligi

3. Sistemlerin integro-differansiyel denklemlere indirgenerek lineerlestirilebilirlikleri
nedeniyle integre edilebilirlikleri.

1. Bolim'de cebirsel integre edilebilirlik kavrami, Yoshida’nin “Integre edilebilir
sistemler i¢in Kowalevski tissii kompleks veya irrasyonel olmamalidir.” tanim altinda
agiklandi. Tam integre edilebilirligin hareketin kompleks analitik integrallerinin yeterli
sayida var olmasi demek oldugu, tam olmayan integre edilebilirliklerin kismi ve kisith
integre edilebilirlik adi altinda yeterli sayida integralin olmamast ve belli sartlar altida
integre edilebilirlifin ger¢eklesmesi olarak agiklandi.

2. Bolum igerisinde; Tekillik (Painlevé) analizinden faydalamilarak ADD’ler ve
KDD’lerin integre edilebiliriligi arastirildi. Bunlann incelenmesinde kullamlan ARS
Algoritmasi ve Weiss Metodu sunularak érnekler verildi.

3. Bolim'de de Ziglin Teoremi'ne dayamilarak birkag sistem igin integrallerin var
olmadigi ispatlandi. Ziglin yaklagtminin lineer olmayan agilimiyla integre edilemezlik
kriteri olarak “goklu-Painlevé” sunuldu. Bu pratik metodun agiklanmast i¢in bazi
uygulamalar yapildi.

vi



SUMMARY

SINGULARITY ANALYSIS AND INTEGRABILITY OF THE ORDINARY AND
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

This thesis work reviews papers which illustrate the connection between integrability
and the singularity structure of the solutions of nonlinear dynamical systems.

In the first section we have attempted to classify various aspects of integrability. We
have distinguished three different situations.

a) The system can be solved by quadratures. For instances, the two dimensional Ha-
miltonian system

H= I/Z(pxz +py‘7)+F(p)+G(¢)/P2,

where p = (x“’ +y° ) and ¢ =arctan(y/x) has the second integral

I= (xpy —ypx)2 +2G(g).

This allows the equations of motion to be reduced first to a quadrature for p:

p’=2H,-2F(p)-1,/p’,

where Hy and I, are the conserved values of H and I respectively. Once p(t) is
obtained from above, the equation for ¢ can also be reduced to a quadrature:

dle) ¢ dt
J f P

JI, -2G(p)

b) The equations of motion can be reduced to a system of linear equations which are

considered to be integrable because of their nice properties. In fact their solutions can

be superimposed linearly and there exist global representations for them in terms of

contour integrals. The simplest example is that of the well known Riccati equation:
x=a(t)x’ +b(t)x+c(t)

which linearizes to

vii



j}+(g—b)j/+acy:0
a

through the transformation

Some PDE’s are also integrable through linearization, Burger’s equation being the
archetype:

ut+”xx+2uux:0.

The Cole-Hopf transformation

UH=v,/v

reduces its solution to that of the heat equation:
Vi+ v, = 0.

c) The system can be linearized in terms of integro-differential equations. This is, for
example, the case of the Painlevé transcendantal equations.

There exist several types of integrability. These are:

1. Complete integrability means that complex analytic integrals of motion exist in
sufficient number. For a system of N first order autonomous ordinary differential
equations (ODE), sufficient number means N-1 time independent invariants
(whereupon the system can be reduced to a single quadrature).

2. Algebraic integrability is investigated as a restricted notion of integrability by H.
Yoshida and he introduced the necessary conditions for algebraic integrability: No
Kowalevski exponent be irrational or complex. The extension of those results to
Hamiltonian systems is not straightforward as shown by M. Kummer, R. Churchill,
and D. Rod.

3. One possible form of partial integrability is to have an insufficient number of
integrals of motion. Partial integrability can also be associated with the existence of
integrals of inadequate form. For a system of N first order differential equations the
existence of N-1 time-dependent first integrals is not sufficient for complete
integrability. Another type of integrability is “constrained” integrability. One well-
known example is the fixed-energy integrability of Hamiltonian systems.

There are two types of singularities: the ones termed fixed, because their location is

determined by the equation itself, and those called movable, the location of which
depends on the initial conditions. Linear equations can only have fixed singularities.
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Nonlinear equations can have both fixed and movable singularties. It was Painleve
who first sought to determine all first order ODE’s.

w=f(z,w),

with f irrational in w and analytic in z, the only movable singularities of which are
poles.The idea was that equations having this so called Painlevé property might be
easier to integrate or solve analytically.

At the second, in a remarkable series of papers Painleve and his co-workers
performed an exhaustive singularity analysis of all ODE’s of the form

w"'=F(z,w,w"),

with F rational in w', algebraic in w and analytic in z, the critical points (branch points
and essantial singularities) of which are fixed. In other words, they were able to
identfy all such equations, the only movable singularities of which are poles. Forty
four of these equations were shown to be integrable in terms of elementary functions,
by quadratures, or by linearization. For the remaining six equations, new
tanscendantal functions had to be introduced.

The ARS algorithm was originally developed in order to determine whether a
nonlinear ODE admits movable branch points, either algebraic or logarithmic. It is
important to keep in mind that this algorithm provides a necessary condition for the
absence of such movable branch points. Thus, the occurrence of movable essential

singularities cannot be detected by this procedure. Ars conjecture says that a system
of ODE’s

w, =F (W, W,y W.iZ), i=1,....n

satisfies the necessary conditions for the Painlevé property, if its solutions can be
expanded in pure Laurent series near every one of their movable singularities at z=z.
In other words, following the ARS algorithm we must come across no algebraic
branch points and no logarithmic singularities.

Every ordinary differential equation obtained by an exact reduction of a nonlinear
partial differential equation solvable by IST method, has the Painlevé Property.Of
course, transformations of variables are allowed and a given equation may pass the
test only after some transformations. This conjecture, therefore, would provide a
necessary condition for the integrability of a given partial differential equation.

To apply the conjecture one needs two different ingredients: first a method to obtain
all reductions of a given PDE and second a method to test a given ODE for the
Painleve property. Sometimes however, all the reductions one can find too trivial to
yield an interesting information. Fortunately Weiss and collaborators made a major
progress by doing away with reduction and introducing the Painlevé property for the
PDE’s themselves. In fact, according to Weiss, a PDE will possess the Painlevé
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property if its solutions are single-valued about any singular manifold ¢(z;,2,........ Zn)
which is noncharacteristic. Weiss presents singular manifold method which tests the
Painlevé property.

“To verify if a PDE has the Painlevé property we expand a solution of a nonlinear

PDE about a movable, singular manifold ¢(z,,z,,........ ,z,) =0 . Let u=u(z,,2,....%)
be a solution of the PDE and assume that

o0
u=¢*> u ¢’
7=0

where ¢ and

ui=ui(z1,2y, ... ,Zn)
are analytic functions of (zi,2,,........ ,Zo) in a neighborhood of manifold. Subtitution of
u into the PDE determines the possible values of p and defines the recursion relations
for u;, j=0,1,2,....... When p is a negative integer and u is valid and general expansion
about the manifold ¢(z,,z,,........ ,z,) =0, then the solution has single valued
representation about ¢(z,,z,,........ ,z,)=0. If this representation is valid for all

allowed singularity manifolds, then the PDE has the Painlevé property.

The singular manifold method can also be applied to ordinary differential equations.
For instance, Backlund transformation for the Henon-Heiles system

x, =—Ax — 2dxy
Ve =By +cy® —dx’

with d/c=-1/6 has the form

x=¢"x, +x

Y=9¢"y+ v+,

" 1
where Vo=—8' V=60, Y,= -15(42,—B—3V—3(¢ﬂ /¢,) and

1
X2 =W, x = _E(V’ IV +¢,!4)V"*. The variable V is
V={pt)+A
where

lV,2 Ly +(lB—2A +EA)V2 +(lBZ _2p W =0.
2 2 3 3 6 3



. . - . u
This defines V as a Weierstrass elliptic function and ¢ = —- , where u; ,u;
u,

are solutions of the linear equation
1
u, = _E(V + A .

In the third section using Ziglin theorem the nonexistence of interagls for some
equations is proved. Original form of the Ziglin's theorem was that: Suppose that a
given Hamiltonian H has N-1 analytic integrals, which are functionally independent
together with H, and moreover that there exists a non-resonant matrix M’
(Monodromy matrix). Then it is necessary that any other monodromy matrix M
either:

a)commutes with M or b) permutes the eigenspaces of M. In particular M' is also
non-resonant and it must also neccessarily commute with M.

The problem which arises at this point is that of the practical applicability of Ziglin’s
theorem. The knowledge of the monodromy matrices is neccassary.

Ziglin’s method is particularly useful in constructing proofs of nonintegrability. As in
the case of Ziglin, multivaluedness is incompatible with integrability unless the
“interaction” between singularities satisfies some communication properties. The
“poly-Painleve” criterion, consists in checking whether the “interaction” between two
of the system’s singularities leads to a multivaluedness of the “dense” type. The
method is asymptotic and a parameter € will be introduced, which may be taken
arbitrarly small. The main idea is the following : if one can show that the some
trajectory can be characterized by two values of an integration constant, which differ
by an additive quantity proportional to € (for some n), this will mean that the
integration constant, for this trajectory, is hopelessly (i.e.”densely”) multivalued.

We must point out that the “poly-Painlevé” criterion, although intuitively appealing in
its association of “dense” multivaluedness to non-integrability, does not yet constitute
a powerful algorithm



BOLUM 1

INTEGRE EDILEBILIRLIK KAVRAMI

1.1 GIRiS

Integre edilebilirlik kavrami dinamik sistemlerde siirekli kullamldigi halde, tek bir
tamm (izerinde birlesmek miimkiin olmuyor. Ik bakista diferansiyel denklem sistemleri
ile iligkili oldugu kamsim veriyor. Kuskusuz dinamik sistemler alam ¢ok genistir:
integral denklemler, fark denklemleri ve fonksiyonel denklemler, fiziksel fenomenleri
modellemede sik sik kullanilir.  Fakat biz burada differansiyel denklemlerle
tanumlanmig dinamik sistemler ve onlarin integre edilebilirlik sorunu ile ugrasacagiz.
Integre edilebilirlik kavrami, aslinda sadece bir vechesi olan ve bilinen fonksiyonlar
cinsinden ifade edilebilen bir ¢oziime sahip olma anlamina gelen ¢ozilebilirlikle
karigtirlmamalidir. Ancak “bilinen” fonksiyon olarak gozonine alinan seylerde

muazzam bir keyfilik oldugundan bu da kesin bir tamm degildir.

Bir fonksiyonun integre edilebilir olmasi i¢in integralinin (Riemann veya Lebesgue

anlaminda) var olmasi gerekir.

Omek: f(x) =x"ise



bu fonksiyonun integralidir.
Diferansiyel denklemlerin integre edilebilirligine gelince mesela ilk 6rnek olarak

Rikitake sisteminin basit bir halini alalim:

X =yz
y=-xz
Z=-x.

Sistemin ¢oziimleri elemanter fonksiyonlar cinsinden yazilamaz ancak parametresi

m = A?/p? olan eliptik fonsiyonlar tinsinden

x= A sn(p(t-,))
y=Acn(p(t-1,))

z=p dn(p((t-1,)).

seklinde verilir:

Ikinci 6rnek olarak

dx

& L&) (L1
adi differansiyel denklem sistemini alahm. Burada x=(x;,X2,....c....... Xn) V€
=>E 12, ,fa2) n boyutlu vektérlerdir. Eger dI/dt =I, + f. VI =0 ise I(x,t)

integraldir. Ornegin béyle tig tane integral I((x,t), J(x,t), K(x,t), bagimsiz olmasi igin



(le J"l le
Ixz sz K’Q

ranlJ. . . |1=3

olmas: gerekir ve yeter. Eger f(x,t) yeteri kadar diizgiin ise, (1.1) denklemi tam olarak

n-kath yerel integre edilebilir denir, giinkii bu durumda denklemin,

X0=(X1(O),X2(O), ............. ,Xn(O))

baglangig degeri olmak kaydiyla

x=X (X0 ,1) (1.2)

i

seklinde ¢oziimleri vardir. Boylece (1.2) ¢oziimii yerel olarak dyle dontstiirilebilir ki,
xo=X"(x1)

baslangig degeri (1.1) denkleminin bir integrali gibi alinabilir.

Uclinct 6rnegimiz de :

ax_

a Y

dy

D _ 5x-3 1.3
i (1.3)

sisteminin olsun. Bu sistemin ¢dziimii, baglangig degerleri x(0) = x o, ¥(0) =y o

oldugunda



x(t) = {x ¢ Cost +(2x ¢ -y, ) Sint }e * (1.4a)
y(t) = {y o Cost +(5%¢-2y)Sint }e™ (1.4b)

olarak alinabilir ki (1.3) sisteminin bir integrali buradan §éyle yazilabilir:

xo= {x (Cost - 2Smnt ) +ySin t }e*,
yo= {-5xSint + y(Cost + 2Sint)}e".

Eger bir adi diferansiyel denklem sistemi siirekli simetriye sahip ise, bu o6zelligi
denklem sisteminin bir integralini elde etmek igin kullamlabilir. Bu durumda aymt
simetriye sahip, yani déniigiim grubu altinda degismeyen I integrali arayabiliriz, veya
daha genel olarak I=sabit (ya da dI /dt = 0) denkleminin dénigim grubu altinda
degismez kalmasim isteriz. Mesela yukandaki otonom, 1. basamak (1.3) sistemi,
birinci basamaktan bir tek birinci basamak denklem halinde yazilabilir:

%= v (1.5)

y—x

Bu yiizden, (1.3)'in zamandan bagumsiz her integrali, (1.5)'in bir integrali olmak

zorundadir. (1.5)'i ¢bzersek

I=[y-x4)] " [y-x @+)]"”

elde ederiz. Bu, hareketin sabitlerinden biridir. Daha genel olarak,

Y _
=/



seklindeki n-katli otonom sistemin n-1 tane fonksiyonel bagimsiz, zamana bagl

olmayan integrali varsa, bu sistem integre edilebilirdir.

Sistemin ¢ozimiinin agik bilgisi ok yararh olmasina ragmen, ¢ogu zaman daha az ile
yetinmek zorunda kalinz. Gergekte, integre edilebilirliin temel faydalarindan biri,
sistemin uzun streli davraniglan hakkinda global bilgi elde etmemizi saglamasidir. Bu
is, korunmus, yani sistemin zaman igindeki evrimi sirasinda degigmeyen buytklukler
sayesinde olur. Bu yiizden integre edilebilirlik, "hareket sabitlerinin", "integrallerin"
ya da "degismezlerin" varhig: ile karakterize edilir. Omek olarak

H=1/2(p*+p°y)+y*+3/4x2y*>+x*/8 (1.6)

Hamilton sisteminin [1] iki tane hareket sabiti vardir. Bunlarn biri kendisi ve digeri de
I=p*+Bx2y*+x*2)p 20 ypapy +x* p*y 2+ (x* y* +xy? Va4 +x%/ 16
(LD

degismezidir. Integraller, hareket denklemlerinin indirgenmesinde kullanilir. Bilhassa
basit bir hal,

H =20 +V () (18)

bir boyutlu Hamilton sistemleridir. H, enerjisi, hareketinin ilk sabitidir ve bize

t—t,=| ; (1.9)



bu ikinci sabitini elde etme imkam verir. Ancak t, , Ho kadar kullanish degildir: to
elde etmek i¢in problemi ¢6zmek gerekiyor. Ayrica, enerji faz uzayinda yerel bir
fonksiyonu oldugu halde, t, sadece x’in degerine bagli degil, hemen her zaman

integrasyon yoluna da baghidir.

Kaynak [2]'de, integre edilebilirligin degisik yonleri siniflandirilmaya ¢aligilmusg. Burada

g farkll durum ayirt edilmis:

a) Sistem kuadratiirlerle ¢6zilebilir ([3]'de bu durum igin “agik integre edilebilir”
denmis). Ornek olarak, p= (xz +y’ ) ve @ =arctan(y/x) olmak tizere iki boyutlu

Hamilton sistemleri
H=1/2p} +p)+F(p)+G(o)/ p* (1.10)

iki boyutiu Hamilton sisteminin

2
I=xp,-yp,) +2G(p) (1.11)
seklinde bir ikinci integrale sahiptir. Bu integral, hareket denklemlerinin p cinsinden bir
Pt =2H,-2F(p)-1,/ p’ (1.12)

kuadratiire indirgenmesine izin verir, burada Hy ve I, sirasiyla H ve ’'mn  korunmus
degerleridir. p(t) (1.12) ‘dan elde edilir. ¢ denklemi de bir integral islemine

indirgenebilir:



Ao ___.[ & 1.13
e 7o (19

b) Hareket denklemleri, giizel 6zellikleri sebebiyle integre edilebilir olduklan diigiiniilen
lineer denklem sistemine indirgenebilir. Aslinda bunlann ¢6ziimleri lineer olarak
birbirine eklenebilir ve egrisel integraller cinsinden global temsilleri vardir. Bunun en

basit drnegi iyi bilinen

Xx=a(t)x’ +b(t)x+c(t) (1.14)

Riccati denklemidir. Bu denklem,
x=—2 (1.15)
ay

donistimuyle

. a4 .

y+(—=b)y+acy=20 (1.15)

a

seklinde lineerlestirilir. Bazz KDD’ler de lineerlestirilerek integre edilebilir. Boyle
denklemlerin en iyi bilineni

Ut T U+ 2uu, =0 (1.17)

Burgers denkleminin ¢oziimil,

u=vyg/v (1.18)



Cole-Hopf dontstimi ile

1s1 denkleminin ¢6ziimiine indirgenir.

c) Sistem integro-differansiyel denklemler cinsinden lineerlestirilebilir. Mesela Painlevé
transandant denklemleri igin durum boyledir [4]. Bunlann ikinci basamaktan alt1 tanesi
bilinmektedir. Fakat daha yiiksek mertebeden olanlan da tabii ki vardir. Bu alt1

Py, P2, Ps, Py, Ps, Ps Painlevé denklemi o, B, ¥ ve & keyfi sabitler olmak iizere
sunlardir;

2
df=6x2+t
dt
2
th:2x3+xt+a
d*x l(dx)z ldx 1, , , 6 (1.20)
=—| =] ———=—+=(ax*+ )+’ +—
& x\at) Tt & AT
2 2
isz -l—(—(éx—) £330 pan? +2(t* —a)x+—'8-
dt 2*\dt 2 X

d*x {1 1 jz ldx (x—-1) B p Sx(x+1)
ar ~\2x x—1\ar) “Ta P (a+x)+t+ x-1

d’x 1 {1 1 1 }(dx)z {1 1 1 dx) x(x~1)(x—17)
=\t ——+—— (| VTt
dt 2lx x-1 x—~t,\dt t t—1"x-tJ\dt t(t—l)

{(ng_ y(t-1) 51(1—1)}

xt (x-1)°  (x-1y



Daha yiiksek basamaktan transandant olmaya iyi bir aday, modifiye Korteweg -de
Vries ailesinden beginci basamaktan bir denklemin benzerlik indirgemesi olarak elde

edilen (bir kere integre edildikten sonra)
w” = 10w*w” + 10ww’ = 5w° —zw

denklemidir. Integro differansiyel denklemler aracihifiyla lineerlestirme KDD’lerde
gelistirilmis ters sagilim déntgiimi TSD'den esinlenilmigtir. Aslinda bu, KDD’lerin
integre edilebilirliginin altinda yatan temel mekanizmadir. Bu konu tzerine yapilan

caligmalar, dnemli sonuglarin elde edilmesine yol agmustir [5].

1.2. Tam Integre Edilebilirlik

Hareket integrallerinin varhigi manasina gelen integre edilebilirlik kavrami o kadar
muglaktir ki, nerdeyse yararsiz denilebilir. Bu yiizden, 6zellikle hareket denklemlerinin
¢oziimlerinin tekillik yapisi ve integre edilebilirlik arasindaki iligki hakkinda burada
yapacéglnnz caligmalarin 1g1ginda daha tutarlt bir tamum elde etmek i¢in, bu kavrami
biraz daha inceltmeliyiz. Tekillk analizinin kullamcilan integre edilebilirlikten,
fonksiyonel bagimsiz kompleks analitik hareket integrallerinin varhgm anltyorlar. Bu
sebeple bizim burada ilgilendigimiz integre edilebilirlik g¢egidi “kompleks analitik
integre edilebilirlik" olarak isimlendirilebilir.

Tam integre edilebilirlik, bu integrallerden yeterli sayida bulunmasi demektir. Ornegin,
N tane 1. basamak otonom adi differansiyel denklemden olugan bir sistemi igin yeterli
demek N-1 tane zamandan bagimsiz (bundan yararlanilarak sistem tek bir kuadratiire

indirgenebilir) veya N tane zamana bagli (bu durumda ¢dziimler, cebirsel bir problemin
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¢o6ziimilyle elde edilebilir) degismezin bulunabilmesi demektir. Genel bir ifade ile,
baglangigtaki sisteminin degigsmezligine uyan integraller aramak mantikli gériiniiyor.
Omegin, otonom sistemler igin ya zamandan bagimsiz veya zamanda Steleme altinda

seklini koruyan integraller aramamiz gerekecek (asagiya, 1.32'e bakimz).

Hamilton sistemleri, M serbestlik dereceli bir Hamilton sisteminin tam integre
edilebilirligi icin, Hamiltonyanin kendisine ek olarak M-1 tane involulusyon halinde
(yani Poisson gergeveleri sifir olan) I; tek degerli ilk integralin (etki) varhigi, Hamilton-
Jacobi yontemiyle M-1 tane ilave Q; (agt ) integralinin bulunmasina imkan verdiginden
Ozel bir konumdadirlar. N tane 1. basamak adi diferansiyel denklemden (ADD) olusan

bir sistem bazen bir Hamilton sisteme benzer [6]. Aslinda tam integre edilebilirlik, k
tane I; (1<k < N -1)ilk integralin,. I;'den elde edilmis kapali differansiyel formlarin
integre edilmesiyle hesaplanmig (N-k-1) tane daha €); ilk integralinin bulunabilmesi
sartiyla varlig1 olarak yorumlanabilir. Bunun yaminda, N. .basamaktan bir differansiyel
denklem sisteminin bir degismez yoZunluk Olgiisi varsa, Jacobi Son  Carpan

teoreminden [7] faydalanilarak son bir degismez daha elde edilebildiginden bu sistem,
k=N-2 olan sifa diiger.Mesela

x=x(Cy+z+2)
y=y(x+Az+ p) (1.21)

é=z(Bx+y+v)

i¢ boyutlu Lotka-Volterra sistemi her zaman —l—seklinde bir degismez yogunluk
xyz

Olgtistine sahiptir [8]. Bu ylizden

I= (x—Cy)(]—-;z}-j (1.22)

degismezini veren 4=B=1, A= pu=v=0 ozel halinde
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¥z C+1
g:——[ —Z) (1.23)
Yy z

ikinci degigsmezini elde ederiz.

Kuskusuz analitik integre edilebilirlik kargilagilabilecek tek olanak degildir. Yoshida
[6]’da, integre edilebilirlizi Kowalevskaya iistellerinin (KU) rasyonelligine
baglayabilmek amaciyla “cebirsel integre edilebilirlik” diye bir kavram ortaya atmstir.
Bununla anlatmak istedigi, hareket sabitlerinin rasyonel fonksiyonlar olmasi
gerektigidir. Fakat Yoshida rasyonelligi, hem etki hem de a1 tiiri de;'gismezlere
uygulamigtir. Bazi iyi bilinen sistemler igin saglansa da, rasyonelligi ag1 tipi

degismezlere uygulamak sik degildir. Mesela

1

2 (1.24)

1 2 2 2 2
H = -2—(px +py )+(JC +y)
iki boyutlu Coulomb Hamiltonianimn

I, =xp,-yp,

1
I, = p,(xp, - yp.) - y(x* + %) (1.25)

1
I, = py(xpy —yp,) - x(x? + %)

.....

degildir!).

Gene de ag1 degismezlerinin genel olarak gok degerli oldugu ortadadir (irrasyonel C
i¢cin (1.23)'e bakimz). Eger Yoshida’nin hipotezi, agisal sabitler sézkonusu oldugunda
gevsetilirse, irrasyonel (veya kompleks) Kowalevskaya tistellerine sahip kargt drnekler

bulunabilir [9-10]. Bu durumda Yoshida’mn teoreminin [11] Ziglin yaklagimina
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dayanan en son versiyonunda cebirsel integre edilebilirlik, daha once anlatilmig olan

analitik integre edilebilirlik hatirina ortadan kaldinimaktadir.

Cebirsel integre edilebilirlik, Adler ve Moerbecke [12] tarafindan yapilan bir dizi
ayrintili aragtirmaya da konu olmustur. Bunlann “cebirsel tam integre edilebilirligi”,
yalmz yeterli sayida involiisyon halinde degismezin varligina bagh olmakla kalmaz, ayni
zamanda ¢Ozimlerin Abel integralleri seklinde ifade edilebilmesini ister. Bu
siirlamanin  getirdigi bir fayda, intregre edilebilirlikle ¢6ziimlerin kompleks yapist
arasindaki iligkiye dair bazi temel teoremleri kamt-lamalarina ve Painlevé analizi ile
kompleks cebirsel tor yiizeyleri Uzerindeki dinamik arasindaki iligkiyi

agiklayabilmelerine imkan vermesi olmustur.

Yukanida tanimlanan Yoshida ve Adler Van Moerbecke'ye ait iki cebirsel integre
edilebilirlik kavrami, sistem {zerine analitik integre edilebilirlife nazaran daha fazla
sinirlama  getirmigtir, ancak buna karsiik olarak, ¢oziimlerin ¢ok kot davrams
gostermemelerini saglarlar. Oteki tarafa dogru gidersek, daha az kisitlayici integre
edilebilirlik ¢esitleri bulabiliriz.

Akla gelebilecek en kolay genelleme, her yerde analitik integrallerden ziyade, belirli bir
bolgede analitik olan integralleri aramak olacaktir. Bu tip integraller, ender bulunur
degillerdir. Mesela, (1.21) Lotka-Volterra sisteminin bu tip integralleri olan birgok alt
durumu vardir. Ornegin, ABC+1 =0 ve 1= = v olduunda

I=x?yBx(x-Cy+ ACz) 25 (1.26)
korunmug ¢oklugu, x - Cy+ACz = 0 diizlemini ve x = 0, y = 0 koordinat dizlemlerini
icermeyen biitin bolgelerde tanimlidir. Aslinda sistemin, tam bir gergel - zaman

gelismesi igin, boyle bazi bolgelerde analitik integraller pekala yeterli olabilir.

Baska bir “integre edilebilir” sistem tipi, pargacifin asimtotik olarak [13] serbest

kalmasim saglayacak kadar hizli azalan potansiyel iginde hareket eden pargacig
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tanimlayan sistemlerdir. Boylece asimtotik momentumlar, hareket sabitleridir (burarada
asimtotik kelimesi, zaman sonsuza dogru giderken anlamina gelmektedir). Gergel
yoringeler i¢in dogru olan bu olay, kompleks zamanlar s6z konusu oldugunda
gerceklesmezler. Bu durumda asimtotik momentumlar baglangi¢ noktasimin tekil
degerli fonksiyonlar1 degillerdir ve asimtotik olarak serbest olan sistemler, “analitik
olarak” integre edilebilir olmazlar. 3. Kistimda, Ziglin teorisinin uygulanmastyla jenerik
olarak integre edilemez olduklarn kamtlanan iki tane asimtotik olarak serbest

potansiyel drnegi veriyoruz.

Bir adim daha atarak, bir bakima butiin diferansiyel denklemlerin yoz anlamda integre
edilebilir oldu'klarlm soyleyebiliriz. Aslinda x,(?,) = ¢, baslangi¢ kosullan ile birlikte

dx, .
E:Fi(t,xl, ...... x,) i=1,...n (1.27)

i

adi diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Bu baglangig sartlari, sistemin hareket

sabitleri olarak alinabilir. Sistemin genel ¢6ziimii
x, = D,(t,c,...,c,) (1.28)

seklindedir ve (1.28)’i, £den ¢,” a kadar zaman igerisinde integre etmekle aym anlama

gelen tersine gevirmeye ugratirsak, » tane sabiti

¢, =I(tx,.x,) (1.29)
seklinde yazabiliriz. Ancak geri gevirme isleminin tek degerli olmasi garanti degildir.
Aslinda bu durum, integrasyon ¢izgilerinin kompleks diizlemde “koti” tekillikler

civarindan gegmesi halinde ortaya gtkacaktir.

Sistem hakkindaki “gercel zaman” bilgilerinin yeterli olup olmadig1 tamamen felsefi bir

sorundur. “Fiziksel" zamanin gergel oldugu agikca ortadadir, ¢oziimiin kompleks
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zaman igerisindeki yapisinin gergel zaman davramgina [9] biiyiik oranda etki ettigi de
bir o kadar agikardir. Tekillik analizi teknikleri ¢ogunlukla kompleks zaman {izerine
inga edilirler ve ancak bu bedel karsilifinda analitik (veya cebirsel) integre edilebilirlik
hakkindaki kesin teoremler kamtlanabilir. Gergel ve kompleks zaman arasinda, integre

edilebilirlik s6z konusu oldugunda ortaya gikan biiyiik fark, agagidaki 6rnekten kolayca
anlasilabilir.

Kompleks dizlemde basit

g=2% P 7 (1.30)
t—a t-b t-c

adi diferansiyel denklemini gozonine alalim. Bunun integrasyonu (kuadratirler

vasitasiyla)
I=x-alog(t-a)- B log(t—b)—ylog(t—c) (1.31)
seklinde hemen elde edilebilir.

Ancak bir kompleks sayin logaritmasi 2im’nin  bir tam kati farkiyla
tammlanabileceginden, (1.31)’in sag tarafi (yani aym zamanda Inin degeri) yalnizca
2in(ka+mB+ny) toplanan bir terim farkiyla tammlanabilir. Burada &,m,n keyfi tam
sayllardir. Eger a, £ ve ¥ dan bir (sirastyla iki) tanesi sifira esitse iki (bir) boyutlu bir
kafes olusturulabilir ve /, elemanter bir kafes hiicresinin iginde tek tiirlii olarak
tammlanabilir. Ama eger afy=0 ise ve @, B ve ytam sayilar lizerinde lineer bagimsiz
ise, (1.31)un tammsizhif ¢ok yiiksektir: verilmis x ve ¢ degerleri i¢in I’nin olast
degerleri diizlemi yogun olarak dolduracaktir. Tersine olarak ¢ ve I'nin bilinmesi, x’in
kullanigh bir gekilde tanumlanmasina yetmez. Yani (1.31) integrali sadece “aynk” ¢ok
degerlilik halinde ige yararken, “yogun” gok degerlilik integre edilebilirlikle uyugmaz
olarak kabul edilir.
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Integre edilebilirlik 've kompleks dinamik iligkisine, son zamanlarda Flashka’mn
caligmalarinda [14] daha da egilinmigtir. Flashka bu galigmalarinda, bir Hamiltonian
sistem involiisyon halinde tam bir hareket sabitleri takimina sahip olsa da, sistemin (faz
uzayindaki) hareketinin bir tor yiizeyi iizerinde ve hatta “gemberler x ¢izgiler” seklinde

bir manifoldda dahi yer almasinin gart olmadigini g6stermistir. Bu duruma
I=p  +2yp,~3x°p, (1.32)
degismezini kabul eden
H=p +3xp, -x’ -y (1.33)

iki boyutlu Hamilton ifadesi iyi bir 6rnektir. Bu durumda H ve I'in verilen degerleri
i¢in sistemin yoériingeleri, bir tiipii sonsuza uzanan bir tor yiizeyi tizerinde bulunur. Bu,
hareket denklemlerinin ¢éziimlerinin her zaman igin varolmamasindan, yani sonlu bir
zamanda patlamasindan kaynaklamr. Boylelikle Arnol’d-Liouville teoreminin [15]

temel varsayimlarnindan biri yerine gelmemis olur.

Bu beklenmedik bir gelisme yasanan tek durum degildir. Aslinda hareketin basit bir tor
yiizeyinden daha karmasik yiizeyler lizerinde olugtugu “integre edilebilir” sistemlerin
varhig1 bir kag yildir bilinmektedir[16]. Yalanci-integre edilebilir denilen ve yoriingeleri
ikiden daha yiiksek cinsli yiizeyler yani “gok-delikli tor yiizeyleri” tizerinde bulunan
boyle sistemlere ornekleri verilmistir. Gésterilebilecek en basit 6rnek, yansimalarin her
yerde tek degerli olarak tamimlanmamasi halinde, agilan 7’nin rasyonel katlarmna esit
iki boyutlu, ¢okgensel bilardo topu hareket-leridir. Bu durum, n’den daha biiyiik bir
agtyla olmasi halinde ¢ikar [17]. Yalanci-integre edilebilir sistemlerde (veya Flashka
sistemlerde) "kaotik davramgin" ortaya ¢ikip ¢ikmayacagi bilinmez, ancak bu

sistemlerin tam olarak integre edilebilir olmadiklari ortadadir.
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1.3, Cebirsel Integre edilebilirlik

Buraya kadar tamttifimiz o kadar ¢aligmaya ragmen, verilen bir dinamik sistemin
tekilliklerinin kompleks zaman diizlemdeki yapisi ile bu sistemin integre edilir olup
olmamasi arasindaki iligkinin belirlenmesi igi, bu konuda biiyiik bir ilerleme saglanmig
oldugu halde hala agik bir problemdir. Bir dinamik sistemin kompleks tekilliklerinin
yapilari, en basit integre edilebilir sistemlerin diizenli aglarindan, Hénon-Heiles
Hamiltonu gibi integre edilemeyen sistemlerin karmagik fraktallerine kadar gesitlilikler

gosterir.

"Integre edilemeyen sistemler, kompleks zaman diizleminde tekillikleri fraktaller
tizerinde bulunan dogal siurlar iretmeleriyle karakterize edilirler" tarzinda basit ve
kesin hikiim ctimleleri soyleyebilmeyi ¢ok isterdik. Bir kisim halikat1 igeriyor olsalar
da, bu tiir ifadelerin dogru olup olmadigim bilmek icin zaman heniiz erken. Integre
edilemeyen bir sistemin tekilliklerinin kiimesini Kowalevski tisleri kullanarak (bunlar
yerel bilgilerdir) ¢ok iyi bir yaklagiklikla yeniden olusturma imkammin bulunmasi,
kompleks degisken tekniklerini kullanarak ¢oziimiin tekrar ingasinin mimkiin
olabilecegini akla getirir. [18]

Kompleks zaman diizlemindeki tekilliklerin, dinamik sistemin gercel zaman davramsiu
dogrudan etkileyebilecegi fikri, tarihsel olarak M. Tabor ve J. Weiss'n [19]
¢aligmalarinda gosterildi.

Y. F. Chang, M. Tabor ve J. Weiss [20], [21] Hénon Heiles Hamiltonunu inceleyerek
Painlevé OzelliSine sahip yani hareketli tekillikleri sadece kutuplar olan bir integre
edilebilir dinamik sistem kavramu geligtirdiler. Bu arastinicilar sistemin integre edilebilir
olmamas: halini de incelediler ve boyle bir sistemin kompleks zaman diizleminde
kendine benzeyen ve bu yiizden de fraktal olan bir yap: gosterdigini farkettiler. [22]'de
ise I. C. Percival ve J. M. Green , dogal bir siunn varligimn, integre edilemeyen

sistemlerin belirleyici bir 6zelligi olup olmadig: problemini ele aldilar.
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Daha once de belirttigimiz gibi, integre edilebilirlik kavrami aragtiricidan aragtiriciya
degismektedir. J. Weiss, M. Tabor ve G. Carnavale [23] onu Painlevé ozelligine
baglamaktadir. A. Ramani, B. Dorizzi, B. Grammaticos ve T. Bountis, Painlevé
ozelligi bulunmayabilen bir integre edilebilirlik gekli iizerinde duruyorlar. T. Bountis
ve H. Segur [24-25] logaritmik hareketli tekilliklere izin vererek ve onlara ilintilenmig

zayif kaos kavramim tanimlayarak Painlevé 6zelligini biraz hafifletiyorlar.

H. Yoshida [6] hassas fakat kisith bir integre edilebilirlik kavramum, cebirsel integre
edilebilirligi arastirdi. Cebirsel integre edilebilirlik icin gerek sartlart Yoshida soyle
verdi: "Higbir Kowalevski iissii irrasyonel veye kompleks olmayacak. " M. Kummer,
R. Churchill ve D. Rod [26] tarafindan da gosterildigi gibi bu sonucun Hamilton
sistemlere dogrudan genisletilmesi o kadar kolay degildir. Bu yazarlar, Kowalevski

tisleri rasyonel olmamasina ragmen agagida belirtilen manada cebirsel integre edilebilen

sistemlere agtk 6rnekler verdiler.

f serbestlik dereceli bir Hamilton sistemi eger f cebirsel ilk integrali varsa cebirsel
integre edilebilir denir, dier f integral Liouville teoremi kullamlarak 1-formlardan
integrasyonla elde edilir. Kowalevski iissiiniin bazi aritmetik 6zelliklerden verilen
Hamiltonun integre edilemezligini taniyabilmeyi isteriz. Yoshida kinetik enerjileri
standart yapida olan Hamiltonlar igin bu yonde ilerleme kaydetti [27]. Bu gelisme
Ziglin'in analizine dayamyor  (Ileride bilgi verilecek). Kowalevski iislerinin

genellestirilmigleri olan Painlevé rezonanslarn ise [28]'da bulunabilir.

1.3.1 Kowalevski' Usleri

1.3.1.1. Homojen sistemler

F; (x) ler t'ye (zamana) agik olarak bagli olmamak, yani otonom olmak iizere
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dx

_d_ti_=F1(x1,x2, ........... XN )

dx,

2 =F D S ) 1.34
dt 20, o) 0

___ddh;\’=1:«‘l\1(xl 3 X2 gereeranins XN )

(1.35)

gibi iki polinomun bolimii seklinde rasyonel fonksiyonlardir. Burada P; ve Q;'ler
xi degigkenleri cinsinden polinomlardir. Bunun yaninda S sisteminin herhangi o

sabitleri i¢in

too’t S A 2 oo P cxn =% xy

benzerlik donigimleri altinda degismez kaldigim varsayacagiz. Bunun dogru

olabilmesi i¢in

G1 G2 G N — G i+l
F;(a X 1,0 X 2 pereerreeanns L0 XN)=d Fi(X1,X2 00X N)

sart1 saglanmalidir. Eger bunlar varsa , G; 'ler agik¢a belirlenmis rasyonel sayilardir.

Ornek: €,8,83%0
Fi(x1,X2,X3)=€1X2X3
Fa(x1,%2,X3)=€2X3X (1.37)

F3(x1,X2,X3)=€3X1X2

alalim. Simdi G,,G,,G;3'u
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G
g1 %x,0 x;=a %" g 1x,x3
20 x;a0% x; =% te,x3x, (1.38)
G3

Gl G2 +1
€3C X1 X2=A €3X1X3

olacak gekilde bulmaya galisalim. Buradan
G,+G3=G;+1
G+ G1=G,+1 (1.39)
Gi+G=G;3+1

elde edilir. (1.39) sisteminin tek bir ¢oziimi vardir: G =G ,=G 3= 1. Herx
degiskeni ile eslesen bir G; homojenlikle derecesi vardir. P; ve Q; polinomlart aym
evrensel homojenlik derecesindeki bir terimlilerden olusmustur. Sonugta Giler icin,
P; ® 'ler (pozitif, negatif ya da sifir olabilen ) tamsayilar olmak iizere

BG, =G +1. (1.40)

M=
Bavi

P
1)
—

seklinde denklemler elde ederiz. Homojen sistem, béyle bir {G;} Y, kiimesine sahip

i=]

olan sistemdir. Biz sadece boyle sistemlerle ilgilenecegiz.

1.3.1.2 Ozel Céziimler

(S)nin; ¢;,c2, ... c y 'ler tamamen belirli sabitler olmak kaydiyla
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(So){x1=clt'G1;x2=c2t‘}2; ......... ;xn=cnt Ny (1.41)
seklinde 6zel ¢oziimlerini arayacagiz. (S, )1 (S)'de yerine koyarsak

i Gt MO =F; (¢t ent Y=t D E (cy e, cn)  (1.42)

F; (C Laeresornans CN) =-¢; G; i= 1,2, ........... ,N (1.43)

sisteminin en az ¢oziimii olmasi gartiyla (S o ) dlgekleme g¢oziimlerini kurabiliriz.
(1.43) c; 'ler cinsinden N tane polinom denklemden olugan bir sistemidir. Her{c; },

¢Oziim takimm bir 6lgekleme ¢oziimii tanimlar.
Ornek : Bir onceki 6rnege donelim.

Fi=

1

€iX Xk i),k 1,2,3 'in donel permutasyonudur. (1.44)
Burada G;=1, Vi olur ve (1.43) denklemi

€iX;Xgk=Cj (1.45)

veya
€1X2X3==-C
€2X3X17-C» (146)

€3X1X32=-C3

sekline donugiir ki
c1=mEz2) €)™ m=+l
co=mz(e1)?(e2)™? M=l (1.47)
ci=ms(e )™ (€3)"?  me=il

m M2 Ns=-1
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¢oziimlerini verir. Bu demektirki n; ¢arpanlan igin (+,+,-), (+,-,%), (- +,17) ve (-,-,-

secimlerine karsilik olarak dért tane dlgekleme ¢oziimi elde edecegiz demektir.

1.3.1.3 Bir dlgekleme ¢oziimii civarindaki varyasyon ¢oziimleri

(S o )'n civarinda (S) nin bagka ¢6ziimlerinin bulunup bulunmadigiu bilmek ilging bir

sorudur. Bu sorunun cevabi1 Kowalevski tarafindan verilmigtir.

% ®)=x;P 1) +5x;(t) (1.48)

yazalim. O zaman (S), &x ;'nin birinci kuvvetlerine kadar

d - F, 0 L0 0 -~ J -G -G, -G
—@xiM)= DX, X XY IOKE =D —F (et oyt )
dt k=0 OX;, parllZ 4
(1.49)
sekline donigir. Fakat
@@ VE (x,%,,....,xy ) = F(x,a%,.......... , %, %) dan (1.50)
Ozdesliginin xi'ya gore tirevini alirsak
i15:.(x10c"‘,x205‘}2, ........... Jxya®)y =gt o iE(xl,x2 ) (1.51)
&, Z, T .

elde ederiz. Bu ytizden (1.43) esitligi
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N
(é‘x,) chiF(c)tlo"G‘”ék c=(C 1,€ 2, corn.. ,Cn) (1.52)
k=1 k

seklinde tekrar yazilabilir. Simdi (1.52)'nin £’ N-boyutlu sabit bir vektdr ve p belli

bir say1 olmak kaydiyla
&, (1) = &7 (1.53)
seklindeki ¢6ziimiinii ararsak;
N
&P (p-G) =D ——F (& (1.54)
k=1 &k

elde edilir. (1.54) agikga gosteriyor ki, p ve £ sirastyla elemanlan

K = 5_1{.(@ +8,° (1.55)

¥
i

seklinde olan K Kowalevski matrisinin o6zdefer ve Ozvektoridir. Eger K

kosegenlestirilebilirse, (1.49) varvasyon denkleminin N tane bagimsiz ¢oziimiini elde

ederiz.
det|K, ~ p8,|=0 (1.56)
determinant denkleminin N tane kokii py, p2, P3, -..... , pn ise bunlara Kowalevski tssii
denir. Birinci basamakta
XPW)=ct™ @ +EP % (1.57)

yazabiliriz,
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Ornek: Simdi
7; =€ X 2 X3+ bunun devirli permutasyonlar (1.58)

sisteminin Kowalevski iislerini hesaplayalim. Burada

1 &c¢, g0,

K=lge;, 1 ¢, (1.60)
£,6, &¢ 1
olmaktadir. Ozdegerler
(1-p)° -(1- p)[szgz,cl2 +€,60C + & 32c§]+ 2g,£,€,¢,0,¢;, =0) (1.61)

denkleminin ¢6ziimi olup (1.46) kullanildiginda bu denklem de

(1-p)’ -301-p)-2=—(01+p)(p-2)* =0 (1.62)

sekline indirgenebilir. Bu 6zel durumda uslerin segilen degisik c; 'lere bagl olmaksizin
aym oldugu gorilmektedir ki,

p=1{-122} (1.63)
takimu elde edilir. -1'in her zaman Kowalevski issii oldugunu gorecegiz.

{p,. }Zl takiminin verilen bir (G.C)' olgek ¢6ziimiine ilintili olduguna ve ona bagh

olarak degiseceSine dikkat edilmeli.
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1.3. 4 Cebirsel ilk integraller
Ik integral dyle bir ¢(x1, X, X 3,......,Xn) fonksiyonudur ki, buradaki x;, X, ........ LXN
yerine (S)’nin herhangi bir ¢éziimii kondugunda
olx: (),x2 (), ........ X n(t) 1= v (t) = sabit (t’den bagimsiz) (1.64)
elde edilir. $(x), x cinsinden polinom ise ona polinom ilk integral denir.Simdi
(X1, XN)=a (1.65)

gibi bir ilk integral alalm ve @¢i(x1, X2, ...... s XN), ceerennes , On(xX1, X2, ... ,xn)ler

rasyonel fonksiyonlar olmak tizere
ak+g (x,,%,,...,x)a" +. 0, (X5 ,Xy)=0 (1.66)

seklinde k. dereceden cebirsel denklemin var oldugunu varsayalim. ¢(x, X, ...... , XN)

ifadesine k. dereceden cebirsel ilk integral denir.

Ornek %21— = £,x,%, +bunun devirli permutasyonlari. (1.67)

sistemi igin

2 2 3 2
X X X X

¢(xl,x2’x3)=_]—_—-2_+ ._2.___3_:a (168)
& & €, &

ifadesinin ikinci dereceden bir cebirsel ilk integral oldugu kolayca goriilebilir. Bu

aslinda
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R 2 2 I T .
a’ -2a(- - )+ (H-) (-2 =0 (1.69)
1 & & & & &
denklemin ¢oziimidiir. Burada
2 2
$r =2~
1 2
2 2, 2 o
g =Ty (2B
1 & €, &

x cinsinden polinomlardir. Béylece 6lgiit saglanmug oldu. (X1, X2, x3)‘Uin bir ilk integral

oldugunu gostermek igin (1.67)’yi

i
e _xnd _ xd

= =——==XX,X 1.71
gdt g dt gd U (1.71)
seklinde yeniden yazarsak
2 2 2 2 3 2
X x X, x X, x
_1_____2_-_—,01’ _g—__3=02’ —3-—-—-1—'203 (172)
g &, £, & g &

olmasim gerektirir. Sonuncu ilk integral ilk ikiden bagimsiz degildir.

Cebirsel ilk integralin rasyonel ilk integrallerden kurulduguna dikkat edelim. Asagidaki

2

2
lema yukandaki ilk integrallerde H 5

,..., tirii ifadelerin gelmesinin rastlant:
& &

olmadigim gosteriyor.

Lemma 1. BURNS (1887) F; (x1, X2, ...... , Xxn) kiimesinin elemanlarinin hepsinin

rasyonel fonksiyonlar oldugunu kabul edersek, her ¢, (X1, ....... Xn), p=1,......k
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katsayist bir rasyonel ilk integral olur. Yani her k. dereceden her cebirsel ilk integral,

(hepsi de bagimsiz olmak zorunda olmayan) k tane rasyonel ilk integralden olusur.

Bu yiizden cebirsel ilk integralleri arastirma g¢aligmasim rasyonel olanlara

kisitlayabiliriz.

Cebirsel integre edilebilir (S) sistemini, kendisini bir kuadratiire indirgemeye yetecek
kadar cebirsel integrali bulunan (S) sistemi olarak tammlayacagiz. Yukaridaki 6rnegin
bu simtftan oldugu agikga goriilmektedir. Bruns'un 2. Lemasim kullanarak cebirsel

integre edilebilirligi aragtirma igi, rasyonel ilk integral aragtirmasina indirgenebilir.

Buna, her rasyonel ¢ ilk integralini polinomlarin

I . Xy
$= DB (X, xy) (1.73)

seklindeki oranlan ile ifade ederek baglayacagiz. Burada ¢m (x1, ....... ,Xn), m agirlikl

derecesinden homojen polinomdur. Yani
3, (a%x ... ,a%xy Y= a"P(x,,Xy) (1.74)
olur (agiktir ki m bir rasyonel sayidir). Mesela 6nceki 6rnegi kullamirsak
3xlx, +x; +x, (1.75)
polinomu, agirlikli dereceleri sirastyla 3 ve 1 olan iki homojen polinoma ayrnilabilir:

3xlx, +x; ve x, . (1.76)
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Lemma 2. BRUNS:  Daha 6nceki ifadede yer alan her rasyonel

(her m ve m' segimi i¢in) fonksiyonu da bir ilk integraldir.

1. ve 2. lemalan birlestirirsek su 6nermeyi elde ederiz;

"Her cebirsel ilk integral, (zorunlu olarak bir rasyonel sayt olan) m-m' derecesinde

$,(x)
x

.
n

agirlikli homojen sekilli integrallerin cebirsel bilegimidir."

1.3.5 Varyasyon Denklemleri iizerine Poincaré Lemasi

Kolaypk olsun diye biraz daha genel
—L = F (%, Xy) , =1 ,N, (1.77)

otonom sistemini gézoniine alacagiz. Buradaki F; 'ler duzgiin fonksiyonlardir. x; (t )

(1.77)'nin 6zel ¢6ziimi olsun ve
x, O =x))+& @) =1,...,N (1.78)
ile varyasyonlar tammlayalim. & derecesindeki terimleri gozardi ederek
dg, &,
dt

i=zg‘i(xf(t), .............. XS ()E(@®) =1, N (1.79)

varyasyon denklemlerini elde ediyoruz. Buradaki

§i=—- i=L....N (1.80)
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fonksiyonlarinin her zaman (1.79)‘un ¢oziimi oldugunu hemen belirtelim. Bu uyan
ileride (-1) 'in her zaman Kowalevski iissii oldugunu gostermede kullamlacak.
(1.77)'deki ilk sistemin ¢(X1, X 2,...... X n)= sabit gibi bir ilk integralinin varligs, ¢ ve
&; ‘yi asagidaki sekilde birbirine baghyor:

Lemma 3 :(Poincaré)

Diyelim ki ¢(x1,....... ,Xn)=sabit ifadesi (1.77) sisteminin ilk integrali olsun. O zaman

(1.79) varyasyon denkleminin herhangi bir ¢6zim igin

22—¢ X; (f), ........ ,xff, (t))él (t) = sabit (t!ye gére) (181)
elde edilir.
Ispatx:
P N 2 ¢ M UOTICE Z”f ; g O+ 2 0T 7 Lo,

N N 62¢(0) 5¢(0) J'.(O)
-3¢ FO f
Z 51 {Z & & ) 7 + dcj é‘i

(1.82)

Poincaré lemasimn sonucuna ulagmadan 6nce (1.80) 'nin sonuclarindan birini ifade

edelim: p = -1 her zaman Kowalevski tissiidiir. Aslinda (1.80) ifadesi bize
+ N . .« . o e e . o . -
{— c,G t” (GirD } ifadesinin degistirilmis denklemlerin bir ¢ozimi oldugunu
i=1

sOyliyor. Yani {—c,.G,. }Zl Kowalevski matrisinin -1 6zdegerine karsihk olan

Ozvektoridiir,
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Bunu sonucu anlamamn daha temel bir yolu, (S) sisteminin otonom oldugunu

hatirlamaktir, Eger {—c,.t'G‘ }Iil bir dlgekleme ¢oziimi ise {— c,(t - t,) ¢ }N

i=1"

her to i¢cin diger bir ¢ozimdir. Kugik to igin, -1 Ozdegerine karsi gelen
{ -c¢,G,t - (D }Zl degisen kiimesine geri doneriz. Bunun igin (-1) dzdegeri

her zaman vardir ve (S) sisteminin zaman degismezligine igaret eder.

Simdi Yoshida teoremlerini elde etmek igin Bruns ve Poincaré lemmalarim

birlestirecegiz.
1.3.6. Yoshida Teoremleri

Teorem 1: ¢(x 1,.......,x n)=sabit ifadesi m. dereceden agirlikli homojen bir ilk integral
olsun. Varsayalim ki

.......... ,cN)} (1.83)

vektoriiniin bilesleri sonlu ve hepsi ayni anda stfir degildir. O zaman m, Kowalevski

ussidiir.

K'nin kosegenlestirilebilir oldugunu varsayalim. 3. Lemayr Kowalevski varyasyohel
¢ozimlerine uygularsak

N
Z%(leq, ......... et ONEP 7% = sabit  (t'ye gore) (1.85)

elde ederiz. Fakat ¢ m.dereceden agirliklidir;
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Blet™ .oyt ™ M) =1tT"d(c,,.....,cp) Ye,,......Cy (1.86)

(et ,cNt‘GN)zth‘”‘%(cl, ..... ,Cx) Ve ,...sCy (1.88)

buluruz. Bu yiizden (1.85) ifadesi

{ig’i(c)gf")}t""”‘ = sabit  (t'ye gﬁr:e) (1.89)

i=1 i
haline gelir ki K'nin en az bir £’ 6zvektoriiniin
EPV(e) %0 (1.90)

olacak gekilde bulunabilmesi sartiyla m=p olur. Fakat K kogegenlestirilebilir
oldugundan, N tane { &~ }1;':1 Ozvektoriiniin lineer bagimsizdir. Eger (1.90) sartiun

saglayan sifir olmayan V@(c) vektorii varsa bu, £” 'lerin lineer bagimsizlif ile gelisir.

Boylece ispat biter.

K kosegenlegtirilemezse, (1.52)'nin N tane bagimsiz ¢ozimii, farkli 6zdegerlere igin
(1.53) ifadesiyle ve &°(u), u cinsinden derecesi p 6zdegerinin katlligindan daha az

bir polinom olmak tizere

& () =175 logt (1.91)

ifadesiyle verilmigtir. Bu durumda da N tane lineer bagimsiz {f*(”‘)}zl vektori

tiretebilir ve ispat daha onceki haldeki gibi bitirilir. Simdi ispatsiz olarak su teoremi

ifade edecegiz:
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Teorem II: ¢,(x) = sabit ve ¢,(x)=sabit iki tane bagimsiz, aym m. dereceden

agirlikli homojen rasyonel ilk integraller olsun. Varsayalm ki V¢ 1(c) ve V¢, (c),
ikiside sonlu, 6zdes olarak sifir degil ve lineer bagimsizdir. Bu takdirde p=m en az iki

katli bir Kowalevski tissiidiir.

Uyarn I Bu durum ikiden fazla lineer bagimsiz aym dereceli ilk integrallere

genellestirilebilir.

Uyan II: Eger ¢ ; ile d)é fonksiyonel bagimh ise, Vi(c) ile Vda(c) zorunlu olarak
lineer bagimhidir. Ancak bunun tersi dogru degildir. ¢, (x), ¢ (x) fonksiyonel bagimsiz
olsa bile V§i(c) ile Va(c) 6zel bir ¢ noktasinda lineer bagiml olabilirler.

Teorem III: Eger herhangi bir Kowalevski iissii irrasyonel veya kompleks ise, (S)

sistemi cebirsel olarak integre edilemez denir.
Yani, N-1 tane agirlikli homojen rasyonel ilk integral bulmak mimkiin degildir.

Uyan: f serbestlik dereceli Hamilton sistemler igin, Kowalevski isleri ¢iftler halinde
goriiliir. Daha kesin olarak su sonuca sahibiz [9]:

¢ (q=p) =sabit, benzerlik doniisimleri altinda deSismez kalan, h agirhkli dereceli
Hamilton sistemleri i¢in m agulikli dereceli homojen bir ilk integral olsun. C;
(=1, 2, .. ,2f)lerin verilen degerleri i¢in, V¢(c) sonlu ve Ozdes olarak sifir
degilse, m=h-1-m bir Kowalevski tissiidiir (buna eslenik Kowalevski tssii denir).

Ornegin m=h igin m=-1 olur.

Liouville teoremini hesaba katarak cebirsel integre edilebilirligi Hamilton sistemlerine
dogal olarak genisletmek istenebilir. Bu yiizden agirlikli homojen dereceli f tane
rasyonel ilk integrali bulunabilirse, f serbestlik dereceli Hamilton sistemine cebirsel
integre edilebilir diyecegiz. Diger f ilk integral, 1-formlanin Liouville teoremi

kullanilarak integrasyonu ile verilir.
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Yoshida Teorem III’ Hamilton sistemlerine de genigletilebilecegini diigiinmistii. Bu
mimkiin olmayacak gibi goriiniiyor. Nedenin V¢(c)=0 sartina bagh oldugu agikga
goriliyor. Bu sart olmasaydi her rasyonel ilk integral, kendine karsilik bir rasyonel

Kowalevski iissii iiretecekti.

Ancak maalesef M. Kummer, R. Churchill ve D. Rod [26]'de kompleks ve irrasyonel
Kowalevski iisleri olan cebirsel integre edilebilir Hamilton sistemlerine ornekler

verdiler.

1.4 Kismi ve Kisith Integre Edilebilirlik

Gegen bolimde, tam integre edilebilirligin degisik sekillerini inceledik baz1 durumlarda
integrallerin “sistemin keyfi davranmasi” gibi bir sorun doguracak kadar zayif
olmalanna ragmen, daima sistemin tam bir integral takimuna sahip oldugunu varsaydik.
Bu varsayimu biraz esnetmek, bizi dogal olarak kismi integre edilebilirlik kavramina
ulagtiracaktir. Boylece kismi integre edilebilirligin miimkiin sekillerinden biri, yetersiz
sayida hareket integraline sahip olunmast hali olacaktir. M serbestlik dereceli Hamilton
sistemler ele aﬁndlglnda, yetersiz demek, involiisyon halinde M-1'den daha az “etki”
integrali (Hamiltonyana ilave olarak) bulunmas: demektir. Ornek olarak, yercekimi

altinda donen asimetrik topag igin verilen meshur

H=(A2} + B2, +CR)/ 2+ x,a+y,B+ 257 (1.92)

Hamiltonyaniu ( M=3 ) ele alahm. Burada A, B, C esas eylemsizlik momentleri, {ler
acisal hizlar, o, B, ¥ dogrultu kosiniisleri ve x,, y,, z, kiitle merkezinin yeriyle iligkili
sayilardir. Eylemsizlik momentlerinin genel degerleri igin sadece bir tek ilave degismez

vardir, bu da agisal momentumun yergekimi dogrultusundaki bilegeni olan

I=AQ,a+BQ,B+CQ,y (1.93)
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ifadesidir.

Kismi integre edilebilirlik, pek elverigli olmayan bigimli integrallerin varlig: seklinde de
ortaya ¢ikabilir. N tane birinci basamak diferansiyel denklemden olusan bir sistemde,
N-1 tane zamana-bagimli birinci integral, tam integre edilebilirlik igin yeterli degildir:
sistem, otonom olmayan birinci basamaktan x = f(x,t)diferansiyel denklemine
indirgenebilir ki bu, genelde integre edilebilir degildir. Gene de, zamana-bagiml
degismezler, sistem hakkinda uzun siireli global bilgi saglarlar.

x=o(y-x)
y=-y+px—xz (1.94)
I==bz+xy ;

Lorenz sistemi ele alinirsa, bunun b = 20 igin
x’~20z=Ce™" (1.95)

seklinde zamana bagiml bir integral vardir. 6>0 oldugunda, zaman (art1) sonsuza
dogru giderken hareketin x> 2sz = 0 paraboloit yiizeyine dogru gekildigini hemen
goriiyoruz. (1.95)‘deki integral, tamamen daha &nce bahsettigimiz (zamanda Gteleme
altinda degismez kalan) bigimdedir. Aslnda zamamn #—> #+#’ seklinde degismesi,

integralin bigimini korur, sadece sabitin yeni degerini C’ = Ce™™" olarak almak yeter.

Hamilton sistemleri, herzamanki gibi farklidir. Zamana-bagimli Hamilton ifadeleri
enerjiyi korumadiklarindan, bir boyutlu olanlar bile integre edilebilir degildir. Ancak
korunmus tek bir buyiikliigiin varlig: bile, bu biiyiikliik zamana bagimli da olsa, integre
edilebilirlik i¢in yeterlidir. Aslinda biitiin H(x, p,, t) Hamilton ifadeleri igin yeni bir z
degiskeni segip, i¢inde gegen p,’nin zaman tiirevinin birim oldugu bir (zamandan

bagimsiz, iki serbestlik dereceli) H' =H(x, p_, p,) - z Hamilton ifadesi tanimlanilabilir.
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Eger H, Ifx, p,, t) gibi bir korunmus buyukluge sahipse, H' ifadesi I(x, p,, p,)

seklinde ikinci bir degismeze sahiptir, yani integre edilebilirdir.

Tam olmayan integre edilebilirligin bir diger sekli de, “kisitlamali” integre
edilebilirliktir. Bunun iyi bilinen bir 6rnegi, Hamilton sistemlerinin sabit-enerjili integre
edilebilirligidir. [28]’de Hietarinta bu konuyu ayrintili olarak arastirmug ve yalmzca sifir
enerjide integre edilebilen iki boyutlu Hamilton sistemlerine gesitli 6rnekler vermistir.
Ormnegin

H= —]—(pxz +py2)+ 4[a(x6 +y6) +(4b- a)(x2 - yz)xzyZ] (1.96)

2

Hamilton ifadesi, H=0 oldugu zaman ikinci bir

x?—? 4
=2 +f»2 § —;z—%—szpy +8a(x’ — ') 325"y’ (1.97)
degismezine sahiptir.

Bu sintfa ait iyi bilinen diger bir 6rnek, Jimbo ve Miwa'nin [29] Kadomtsev-Petviashili
hiyerarsisinde goriiliir. Jimbo ve Miwa denklem hiyerarsilerini agikladiklarinda, bu
denklemlerin hepsinin de integre edilebilir olduguna inamliyordu. Ancak bu dogru
degildir ve kogulsuz olarak integre edilebilir daha yiiksek boyutlu denklemlerin varhg
sorusu hala agiktir. Ashnda, karsimiza gikan durum sudur: Kadomtsev-Petviashili
hiyerargisinin denklemlerinin hepsi bir arada ele alindiginda integre edilebilir-
dirler[30], ancak denklemler teker teker incelendiklerinde, birinci denklem digindakiler
integre edilebilirlik testlerini gecemezler. Boylece sarthi integre edilebilirlik kavram
soyle dzetlenebilir: Hiyerarsi i¢indeki belli bir denklem, hiyerargide daha alt dizeydeki
denklemlerle birlikte ele alinmahdir; biitiin bu denklemlerin ortak ¢6ztimleri, bilinen
integre edilebilirlik 6zelliklerine sahiptir.

Bu noktay1 agiklayabilmek igin hiyerarside ikinci olarak yer alan
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Uy + 33U U, + 33U, +2u, —3u, =0 (1.98)

denklemini yine hiyerarside ilk sirayr alan ve tam olarak Kadomtsev-Petviashili (KP)

denklemi olan ve potansiyel formunda
U + OU U, + 33U, —4u, =0 (1.99)

seklinde yazilan denklemle birlikte olarak ele alacagiz. Ozellikle, (1.98) denkleminin
soliter dalga ¢ozimlerini ele alacafiz ve bunlann kargilikh éirisimlerde'soliton gibi
davranip davranmadiklarina bakacagiz. Aslinda lineer olmayan ¢ok sayida KDD igin
soliter dalga ¢ozimleri vardir ve Hirota’min ikili lineer bigimine sokulabilen biitiin
denklemler i¢in ikili soliter dalga ¢oziimleri mevcuttur [31]. N >3 igin N’li soliton
¢oziimlerin varolmasi, integre edilebilirliin bir gostergesi olarak algilanilabilecek
dikkate deger bir durumdur [32]. (1.98)’de elde edilen soliter dalga ¢oziimlerinin,
bunlarin ayn1 zamanda (potansiyel) KP denkleminin de ¢dziimleri halinde iiglii soliton
¢oziimler olarak birlestirilebilecegini kamtlayabiliriz. Hirota’nin [31] izinden giderek
“ N-soliton” ¢6ziimlerini agagidaki sekilde arayabiliriz.

n=kx+ly+mt+nz (i=12,..)

gokluklarimi tammlayalm, buradaki  (k,/,m,n)sayt takimlan (1.99)’daki KP

127705

denklemi igin
Pk, l,m )=k +30' +4Im, =0 (1.100)
ve (1.98) Jimbo-Niwa (JM) denklemi i¢in de

P (k0 m ) = (kP +2m, )] —3kn, =0 (1.101)
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dispersiyon bagmtilarint saglarlar. 7, degiskenlerini kullanarak agagidaki ¢ozimleri

tarumlariz.

“ tek soliton” ¢oziimler
174
r=1+e" ;u=2—~Logt
&

Bu, (1.100)’m saglandiginda (ki bu durumlarda z, solitonun fazinda yutulabilecek bir
parametre haline gelir ), (1.99) KP denkleminin bir-¢ozimidir. © fonksiyonu (1.101)
saglanirsa (1.98) denkleminin; (1.100) ve (1.101) aym zamanda saglanrsa, (1.98) ve
(1.99) denklemlerinin o;tak ¢6zim olur.

“ iki soliton” ¢oziimler

T=1+e™ +e™ + 4,e"™"

ve

_ Pk, — ky,1, — ,,m; — m,,n, —n,)
P(k, +k,,1, +1,,m, + m,,n, +n,)

(1.102)

12

Eger (1.102) denkleminde gegen P, F,, olarak alinmugsa ve (1.100) esitligi (k,.7.m,);
Aymi sekilde eger P, P,, olarak alinmigsa ve (1.101) saglamyorsa 1, ((1.100) saglansin
veya saglanmasin) JM denkleminin bir ¢oziimiidiir. Eger hem (1.100) hem denklem

(1.101) saglanmgsa 4,, nin iki ifadesi gakisir ve T, hem KP hemde JM denklemi igin

ortak bir ¢oziim olur. Bu durumda 4,, ’nin aldig1 ortak deger s6yledir.

RANCE k) —(k,1,—k,1,)
kCk) (k,+ k) — (k- k1)

(1.103)

12
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“dicli soliton” goziimler

Eger Hirota bigimselligi iginde ti¢lt soliton varsa, bu ancak

T=1+e™ +e™ +e™ + A,e™™ + A,e™™ + A,,e™™ + 4,4, 4,,e™™™ (1.104)
seklinde olabilir.

Ayrica (1.104) ancak

O =Pk, +ky+kj,.. YA Ay3 Ay + P(ky + Ky — Ky, ) Ay (1105
T (R O N VIS o A S V' S

ifadesi 6zdes olarak sifir olursa bir ¢oziim olabilir.

Eger (1.105) denklemi igindeki P, P, ise ve (1.100) ifadesi tim ug (%./.m,),
(i=1,2,3) takimlan igin saglamyorsa, O ashnda sifir olur. Bilindigi gibi KP denklemi
“tighi soliton” ¢dziimlere (ve herhangi bir N igin “N-Ji soliton” ¢dziimlere) sahiptir.
Ancak; eger P, P, ise ve (1.101)’in yalmzca i¢ (k,.,m,.,n,.,l,.), (=1,2,3) takimu igin
saglanmast istenmis ise o zaman Q ifadesi 6zdes olarak sifir olmaz. Burada bunun
ifadesini gok uzun alacagindan veremeyecediz. Boylece genel olarak t, JM denklemi

i¢in bir ¢oziim degildir.

Simdi P’nin P, oldugunu varsayalim ve (1.101)'e ilave olarak (1.100) denkleminin de
saglanmasi sartmt kosalim. A,, i¢in (1.103) ifadesini elde ederiz (hem de P,, icin).
Boylece Q sifir olur ve bu nedenle t, JM denklemi i¢in bir ¢6ziim haline gelir. Bu
durum zaten beklenmelidir; Jimbo ve Miwa [29] tarafindan biitiin KP hiyerarsisi igin

genel olarak elde edilmis “N’li soliton” ( ki burada N=3) ¢oziimleri yeniden elde etmis
olduk.
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Burada tizerinde durdugumuz gey, N-soliton ¢oziimlerin 77, degiskenlerinin hem (1.40)

hemde (1.101)’i saglamas: gerektigidir. JM denkleminin soliter dalgalari, genel olarak,
bir seferinde G¢ veya daha fazlasi ¢arpistifinda, soliton gibi davranmazlar. Bu
durumda, goklu soliton ¢dziimlerinin varlig: kriteri bizi, (1.98)'deki JM denkleminin
sarth integre edilebilirligi sonucuna gotirityor. Normal (sartsiz) anlaminda integre
edilebilirlik, denklemin soliter dalga ¢oziimlerinin  gelisigiizel sayida girisimlerde

solitonlar gibi etkilesmelerini gerektirecektir.



BOLUM 2

TEKILLILIK YAPISI VE PAINLEVE OZELLIiGI

2.1 SABIT VE HAREKETLI TEKILLIiKLER

Diferansiyel denklemlerin integrallenebilirligi hakkindaki ¢aligmalarda taribsel olarak
ilk yaklagimlar, basit fonksiyonlar cinsinden global ¢oziimler elde etme amacina
yonelik oldugu halde; ilgi ¢ok geg¢meden, Cauchy’nin g¢aligmalarim takiben
denklemlerin yerel olarak karmagik diizlemde incelenmesine kaydi[33]. Boylelikle z
bagimsiz degiskeninin kompleks diizleminin bir bolgesinde ¢oziimler aranarak ise
baglanabiliyor ve analitik uzatim [4] ile daha global bir sonug elde edilmesi yoluna
gidilebiliyordu. Bunlarin hepsinin de basart ile sonuglandirilabilmesi i¢in, problemin

tekilliklerinin z diizleminin neresinde oldugunun bilinmesi gereklidir.

Iki gesit tekillik vardir: Yerleri denklem tarafindan belirlendiginden sabit denilenler ve
yerleri baslangig kosullar1 tarafindan belirlendiginden hareketli olarak tammlananlar.

Lineer denklemlerin sadece sabit tekillikleri olabilir. Ornegin,

(z-co)yw'=Aw  (w'=dw/dz) 2.1)

adi diferansiyel denklemini (ADD) diigiinelim. Bu denklemin ¢ozimii; w = (z—¢)*
seklindedir. Eger A pozitif bir tam sayiysa ¢6ziim holomorfiktir. A’nin negatif degerleri

igin z=c ¢bziimiin sabit bir kutbudur. A‘nin rasyonel degerleri igin bu nokta, bir
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cebirsel dallanma noktas;, A‘nin diger tiim degerleri i¢in de transandant dallanma
noktasidir. Asagidaki ornekte gorilebilecegi gibi, daha “koti” tekillikler de ortaya
¢ikabilir:

w= —w(z- c)_z (2.2)

1
denkleminin w = Ke*° ¢dziimiiniin z=c de esash tekilligi vardir.

Lineer olmayan denklemlerin hem sabit hem hareketli tekillikleri vardir.

w —wl* =9 2.3)
adi diferansiyel denklemini ve onun

w=(z- z,,)'1 ' (2.4)

¢Oziimiini alalm. Burada z,, (2.3) denkleminden g¢ikartilamaz ve keyfidir. A’nn
degerine bagh olarak z=z, analitik bir nokta, hareketli bir kutup veya (hareketli) bir
dallanma noktasidir. Daha karmagik tekillikler (6rnegin; logaritmik dallanma noktalari)

veya esasl tekillikler, lineer olmayan adi diferansiyel denklemlerin basit 6rneklerinde

bile ortaya ¢ikabilir .
2.2. Painlevé Ozelligi

f w cinsinden rasyonel, z cinsinden analitik ve hareketli tekillikleri yalmizca kutuplar

olan
w'=f(z,w) (2.5)

seklindeki bittin birinci basamak adi diferansiyel denklemleri aragtiran ilk kisi Painlevé
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oldu. Painlevé ozelligi denilen bu ozellige sahip denklemleri integre etmenin ya da
analitik olarak ¢ozmenin daha kolay olabilecegi dugiintlmiisti. Omegin fnin w

cinsinden polinom oldugu
w'= Z P (z)w" (2.6)
n=0

denklemini gozonine alalim. P,(z), z cinsinden analitiktir. Tekillikleri genelde,

¢Oziimin civarlarinda

w :ao(z—zo)'”——"ll{l+ian(z—zo)”‘_t{\ @7

n=1

seri agilim halinde yazilabildigi dallanma noktalaridir.

Burada ozellikle ilgi duyulan hal, z=zy'daki tekillikleri basit kutuplar olan m=2 halidir.
Bu ise iyi bilinen

w=f,@)+f(2)+f(2) w? (2.8)

Riccati denklemidir (fi(z), z cinsinden analitiktir). Bunun (2.5) tiiriinde Painlevé
ozeliine sahip tek birinci basamak adi diferansiyel denklem oldugu kamtlanmustir,

Gergekten de w=r———=  yerine koymas ile (2.8) denklemi, y cinsinden ikinci

[fz (Z) ]
basamaktan lineer bir ADD’e doniigiir. Bu durum kesin olarak bir global integre
edilebilirlik seklidir, giinkii lineer ADD’lerde tekilligin sabit yapida olusu, ¢dziimlerinin
global integral temsillerini miimkiin kilar.

Ikinci basamak diferansiyel denklemler igin yazdiklan bir diz ilging makalede (daha
fazla ayrint1 igin [4]'e bakiz) Painlevé ve birlikte galisanlar F, dx/dt cinsinden rasyonel, x
cinsinden cebirsel, t cinsinden analitik olmak iizere, kritik noktalan (dallanma noktalar

ve esash tekil noktalari) sabit olan
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d*x dx
7 (dt,x, ) (2.9)

seklindeki butin diferansiyel denklemlerin tekillik analizini tamamladilar. Bagka bir
deyisle, hareketli tekillikleri sadece kutuplar olan boyle denklemleri belirleme igini
basardilar. Bunlardan kirkyedi tanesinin elemanter fonksiyonlar cinsinden,
kuadratiirlerle, ya da lineerlestirme ile integre edilebildigi g6sterildi. Geri kalan alt1
tanesini integre etmek i¢in Painlevé transandantlan denilen yeni transandantlarin ithali

gerekmisti.

2.3 Ablowitz-Ramani-Segur Tahmini

Ik integre edilebilir KDD’nin, Korteweg de Vries denkleminin, Kruskal ve beraber
cahisanlar tarafindan bulunmasi lineer olmayan KDD’ler ig¢in yeni teknikler
gelistirilmesine, bu gelismeler de integre edilebilir yeni denklemlerin bulunmasina yol

agt1.

Ablowitz ve Segur’un ¢ahigmalan burada 6nem kazandi. Bilinen integre edilebilir
KDD’lerin benzerlik indirgemelerini aragtirnirken, biitiin bu denklemlerin Painleve tipi
ADD’lere vardigim gozlemlediler [34]: Bazi durumlarda bu ADD’ler dogrudan dogru-
ya bilinen fonksiyonlar cinsinden ¢oziilebiliyordu. Ancak daha ilging durumlarda,
bunlar (1.20)'daki listede yer alan PI-PVI arasinda yer almaktayd: ki, ¢oziime ulagmak
i¢in Painleve transdantlarina gerek duyuluyordu. Boylelelikle onlar, TS (ters sagilim)
yontemlerini  kullanarak, Gelfand-Levitan-Marchenko lineer integral denklemi
yardimiyla Painlevé’nin  indirgenemez denklemlerinden biri olan PII'nin
 lineerlestirilisini  elde ettiler. Bu noktayr izah edebilmek igin baz ornekleri

inceleyelim. Ise

u, +6uu, +u, =0 (2.10)
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Korteweg-de Vries denklemiyle baglayalim ve zamandan bagimsiz, yani u =u(x) tiiri

bir sadelestirmeyle denklemi su hale getirelim:
6uu, +u_, =0 (2.11)

(u' = du / dx ifadesi goz Oniinde bulundurularak) bu denklem iki kere integre

edildiginde
uw?=C,+Cu-2u’ (2.12)
denklemini verecektir.

Bu son denklem, tekillikleri sadece kutup noktalarinda yer alan bir eliptik fonksiyon
tammlar.Ikinci olarak,

u, =u_ +(u2 /2),“ +u, (2.13)

Boussinesq denklemini ele alalim ve u = u (x-ct) = u (z ) gezen dalga ¢dziimlerine

indirgemesini elde edelim. u' = du / d z tammuyla (2.13) denklemi
(1-c®)u™ (w2/2)' +u"/4=0 (2.14)

haline gelir. Bu da iki kez integre edilerek su denklem elde edilir :
u'+2u+z=0. (2.15)

(2.15) denklemi alt1 Painlevé transandant denkleminin birincisidir. Ugiincii olarak

farkl bir indirgeme yontemi ele alalim ve

u, +6ulu, +u,_, =0 (2.16)
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modifiye edilmig Korteweg-de Vries denklemiyle ise baglayalim ve

u(x,t) = (3t)-1/3 u(Ove;=X/ (3t)1/3

seklinde kendine benzeyen bir ¢oziim arayalim. O zaman

“(zu) +6uu’+u’’ =0 (2.17)

elde ederiz . Bu da bir kere integre edildiginde

u+2uw-zu+C=0 . (2.18)

ikinci Painlevé transandant denklemini verir .

Doérdiincii olarak
ux = Sinu (2.19)
Sine-Gordon denklemini alalim. Bu denklem tam integre edilebilir denklemlerin

siifindandir. Denklemin kendine-benzer ¢oziimiileri vardir.

uxt)=v(z), z=xt;w=e"

doniisimi yapilinca denklem

i(wy)Z _lw!_*_wz -1

w Z z

sekline doniisiir. Bu denklem tigiincii Painleve denkleminin 6zel halidir.

Son olarak

iq, - q,.. =2aq’q (2.20)
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lineer olmayan Schrddinger denklemini alalim. Bu denklem de tam integre edilebilir
denklemlerin simfindandir. Denklemin kendine-benzer ¢éziimiilerini elde etmek igin
bagimli ve bagimsiz degiskenleri, y gergel bir sabit olmak iizere

z=xt™"?,  qGt)=t""7d(z)

formiiliine gére yeniden 6lgekleyelim. O zaman (2.20) denklemi

’

(CI)'+%Z(DJ = 2a(D)’ D+ 1 (2.21)

sekline doniigiir. Bu denklem, nonlineer Schrodinger denkleminin benzerlik indirgeme-
lerinden biridir. Simdi ®@'yi O faz ile P genliine ayiralim:

d=P° .

‘ ! 1
Y= 9’—1—% tammim yaparsak (Pz‘P) =—ZP2 esitligini elde ederiz. Bunlar

g6zoniine alindiginda (2.21) denklemi

: 1
(P9) = P{PP"+ 2aP* +—2*P* - ;Pz) (2.22)
haline gelir. P*¥ = -4V tamm yapilirsa P* = 16V elde edilir ve (2.21) denklemi

1
V= PZ(PP" +2aP* + 1—622P2 - szj (2.23)

olur. Bu denklem P? =16 esitligi ile birlikte gdzoniine alinirsa, V cinsinden tigiincii

basamaktan ve liglincii dereceden
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1
ymy = ";‘ vy + }lsz —gZ V) ~64ay +2y (V') (2.24)

denklemi elde edilir. Bu denklem bir kere integre edilerek C keyfi integrasyon sabiti

olmak iizere ikinci basamaktan ve ikinci dereceden
1
V) = —-Z(ZV' =VY —64aV')? +4y V') - CV’ (2.25)
denklemine ulaginz.

Bagimli ve bagimsiz degiskenleri z =2z, V = -z—e”’" *c esitlikleri ile yeniden

olgeklendirirsek ve 7, r,, 6,, 6, parametrelarini
h+r =4y, nr,=64C, r,=-46,, r,=-2(6,+6,)

egitlikleri ile tammlarsak (2.25) denklemi M. Jimbo ve T. Miwa tarafindan [35]'de
Painlevé IV denkleminin ¢ gekli olarak adlandinlan

(0") = 4(r0'— 0)’ - 40'(0’ +46,)(0" +2(0" +2(6, +6,,)) (2.26)
denklemi bulunur [36] . Boylece lineer olmayan Scrodinger denkleminin (2.21)'deki

benzerlik indirgemesinin her ¢6ziimii, (2.26)'ye bir ¢ozim saglar, o da

a=26,, f=-80} olmak lizere

o O

=2w

3
+5(W')2 +4w? +2(r - a)w +-’§ (2.27)

Painlevé IV denklemine bir ¢oziim tretir.
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Yukandaki gozlem ve diger gozlemlerden elde edilen sonuglar bize Ablowitz-Ramani-
Segur (ARS) tahmininin formiilasyonunu verir : Ters sagilim yontemiyle ¢oziilebilen
lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemin indirgenmesiyle elde edilen biitiin adi

diferansiyel denklemler Painleve 6zelligini tagir.

Tahminin kullamlabilmesi igin iki farkli sey gerekmektedir. Verilmis bir KDD’nin
biitiin indirgemelerin elde etmek i¢in bir yontem, ve verilmis bir ADD’nin Painleve
ozelligini arastiran ikinci bir yontem. Ablowitz, Ramani ve Segur ve onlann izleyen bir
dizi aragtirmaci, en azindan bir gerek sart elde etmek igin daha sonraki kisimlarda

gorecegimiz algoritmalan onerdiler.

Bu tahmin, eger dogru ise, verilen bir KDD denkleminin tam integre edilebilmesi igin
gerekli sartt sagliyor. Ablowitz, Ramani, Segur [37], McLeod ve Olver [38],
Painlevé tahmininin zayif-halini ispatladilar. Bu ispatlar bir KDD tam integre edilebilir
oldugunda g¢Oziimlerinin, bir lineer integral denklem olan Gel'fand -Levitan-
Marchenko integral denklemi ile ifade edilebilecegi gergegine dayaniyor.

Burada 6nemli olan soru, verilen KDD’nin Painlevé denklemlerinden birine indirgenip
indirgenemeyeceginden daha ziyade bir ADD’e indirgenip indirgenemeyecegidir. Eger
verilen KDD Painlevé tirinde bir denkleme indirgenebiliyorsa, Painlevé
denklemlerinden biri olsa bile, Painlevé tahmini KDD’nin integre edilebilirligi
konusunda higbir sey s6ylemiyor. Painleve tahmini her indirgemenin Painlevé tiiriinde
ADD olmasim gerektiriyor, fakat buna ragmen yeter kosulu saglayamyor.

Ornegin; modifiye edilmis Benjamin-Bona-Mahony (MBBM) denkleminin
u, +u, +u'u, ~u_, =0 (2.28)
gezen-dalga ¢oziimij,

u(x,t) =w(z), z=x—ct (2.29)
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olmak kaydiyla
l(l—c)w2 +—l-w4 +lc(w')2 =Aw+B (2.30)
2 12 2 '

denklemini saglar. Burada A, B, keyfi sabitlerdir.

Bu denklem, klasik Lie grup yontemi veya dogrudan yontemlerle elde edilmig tek
benzerlik indirgemesidir. (2.30) denkleminin Jocabian elliptic fonksiyonlan cinsinden
¢ozimi vardir ve Painlevé tirtindendir. Bu yiizden (2.28)'deki MBBM denklemi
Painlevé tahmininin gerek sartlanm sagliyor. Fakat, sayisal bulgular MBBM |
denkleminin soliter dalga etkilesmelerinin elastik olmadifini, yani solitonlar gibi
davranmadigini gosteriyor. MBBM  6rnegi Painleve tahminini ¢iiritmiiyor, yalmzca
Painlevé tahminin KDD'in tam integre edilebilirligi i¢in gerek ve yeter sart olarak

genellestirilemeyecegini gosteriyor.

Painleve tahmininin verilen KDD'e uygulamadaki en biiyikk engel, KDD'i ADD'e
indirgemek (birden fazla indirgeme olabilir) ve sonra her ADD'in Painleve tiirii olup
olmadifini arastirmaktir. Benzerlik indirgemelerini bulmada sistematik yontemlerin
varligina ragmen (KDD'in simetrilerini arastimak, miimkiin biitin benzerlik
indirgemelerini bulmak igin yeterli olmayabilir). Painlevé tahmini, yeterli sayida
simetrisi olmayan (2.28) MBBM denklemi gibi KDD'ler igin yetersizdir.' Yani eger
verilen KDD'nin yeter sayida simetrisi yoksa, Painlevé tahmini etkisiz kalacaktur.

Dogrudan KDD'leri test eden bir yontem olsa daha iyi olur. Weiss, Tabor ve
Carnavale KDD'ler igin Painlevé o6zelligini test eden bir yontem buldular [39].
"KDD'ler i¢in Painlevé testi" ADD'lere indirgemeden, verilen KDD'e Painlevé
tahminini dogrudan uygulama metodudur. KDD'nin Painleve 6zellidine sahip olmasi
demek, karakteristik olmayan hareketli tekil manifoldlar civarinda tek degerli
¢Ozimlere sahip olmasi demektir. Weiss, Tabor ve Carnavale tarafindan bulunan ve

Ablowitz, Ramani ve Segur'un ADD'lerin Painlevé tiirii olup olmadigi aragtirmada
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kullandiklar1 yonteme benzeyen yontemi ilerideki kisimlarda verecegiz ve bu yontemi

bir dizi drnege de uygulayacagz.

Weiss,Tabor ve Carnavale, Painlevé o6zelligi ile tam integre edilebilirlik arasindaki
iliskiyi ispatlamaya ¢aliymadilar. Painleve KDD testi tam integre edilebilir KDD'lerin
belirlenmesi igin yararli bir kriter olarak goziikiiyor. Verilen KDD'nin tam integre
edilebilirligi icin yararli ilk test olduuna ek olarak Painleve analizi, tam integre
edilebilir denklemler, B cklund transformasyonlari, Lax ¢iftleri, Hirota'mn bilineer
ifadeleri, 6zel ve rasyonel g¢éziimler i¢in v.s. hakkinda 6nemli bilgiler veriyor. Bu
Painleve analizi sayesinde integre edilemeyen denklemler igin 6zel ve rasyonel

¢coziimler de elde ediliyor.

Painleve testinin formulasyonundan beri Painleve 6zelligini kullanarak verilen bir KDD
veya ADD’nin integre edilebilir olup olmadigina karar vermeye ¢aligilmigtir. Bunu ilk
kullanmaya g¢aligan insanda Sophie Kowalevski’dir. O sabit bir nokta civarinda dénen

kat1 bir madde tizerinde gahigmugtir.

2.4. Painlevé-Kowalevski testi
2.4.1 ADD’lerin tekillik analizi

ADD’lerin tekillikleri iki tiirlii olacagint s6ylemistik: sabit ve hareketli. Adi diferansiyel
denklemlerin tekillik analizine baglarken lineer adi diferansiyel denklemlerle ilgili bazt
bilgileri tekrar edelim. Ornegin kompleks diizlemde n. basamaktan

d"x d"'x dx
R FR10 b SRR +R(O— +R(x=0 (231




50

diferansiyel denklemini g6z6niine alalim. Eger n tane olan po(t), ............ ,Pr1(t)
katsayilarimin hepsi de bir t, noktasi civarinda analitik iseler, to diferansiyel denklemin
bir adi(regiiler) noktasidir ve (2.31)in, kendisi ve n-1.'ye kadar turevleri t=to'da
belirlenmis keyfi degerleri alabilen tek bir ¢oziime sahiptir. Bu ¢6ziim t-t, cinsinden,
en azindan merkezi to'da olan ve katsayilarin tekil noktalan arasinda to‘a en yakin
olanindan gegen gember iginde yakinsak bir Taylor serisine agilabilir. Boylece
denklemin ¢6ziimlerinin tekillikleri sadece katsayilann tekilliklerinde bulunabilir (ki
bunlar ya diizgiin, ya da diizgiin olmayan tekilliklerdir). Daha 6nce belirttigimiz gibi,
yerleri segilen 6zel goziimlere degil de sadece denkleme bagl oldugundan, bunlar
sabit tekilliklerdir. Ornegin :

d*x
dt?

H1-¢) +{c—-(a+b+l)t}%-abx:0

hipergeometrik denklemini ¢oéziimlerinin tekillikleri sadece katsayilann tekilliklerinde,
yani 0, 1 ve oo‘da bulunabilir. Coziimiin tekilliklerinin sabit olmasi, lineer adi

diferansiyel denklemlerinin genel dzelligidir.

Lineer olmayan adi diferansiyel denklemler bu 6zelligi kaybediyor.

dx o
—+x*=0 2.32
= (2.32)

gibi basit bir adi diferansiyel denklem ele alalim. Bunun genel ¢oziimii x(t)= (t-t o) *
dir. Buradaki t, integrasyon sabiti olup aym zamanda tekillidin yerini belirler. Kutup
tirinde olan bu tekillik, yeri integrasyon sabiti olan to‘a bagh oldugundan hareketlidir.
Lineer olmayan ADD’ler hem hareketli hem de sabit tekilliklere sahip olabilir. ("g¢ogu
kez analitik") bir ADD’in ¢6ziimii gesitli tekilliklere sahip olabilir. Hangi mertebeden
olursa olsun kutup digindaki biitiin tekilliklere kritik noktalar diyoruz. Bu noktalar
esasl tekillik veya dallanma noktasi olabilirler. Dallanma noktalarinda (2 veya daha
fazla) sonlu sayida veya sonsuz sayida dallanma olabilir. Ornek olarak agagidaki

denklemleri g6zoniine alalim.
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%+x3=0
2
xd f—éc—+l=0
dt dt
2
ax‘:lt—f+(l—a)(%)2 =0 (2.33a,b,c,d,e)
d*x dc, | . dx.,
—(— +4x(—)" =0
[xart2 (dt)j] @
d*x dx
1+x? +(1-2x)0(2)? =0
(1+x)ZE+1-29)

Bu denklemlerin genel ¢oziimleri o ve t integrasyon sabitleri olmak izere sirastyla

-1 -1

x(1) =22 (t-1,)%

x()=0—-t)In(t-t)+a(t-t,)

x(t)=a(t-t,)° (2.34a,b,c,d,e)
x(t) = acexp{(t~1,)" }

x(f) = tan{lna(r - 1,)}

olacaktir. Bunlarin tekillilderi's1ras1yla; hareketli cebirsel dallanma, hareketli logaritmik
dallanma, a rasyonel degilse transandantal dallanma, izole edilmig hareketli esash
tekillik tiriindedirler. (2.34e)‘de t igin 6zel bir yol almazsak ¢ — ¢, igin (sonsuz da
dahil) limiti yoktur. Aslinda esash tekillik, dallanma noktast veya kutup noktalarinin
yigilma noktas1 olabilen t; noktasmndan sonsuz sayida farkh dallanma noktasi agia

cikar.

Eger diferansiyel denklemi normal formuna koyarsak, yani en yiiksek mertebeli tiireve

gore ¢Ozersek

n n-1
d’x = F(d X gﬁc—“ x,t)
at”
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denklemin tekillikleri, F’nin tekillikleri olur. F'yi diger degiskenlerden bagimsiz olarak
tekil yapan t degerleri, sabit tekilliklerdir. Digerleri de hareketli tekillikler olur.

2.4.2 Birinci-basamak adi diferansiyel denklemler

Painlevé [40-42] G’nin dx/dt ve x’e gore polinom, t’ye gore analitik olmak tzere
G(dx/dt,x,t)=0 . ' (2.35)

seklindeki 1. basamak denklemlerin ¢oziimlerinin hareketli tekilliklerinin, kutuplar °
ve/veya cebirsel dallanma noktalan oldugunu gosterdi ([43; 246-250; 44, s. 88; 4, s.
292]'ye de bakimz). Fuchs [45], P ve Q'nun x cinsinden polinom ve katsayilarin t’ye

gore analitik olan

de_poe o DD

7 0Cx.1) (2.36)

seklinde, ¢oziimlerinin kritik noktalarinin hepsi sabit tek denklemin; pa(t), pi(t), ve
po(t) analitik fonksiyonlar olmak tizere

2 P OF +p 0%+ P, () 237)

genellesmis Riccati denklemi oldugunu kamitlad: (Ispat igin [44, s. 89; 4, s. 293]'e
bakimz). Eger p,(t) =0 ise, (2.37) sadece lineer bir denklemdir. Aksi takdirde

1 d

== p,(t)y dt

(2.38)

dontigimii ile (2.37) denklemi
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d*y (d
P i ( 5,; +p ()P, (t)j b + Do (t)pz (Hy=0 (2.39)

seklinde ikinci basamak bir denkleme donigiir. Bunun genel ¢6ziimii; yi(t) ve ya(t) iki

lineer bagimsiz ¢6ziim; oy, o, keyfi sabitler olmak tizere
y(@)=ay, ®*+ a,y, ®
yapisindadir. Bu yiizden (2.37) Riccati denkleminin genel ¢oziimii

Dy B
()= - dt
p,((ey +a,y,)

bu gekildedir. Simdi

(&) - pw (2.40)

yapisindaki denkleme bakalim. Burada p, x cinsinden m. dereceden sabit katsayilt bir
polinomdur. [Burada p(x)in; bir polinomun m'yi boélen k. kuvveti olmadif
varsayihyor.] Eger (2.40)'un ¢oziimlerinin highir hareketli kritik noktasi yoksa, o
zaman (zorunlu olarak) m<2n olmalidir (Ispat igin [44, s. 418; 4, s. 312]'ye bakimz).
Cozimleri n=1 ve n=2 igin, hareketli kritik noktaya sahip. olmayan (2.40) tipindeki
biitiin denklemleri belirleyecegiz.

n=1 i¢in tek miimkiin durum Riccati denklemidir ve (g olasi sekil vardir (t'nin

olgeginin degistirilmesi ve ¢ok basit olanimin ihmal edilmesi halinde):
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—=Xx-a
dt

dx
dt

dx
dt

=(x-a)(x-b)

=(x—-a)’

Bunlann genel ¢oziimleri, to sabit olmak kaydiyla sirastyla;

x(t) = a+exp{(t - 1,)}
_bexp{(a-b)(t-t,)}-a

x(1) = exp{(a—b)(t—1,)} -1

x()=a-(t-1,)"

seklindedir. Benzer olarak, n=2 igin sekiz durum vardir. Bunlardan alt1 tanesi

(G) =x-a

(%) - e-ae-b)
o

(&) (a1

(&)~ e-ar'(e-b)
dx

(x—-a)*(x-b)(x—c)

N
]
N~ S
N
it

denklemlerini verir. Bu denklemler elemanter fonksiyonlar cinsinden sirasiyla
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x(t):i—(t—to)z +a

x(t) = %(a-#b) +%(a—b) cosh(r - ¢,)
x(t)=a+4(t-t,)"
x(t)=a+(b-a) secz{%s/b—a(t - to)}

4(b-a)
(@a-b)Y*(t-t,) -4
2(b-c)c—a)

(b+c—2a)+ (b -c) cosh{‘/.(b —a)(c—-a)(t - to)}

x()=a+

x(t)=a-

seklinde ¢oziilebilirler.

Geriye kalan iki hal eliptik fonksiyonlart tammlar. Bu durumlar p(x)'in {i¢ veya dort
farkli koke sahip oldugu hallerdir. Eger p(x) iig farkli koke sahip ise, (2.40) (bir lineer
déniigiimie)

(%j =4(x-a)(x~-b)(x~c)=4x’ -g,x—g, (2.41)

haline getirilir. Burada at+b+c=0, 4(ab+bctca)=-g , , 4abc= g ; olmaktadir. Bu
denklem t, keyfi bir sabit olmak {izere

- =j (2.42)
4y -8V &

integraliyle ¢oziiliir. Bu eliptik integral t'yi x cinsinden bir fonksiyon olarak tanimlar.
Bu fonksiyonun tersi g(f) Weierstrass eliptik fonksiyonu cinsinden verilir [46].

Boylece (2.41)'in genel ¢6ziimil

x(®) =01 -1,:8,,8:) (2.43)



56

seklindedir. x(t) tek degerli meromorfik bir fonksiyon oldugu halde t(x), onsuz gok
degerli bir fonksiyondur (sirastyla sin ve arcsin fonksiyonlarmin tek ve gok
degerliliklerine benzer bir durum). g@(f) Weierstrass eliptik fonksiyonunun sonlu
dizlemdeki tek tekillikleri iki kath kutuplardir. Bunun yam sira g(z) ikili
periyodiktir. Yani; ?— gergel olmayacak gekilde z; ve z; gibi iki karmagik say1 (oran
2
gergel ve rasyonel ise fonksiyon periyodik, eger gergel ve irrasyonel ise fonksiyon
sabittir) her m, n tamsayis1 igin g(¢f)=gp(f +2mz, +2nz,) olacak sekilde
bulunabilir. 0, 2z, 2z;+2z,, 22z,, ile ifade edilen dort nokta da g(¢)'nin periyod
paralelkenarimin kdse noktalandir. t-yiizeyi buna benzeyen periyod paralelkenarlarimn
olusturdugu bir ag ile ortiilebilir (Weierstrass eliptik fonksiyonu hakkinda daha fazla
bilgi igin [46]'da 20. Bolum'e bakiz). Eger p(x) dort farkl koke sahip ise (2.40),

(ikili lineer ve rasyonel) Mobius doniigiimii sayesinde

(%)2 =(1-x*)(1-k’x?), k =+l

haline getirilebilir. Genel ¢6ziim, t cinsinden kath periyodik meromorfik fonksiyon
olan basit kutuplu x(t)=sn(t-to;k) Jacobi eliptik fonksiyonudur (Jacobi -eliptik

fonksiyonu hakkinda daha fazla bilgi igin [46]'da 22. Boliim'e bakimz).

Son olarak ondokuzuncu yiizyilda eliptik fonksiyonlar ve

§a].k (t)x’(%)k =0

(sonlu toplam) seklindeki denklemler iizerine Fransiz matematikgileri Briot ve
Bouquet [47] tarafindan ¢ok genis arastirma yapildifim belirtelim ([44]'de 11.

Boliim'e bakimz).



57

2.4.3 lkinci Basamak Adi Diferansiyel Denklemler

2.4.3.1 Painlevé’nin o-yontemi:

F fonksiyonu dx/dt cinsinden rasyonel, x cinsinden cebirsel ve t’ye gore analitik olmak

lUzere

d*x dx :
= F(— t ) 2.44
!tz ( It 2 %5 ) ( )

seklindeki adi diferansiyel denklemleri gozoniine alahm. Picard 1887'de (2.44)
bigimindeki denklemlerden hareketli kritik noktaya sahip ¢oziimii olamayanlar
belirleme problemini ortaya atti. Bu problem Painlevé ve arkadaslari tarafindan
¢oziildi (Picard [48-51], Painlevé [52-73], Fuchs [74], Gambier [75-81] bu
caligmalar iizerine genis bir tarama [4, 14. Bolum]'de yer aldi, [44, s. 439]a da
bakimz). Yakin zamanlarda problem Bureau tarafindan da incelendi [82-98]. F

fonksiyonu x cinsinden rasyonel , t'ye gére analitik oldugunda
dx
—=F(x,t
o =

tipindeki birinci basamak diferansiyel denklemlerinin ¢oziimlerinin olasi hareketli
tekillikleri yalmz kutuplar ve cebirsel dallanma noktalart olmasimna karsihk (Painlevé
[40-42]- [44, s. 88; 4, s. 292]'ye de bakimz) Painlevé, (2.44) yapisindaki ikinci
basamak denklemlerin hareketli tekilliklerinin logaritmik dallanma ve esash tekillik
olabilecegini gosterdi. Iste bu tip tekilliklerden yoksun ¢dziimlere sahip denklemleri

bulma yontemine o-yontemi denir ve Painlevé tarafindan bulunmugtur.

(2.44) tipindeki denklemleri inceleyebilmek igin onlan
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% =G(x,y,t;) (2.45a)
% = H(x,y.t;a) (2.45b)

birinci basamak sisteminin bir 6zel hali olarak g6zoniine almak kolaylik saglar.
Burada H ve G orijini i¢eren bir D bolgesinde o parametresinin analitik

fonksiyonudur.

Painlevé a-yontemi ilk olarak hareketli kritik noktalarin yoklugu igin bir dizi gerek
sart bulma isi ile -ki igin burasi bldukga ko'laydlr- ardindan dogrudan integrasyonla
veya bagka bir yolla bu gartlanin aym zamanda yeter oldugunu kanitlamaktan ibarettir.
Yontemin bu ikinci safhast gok zordur. Ciinkii bu birbirinden farkh birgok halin ele
almmasim gerektirir ve her bir halde hareketli kritik nokta olmadigim géstermek zor

hesaf)lan’gerektirir [birinci basamak denklemleri incelerken

(& -

seklindeki denklemlerde p(x), derecesi dorde esit veya dortten daha az bir polinom
oldugunda sekiz farkli durumun ortaya giktigini, bunlardan alti tanesinin elemanter
fonksiyonlar cinsinden; iki tanesinin de Weierstrass -ve Jacobi eliptik fonksiyonlan

cinsinden ¢ozilebildigini hatirlayin].

Painlevé'nin o-ydntemi, ilk defa gok mekaniginde tig-cisim problemi (ikiser ikiser
birbirini Newton kuralina gore g¢eken ii¢ cismin hareketi) igin ¢ikartdan kiigik
parametreler yonteminin bir tiir genellestirilmesi olarak ortaya ¢ikt1 [99,100]. Cok iyi
bilindigi gibi iki cisim probleminin (birbirini Newton kuralina gore karsilikli geken iki
cismin hareketi) ¢6ziimii gok kolaydir [101]. Ug-cisim problemi tam ¢6ziimi
olmamast yiiziinden biraz farkh bir yapidadir. Fakat, giines sistemi s6z konusu
oldufunda gezegenlerin kiitlesi giinese nazaran kigiikk oldugundan problem

basitlestirilebilir. Bu yiizden hareketi temsil eden integralleri, hareketi bozan
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gezegenin kitlesinin giinesin kiitlesine oramim temsil eden kiigiikk bir parametrenin
kuvvetlerine gore agmay: diigiinmek dogaldir. Burada agiktir ki parametrenin yerine
sifir koyarsak, iki-cisim probleminin ¢6ziimiinii elde ederiz. Parametrenin kiigiik
degerleri i¢in de, iki cisim probleminin ¢oziimiindeki yoriingenin biraz bozulmusunu
buluruz. Kiigiik-parametre metodu bulunusundan sonra gtk mekanigindeki birgok
aragtirmada kullamlmigtir. Tabii ki her defasinda bu kiigiik parametre, problemindeki
bir fiziksel biiyiikliigii temsil etmistir (Ornegin kiitlelerin orani, gezegen yoriingelerinin
digmerkezligi vs.). Painlevé, degiskenlerin doniigimii yoluyla suni olarak parametre
katmak suretiyle yontemin esasli bir uyarlamasim gergeklestirmisgtir. Bu parametrenin
secimindeki serbestlik, yontemin esnekligini ve uygulanabilirlifini bir hayli
ar.tlrmaktadlr.

(2.45) sistemi igin gerek sartlart bulmak i¢in o parametresine bagh bir degisken
doniisiimii uygulamr. Oyle ki her o #0 igin, her olusan denklem digerine denk, fakat
=0 yalmzca tek degerli ¢oziimleri oldugu (gdzlemle veya bagka bir yolla) goriilen

yoz limittir. w, F € C™  a'y1 igermeyen fonksiyonlar,

olmak tizere
%‘:— = F(z,w)

seklindeki denklemi gozoniine alahm ve bazi p, q, r, s, k sayian ve uygun olarak

segilmis (v =v,,v,,.....v,) ile

t=afk+alz

u=a'v+a'w

doniisimini yapalim. O zaman
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% = f(t,u,a) (2.46)

yapisinda bir denklem elde ederiz. Burada u=(u,,u,,...... Juy) ve =(f, faseeeis fn)
seklindedir. Simdi Painlevé'nin iddiast sudur: Eger (2.46) denklemi yeterince kiigiik

her o igin tek degerli ¢6ziimlere sahip ise, o zaman aslinda da a=0 da istisna olmaz.

Bu iddia su teoreme dayarur:

Teorem 2.4.3.1: teDcC, bir R igin u € B,cC", o orjnin bir §

komsulugunda S ve D, R, S kiimeleri o 'dan bagimsiz olmak izere f(t, u; o)

fonksiyonu t, u ve o cinsinden analitikse, verilen ¢, € D, p=(p,,....... ,Pn) €D ve

yeterince kiigiik € igin

& Femu0=p @.47)

baslangi¢c deger probleminin (tek) ¢oziimiiniin Va € B, igin D'de tek degerli olmasi

(ve t, o cinsinden analitik olmast) igin gerek ve yeter kosul, (2.47)'nin o'mn kuvvetleri

cinsinden agilarak basamak basamak ¢6ziilmesiyle elde edilen
u(t)y= Y u,(t)a” (2.48)
n=0 ’

¢oziimundeki tek tirli olarak elde edilmiy u,(r) = (u, ,u

ny 2o Uy ) Katsayilarnin

hepsinin de tek degerli olmasidir.

Ispatin ana hatlan : u(t), (2.47)'nin tek degerli ¢6ziimii olsun ve

Sy(ta)= Nz—fu,.(f)a”

n=0
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olmak iizere

uy (1) = lim (2.49)

u(t)— Sy (t, @)
—0 aN
limitini gozontine alalim. Timevarimla u, (f) 'lerin hepsinin de tek degerli oldugu

kanitlanabilir. Bu 6nermenin tersi de

u(t) = limsy, (¢; @)

esitliginden elde edilir.

Burada Painlevé a-yonteminin Ince'deki [4] anlatiminin agikliktan yoksun oldugunu
belirtmek igin biraz duralayalim. Bu yontemin bizzat Painlevé tarafindan [68]'de
yapilan tarifine baktifimizda Ince, Painlevé'nin anlatimimi (muhtemelen) biraz
dikkatsizce bulup onu kuvvetlendirmeye ¢aligmug, fakat bunu biraz kaba saba yapmisg
olmali. Ince tamimlamadan (dogrudan dogruya Painlevé'nin Fransizcasindan alinma)
uniform kelimesini belli ki "tek degerli" anlamina kullamyor. Golubov'daki [102, 2.
Bolim, 2. Kisum] Painlevé a-yontemi anlatimi daha agiktir. Daha genig bilgi i¢in bu
kitap okunabilir. 2.4.3.1 Teoremi (bilhassa D'nin basit baglantih boige oldugu halde)
burada ifadesini vermeye degmeyecek kadar basittir. Ikili baglantih bolgeler, yani
potansiyel dallanma noktalar etrafindaki halkalar iizerinde uygulamalar bulunmusgtur.
Kendi ifadelerine baktifimizda Painlevé'nin bu teoremi dogrulugunu kabul edip
gecmek ya da bir teorem payesine yiikseltmek konusunda huzursuzluk duydugunu

goruyoruz.
2.4.3.2. Painlevé denklemlerinin tiiretilmesi;

Painlevé ve onunla birlikte ¢aliganlar (2.44) seklindeki miimkiin biitiin denklemlerden,
hareketli kritik noktaya sahip olmama ozellifini tastyan sadece 53 tane kanonik
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denklem oldugunu gosterdiler. Onlar bu 53 denklemden 47 tanesinin bilinen
fonksiyonlar cinsinden (eliptik fonksiyon ve lineer denklemler gibi) cinsinden integre
edilebilecegini veya 6 yeni lineer olmayan diferansiyel denkleme indirgenebilecegini de
gosterdiler. Bu 53 kanonik denklem, a, b, ¢, d, ¢ fonksiyonlan t'ye goére analitik

fonksiyonlar olmak tzere

_a(t)x+b()

XD c(®)+d(t)’

T = ¢(t) (2.50)

Mobius doniisiimleri ile genellestirilebilir. Bu yeni denklemler, genel ¢dzimlerinde
hareketli kritik nokta bulunmayan (2.44) seklindeki biitiin ikinci basamak adi
diferansiyel denklemleri igerir. Bu 53 denklemden en ilging olanlan, yeni transandant
fonksiyonlar tanmimlayanlardir.

Bunlar  Painlevé denklemleri denilen, swastyla P,P,,P,,FP,,F,F; (1.20)
denklemleridir ve ¢dziilebilmeleri i¢in yeni transandant fonksiyonlarn ithali gerekir.
Bu yeni fonksiyonlara Painlevé transandantlarnt denir (biz burada sadece ¢oziimlerine
Painlevé transandant1 diyecegiz ama, bu 6 denkleme de Painlevé transandant:
deniliyor). Ilk {i¢ denklem P;, P, ve P; Painlevé tarafindan bulundu; dérdiincii ve
besinciler, P, ve Ps Gambier tarafindan eklendi, Ps'mn genel bigimi Fuchs tarafindan
verildi [74]. Py, P, ve Pyliin ¢oziimleri t'nin meromorfik fonksiyonlarudir. Ps ve Ps 'de
t=¢’ yerlestirilmesini yaparsak, ¢oziimleri s'nin meromorfik fonksiyonu olur. Fakat; Ps
icin 0, 1 ve o sabit kritik noktalardir. Bu yiizden Pg'nin genel ¢oziimii kompleks
diizlemin her yerinde meromorfik fonksiyon olmaz. Gergekte Ps denklemi diger 5
tanesini igerir, ¢iinkii limit ve birlesmelere ge¢meyle bunlar elde edilebilir (Painleve
[73]; [4,s. 345]'e bakimz). Painlevé P; 'in ¢dziimiiniin yeni transandant fonksiyonlar
tamnﬂad1g1m ispatladigindan [66, 69-72], P,'den Ps'va kadar denklemlerin ¢ziimleri

icin de, a, B, y ve & sabitlerinin baz1 6zel degerleri hari¢, aym sey dogru olur.

Painleve denklemleri ilk kez kesin matematiksel miilahazalarla kesfedildigi halde,

bunlar aralarinda iki boyutlu Ising modelinin spin-spin korelasyon fonksiyonu
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[103-10S]; quantum g¢ekimi [106, 107]; surekli plazmada kiiresel bir elektrik probu
[108]; MKdV denkleminin ¢oziimlerinin asimtotik davramsi [109, 110}]; bir boyutlu
Bose gazimin bir-pargacik indirgenmis yogunluk matrisi [111-113]; viskoz sontimli
dogal konvektif akiglar [114, 115]; spini 1/2 olan bir boyutlu XY modelinin zamana
bagiml korelasyon fonksiyonlani [116, 117]; siur tabakalarinda Gortler burkaglar
[118-120]; coklu elektrolit incelemeleri [121]; genel relativite [122- 129] ve lineer
olmayan optik [130] konulanindaki teorilerin de bulundugu  birgok fiziksel
uygulamada ortaya ¢ikt1.

2.4.3.3. Painlevé'nin o-ydntemine bir uygulama;

3

Painlevé'nin a-yontemine bir 6rnek vermek igin onu, a(t) analitik bir fonksiyon oldugu

Zaman

d’x

= 6x” +a(t) (2.51)
bi¢imindeki hangi denklemlerin hareketli kritik noktah ¢oziimlere sahip olmadiklarin
belirlemek igin kullanalim. (Kutubu kritik nokta olarak kabul etmedigimizi
hatirlatalim). Bunu yapmadan once, incelemek zorunda oldugumuz (2.51)'in (2.44)'in

nigin bir 6zel hali oldugunu kisaca agiklamaliyiz.

Painlevé, (2.44)'in hareketli kritik noktalan olmayacaksa, F'nin dx/dt'ye gore ikinci
veya daha fazla dereceden bir polinom olmasi gerektifini gostermisti. Boylece

denklem, L,M ve N x'in rasyonel, t'nin analitik bir fonksiyonlar olmak Gzere

L, x)(%) + M(t,x)%:— +N(t,x)

d*x _
dt*
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seklindedir. t, katsayilarin tekil noktalarindan biri degilse Painlevé,

d*x (aﬁc)z
i *“=
dt* (7o, ) dt

denkleminin ¢éziimlerinin hareketli kritik noktalara sahip olamayacagim gosterdi. Bu
soyledigimizin dogru olabilmesi igin L(t,x), en basiti L=0 olan sekiz degisik sekilde
olabilir. Buna ek olarak, eger L=0 olursa, M fonksiyonu da x cinsinden lineer ve N de

x cinsinden derecesi en fazla 3 olan bir polinom olmalidir. Boylece

d*x
dt®

= {A(H)x+ B(t)}% +C()x® + D()x* + E(H)x + F(f) (2.52)

olur. Painlevé bundan sonra A(t) ve C(t) 'nin bes ¢ift sabitten biri olmas1 gerektigini
gosterdi. Bunlardan en basiti A=C=0 olmaktadir ki bu durumda (2.52) denklemi
(2.51)'e donustirtlebilir. Bundan dolayr (2.51), (2.44)'in incelenmesi gereken en
basit yoz olmayan geklidir.

(2.51)'in ne zaman kritik noktaya sahip olmast gerektigine karar vermek keyfi bir o

parametresi igin
x=aX,t=t +al
doniigimini gézoniine alalim. Béylece

d*X da 1 d%a
7= 6X* +a'a(t,)+a’ ;ﬂ—(to)+5a6;t-2—(fo) +0(a”) (2.53)

seklini alir ki bu denklem igin a cinsinden bir

X(D) = X, (D) +a* X,(T)+ &’ X, (1) + a° X (1) + O(a”) (2.54)
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kuvvet serisi ¢oziimi aranz. [(2.54) yapisinda bir X(T) ¢6ziimii aramak yerine

X(D) = X,(D+aX(D+a X,(D+a’ X, (D) +a* X, (D +a’ X (D) +a’ X (1) +O(a’)

seklinde de ¢6ziim aranabilecegine dikkat ediniz. Ancak bunu (2.53)'e yerlestirip o'nin
kuvvetlerini esitlersek, X;(T), Xx(T) ve X3(T) 'vi eliptik fonksiyonlar cinsinden
buluruz ki bu yiizden bunlar meromorfiktir ve (2.51) bigimindeki denklemlerden
hangilerinin ¢6ziimlerinin hareketli kritik noktalann olmadifim karar vermekte etkili
'olmazlar. Bu yiizden hesaplamalan basitlegtirmek gayesiyle onlan sifira esitleriz]. O

zaman (2.54)'0 (2.53)'de yerine koyar ve o'mn kuvvetlerinin katsayilarnim esitleyerek

=0,1,2,3,.... i¢in

d*X

de° =6X,

d’X.., T'da

—F -12X,X,., Sy 4 (%) (2.55-56)

elde ederiz. (2.55) 'in genel ¢6ziimii, h ve k integrasyon sabitleri olmak iizere

X,(1) = (T~ k;0,h)

Weierstrass eliptik fonksiyonudur. (Bir Lamé denklemi {46, B6liim 23] olan)

axy
dr?

-120(T-k,0,A)Y =0
homojen denkleminin genel ¢oziimii de o, B integrasyon sabitleri olmak iizere

_ (rde a9
Y= a(T dr +2‘om) B
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fonksiyonudur. Parametrelerin degisimi yontemiyle (2.56)'nin genel ¢ozimi

dU,.. _T" d'a . dX
dr — 241de "~ dT (2.57a-b)
av,., T da ( dx, j
rid ) T2 42X
dT  24r! dt’ (%) dT o(D)

olmak tizere

X,.(D = U,+4(D(T%§—+2gam) +V,+4mff§

olarak elde edilir. $imdi

Xy (T)= (AT~ k;0,h)=(T-k)* +O((T-k)*)
X, dgp

Lo _C¥ 01 1. — (T — kY3 A
= dr (T~ k,0,h)=-2(T-k)"+0(T-k),
oldugundan
dx,
T—d-]T°+ X(T)=-2k(T-k)>+O(T-k)

bulunur. Bu yiizden; r=0 ve 1 igin Uus(T) ve Vuu(T) 'yi elde etmek igin (2.57)'yi
integre edersek, X.4(T) eliptik fonksiyonlar cinsinden elde edilir ve bundan dolay:
meromorfiktir. r=2 igin katsayist sifir degilse, bir In(T-k) terimi bulunmak zorundadir.

Boylece, ¢6ziimiin hareketli kritik noktalara sahip olmamast i¢in

d*a
EtT(to):o

olmast gerekir. Fakat to keyfidir ve bu yiizden
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d*a
dt?

olmak zorundadir. Biitiin bunlardan dolayr (2.51)in ¢6ziimlerinin hareketli kritik

noktalarinin  olmamast i¢in a(t)'nin; a;, ap keyfi sabitler olmak iizere

alt) =a;t+a,

lineer yapida olmasi gerekir. Boylece (2.51) bigiminde, hareketli kritik noktalara sahip

olmayan yegane miimkiin denklemler basit degisken doniisimleriyle su ii¢ standart
bigimden birine dénigtiiriilebilir:

1 = 6x2
dt?
2
d f = 6x? + (2.58a-b-c)
dt 2
2
‘:ﬁ; =6x* +t

(2.58a) ve (2.58b) denklemleri sirastyla; h, k integrasyon sabitleri olmak tizere

x=gt—k0,h), x=gt—k]l,h)

meromorfik genel ¢oziimlerine sahiptirler. (2.58c) ise Painlevé'nin birinci denklemi
P,'dir. Boylece gerek sartlarin belirlenmesi igi tamamlanmg oldu. Painlevé bundan
sonra P;'in hareketli kritik noktalara sahip ¢oziimlerinin olmadigim gostererek bunlarin
aym zamanda yeter sartlar oldugunu ispatladi.

Painlevé [66, 69-71] bundan sonra genel ¢oziimiin hareketli dallanma noktalarina
sahip olmadigim gosterdi. Isin son kismu genel ¢oziimiin esash tekillige sahip
olmadigim ispatlamaktadir ve bu gergekten zor bir hesaptir [4, s. 347].
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2.5, Painlevé Denklemlerinin 6zellikleri

Boutroux iki uzun galigmasinda [131,132] birinci Painlevé denkleminin ¢oziimlerinin

asimptotiklerini aragtirdi. Birinci Painlevé denklemi

d*x
dt®

=6x> +1 (2.59)
icin

1 4 3
x(t) =t*&(z), 7= gt“
dontigiimiini yaparsak , &(7)

2

$ 1d¢ 48
—6e 41--22

dt’ ¢+ 'rdr+2§rz

denklemi saglar: Bu denklem, ¢(7;g,.8,) Weierstrass eliptik fonksiyonu ve k, g, g

sabitler olmak {izere genel ¢ozimii

w(7) = (7 —k;-2,2;)

olan

_ 2
3 =6w" +1

denklemi ile kargilagtinlabilir [46]. Bu karsilastirma, yeterince bityik t'lar igin

)= p(r-k-2,8,) (uygun k ve g; igin)

olacagim gosterir, yani birinci Painlevé transandant1 igin
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1 5

x(z)zﬂso(éﬂ;—z,gs I

olur. Boutroux [131, 132]’de bu iligkiyi enine boyuna inceledi ve bagmtmnmn gegerli olan
bolgeyi tespit etti. Benzer olarak, ikinci Painlevé denklemi olan

dZ
dt?

=2x +tx+a (2.60)

igin eger

x(?) = t%«f(z'),'r = -i—t%

doniigimiinii yaparsak

i

LE o g 1L £

(2.61)
dr? T dz‘ 972 31‘

denklemini elde edriz. Bu yiizden ikinci Painlevé transandanti Jacobi eliptik
fonksiyonu sn(t) ile asimptotik olarak iligkilidir [ki o, son ii¢ terimini atidiinda
(2.61)'1 saglar]. Yeni olarak Joshi ve Kruskal [133], birinci ve ikinci Painlevé
denklemlerinin asimptotiklerini ¢oklu-dl¢ek analizi kullanarak incelediler.

Literatiirde Painlevé denklemlerinin o6zellikleri hakkinda birgok ilging sonug¢ vardir
(bunlarin gogu Erugin’in iginde 127 kaynaga atifta bulunulan [134, 135] numaral
yaymlarinda derlenmistir). Painlevé denklemleri genelde indirgenemez olmalarina
ragmen, o,B,y ve 0'min 6zel degerleri igin P,-Ps arasindaki denklemler belli 6zel

¢oziimlere ve ¢oziimler arasinda 6zel iligkilere sahiptirler:

(1). Bunlar rasyonel ¢éziimlere sahiptirler ve klasik transandant fonksiyonlar cinsinden
ifade edilebilen bir parametreye bagh ¢oziim aileleri kabul ederler. P, igin  Airy
fonksiyonlart (Gambier [81]), P; i¢in Bessel fonksiyonlan (Lukashevich [136]), P4
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igin Weber-Hermite fonksiyonlann  (Lukashevich [136]), Ps igin Whittaker
fonksiyonlar1 (Lukashevich [136]) ve Ps igin hipergeometrik fonksiyonlar
(Lukashevich ve Yablonskii [137]; Fokas ve Yortsos [138]).

12
(2). Verilen bir Painlevé denkleminin ¢dziimlerini, farkli parametre degerleri igin yine

aym denklemin ¢odziimlerine donigtiren doniisiimler kabul ederler (bunlafa bazen
Bécklund donigiimiileri denir) (Lukashevich [136], Gromak [139, 140], Fokas ve
Yortsos [138]).

(Airault [141], Clarkson [142], Fokas ve Ablowitz [143], Gromak [140], Murata
[144], Okamoto [145, 146].Omegin; (2.60)’deki ikinci Painlevé denklemini

g6zoniine alalim:

(1). ntamsay1 olmak tizere @ = n ise, P, rasyonel 6ziime sahiptir. .

. . aw 1,
(ii). n tamsay1 olmak iizere a:n+% 1seP2,—cg+w2 +=t=0

ile karakterize edilen bir parametreli ¢oziim ailesini kabul eder. w =~————§8 yi
konulunca
d’¢ 1
+—t¢=0
dt* 2 ¢

Airy denklemini elde ederiz.
(iif) Eger x(t;at) P, 'nin ¢6ziimiiise, a=a+1 , a # ——;—, =d/dt olmak iizere

1+2c

¥(t,ea) = ~x(t,a) = ————
(t; ea) () 2x> +2%x +t

ifadesi de P,'nin bir ¢oziimiidiir.
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Tam integre edilebilir KDD ile Painlevé tiiri ADD arasindaki iligki, KDD'lerin tam
integre edilebilirliginin test edilmesindeki faydasina (ki bu husus yukarida incelendi)
ek olarak, hem KDD hemde ADD'lerin, bilhassa Painlevé denklemlerinin 6zelliklerini
elde etmek igin kullanilabilir. Ornegin Ablowitz ve Segur [109], PII'in 6zel hali olan

d*x
dt*

=t +2x° (2.62a)

denklemi igin

t—>w,x(t)—>0 (2.62b)

sartim1 saglayan bir parametreye bagh ¢oziimlerinin ailesini

4

t+7
2

A+pu
2

K(t,7) = kdi )+le' !K(t,x)Az'( )Ai(p;T)dﬂdy (2.63)

lineer integral denkleminin ¢oziimil cinsinden karakterize ettiler Burada Ai(t) Airy
fonksiyonudur. (2.63) denklemi de Fredholm tiiriinde bir Gel'fand-Levitan-Marchenko
denklemidir. x(t)=K(t,t) ise, x(t)'nin (2.62) denklemini sagladigi gosterilebilir [109,
147]. (2.63) integral denklemini kullanarak (2.62)’nin ¢dziimlerinin; global varlik,
teklik, #—>—o  giderkenki asimtotik davramg ile t — oo asimtotik davranigi
arasindaki iligkiyi veren baglanti formiilleri de dahil birgok ozellifini elde etmek
mumkiin olur [147-149, 114, 150-154]. Daha sonra, bagka baz1 Painlevé denklemlerin
qézﬁnﬂeri de lineer integral denklemler cinsinden ifade edildi [147, 155, 156]. Bu
iliski (verilen Painlevé denklemlerinin ¢oziimlerini bagka parametre degerleri igin aym
denklemin bagka ¢oziimlerine iliskilendiren) Bécklund doniigiimlerini, rasyonel
¢ozumleri ve bir parametreli ¢oziimler ailesini elde etmek igin kullanid:i [157,158,
143]. ’
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Klasik olarak, Fuchs [159], Garnier [160] ve Schlesinger [161] Painlevé
denklemlerini, diizgiin veya diizgiin olmayan tekil noktalara sahip rasyonel katsayili
uygun lineer sistemleri es monodromluluk sartlan olarak gozoniine aldilar (Okamoto
[145]). KDD'leri ¢6zmek igin ters sagiim yonteminin (TSY) gelistirilmesinden beri,
Painlevé denklemlerini uygun lineer sistemler ey monodromlu sartlan olarak ifade
etmeye olan ilgi yenilendi [155, 35,162].

Flaschka ve Newell [155] (2.61)’deki ikinci Painlevé denklemini asagidaki lineer
denklem sisteminin uygunluk kosulu olarak ifade ettiler:

(—iz x
= W,

RIS

\x iz

p
N —i(4z% +2x* +1) 4zx:+2i§+g (2.64a-b)
< _ z |,
& 4zx_2i,d_x+g i(42% +2%7 +1)

\ d  z

yani w,=w, olmasi i¢in gerek ve yeter kogul, x(t)’nin (2.61)’deki ikinci Painlevé
denklemini saglamasidir). Onlar, ¢dziimlerin varlig: gibi oldukga zor sorularin agik
kalmasina ragmen monodromi teoremini kullanarak, (2.61)’deki Painlevé denkleminin
¢ozimiiniin bulunmasma yarayacak bir bigimsel tekil integral denklem sistemi elde
ettiler. Bundan sonra Fokas ve Ablowitz [156], ikinci Painlevé denklemi igin ters
problemin, karmagik bir egri tizerinde tammlanmus, matris, tekil, siireksiz ve homojen
bir Riemann-Hilbert simir deger problemi olarak formiile edilebilecegini gosterdiler
(egri, orijinde kesigen alt1 1iindan oluguyordu). Onlar bu Riemann-Hilbert problemini
bir dizi doniisimle ¢ farkli (ardarda ¢ozilecek) Riemann-Hilbert problemine
doniigtirdiler. Bu Riemann-Hilbert problemlerinden her biri, iki Fredholm integral
denkleminden olugan bir sistem yardimiyla ¢oziilebilir. Lebeau ve Lochak [163] bu
sistemi o6zel halde gozerek ikinci Painlevé denklemi igin baglant1 problemini elde
ettiler. Fokas ve Zhou [164] ikinci (ve doérdiincii) Painlevé denklemine iliskin
Riemann-Hilbert problemleri iizerinde gok ciddi ¢aligmalar yaptilar; bu denklemlere
ait Cauchy problemlerinin genel olarak meromorfik global ¢6ziimlere sahip oldugunu
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kanitladilar. Son zamanlarda Painlevé denklemlerinin 6zelliklerini elde etmek igin

monodromi teorisini kullanma konusuna biyiik bir ilgi var.

2.6. Yiiksek basamaktan denklemler:

Birgok fiziksel problem, x=(x,x,,........ ,X,) ve F=(F,F,,...... ,F) olmak
Gzere

dx

7 (x,1) (2.65)

sekﬁflde birinci basamaktan adi diferansiyel denklem sistemleri ile modelleniiyor.
Buradaki Fy ‘lar t cinsinden analitik ve diger degiskenlerine gore rasyoneldir. Ornekler
arasinda Galaksideki yildizlann hareketi, ¢ cisim problemi, lineer olmayan aglar,
burkag, biyolojide’ tiirlerdeki rekabet, dalgalarin girisimi ve bagka bir ¢ok problem
bulunur [165,166]. Bu sistemler x,(t) dinamik degigkenleri kiimesinin zaman igindeki
evrimini tammlar ve son zamanlarda bu sistemin ne zaman integre edilebilir oldugu
olduk¢a énemli bir ilgi alamdir. Yiiksek basamaktan

n n-1
‘;tf i LN (2.66)

sistemleri, kolayca (2.65) bigiminde yazlabilir. Lorenz tarafindan aragtirilmg bir

sistem olan

% —ot-9)

% =—Xxz+ -y (2.67a-b-c)
dz

Z Xy - fr
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sisteminde o,p,B parametrelerdir. Segur [167] Painlevé analizini kullanarak hangi o,
pve B degerleri i¢in (2.67) sisteminin Painlevé 6zelligine sahip olacagini buldu ([168,
136, 169-171]).

(2.44) seklindeki ikinci basamak denklemlerin tam bir aragtirmasini miimkiin kilan
Painlevé o- yontemi, Ugiincli (ve daha yiiksek) basamaktan denklemlere de
uygulanabilir. Ikinci basamak durumunda oldugu gibi islem iki kisma ayrilir: Tlk olarak
bir denklemin hareketli kritik noktalara sahip olmamast i¢in gerek sartlann
kararlagtirilmasi, ikinci olarak bu sartlarin yeter oldugunun ispatidir. Birgok gerek
sartin bulunmas: sirasinda fazla zorluk gekilmez. Fakat, sartlanin aym zamanda yeter
oldugunun ispati, incelenen denklemin basamag: yiikseldikge artar.

Su anda Uglincii ve daha yitksek basamaktan denklemler igin agik bir sonug elde
yoktur. Ugiincii basamaktan denklemler icin kismi bir simflandirma Chazy [172],

2

. . d
Garnier [160] ve Bureau [173,174] tarafindan yapilmustir.G fonksiyonu Zth

cinsinden n. dereceden bir polinom, 7 ve x cinsinden rasyonel, t cinsinden analitik

olmak tlizere

2
dx & o 1)=0
a

G(
ile verilen ikinci basamaktan fakat n. dereceden (n>2) denklem i¢in de bir sonug
bulunmadigim hatirlatalim. Grammaticos, Ramani ve arkadaslaninin Painlevé analizini
kullanarak Hamilton ve Hamilton olmayan sistemlerin integre edilebilirligini {izerine

¢aligtiklarimi belirtelim [168,175-188].
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2.7. Ablowitz - Ramani - Segur Algoritmasi

Daha onceki boliimlerde Ablowitz-Ramani-Segur (ARS) tahminini goyle formiile
etmistik: Ters sagilim yontemiyle ¢oziilebilen lineer olmayan bir kismi diferansiyel
denklemin indirgenmesiyle elde edilen biitiin adi diferansiyel denklemler Painlevé
ozelligi tagir.

Tahminin kullarulabilmesi igin iki farkli sey gerekmekteydi: Verilmig bir KDD’nin
biitin indirgemelerin elde etmek igin bir yontem, ve verilmis bir ADD’nin Painleve
ozelligini aragtiran ikinci bir yontem. Ablowitz, Ramani ve Segur, en azindan bir gerek

sart elde etmek i¢in agafida anlatacagimiz algoritmay: 6nerdiler.

ARS Algoritmas, lineer olmayan bir ADD’nin (veya ADD sisteminin) cebirsel veya
logaritmik hareketli dallanma noktalar olup olmadigim tesbit etmek igin geligtirilmigtir
[147,190]. Burada akilda tutulmasi gereken 6nemli bir husus, bu algoritmanin bu tip
hareketli dallanma noktalarinin yoklugu igin bir gerek sart saglamasidir. Bu nedenle
(tipik olmayan bir olay olarak) asil hareketli tekilliklerin ortaya ¢ikigt bu iglemle fark

edilemez.
Asagida ifade edilen gekilde bir ADD sistemini ele alalim :

[=F (W Wyeoew,i2)  i=l....n (2.67)

Burada ARS algoritmasinin dayandigi temel varsayim, hareketli tekilligin civarinda

¢dziimlerin baskin davramslannin

W, N a,.(z—- zo)p’ z>z, - (2.68)
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seklinde olmasidir. Yukanida yer alan (2.68) ifadesinde gozoniine alinmayan baskin
logaritmik dallanma noktalart da mevcut olabilir, bunlar ¢aligmalanmiz sirasinda

hesaba katilacaktir.

Genelde eldeki sistem, (2.67)’deki gibi birinci basamaktan bir ADD sistemi seklinde
ifade edilmez, fakat daha yiksek tirevleri igerir. Bu durumda (2.68)’da p,>0

oldugundan w; fonksiyonlari z — z, iken sonsuza gitmeyebilir, fakat yiksek

basamaktan bazi tlirevler tekil hale gelebilir. Bu zararsiz teknik nokta, sistemin tim

muhtemel tekilliklerini bulma agamasinda 6nem kazanir.

ARS algoritmas: sirastyla ii¢ agsamali olup bunlar, baskin davramglarla ilgili iglemler,

rezonanslar ve rezonanslardaki uygunluk kosullaridir.

2.7.1 Birinci Ayama : Baskin Davraniglar

(2.67) denklemine
w,=a,(z-z,)" (2.69)

seklinde ¢6ziim arayalim. Burada, ¢6ziimii basitlestirmek igin herhangi bir i degeri
i¢in Re(pi )<0 kabul edelim ve aym gekilde z, keyfi bir deger olsun. (2.69) esitligini
(2.67) esitligi iginde kullanarak p, ’lerin hangi olasi degerleri igin her bir denklemde bir
veya birkag terimin denge halinde bulunacag: aragtirilir, dier terimler ise (' z-z,)’mn
daha yiiksek dereceden kuvvetleri halinde ortaya g¢ikacaklarindan gozard: edilebilirler.
p,’lerin secilmis biitiin degerleri i¢in bu 6nemli terimlerin dengeleri aym zamanda

a; ’lerin bunlara iligkin degerlerini de belirler.
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Birinci agama ARS algoritmasinun en hassas kismudir. Dogru hiiktimlere varilabilmesi
icin, baskin davramglarin her biri ayr1 ayr incelenmeli ve bulunmalidir. Burada dikkatli
davramlmas: gereken diger bir husus da, gozoniine alinmayan degerlerden birinin bizi

kolaylikla hatali sonuglara yonlendirebilecegidir.

Ik olarak p,’ler igin gesitli segenekler olabilecegini gozéniine alalim. Bunu bir 6rnekle

agiklamak gerekirse :

X =x(-x+ay+h)
y =y(bx-y+u) (2.70)

burada, p =p, ve q=p, kabul ederek ve

1

x=A7?, y=Bt? , v=z-z,. (2.71)

ile baglayarak (2.70)’den srastyla ¢ > p = -1, p > q = - 1 ve p = q = -1 olasiliklarina

ulagiriz ki bu bizi tig farkli baskin davranisa gotirtr:

(1) Denklemlerde baskin terimler sunlardir :

X =-x2 y' =bxy (2.72)

boylelikle B serbest kalirken A =1 ve q =b olur, yani

degerlerine ulaginz. Painlevé &zelliginin bulunmasimn bir sart: olarak b bir tamsay

olmalidir.

(i) Denklemlerde baskin terimler gimdi §oyle olacaktir :
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X = axy, y =-y2 (2.73)

B = 1, p = a degerlerini buluruz, A serbest kalir; boylelikle :

bulunur. Aym sekilde, Painlevé 6zellifinin varligmin bir gart1 olarak a da bir tamsay
olmalidir.

(iif) Simdi de baskin terimler soyledir :

X' =x(-x+ay), y'=y(bx-y)
Al ile B hemen hesaplanabilir :
4= I+a ol b

I-ab’ I-ab
x=A4r"', y=Br' seklinde olur. a ve b’nin ikisinin birden tamsayr olma

gerekliligi, paydann sifir olmamasim (ayrica incelenmesi gerekena=b =1 veya

a=b = -1 durumlan diginda) saglar. Ilk durumda sistem soyle yazilir :

X=x(-x+ty+A)

y=y(x-y+tu.

Birinci denklemi x’e ve ikincisini y’ye boliip ve taraf tarafa toplayarak xy’nin

logaritmik tiirevinin sabit oldugunu gériiriiz :
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Burada C sabit bir sayidir. Son ulagilan degeri denklemde yerine koyacak olursak,
sistem iki Riccati denklemine indirgenebilir ve boylece Pianlevé oOzellifine sahip

oldugu anlagilir.
Ikinci hal, a=b=1, hemen hemen yukaridakine benzerdir. Burada,

(4-n)z

x/y=Ce

bulunacaktir. Bu halde de sistem Riccati denklemlerine doniisecek ve Painleve
Ozelligine haiz olacaktir.

Eger p ve q tam say1 de§ilse, z, egemen olan terimde cebrik bir dallanma noktas tegkil
edecek ve daha ileri derecede algoritma uygulamasina olanak vermeyecektir. Bununla
beraber degiskenlerdeki basit bir degisim, sistemi hareketli dallanma noktasi olmayan
bir sisteme donistiirilebilir. Durum bdyle olmayip bahis konusu p ve g sadelesemeyen
rasyonellerse, algoritma yine de uygulanabilir ve durum “zayif Painlevé ozelligi ” ile
ilintili olur [1] .

Eger bitiin p, olasiiklari tam sayiysa, bunlarin hepsinin baskin davrams bigimi
hareketli bir kutup gevresindeki Laurent agiliminun itk terimi olarak alinabilir. O zaman

w,=(z-2,)" Ya"(z-2,)"  (d”=a,) 2.74)
m=0

varsayimm yapariz. Burada tekilligin bulundugu yer z,’dir ve (2.67) sisteminin ilk
keyfi (integrasyon) sabiti olur. N’inci basamaktan bir sistem igin gene de (2.74)’nin
a{™leri olarak goriilmesi gereken n-1 sayida keyfi sabit vardir. Eger bunlarin hepsi
burada mevcutsa, o zaman (2.74) agihmu jenerik olarak adlandinlir. Bu sabitlerin

yiikseldigi bazi m kuvvetleri (2.74) serisinin “rezonanslar:” olarak isimlendirilir, simdi

bunlarin tammina egilecegiz.
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2.7.2 Ikinci agama : Rezonanslar.

Bu agamada, yalmzca ilk denklemlerin egemen terimlerini yerinde birakacagiz ve

basitlestirilmis denklemlerde biitiinw, ’ler yerine

w,=a,t%(l+y,;7") r>0, I=1,..,n (2.75)

koyacagiz.(t=z-zo oldugunu hatirlayalim.). Bundan sonra (2.67)’da yalmzca y,

cinsinden lineer terimleri muhafaza edecegiz, ki bunan §6yle yazanz :

Or)y=0 , r=(¥1?s) (2,76)

Burada Q(7), n X n lineer matris olup, » sadece kisegen elemanlarla lineer olarak

igleme girecektir.
detQ(r) =0. (2.77)

Burada agikga gorillecektir ki, baz1 y,’ler cebirsel denklemin r tane olan koklerinde

keyfi olacaktir (ve buna bagh olarak (2.74)’ya serbest sabitler girecektir) :
r = -1 her zaman i¢in bir koktir ve tekilligin z, yeri ile ilgilidir.
Biitiin bu anlattiklarimizi, daha 6nceki (2.70) 6rnegini bir kez daha kullanmak sure-

tiyle, y =y,, 8=y, iken inceleyelim. Asagidaki gibi bir ( i ) durumundaki baskin

davramgin (2.75) tarzindaki bir ifadesi olan

x=t(l+y") , y=Bzr°(1+61"), (2.78)
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bize

R UEH e

matrisini ((2.76) denklemi) verecektir ki (2.77) denkleminde rezonanslan 7 = -1 ve
r=0 olarak bulabiliriz., (i) durumunda da rezonanslan aym sekilde -7 ve 0 olarak

buluruz.
(iii) durumu iginse,

x=Ar ' (l+yz"), y=Br'(1+60),
Onermesiyle

|A(r+1)-aB  -aB
@tOr)=" 4 br+1)-b4

elde edilir. Burada r = -1 ve r = r' = ( 1+a)(1+b)/(1-ab) rezonanslan hemen kendilerini
gosterecektir. Denklemin Painlevé tipinde olabilmesi i¢in, r' niin bir tam say1 olmasi
sartint aramamiz gerekir. Bu da, a ve b igin agagidaki deger 9iﬂ1érini verecektir ( (a,b)
ve (x,y)’nin es giidiimlii permiitasyonuna bagh olarak)

(ab) (O,n) r : -n-1
(n,-2-n) 1
(1,2) 6
(1,3) 4
(1,5) 3
(2,2) 3
(2,5) 2
(3,3) 2
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verir. Burada elde edilen genel gézlemler sirasiyla sunlardir :

a) r =0 rezonans, (2.78) ve (2.79) de keyfi halde gtziiken baskin terimlerden birinin

katsayisina tekabul eder.

b) Daha o6nce de gordiugimiz gibi, (z-z,), z—z,+¢& seklinde degistirildiginde
(2.69) denklemi €'un kuvvetlerine gore agildiginda ilk terim (z—zo)p'_l olarak elde

edildiginden, r=-/ her zaman (2.77) denkleminin koékiidiir.

c) Re(r)<0 (r=-1 durumu harig) rezonans durumu’ dikkate alinmamalidir. Clinkti
p;'lerin (2.74) serisindeki egemen kuvvetler oldufu varsaymmmna uymamaktadir.

Bunlara yukanda belirtildigi anlamda tekabiil eden tekil agilumlar aym aileye ait
degildir.

d) Re(7)>0 ancak p’nin tamsay1 olmadig1 hallerde z = z,,’1n hareketli dallanma noktast
oldugunu gosterir. Bu asamada algoritma sona erer. Eger  gergel ve rasyonel ise
durum yine de kontrol edilmelidir, zira 1. agamada da ifade edilmis oldugu gibi bu

cebirsel dallanma noktasi basit bir koordinat déniigiimii ile kaldinlabilir.

€) p,’nin rasyonel oldugu durumlarda r rasyonelinin p, ile birlikte ortaya ¢ikmasi,

baskin tekillik tarafindan tammlanan sonlu dallanma ifade eder ve dogrudan dogruya
"zayif painlevé” dzelligiyle iligkilidir [1].

Bu durumda, (2.74) tekil agihmi eger (n-1) negatif olmayp (gergel) sabit
rezonanslartyla birlegebilir durumdaysa, aym sm1fa dahil edilir. Eger baskin davran
i¢in n-1'den daha az rezonans bulunuyorsa, elde edilen biitiin ¢oziimleri ayni simfa
koyamayiz. Bu, genellikle (2.69) ifadesinde ¢6ziimiin 6nemli bir kismimn, biyiik
olasilikla logaritmik tekillifin eksik oldugunu gosterir. 1. Asamada biittin baskn tekil
davramglar igin, bitlin rezonanslar negatif olmayan gercel sayilar igeriyorsa, aym
zamanda baskin davramglardan en az birinin jenerik olmas: kosuluyla, (6rnegin (n-1)

sayida negatif olamayan rezonans igeriyorsa), iigiincii agamaya gegebiliriz.
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2.7.3 Ugiincii Asama : Rezonanslarda uygunluk kosullari:

Bu agamada hakim olmayan logaritmik dallanma noktalarinin tekerriiriinii kontrol
edecegiz. Bunu yapabilmek igin (2.67) denklemini her bir egemen davramg igin

asagidaki kesik seriye indirgeyecegiz

w, =a,T, + ia[’”’r‘”’ +m (2.80)
m=0
(r=2z- z; esitligini hatirlayahm) burada 7, (2.77)’un en biiyiik pozitif kéki olsun.

Daha sonra terimleri t'nun kuvvetlerinin sirasina gore diizenleyelim. Boylelikle

(2.76) dekine benzer denklem elde edecegiz.

g(ma™ =R"™(z,;a?) , j=1..,m-1

m=1,..,r,R=(R,.,R)" (2.81)

Fakat (2.81) ifadesinin elde edilebilmesi igin bu denklemler daha diisiik dereceden

olacaklar. Bu durumda:

(i)m < r,, (#, ‘“in en kiigiik pozitif rezonans oldugunu kabul ederek), olmasi halinde

(2.68) @™ ‘yi tammlar.

(i) m = r, oldugu durumlarda (2.81)’in, iginde bir keyfi eleman bulan bir ¢ozimii
olmast i¢in, 7,’in (2.77) denkleminin bir kath kokii oldugu varsayilirsa, asagidaki
uygunluk sartlan saglanmalidir.

detQ™(r,)=0 , k=12,...,n (2.82)

il

burada Q™*'(r, ) k. situnu R™’ ile degistirilen Q(r, ) matrisidir.
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(iii) Eger (2.82) saglamyorsa », <m <r, igin (2.81)’de bir sonraki en kugitk pozitif

rezonans bir kez daha o'

’yi tanimlar.
(iv) Aym uygulama en yiiksegine ulagana kadar daha yiksek tiim rezonanslarin her

birine uygulanmalidir. (Cok katl kéklerin bulunmasi, durum igin her hangi bir zorluk

teskil etmez. a"” nin keyfi elemanlarinin sayisiun, r rezonansiun katlihina esit
oldugundan emin olmak gerekir.) Yine de (2.82) sartinin bazi r rezonanslan igin
saglanmamasi gibi bir durum ortaya ¢ikabilir. Bu durumda, (2.74) agilimlardan bir
veya daha fazlasinin agagidaki sekilde degistirilmesi gerekecektir:

(m)

W, = riaj v +(aj(')bj(') lnr)r”’+'+ ...... (2.83)
m=0
Burada In 7, (ln 2')2, ...... biiyiik olasilikla daha yiiksek derecedendir. Bu logaritmalar

a¢ilimlara yeni terimler getirir: b,.(') katsayilarini, a,.(') serbest oldugunda 7 ’nun uygun

kuvvetinin katsayisinin sifir olmasi gartin1 kosarak tammlaniz.

Bunu (2.70)’deki 2 boyutlu basit ek ile gosterelim. Ilk iki davramg tarz (i) ve (ii)
icin rezonanslanin r=0 ve r=I; integrasyon sabitlerinin z, ve B  oldugunu
hatirlatalm. Dolayis1 ile buna paralel olan Laurent serileri 7 ’nun yalmzca tamsayi
kuvvetlerini igerir. ve uygunluk sartlanimin kontrol edilmesi gerekmez. Ancak tigiinci
davrams bigimi (iii) de basit olmayan bir r rezonanst vardir ve sonug olarak logaritma
kosullarina gerek duyulup duyulmadigim o6grenmek igin serinin biitlin katsayilarim

hesaplayarak  derecesine ulagmamiz gerekir

xzﬁrZan 7", y=§-i,3n " (2.84)
T n=0 T n=0

(a,b)=(0,n) durumunun bundan daha detayh olarak incelenmesi gerekmez. (a,b)’den

biri sifir oldugunda, diger denklemin birincisinden ayrilacagina ve yalmz bir Riccati
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denklemi olarak ele alinacagina dikkat ¢ekmek yeterlidir. Bu ¢oziildiigiinde sonug

ikinci denklemde yerine konursa bu denklem otonom olmayan bir Riccati haline gelir.

Bunu agiklamak igin en basitlerinden biri olan; a = n, b = -n-2 geklinde
adlandirabilecegimiz » = / rezonansma sahip bir durumu ele alalm. x ve y’yi birinci

dereceden

1
(n+1)t

+a,

1
(n+1)t

y= +8,

serilerine agalim ve bunu (2.70) denkleminde yerine koyalim. Rezonanslarda a ve b
i¢in elde edilecek iki denklemin g6yle oldugunu goriiriiz:

(2+n)a,—nB, =2

(2+n)a, -nf, = p

rezonans gartt m = A olur. Boylece kalan diger alti durum aym gekilde incelenebilir.
Bu uzun hesaplamalar cebirsel islemleri gergeklestirmek igin yazilmig bir programlama
dilinin yardimiyla bir bilgisayar aracilifiyla yapilabilir. Biitiinlik hatirina burada

sonuglar verelim:

(1.2) u=2», -3A\/2, -4A, -8% /7, -13A /7
(1.3) L= A, -24,-5A

(1.5) n=2A-3A, -7A

2.2) u=A2, -A

(2.5) n=2,-2A

3.3) h=A, -A
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Ozet olarak, eger bir adi diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimleri z = z, hareketli
tekil noktasi civarinda Laurent serisine agilabiliyorsa bu adi diferansiyel denklem siste-
mi Painlevé uygunluk sartlarimi saglamaktadir (6rnegin; kutuplanindan bagka hareketli
kritik noktasi yoktur). Yani yukanda tamtimus olan ARS varsayimunin izlenmesi
durumunda her hangi bir cebirsel dallanma noktast ve logaritmik tekillikler ile
kargilagilmaz. Bu gayet az rastlanan durum ile parametrelerin 6zel degerleri igin

gegerli olan (2.70)’de kargilagmugtik.

Acik yapidaki integraller igin (2.70)nin Painlevé 6zelligine gore integre edilebilirligini
burada saptamayacagiz. Ilgilenen okuyucular bu konuyla ilgili bilgiyi daha genel bir

sistemin incelendigi [2]’de bulabilirler.

2.8. ADD' lerin Tam Ve Kismi Integre Edilebilirligi

Biraz 6nce gormiis oldugumuz gibi, ARS tahmini baglangigta KDD’ler i¢in formiile
edilmigti. Boyle bir tahminin benzeri ADD'ler igin de 6nerilebilir ve Segur [190] bu
ifade edilmemis ARS tahminini ADD'lerin integrasyonuna uygulayan .ilk kisidir. Bu
"ilk" deyimi son zamanlardaki uygulamay ifade eder, zira Kowalevskaya tam bir asir
evvel anisotrop topacin aragtirilmasi igin tekillik yontemini uygulamgti.

ADD'ler igin ARS tahmininin ifadesi su sekildedir :

Tam olarak integre edilebilen her ADD sistemi (1.2) de tamimlanan analitik integre
edilebilirlik anlaminda) Painlevé 6zelligine sahiptir. Burada bu tahminin kesin bir
teorem haline getirilip getirilemeyecegini tartismayacagiz. Bu sorun [9]’da aynintistyla
ele alinmigtir. Bu ¢aligmalarin sonucu, tahminin kesin bir ispati igin, ya integre
edilebilirlik fipi [12] veya kabul edilebilir tekillik davramslan bakimindan tahminin

yapisiun onemli 6lgide degismesi gerektigidir.
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Gergekte, analitik olarak integre edilebilir olmasina ragmen Painlevé testinden
gegmeyen sistemler mevcuttur. Ama Painlevé O6zellifine sahip olup da integre
edilemeyen her hangi bir sistem bilmiyoruz. [1]’de belirtilen "Zayif Painlevé" 6zellii,
integre edilebilirlik ihtimali i¢in bir gosterge olup, bunun etrafinda gigli bir tahmin
sekillendirilememektedir. "Zayif Painlevé" sistemlerinde; her iki degiskenin (bagimsiz
ve bagiml) doéniigtiiriilmesinden sonra noksansiz Painlevé Ozelligine sahip oldugu
goriilmektedir. Ercoloni ve Siggia [191], "Zayif Painlevé" o6zelligi i¢in diger bir
yaklagim sekli éhermislerdir ki bu, yiksek boyutlu (integre edilebilir) Painlevé
sisteminin daha diigik boyutlu (integre edilebilir) bir sisteme indirgenmesini
icermektedir. Bununla beraber "Zayif Painlevé" tahmininin [35]’de tartildigi gibi
onemli bir dgretici degeri vardir. Diger taraftan ARS tahmininin daha kisith sartlar
altinda ifade edilmig ispati miimkiin (ispat edilmis) halleri vardir. 1. Kisimda
Yoshida'mn agirhikh homojen sistemlerin tekillik yapist ve cebirsel integre edilebilirligi
arasindaki baglant1 ile bir ispatlama girigimini tartigmigtik. Analitik integre edilebilirlik
ve tekillik yapisi arasinda Yoshida ve Ziglin teoremlerini temel alan daha yararh bir
yaklagim 3. Kisimda ele alinacaktir.

2.7. kisimda gormiis oldugumuz gibi bir sistemin Painlevé 6zelligine sahip olabilmesi
i¢in rezonanslar tam say1 olmali ve herhangi bir pozitif rezonans noktasinda uygunluk
kosullanimin saglar durumda olmahdirlar. Herhangi N. basamak bir sistemde bu
kisitlama kismen yerine getirilebilir: Bazi rezonanslar irrasyonel veya kompleks olabilir
veya bazi uygunluk sartlan genelde saglanmayabilir. Halbuki kotii rezonanslara
tekabiil eden serbest parametreler sifir alinir ve digerleri uygunluk sartlarin saglamak

igin 6zel degerler alirsa, ¢oziimlerin tekil agthmlar1 Laurent tipi olur ve hala serbest
parametreler igerir, diger bir deyimle bunlar tamamen 6nemsiz olmayabilir. Bu, bazi
belirli ¢oziimlerin mevcudiyetinden bagka higbir seyi garantilemez. Bununla beraber,
bazi hallerde Painlevé sartin kismen yerine getirilmesi, bazi hareket integrallerinin

varhig: ile ilintili olabilir.

Tam integre edilebilirlik igin de durum aynidir, fakat burada daha kétii bir durum da
so6z konusudur; kismi integre edilebilme hali Painlevé Ozelligi ile higbir iligkisi

olmadan ortaya ¢ikabilir. Bununla beraber, asagidaki 6rneklerde gorebilecegimiz gibi
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bu tip iligkiler fiziksel sistemlerde mevcut olup tekillik analizine iligkin galigmalarin

degerlerini belirlerler.

2.8.1 Lorenz sistemi : ADD sistemleri lizerinde Painlevé analizi ik uygulandi
denklemlerden biri

x=0(y-x)
y=px—xz-y (2.85)
z=xy—bz

Lorenz denklemieridir. Bu denklemler hidrodinamik tiirbiilansin basit modellerinin
ifadesidir. b, p,o 'nin genel degerleri igin ¢oziimler kangik bir davramg gosterirler.
Bununla beraber bunlar igin 6yle degerler mevcuttur ki sistemin davranigi diizgiin hale

gelir. Bu ise x,y,z ve ¢ tekrar diizenlendikten sonra yeniden yazilmis olan asafidaki
denklemlerde agikca goriilebilir.

X=y—o&
y=x-xz—-¢g (2.86)
z=xy—¢ebz

Burada ¢ = (o;o)_m alinmugtir,

Reynolds sayist p sonsuza giderken limit alinirsa (£ — 0)eliptik fonksiyonlar cinsinden
integre edilebilen bir sistem elde edilebilir. Aym zamanda parametrelerin hangi degerleri
i¢in boyle diizgiin bir davramgin ortaya gikabilecegi merak edilebilir. Segur [190], sistemi
Painleve analizinin bakiy agisindan incelemistir. x~1/7,y~1/7°,z~1/7° baskm
tekillik davramglarindan baglanarak rezonanslar » = -1, 2 ve 4 olarak bulunmug ve iki

uygunluk kosuluna varlmgtir. Beklendigi gibi £=0 degerinden bagka asafida

parametre degerlerinde sistem Painlevé 6zellifine sahip olmaktadir:



89

o=0
iiyo=1/2b=1p=0 (£=oo)
i)o=1/2b=1p=1/9

iv) o=1/3,b=0, p serbest deber

Bu degerlerin tiimi integre edilebilme 6zelligine sahiptir. (i) sikkinda denklemler
lineerdir. (ii) sikkinda iki tane zamana bagh integral bulunabilmektedir:

Yy +z22=Ce™

x*—z=C,e”

Boylece sistemin ¢oziimii integrallerin hesabmna indirgenebilir ve ¢oziimler eliptik

fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. iii) sikkinda, bir tek
x’—2z=Ce™

integral vardir. Sistemden bir Painlevé transandant'i elde edilir. Son olarak (iv) sikkinda
denklemler x'e gore igiincii adimda tek bir denklemde toplanabilir, ki bu da integre
edildiginde

xi—x +x*/4=Ce*"?

elde edilecektir. Basit X =xe”’ | T=e"” degisken doniigiimii bu denklemin iigiincii
Painlevé transandantina déniismesi igin yeterlidir. Burada belirtmeliyiz ki son iki gikkin
tam integre edilebilirligi, 1.1. kisumda tamitilan tgiincii tiptir ki bu da integro-diferansiyel

denklem yoluyla sistemin lineerlestirilmesidir.

Lorentz sisteminin analizinde Tabor ve Weiss [192] su hususu belirtmislerdir: 5=2c
oldugunda birinci rezonans sarti gergeklesmekte fakat ikincisi gergeklesmemektedir.
Oldukga ilging olan, bu gikta bir



90

x? =20z =Ce™"

integrali mevcuttur ve bundan bagka da integral yoktur. Boylece bu durumda kismi
integre edilebilirlik, Painlevé sartlarnin kismen yerine gelmesi ile ilintilidir. Bununla
beraber b =1- 30 igin de aym sartlar gergeklenmektedir, ancak bu durumda higbir

integral bilinmemektedir.

Diger taraftan, tekillik yapisindan tamamen bagimsiz olarak onceden bulunmus olan

integraller de mevcuttur.

a)b=1, p=0 veserbest o i¢in y* +z° = Ce™
b) b =4, o =1ve serbest p iin 4 (1- p)z+ px’ +y* -2xy +x’z-x*/4=Ce™

c)b=1, o=1veserbest icin p —px’ +y*>+2z* =Ce™

d)b=60c-2, p=20-1 igin

(20'-1)2x2 /o+y —(40-2)y+x’z—x" /40 =Ce™

Bu bulusu takiben Levine ve Tabor [193]’de bu integrallerin, ¢oziimlerin tekil agihmdan
nasil bulunabilecegini gosterdiler ve bunlarin Lorenz sistemi igin mimkiin olan yegane

integraller olduklanna dair bir hipotez gelistirdiler.

Boylelikle incelenmekte olan sistem igin goriilmektedir ki tam integre edilebilirlik,
Painlevé 6zelligine baghiyken, kismi integre edilebilirlik ikinciyle baz iligkilere baglidir
fakat buna gok bagimh degildir. Painlevé sartlarinin kismen gergeklesmesi hali en iyimser
deyigle kismi integrabilitenin var olabilecegi bazi parametre degerleri bulmamiza yardim
eder. Diger taraftan kompleks diizlemde tekilliklerin dagilimi, sistemin davrams gekline
stkica bagh olur. Tiim bunlar ise, gergek zamanda (hem diizgiin hem de kaotik durumlar
igin) sistemin davramgii, kompleks diizlemde tekilliklerin yerlesim durumuna bagh

olarak inceleyen Tabor ve Weiss tarafindan gosterilmistir [192].
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2.8.2 Ug-dalga etkilesimi : Bu model ikinci dereceden lineer olmayan, yar1 senkronize iig

plazma dalgasinin etkilegimine tekabiil eder [194]. Denklemleri agsagidaki gibi yazabiliriz:

2
x=-2y+yx—z——
y tr 2

y:ny+}/y+ZZ§— (2.87)

Z2=-2zx -2z
Burada iki baskin davranig vardir:
x~c1l/1,y~1/7,z~7T
ve
x=l/t,y~71,z=1/7°.

Birinci tip tekillikler -1, 0 ve I rezonanslarim haizdir ve rezonans sartlanim kendiliginden
olarak kargilamaktadir. Ikinci tip tekillikler ise -/,  ve 2 rezonanslarina haizdir. 1°deki
Rezonans uygunluk sart1 su gekildedir:

y6=0

Burada iki durum s6z konusudur:

a) y =0 oldugu zaman r=2 deki ikinci uygunluk sarti kendiliginden kargilamr ve bir

integral mevcut olacaktir:
zy=Ce

Bu integral kullanilarak sistem agagidaki hale getirilebilir:
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5= %— 4y° +2Ce™ - 28/°

Y=e'y, T=e" doniisimii bu denklemi tigiincii Painlevé transandantina indirgememize

yardim eder.

b) 6=0(y #0) oldugu taktirde 7=2"deki rezonansin uygunluk kosulu  y(y +1)=0

olur.  =—1 igin &’mun tiim degerleri igin gegerli bir integral bulunabilir:
x*+(y+6/2) +z=De™
6 =0 oldugu zaman ilave olarak
zy=Ce

integrali elde edilir. Bu iki integrali ve yukanidaki (a) sikkinda belirtilen degiskenlerin

degisimini kullanarak sistem tek

2
(%Y-T—) =4DY? —4Y* - 4CY

kuadratiiriine indirgenebilir ve ¢6ziimleri eliptik fonksiyonlar cinsinden ifade edebiliriz.
Eger 6= 0 fakat y serbestse, Painlevé gartlan kismen gergeklestirilebilmigtir ve bir

(r-2)*

zy =Ce

integrali mevcut olur fakat bu integrasyon daha ileri gétiriilemez.
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v =1;6#0 durumunda, goriildiigii Gizere gene bir integral mevcuttur. Bununla beraber,
r= I’ deki uygunluk kosulunun yerine getirilmemesi, simdiden degigkenlerin tekil

agtlimina logaritmik ifadeler getirmistir.

2.8.3 Rikitake Sistemi

Rikitake iki diskli dinamo modeli, Diinya’nin manyetik alanindaki [194] zamana bagl
degisimin anlatimi i¢in geligtirilmigtir.

X=—~wx+pfy+yz
y=—w+px+xz (2.88)
Z=-xy+a

(2.88) denkleminin incelenmesi, bir tip tekillifi haiz oldufu igin ozellikle basittir. Bu
tekillik civarinda diger ¢oziimlerin hakim davramglan asagidaki gibidir:

x=i/7T
yr—i/T (2.89)

zwl/r(rst—to)

Asimtotik serileri daha yiiksek derecelere gikartarak, ikinci yiiksek derecede iki tane daha
serbest sabitin e§ zamanli olarak ortaya ¢ikmast beklenir. Bu keyfi sabitlerin 7 ’nun

sadece tam kuvvetlerle girmesini saglayacak uygunluk sartlan

a) a=0 ve

b) b=0 veya m=0 (2.90)

verir. Painlevé ozelligi tagtyan iki hal, kolaylikla integre edilebilir : a = 0 ve b = 0 igin bir
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X —y? =C?e (2.91)
integrali vardir ve
x+y=Cue™ , T=e” (2.92)

degisken doniisimiinden sonra Rikitake sistemi ikinci mertebeden tek bir

2 2 2
Lo i) 12 Ol o

ADD’ye doniigiir ki bu denklem yine iigiincii Painlevé denkleminin 6zel bir halidir.
Diger taraftan a =0 veu=0 oldugu durum ¢ok daha basittir. (2.88)’da birinci ve

ikinci denklemleri x ve y ile garptiktan sonra toplama ve ¢ikarma iglemleri uygulaninca
x’-y'+222=C (2.94a)

x* -y’ +4f=D (2.95b)

integralleri elde edilir. (2.94) kullanilarak sistemin tam integrasyonu eliptik fonksiyonlar

cinsinden gerceklestirilebilir.

Bu agamada, (2.90) sartlarin kismi en yerine gelisinin kismi integre edilebilir modelleri
verip vermedigini sorusturmak ilging olacaktir. Bunun cevabi, evettir. Ornek olarak,

B=0 (au #0 olmak kaydiyla) durumunu ele alalim. (2.91) integrali hala s6z konusudur
ve hareket  — t0 ( >0 ve u<0 igin) iken asagidaki dort limit gevrimin herhangi

biri tarafindan gekilir:

X, =&,

(z-e,u)° +y° =26,0ulny| (5 =21
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Diger taraftan eger 1 =0 olursa biitiin & ve £ degerleri igin

x> -y’ +4B(z—at)=D (2.95)
integrali yine var olur fakat daha ileri bir integrasyon mevcut olamaz.

Baskin terimlerdeki kutupsal karakterli ve daha yiiksek dereceli terimlerde sadece {n 7
terimleri ile birlesirse, kismi integrallenebilirlikten daha fazla olanak saglarlar. Ornegin
eger u ve B degerleri sifir olursa, Rikitake modeli iki integrale sahip olur ve tamamen

integre edilebilir. Birinci integral (2.95)'dir. (=0 iken) (2.94a) integralinin elde

edilmesi igin gereken iglemlerin bu durumda
d, 2, 2. 452
E(x +y° +2z° )=4za (2.96)

verecegine dikkat edilince ikinci bir integral elde edilebilir.

Bu asamada, (3.14Ydeki % ve y denklemleri f=0; =0 olmak kaydiyla
z=(x+y)/(x+y) esitligini verir; bu da (2.96)’de yerine konunca su ikinci integrali

verir
X +y' +22° —~4alnx+ y|=E (2.97)

Bu miinasebetle, en azindan bu modeller igin, yalmzca bir integralli kismen integre
edilebilir hallerin, Painlevé 6zelliginin gartlannin kismen saglanmasi ile gogu kere teshis
edilebilecegini  goriiyoruz. Ge;le de, bu her =zaman olmaz. Ornegin
o = 0 ve herhangi bir fve 4 degerleri igin boyle bir basit integral mevcut gibi

glriinmiyor.
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2.8.4 Rabinovich Sistemi : Bu sistem ti¢ dalganin girisimini modeller :

X=—-@y-v,x—yz
y=ax—v,y—xz (2.98)

Z=-v;z—Xxy

Bu denklemlerde v,, v,, v, sonim hzlandir ve @, besleyici dalgamn genligi ile

orantthdir. Onde gelen tekillikler [195]

x=¢g,/t
y=6,/7
z=¢g;/7

olmaktadir ki burada &, =+ I almir ve ilgili i¢ ¢, arasinda ¢,6,6, =1 bagmntist
mevcuttur. Bu halde rezonanslar -/ ve r=2 degerinde ortaya ¢ikan ¢ift rezonanstir.

Birinci rezonans sart1

(v, +v, — va)(v, -V, +233a)) =0 (2.99)

olur. Eger birinci garpan sifir degilse v, —v, ve @’ mn degerleri sifir olmah ve (2.99)
deki denklem &, *un her iki degeri igin dogrulanmalidir.

Baoylece:

a) v, +v, = v,degeri elde edilir. Bu takdirde =2 halinde ikinci sart
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2vv, =g, (vz - v,)a)

seklindedir ki &, *tn iki se¢iminden dolay1 ya

w=0vev,v,=0 ki bu

v, =0, v,=v, veya

v,=0,v,=v, .

verir. Yahut da

@#0,v,=v,=v, =0

olur.

b)v,=v,, =0

Bu durumda ikinci sartin v, = 0 veya v, +v, = 2v, oldugu bulunur. Bu ise

veya

degerlerini verir.
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Ozet olarak burada esash olarak farkli ti¢ durum mevcuttur

1) v, =v, =v, =0 i¢in iki integrale sahip oluruz :

x’+y?-222=C

x> -y’ +4z=D

ve sistem bir kuadratiire indirgenebilir ve ¢6ziimler eliptik fonksiyon cinsinden ifade
edilebilir.
i) w=0vev,=v,=v,=v

Burada v’ ye bagh ifadeleri W =we"" (w =x,y,z vel=e™ ) degisken doniigiimii

yardimu ile yok edebiliriz. Boylece bundan dnceki duruma geri doneriz.

iii) @ =0, v, =v,, v, =0 veiki dairesel permiitasyonu hali :

Bu durumu integre edebilmek igin 6nce

x’—y? =Ce™* (2.100)

integralini elde etmemiz gerekir. Bu integralin (ii)’deki degiskenlerin degisimi ile birlikte
kullamlmas: halinde X+Y degiskeni i¢in hareket denklemleri P II] denklemine indirgenir.

Burada kismi integre edilebilir durumlar da mevcuttur. Ornegin;
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v, =v,=v, =V fakat @ 0
ise tek bir:
x?+y? =22 =Ce™"! (2.101)

integrali mevcuttur. (2.101) integrali, v, # 0 degeri igin bile mevcuttur fakat elde edilen

bu otonom olmayan ikinci mertebe denklem Painlevé 6zelliine sahip degildir ve daha
fazla integre edilemez.

Yukarida belirtilen iki halde de Painlevé’nin uygunluk sartlari kismen gergeklesmigtir.
Bununla beraber kismi Painlevé ozellifi bulundugu halde higbir integralin elde

edilemedigi durumlar da mevcuttur :

) v, +v,=v,

Genel olarak bu durumda hig integral bulunamaz. fakat v, = v, = v sartiun eklenmesi ile

bir integral elde edilebilir :
x’ —y? —4az =Ce™

b)v,=v,, o#0 fakatv, =0

Yw=0, v3(2v3 -V, —v2)=(v, —vz)z.

2.8.5 Lotka-Volterra Sistemi : Rekabet halindeki tiirlerin niifus dinamiklerinin modeli

olan bu sistem, lineer olmayan dinamik sistemlerin en iyi bilinen seklidir[196].
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Bogoyavlensky bu sistemin KdV denklemi ile ilgisini ortaya ¢ikarirken [197], denklemin
integre edilebilir cok boyutlu genellemeri de biliniyordu. Biz burada kendimizi ti¢ boyutlu
halin incelemesi ile sinirlandiracagiz ve M. D. Kruskal, A. Ramani ve B. Grammaticos
tighistiniin konuyu tamamen inceleyip bitirdigi [33] kaynagma dayanacagiz. Ug boyutlu
Lotka-Volterra Sistemi degiskenlerin uygun bir sekilde 6lgeklenmesinden sonra asagidaki
sekilde yazilabilir. '

i=x(Cy+z+A)
y=y(x+ Az + p) (2.102)

':z(Bx+y:|—v)

Burada 4, B, C, A, u, v gergel veya kompleks parametreler olabilir.

-1

(2.102) sisteminin iki ¢egit tekillige sahip oldugu agiktir; bunlardan birinde x, y ve z; =
ile birlikte birbirlerinden ayrilirken, ikincisinde x, y, z’den ikisinin basit bir kutbu varken
tigiinciisii daha az aynim gosterir (ya da hi¢ gostermez). Bu son durum 4, B, C lzerinde
bir ilk sarta sebep olur. Aslinda, bu hakim davramg tarzimn Painlevé tipinde olmast igin,
daha az ayrim gosteren degiskenin iissiiniin bir tam say1 olmasi gerekir. Bu durumun x, y,

z’den herhangi birine ait olabilecegini dikkate alarak,

a=—C—~1—

4

I
=41 2.103
B Z (2.103)

1

=_B-~

4 C

sayilaniun negatif olmayan birer tamsayr olmasi gereginin farkmma vannz Burada
ABC + I ’in sifir olup olmamasmna bafll olarak iki durumu ayirt ederiz.
ABC + 1 =0 oldugu taktirde sadece 4 muhtemel Painlevé durumu ortaya ¢ikar :
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A: =32 B: -2 C: -3 o I g 2 v 5
-3 172 -2/3 1 5 2
-2 -1 -1/2 1 3 3
-1 -1 -1 2 2 2

Burada rezonanslar -1, 0 ve I olur. Uygunluk sart1 kolaylikla hesaplanabilir ve bu bizi
A= p=v esitligine gotirir.

ABC +1#0 oldugu takdirde birinci tip tekillikler igin rezonanslar -/ ile ve agagidaki

denklemin iki ¢6ziimii olur :

1 1 1 1
+ +

rr=1) a+1 B+1 y+1

Burada o, fve y yukanda tamtilmis olan tam sayilardir. Bu rezonanslarin tam sayi

olmasi istenildiginde agagidaki dairesel permiitasyona bagh ¢oziimler elde ederiz :

(4 1 B 1 y: 1 r -1,2
1 2 2 -2,3
I 2 3 -3,4
1 3 2 -3,4
1 2 4 -5,6
1 4 2 -5,6
- 7 ,(/'TT' ,"5
o s e



102

Birinci durumda A serbest (#0,/) , B= ——74—1——1— ve C =—A:1-1 olur. Diger bes
+

durumda (2.103) denkleminin ¢6ziimiinden 4, B ve C kompleks sayllan kompleks
eslenik farkiyla tek turlii elde edilir.

Ikinci tip tekilliklerde rezonanslar yine -1, 0 ve I dir. Uygunluk sartlan yine A=u=v
dir. Bu kisitlama belirlendikten sonra sistemin W =we™* (w =x, y,z),T =¥

doniigiimityle lineer terimlerin olmadig bir sisteme doniistiigiini goriiriz ki burada
bilinen sisteme A =z =v=0 alindiginda rezonans gartinin # *nin her hangi bir degeri igin

kendiliginden gergeklesecegine giivenebiliriz.

Painlevé testi ile belirlenen tim sistemler integre edilebilirlik karakterine haizdir.
Integraller (x,y,z cinsinden)  pozitif rezonans tarafindan belirlenen dereceden homojen
polinomlardir ve Yoshida tarafindan ortaya konmug olan ve invaryantlarm derecesinin
KU ile ilgisini agiklayan teoremle tamamen uyum igindedir. (burada KU pozitif

rezonansla gakistr.)

ABC + 1 = 0 oldugu taktirde ortaya lineer bir integral ¢ikar :
I=ABX+Y-AZ

ABC +1#0 oldugunda ise; birinci ait durumda, =2 olur ve kuadratik bir integral

olarak bulunur :

I=(AX +(A+ Y + A(A+DZ) —44(A+1)'YZ (2.104)

r=3, 4 ve 6 degerleri icin beg tane durum elde edilir ki bunlar [8]’de belirtilmistir.
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Bununla beraber Painlevé 6zelligine sahip haller, sadece integrallerin mevcut oldugu

haller degildir. A=1 ve A= u=v=0 oldugu zaman C=0 olmadik¢a

B C+1

_Z°(cr - X)

[==——rs (2.105)

integrali elde edilir. C = 0 oldugunda integral (tekil olarak) asagidaki ifadeye gider :

I=T§—+ Bfog-f;—— togZ (2.106)

Bu halin nasil olugtugu tartigma konusu olabilir. [33]’de, [198]’de verilen Frobenius
uygunluk yontemi kullamlmugti. Bu yontemin esast sudur: (2.102)’deki ikinci derece
diferansiyel sistefnin lineer bir sistem ile miigterek integrale sahip olmas: igin gereken
parametrelerin degerleri aragtirilir. (2.102) denkleminin sag tarafim Q(x,y,z) kuadratik
vektdr alam ile temsil edip, genel lineer vektor alamm L(x,y,z) gosterince Frobenius
uygunluk teoremini de kullanirsak O, L ve onlarin komiitatéri [, L] her noktada lineer
bagimli olacagim buluruz. Boylece

det{Q,L[0, L]} =0 . (2.107)

(2.73ydeki uygunluk sarti Q ve L’nin katsayilan igin lineer olmayan denklemlerden
olusan agin belirli bir sistemin dogmasina neden olur ama bu sistemin gesitli ¢oziimleri
mevceuttur. Ornegin eger A= ve A =u=v=0 ise uygun lineer sistem L(x,y,2)=(,y,0)

olur.
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Kuadratik Lotka-Volterra Sisteminin integralleri sadece yukaridaki lineer sistemin u=x/y
ve v=z integralleri cinsinden ifade edilmelidir. (2.102)yi kullanirsak ve isi basite

indirgeme agisindan C = 0 egitligini kullanirsak,
w=—xuyv=(bx+y)v
veya egdeger ifade olan

v u u
—+B—+—=0
v u u

esitligini buluruz ki, bir kere integre edildiginde (2.106) integralini verir.

Dahasi, Lotka-Volterra sistemi, iginde sabit bir 6l¢iim yogunlugu bulundurdugundan 6zel

bir durumdur; yani burada bir M(x,y,z) fonksiyonu

9

o, .
E(Mx)+@

(M) +2(Mz) =0

olacak sekilde vardir. Burada %, y ve z, ( 2.102) denklemi vasitastyla x, y ve z
cinsinden gosterilmektedir. Aslinda, M = 1/4yz olacagi bir bakista bulunabilir.
Yukaridaki gibi sabit bir dlgiim yogunlugunun mevcut oldugu durumiarda, Jacopi’nin
Son Carpan Teorisi, I baslangi¢ integralinden yola ¢ikimak sartiyla, ikinci bir W
integralinin bulunulabilecegini garantiler. ABC + 1 = 0 oldugu durumlarda,

2=X2y7*Z
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buluruz.

B = -1/ (A+1) ; C = -(A+1)/A durumunda p =AX + (A+1)Y + A(A+1)Z ve
q = p -2A(A+1)Z diyerek

p+ \/— q+\/—

‘“pf O

buluruz. Burada I, (2,104) denkleminden elde edilir. 4 = I, A = g = v = 0 durumunda,

C#0 icin sunu elde ederken

Q=x- Cy + IUCI ;W‘I‘H/C(c _w)-b—llcdw

bulurken, C = 0 igin elde edecegimiz sudur:

2
Q=x-e'|*w?e"aw .

Her iki durumda da 7, (2.104) ve (2.106) tarafindan verilen ilk integraldir. Son iki
integralin Beta ve Gamma fonksiyonlar1 cinsinden ifade edilebilecegine dikkatinizi

cekeriz.
2.9 Kismi Differansiyel Denklemlerin integre Edilebilirlikleri

ARS (Ablowitz-Ramani-Segur) tahmininin ilk haliyle uygulanabilir olmasi igin, verilen bir
kismi diferansiyel denklemin (KDD) tiim indirgemelerinin bilinmesi gerekir. Ancak bazen,
bulunabilen tiim indirgenmeler ilgi ¢ekici nitelikte bir bilgi vermeyecek kadar basit
olabilir. Weiss ve ¢alisma arkadaglan bu konuda biyiik bir ilerleme gostererek
indirgemeleri tiimden goz ardi ettiler ve KDD’ler igin Painlevé 6zelligini sundular.

Aslinda Weiss'a gore bir KDD'nin Painlevé 6zelligine sahip olmasi igin karakteristik
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olmayan herhangi bir tekil manifold F(z;, z;,..... z,) civarninda (z; ‘ler bagimsiz degigkenler

olmak Uzere) ¢oziimlerin tek degerli olmasi gerekir [199].

Bu noktada iki farkli yol izlenebilir. Birincisi Painlevé 6zelligini test etmek i¢in Weiss
algoritmasim kullanmaktir, Bu yolda, M. D. Kruskal biyiik basitlestirme getirecek bir
oneride bulundu. Tekillik manifoldunu F=0 ile tanimlamak yerine esitligi degiskenlerden
birine gore, drnegin z,’e gore (esitlikteki en yilkksek dereceden degigken oldugu igin
segilmesi uygun gorildii) ¢ozebilir ve tekillik manifoldunu z; + ¥z,...z,) ile
tanimlayabiliriz.

Bu durumda algoritmanin kullanilmasi, adi diferansiyel denklemlerdeki (ADD) uygulama
kadar kolay olacaktir. Weiss, segtigi dier yolda ise Painlevé agiliminin asagida gosterilen
bigiminden bagladi:

U= u O" . (2.108)
n=0

Agilimm "sabit terim" diizeyinde kesti:
u=u,@" +u, @™ +. . tu, O +u,. (2.109)

Bu ifade KDD'ye yerlestirilirse F ve u,(i=0, 1, ..., m) i¢in fazla belirgin bir denklemler
sistemi elde edilir. up igin olan denklem u igin olanla aymdir ve dolayisiyla kesilmis
(2.109) denklemi u ve uy arasinda gerceklesen bir oto-Bicklund donigimudir (fazla
belirgin sistemin basit ¢oziimden baska ¢oziimleri olmasi halinde). Islemin karmagsik
olmasina ragmen, otoBéacklund doniigiimiinde bir keyfi sabit varsa, Lax giftleri de elde
edilebilir [5].

Burada incelenmeyecek olan diger konu ise KDDler igin kismi integre edilebilirliktir. Bu
konu "soliton benzeri" ¢oziimlerin varhigi igifinda ve J. Hietarinta’nin yaptifi gibi

incelenecektir [200]. Bundan sonra incelenecek olan konu, kisitlamalar altinda integre
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edilebilirliktir. Jimbo ve Miwa'min Kadomtsev-Petviashvili hiyerarsisi, tekillik analizi
agisindan tekrar incelenecektir. Painlevé testini Jimbo-Miwa hiyerarsisinin(1.98)

denklemine uygulamak i¢in w(x,y,z,1) ¢6ziimiinii
¢=x+Y’(y,t,z), u, =uk(y,t,z) (2.110)

olmak iizere (2.108) bigiminde yazanz. (2.110)u (1.96)'e yerlestirir ve her zamanki

islemleri [201] uygularsak su sonuca variriz:
m=1 uy=2.

Rezonanslar, yani (1.98)'ten elde edilen tekrarlanma bagntilarimun v, fonksiyonlarm
belirlemedigi degerler, k = -1, 1, 4 ve 6’dir. Son adim, tekrarlanma bagintisindan u,,
U3 ve us katsayilarinin hesaplanmasi ve rezonans kosullarinin, yani #;, #4 ve usnin keyfi
fonksiyonlar olarak varolmalan igin gerekli uygunluk kosullarimin saglanmasidir.

Sonug:

ui(y,t, z) = keyfi

u; = (-2FF, + 3F, - 6u, ) / 12F, @.111
us = (<2u;, yy BB, - 2uy, By, + 2By D, - O D, + O, D) / 16D,

uy = keyfi

olarak bulunur. Burada u;s yazilamayacak kadar uzundur. £ = 6 rezonansinda 6zdes

olarak saglanmayan bir kogul ortaya ¢ikmaktadir. Burada rezonans kogulu soyledir:
R = -2u; @y 21, 1y Bye +2 Doy B2 Do By B, -2 B By D, - D2 + By D, = 0.

Goriillmektedir ki R = 0 kosulu, bir 6zdeslikten ¢ok u;(y, ¢, z) ve F(y, ¢ 2z
fonksiyonlarini birbirine baglayan bir esitliktir. Sonug olarak bir bagina alindifinda
(1.98) M denkleminin Painlevé olgiitiinii saglamadifi ve bu yizden de integre

edilemeyecegi soylenebilir. JM denklemini hiyerarside ondan once yer alan diger
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denklemlerle, yani (potansiyel) (1.99) KP denklemiyle beraber degerlendirelim. KP
denklemi z degiskenini igermez, bu yiizden z = z, degerini seger ve Painlevé sartlarim

kargiladig: bilinen KP denkleminin ¢oziimleri igin tekil bir agilim yazilir:
u(x,y, t) =™ iii,ﬁ)”;
n=0

burada (~D=x+’:~(’(y,t,zo), u, =ii,,(y,t,z,,) ahnmaktadir. JM denklemi durumunda
m=1, 4,=2 olur ve rezonanslar da k = -1, 1, 4 ve 6'da bulunur. Burada

7, = keyfi, 7, = é@t . -f; B, elde edilir

Birinci kistmda anlatilan lineer olmayan bir KDD'nin kogullu integre edilebilirligine
gore, u(x,y, -z, t)'nin hem JM denkleminin hem de z'nin bir z, sabit degeri igin KP
denkleminin bir ¢oziimii olmasi gerekmektedir. Bu demektir ki, k'nin tim degerleri

icin:
?’(y,t,zo) = Y’(y,t,zo) ve iik(y,t, zo) =u, (y,t,z,,)

olmalidir. Ozel olarak, #, = u, sunu gerektirir:
®,=2u,,+20,0,-D, . (2.112)

(2.112) kogulunu kullanarak #%, = u, oldugunu gosterebiliriz; daha sonra ikisi de keyfi
oldugu igin #, =u, segeriz ve % = u; elde ederiz. ¥ = 6 mertebesinde KP denklemi
i¢in uyumluluk kogulu KP integre edilebilir oldugundan dolay1 kendiliginden saglanir.
Ayrica, JM denklemi igin de k = 6'da uyumluluk sartt saglanir, yani R = 0, (2.112)'in

bir sonucudur.

Sozkonusu durum igin "kosullu integre edilebilirlik" JM denkleminin, ¢dziimlerin
sadece bir altsinifi igin Painlevé ozelligini saglamasidir. Bu g¢oziimler, F tekillik
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manifoldunun z yoniindeki geligiminin, z = 2, 'da y ve fnin keyfi bir fonksiyonu igin
onceden verilmiy bilgiye gore (2.112) ile belirlendigi ¢oziimlerdir. Genel anlamda
integre edilebilirlik i¢in F, her ii¢ degisken y, z ve #'nin keyfi bir fonksiyonu olmaldir.

2.10. Kismi Diferansiyel Denklemlerin Painleve Ozellikleri Ve  Béacklund

Doniisiimleri

2.10.1. Giris

Bu bolimiin daha 6nceki kisimlarinda Ablowitz ve onunla birlikte ¢ahsanlarin [148]
vardiklarn bir sonugtan s6z etmistik: bazi integre edilebilir KDD’ler ADD’lere
indirgendiklerinde, bu KDD’ler Painlevé 6zelligine sahip oluyordu. Onlar Painlevé
tahmini denilen soyle bir iddia ileri stirmislerdi: Bir sistem integre edilebilir ise,
indirgemelerinin Painlevé Ozelligi vardir. Bu tahmin McLeod ve Olver'n [202]
sonuglartyla desteklendi. Burada integre edilebilirlik, basit olmayan Lax iftine sahip
olmak anlamina gelmektedir.

Bir kompleks degiskenli analitik fonksiyonlarla birden fazla kompleks degiskentli
analitik fonksiyon arasindaki en onemli fark, genelde, ¢ok degiskenli fonksiyonun
tekilliklerinin yalmz (izole) olmayabilmeleridir. Eger =f{(z,,2,,........ ,Zn) bir meromorfik
n kompleks degiskenli (2n gergel degisken) fonksiyon ise, fnin tekillikleri 2n-2
(gergel) boyutlu analitik manifoldlar iizerinde olur. Béyle manifoldlar, ¢ manifold

civarinda (z1,2y,.....,z,) degigkenlerinin analitik bir fonksiyonu olmak iizere

®(z1,22,....... ,Zy)=0 (2. 113)

seklindeki kosullarla belirlenir.
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Yukaridaki o6zellige atifta bulunarak, bir kismi diferansiyel denklemin ¢odziimleri
hareketli tekil manifoldlar civarinda tek degerli iseler bu KDD'nin Painlevé 6zelligi
vardir diyecegiz [37]. KDD’ler igin ¢6ziimiin, verilerin yani keyfi fonksiyonlarin tek
degerli fonksiyoneli olmasin isteyecegiz. Bu bigimsel bir 6zellik olup veriler iizerine

bir kisitlama getirmez.

KDD'lerin Painlevé 6zelligine sahip oldugunu gostermek igin, lineer olmayan bir
KDD'nin ¢oziimiinii, (2.113)'deki gibi bir hareketli tekil manifold civaninda seriye
agmaya yarayan bir yontem sunuyoruz [37]. u=u(z1,z,........ ,Zy) KDD'in bir ¢ozimii

olsunve ¢ ile

katsay1 fonksiyonlarimin, (2.113) manifoldu civannda (z,z,........ ,Zn )'nin analitik
fonksiyonlar1 olmak tizere

u:¢“zoj:uj¢j (2.114)

oldugunu varsayalim. (2.114)’mn KDD’de yerlestirilmesijle o‘nin olasi degerleri ve
w, j=0,1,2,..... ardigiklik iligkileri tespit edilir. o bir tamsayr ve (2.114), (2.113)
manifoldu civarinda gegerli ve genel bir agthmu oldugu zaman, ¢6zim (2.113)
civarinda tek degerli bir temsile sahiptir. Eger bu temsil, izin verilen tiim hareketli tekil
manifoldlar igin gegerli ise, KDD Painlevé ozelligine sahiptir. Ozel bir KDD igin,
biitiin miimkiin o degerlerini bulmak ve sonra ortaya ¢ikan Psi serisinin geklinin nasil

olduguna bakmak gerekir. [203]

Burada vurgulamak istedigimiz nokta, lineer olmayan KDD’ler igin Psi serisinin
KDD’nin ¢éziimleri hakkinda birgok bilgi ihtiva ettigidir. Painlevé dzelligine sahip
denklemler igin, Lax ciftlerini ve Béicklund déniigiimlerini [201] bulmak igin de bir

yontem gelistirilmigtir. Tekil manifold yonteminin ana hatlan bundan sonraki 2.
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kissmda verildi. Painlevé 6zelligine sahip olmayan denklemler igin bile, Psi serisi
agiiminda gorilen keyfi fonksiyonlan belirleyerek tek degerli agilimlar elde etmek
mimkiindiir. Bu belirleme isi bizi, bigimsel olarak keyfi olan veriler i¢in bir KDD
sistemine gotiirir. Ozel sistemler igin ve genel olarak biz bu denklemlerin integre
edilebilir oldugunun tahmin ediyoruz. Sonug olarak ortaya gikan indirgemenin sekli,
ilk sistemin integre edilebilir indirgemelerini belirlememizi saglar [201]. Bu ise 3.

kisimda anlatildi.

2.10.1.2. Ornekler Ve Karsi Ornekler

Painlevé ozelliginin dogasit ifade etmek igin, Painlevé Ozellifine sahip olan ve
olmayan birkag¢ denklem 6rnegi vermek gerekir.

Burgers denklemi

Painlevé 6zelligine sahip denklemlerin basitlerinden biri

UrHIU Uy (2.115)

Burgers denklemidir. (2.115) igin gegerli olan

u= ¢“1iuj¢j (2.116)

Jj=0
Psi serisini bulmak zor degidir. u; i¢in elde edilen ardigiklik iligkilerinin incelenmesiyle

G-2)GH1) B2, = Fy Uyt By Baennnn)
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seklinde bir sistem elde ederiz. (2.116)'min gegerli olabilmesi igin F, 6zdeg olarak sifir

olmalidir. Ardigiklik bagintilarinin hesaplanmasiyla
j=0a u0=-2 d)x
FL -t =0x

j=2’ ax(d)t + u1¢ X 'd)xx)zo

ifadelerini elde ederiz.

j=2 'deki bu iligki (uygunluk sarti) 6zdeg olarak saglanir ve (2.116) agihimu, ¢ ve u;
keyfi fonksiyonlar olmak iizere gegerlidir.

Korteweg-de Vries denklemi
Ut 3uu,=0 (2.117)

Koteweg-de Vries denklemi; ¢, us ve us keyfi fonksiyonlar olmak iizere

u= ¢'ziuj¢f (2.118)

J=0

seklinde tekilliklere sahiptir. KdV denklemi, (1.118) yapisindaki tekillikler civarinda
Painlevé 6zelligine sahiptir.

Schwarz KdV denklemi

{w;x}i?——i[&]
14

Schwarz tiirevi olmak tizere
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l';—‘—+{y/;x}=i\y (1.119)

x

Schwarz KdV denkleminin, w,=¢, #0 karakteristik olmama sart: saglaniyorsa; ¢, uo,
u; keyfi olmak kaydiyla

y =¢“i v, ¢ (1.120)

seklinde tekillikleri vardir. Eger =0 ise a¢ilim karakteristik manifold civarinda

d=x-Xo(t) ve y;=y;(t) olmak iizere

DN 4 (1.121)

Jj=0
sekline sahiptir.

Schwarz KdV denklemi hem karakteistik hem de karakteristik olmayan manifoldlar
civarinda tek degerli agilimlara sahiptir. Painlevé Ozelligi, biitiin hareketli tekillik
manifoldlarinin ister karakteristik olsun ister olmasin tek degerli olmasim gerektiriyor.
Yukandaki bu sonu¢ Ward’mn [199,204], lineer sistemler i¢in keyfi kotii tekillikler
karakteristikler boyunca yaylldlglndan, Painlevé Ozelliginin tamiminda karakteristik
civarindaki agilimlarin dogrudan ele alinmasina izin verilemeyecegi konusundaki
gozlemi ile geliski olugturmaktadir. Genel sistemler igin, eger varsa karakteristikler
civarindaki agilimlar bazi keyfi veriler ortaya gikanr. Eger veriler koti ise, agthmin
yine de verilerin tek degerli bir fonksiyoneli olmasi istenir. Bu anlamda, (2.121)
agihmu, f{t) ve xo(t) verilerinin tek degerli fonksiyonelidir, ancak bu veriler t'nin
fonksiyonu olarak ¢ok degerli olabilirler. Tabii ki, aym gozlem (2.120) karakteristik
olmayan agihmina da uygulanabilir.  Painlevé 6zelligi ¢oziimlerin,  verilerin

fonksiyonelleri olarak tekil manifold civarinda nasil davrandigina dair bir ifadedir,
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yoksa verilerin kendisi hakkinda bir ifade degildir. Asagidaki 6rnek bu noktay:

vurgular.

Tiirevli Schwarz denklemi

&Jrg{,,,;x} =0 (2.122)

Vs

tiirevli Schwarz denklemi, o, W1, W2, ¢ keyfi olmak iizere
v=¢"2> v,¢ (2.123)
j=0

yapisinda karakteristik olmayan tekilliklere sahiptir. Bu yiizden, (2.122) denkleminin,
derecesinin izin verdigi olgiide en fazla sayida keyfi fonksiyona dayali tek degerli
agilima sahiptir. Fakat y,=0'dan elde edilen karakteristik manifold civarinda

o=7/2 + g ve ¢ =x-x0(t) olmak iizere

v § XY v ap o 2.124)

j=0 k=0
olur. (2.124) agimlart ¢ ‘nin yiiksek kath ¢ok degerli fonksiyonelleridir.
Genelde, bir denklemin Painlevé 6zelligini gostermek igin, miisade edilen biitiin

tekilliklerin (verinin fonksiyoneli olarak) tek degerli olduklarim kanitlamak gerekir.

Bu gereklilik sik sik gdzden kaginlir ve bazi yanhs sonuglara gotiiriir. Doktorov ve
Sakovich [205]

AP=P(¥) (2.125)
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denkleminin n. dereceden herhangi bir P, polinom igin Painlevé ozelliginin var
oldugunu iddia ettiler. Clinkii W=u" denirse, u igin elde edilen denklem, iki keyfi
fonksiyona bagh olarak tek degerli kutuplara sahiptir ve bu yiizden Painlevé 6zelliine
sahiptir. Ashnda onlar, Cauchy-Kovalewsky teoremince yerel olarak gegerli oldugu
bilinen bir gergegi iddia ediyorlar ve (2.125) denkleminin, ¥ ‘nin basit sifirlan
civarinda tek degerli agiima sahip oldugunu séylﬁyoflar. Ornegin bir ADD’ye
indirgenmisi ilk olarak Painlevé tarafindan incelenen bir sintfa girmektedir.

u? = 2uu® —(1+u)u,, (2.126)

Clarkson denkleminin de yalmzca meromorfik psi-serisine ve Painlevé 6zelliine
[206,207] sahip olduguda dusiiniilmiigtii. Oysa durum 6yle degildi.

1 u*+1=0 (2.127)
olan noktalan g6zoniine alalim. Yukaridaki denklemi tekrar yazarsak
u? —2iu’ = (u—i)Q2u - (u+iu,)
elde ederiz ve G=u+i kabul edersek
G? -2iG? = (G -2i)(2G? -GG,)
olur. Baskin dereceye kadar R, >0 olmak iizere
G=2i+Gog" +........
elde edilir.

Bunu yukarnida yerine koyarsak
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OGP, - 248 = ala+ DG $24 - 2ia(a - DG 4™
elde edilir. R, 20 oldugu igin
a=2ig, / 4;

elde ederiz. Bu baskin derece i¢in denge denklemi

G} +2i('GGn -G3)=0
olur ve

G=2i+Go¢*+ G, 9% "
rezonanslarinda
a(a+r)g; +i{la(a-D)+(a+r)r-a-1D}gl =0
olur. Burada 6nde gelen derece kullamlarak
=-1, 0.

bulunur.

Boylece Gy keyfidir. Yukanidakilere gore Clarkson denkleminin hareketli bir esash
tekilligi vardir ve Painlevé 6zelligine sahip degilidir.

Oncekinin bir degisigi olan modifiye edilmig Clarkson denklemi [208] de meromorfik
olmayan tekilliklere sahiptir. Bu denklem

u=(1+)ugH(1-2u)u,” (2.128)
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seklindedir. Onu yine 1+u’=0 noktalarinda agalim. Bunu gdrmek i¢in, G=u+ kabul

edelim ve
G=(G-21)(GGx-2 G2) + (1-20)G?
bulalim. G=2i+Gy ¢* +........ kabul edelim ve baskin dereceyi
o=2i
ve rezonznsi da r=0 da olarak bulahm.
(I+ud)ue=u-1) u? (2.129)
denklemi (2.126)’un gezen dalga ve (2.128) duragan durumudur. Bu denklemin
u=tan(log(ax+b))

seklinde genel ¢oziimi oldugu Painlevé tarafindan gosterildi. Hareketli esash
tekillikler bir 6nceki 6rneklerde gosterildi. (2.126) ‘un duragan durumu

(1-w)u,_ = Qu-u? (2.130)
seklindedir.
Ik drnekteki inceleme, meromorfik olmayan tekillik bulamadi. Onun genel ¢oziimii
u=tan(ax-+b)
seklinde bulunur. Sabit olmayan rezonansl denkleme 6rnek,

Wloo=3u] (2.131)
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Rand denklemidir [208]. Bu denklemin 6nde gelen derecesi u= upg* +

seklindedir ve

(@ - a-2)=3(¢;/ $,)a’

oldugu gosterilebilir.

a cinsinden ikinci derece olan bu denklem baskin dereceyi belirler. o kuskusuz, ¢

ve ¢ ‘in bir sabit olmayan fonksiyonelidir.

u=up ¢°+tu g +.....

rezonans sart1 kolaylikla

r=1,0,4-3c

rezonanslarini belirler.

Buradaki durum, rezonanslardan biri olan 4-3 ‘nin, ¢ tekil manifoldunun bir
fonksiyoneli olmasi halidir.

Simdilik son olarak,

ustuu,=0 (2.132)

viskoz olmayan Burgers denklemini g6zoniine alalm. Bu denklem u=
Ugtu; % +up ¢4+ seklinde onde giden dereceye sahiptir. Bunun denklemde

yerine konmastyla

a=1/2 ve ¢ uy ¢ =0
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elde edilir. A¢iimda bundan sonraki terim

UorHoUoxt1/2du1 %
seklindedir. Eger uortuouex olursa uj=uy=.......=0 bulunur ve yukandan
¢i¢tt —2¢x¢t¢xt +¢f¢xx =0 (2.133a)

elde edilir. Bu denklem 3. kisimda gosterilecegi gibi bir Legendre doniigiimiiyle
lineerlegtirilebilir.

Su ana kadar anlatilan kisim, kismi diferansiyel denklemler igin Painlevé o6zelliginin
tanimm ve fonksiyonel Psi serisininde kargilaglan tekillik tiplerini igerdi. Bu
yaklagim, kokli genellestirmelere miisaittir. Bu boliimde ¢ogunlukla uygulamalar
integre edilebilir sistemlere yapilacak.

2.10.2 Tekil Manifold yontemi

Eger bir denklem Painlevé $zelligine sahip ise, Bicklund doniigiimlerini, Lax ¢iftini,
modifiye denklemleri ve Miura doniigiimlerini ¢oziimiin tekil manifold civarindaki
acilimindan yararlanarak hesaplanmasi 6neriyoruz. Tekil manifold yontemi Laurent
Psi serisinin “sabit seviye” teriminden sonra kesilmesinden meydana gelir. Béylece
mimkiin bir Backlund doniigimii bizzat inga edilmis olur. Rezonanslarin dagilimmna
bagh olarak Laurent agiliminin katsayilarimin ardigikhik iligkilerinden, genelde agirt
belirlenmis olan bir denklem sistemi tanimlanir. Bu sistemin tutarh gekle indirgemesiyle
Bécklund-Darboux .doniisimi, modifiye denklemin Schwarz formu ve ilk sistemin
ilgili Miura dontigimii tammlamr. Lineer degiskenler igin yerine koymay tegvik eden
Mobius grubu altinda Schwarz tiirevinin degismezligini kullanarak, modifiye denklem
ve Miura doniiglimiiniin lineerlestirilmesiyle Lax ¢ifti bulunabilir. Modifiye
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denklemlerin Mobius grubu altinda degismemeleri ve ayrik simetrileri, bu sistemler
igin basit olmayan bir Backlund doniigimii olugturur. Bu donigimlerin agik
¢oziimlerin yani rasyonel, sonlu-bélge vs. tiirii ¢oziimlerin bulunmasi igin kullaniligmn
inceleyecegiz. Yontemin kismi verdigi iki durum sunacagiz. Birinci durumda
Bullough-Dodd denklemi Bicklund déniistimiine sahip degildir. Ikincide
modifiyeineer olmayan Schrédinger denklemleri i¢in Bécklund déntstmleri,
sistemin indirgemelerinden biridir. Yontemin adi diferansiyel denklemler de dahil
olmak tizere diger alanlara genisletilmesine de ¢aligilmigtir. Bu, verilen denklemle
eslesen yapmin kesfedilmesini igeren bir yontem oldugu icin, KdV denklemi tzerindeki

incelemeyi aynintilaniyla veriyoruz.
2.10.2.1 Korteweg-de Vries denklemi
UM g 3uu,=0 (2.134)

Korteweg-de Vries denklemi denkleminin ¢ (x,t)=0 tekil manifold civarinda
u=¢72> u,p’ (2.135)
j=0

seklinde meromorfik tekilliklere sahiptir. Yukarida ¢, us ve ug keyfi fonksiyonlar
oldugu bulduk ve (2.135)‘nin iyi tamumb olmast igin ¢'nin karakteristik olmamasi
gerekiyor. Yani, ¢ =0 i¢in ¢x #0 olmamali. Yerel analitik veriler igin (2.135) nin $=0
komsulugunda yakinsadig1 gosterilecek.

(2.134)’tin biraz genellestirilmisi olan
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(21 &\u, +u,, +3uu,)=0 (2.136)

denklemi de incelemeye deger. Bu denklem, ¢, us, us ve ug keyfi fonksiyonlar olmak
iizere (2.135) seklinde bir agilima sahiptir.

Simdi, sabit terimden sonra (2.135)’yi kesip

u=u,/ ¢ +u /p+u, (2.137)

ifadesini elde ediyoruz. Bunun (2.134) veya (2.136)’e yerlestirilmesiyle, ¢, uo, u; ve
u, gibi dért fonksiyon cinsinden dért denklemli bir sistem elde edilir.

Bu, (2.136) igin ¢ok kolay goriiliir. Ciinkii keyfi fonksiyonlarda us=us=us=0 alip,
u3=0 olmaya zorlarsak, (2.137) ve dort denklemi elde ederiz. Biitiin bunlardan, u ve
u; KdV’yi saglayan fonksiyonlar olmak tizere

u=-4¢> /9> +4¢,. / dp+u, (2.138)
h+ 2= =016+ 5018, (2,139
6,19, +{dx}=2 (2.140)

ifadelerini elde ederiz. Yine,
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($:5) = b/ 6.~ (Do) 8.’ (2141

ifadesi, yani Schwarz tiirevi [203,201],

=(a¥+b)/(c¥+d) (2.142)
seklindeki M6bius grubunun tek diferansiyel degigmezidir [209].

Maébius grubu, kompleks (p (Riemann) kiiresinin tek konform (monodromi koruyan)
otomorfizm grubudur. (2.139) ve (2.140) iliskisi u,’nin (2.134)’y1 sagladigint gosterir.
Clinki ,

y= P (2.143)

x

olmak iizere

“Einll _nt
GNeG

Uy,

olur. V’nin bu tantm (2.140)’den
Vet V32V, =0V (2.144)

modifiye KdV denklemini verir.
(2.138)'daki Backlund-Darboux denklemi,

7

o+ A== (fe ) 908 (2145)
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olmak tizere

u=4 —g:—z—]n P+u, (2.146)

seklinde yazilabilir ve ¢, (2.140)'deki Schwarz -KdV denklemini saglar.

(2.145)’1 (2.140)’dan (2.134)’e bir Miura doniigiimu olarak kabul ediyoruz. Bu aym
zamanda W= ¢/ ¢, degiskeninin cinsinden Riccati denkleminin gekline sahiptir ve
W=-2u,/v degisken degistirmesi ile lineerlestirilebilir. Bu v i¢in

2ve=(uxt A)v (2.147)

lineer denklemini ve ¢,=v" ifadesini temin eder. (2.140)dan ilave bir

Vie(2A- W) vt 1/2uxxv (2.148)

lineer denklemi bulunur. (2.147) ve (2.148) KdV denklemi igin Lax ¢iftidir ve u,
fonksiyonu bir KdV ¢oziimiidiir.

¢ i¢in lineerlestirici yerine koyma, vy ve v, (2.147)’nin ¢oziimleri olmak tlizere
¢=V 1/V2

seklindedir. (2.147) lineer denklemi cinsinden Backlund doéniigiimii, Spektruma

eleman ekleyen klasik Darboux dénigimiidiir.

Simdi, (2.140) Schwarz KdV denklemi i¢in Bicklund doniigiimlerini g6zoniine alahm.
Schwarz tiirevinin (2.142) Mobius grubu altinda degismezliginden, (2.140)‘nin  aynt
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doniigim altinda degismezligini elde ederiz. Bu degismezlik, (2.140), (2.141)’in

tekilliklerinin incelenmesiyle ve

o=y dots (2.149)

kesik agihminin, ¢o ile ¢;'in sabit olmasmt ve  ‘nin (2.140)i saglamasin
gerektiginin anlagilmasiyla da elde edilir. Bir bagka deyigle Mobius degismezligini
buluruz. (2.144) modifiye denkleminin ayrik simetrilerinden ek bir Bicklund
dontgiimi daha bulunur. Yani V= -V, (2.140) i¢in

0=1/ Y (2.150)

seklinde bir invaryant doniiglim verir. Bunun zamana bagl sekli (2.140) ve (2.150)
‘den teulunur. Bu da

¢ /Ox T Y/ Wx + (GO Wi/ Wx)=2A

olur, (2.150)'de ¢px= = Ve Y=Yy esitlikleriyle ¢ ve y‘nin ikisinin de (2.140)‘
saglamasim gerektirir. Bu yiizden (2.140) i¢in giigli bir Backlund doniigiimiine
sahibiz. Bu bolimiin dérdiincii kisminda (2.140)1n Bécklund dénigtimlerinin
periyodik sabit noktalarimin sonlu boyutlu degismez manifoldlan nasil tammladigin ve
degisme Ozelligine sahip Hamilton akiglan olarak bu degismez manifold tizerinde KdV
akigimi nasil garpanlara ayirdifim gésterecegiz.

Biécklund déniisiimunu kullanarak,

Laurent agilimnin (x,t)=0"n bir komgulugunda yakinsak oldugunu géstermek basittir.
v= ¢ simetrisi kutubu basit sifira tasvir eder ve veri Cauchy-Kowalevsky
Teoremi'nin yerel analitik olma ve karakteristik olmama sartlarim saglar. Bu yiizden,
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her iki agilim da bir (delik) komsulukta yakinsaktir. Bunun yanisira, (2.150) simetrisi

karakteristik, konform olmayan

o=f(t) + & 2ds+.......
tekilligini

basit kutubuna tasvir eder ve bir 6nceki diigiince tarzimiza gore bu da yakinsaktir. Bu
sonucu ve KdV sistemi ile modifiye sistem aras: iligkileri kullanarak KdV denklemi
i¢in kutup tekilliklerinin de yakinsak oldugu sonucuna variriz. KdV igin karakteristik
tekillikler basittir.

KdV denklemi igin

u=¢"ziuj¢f

=0

Laurent serisinin yakinsaklig, ardigiklik iligkilerinden

olmak iizere

korunum kanunun varlifim gerektirir. Bu yiizden Painlevé 6zelligi dogrudan, bigimsel

integrallerin varlifint gerektirir.

(2.134) KdV denklemi ve (2.144) modifiye KdV denklemi
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o 3
ut+gc—(uxx+5+u2):0 (2.151)

7 1
V+—W.,-=V*)=0 2.152
Hamilton yapisina [201] sahiptir ve
=1V, - %V’ 2.153)
Miura doniigiimii ile birbirlerine baglanabilirler.
3, _ L
U, +Eu = §uI(—ux +—2—u )d(
v -lpsos 1G4 Ly
xx %) 14 x 8
oldugunu unutmayalim. Miura déniigiimii kullanularak (2.152) ilk Hamilton yapisindan
KdV  denklemi igin ikinci Hamilton bulunur. Degisken degistirme ile

Q= (5,u)8.(6,u)" formiili

Q=23 +2ud, +u, = (3, -VY3,)3, +V) (2.154)

seklinde ifade edilir. Burada u=V,-1/2V* alinmustir ve KdV denklemi H;= J%u2

olmak tizere
u, +Q6,H, =0
haline gelir.

KdV denkleminin integrallerinin gradiyenti
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8.8,H,,, =Q8,H, (2.155)

seklindeki Lenard ardigiklik formuliinii saglar ve daha yiiksek dereceli denklemler

u,+0,6,H,=0 (2.156)

seklindedir. Simdi, yukandakileri biraraya getirirsek takibeden asagidaki sonuglar
[201] elde edilir. : )

=1,2,...... i¢in
by =21 9)-~(4 140 (2.157)
2 & xx x 2 xx x
ve
-:;—‘+5qu ({g;x}) =0 (2.158)
olmak tzere
u=4—0,}é;271n¢+u2 (2.159)

seklinde olan Backlund -Darboux doéntigtimiine sahiptir.

u,+8,6,H,=0 (2.160)

seklindedir. Bunun yamsira us={¢;x} olur, u; (2.160)"1 saglar ve (2.158) dizisi
Mobius grubu ile (2.150) simetrisi altindan degigmeden kalir.



128

Baz ilk bir kag gradiyentin

611 H1= u

8 Ho=uy, +3/2 u?

8 Hs =Ugeex +5Ulg + 5/2u, +5/2u°

seklinde olduguna dikkat ediniz.

Simdi Laurent agihmumin aguwhgim indirmek ve yiikseltmek igin Bécklund
dontgiimlerini ve basit baskin derece diigiincelerini kullanarak, yiiksek-dereceli
sistemlerin Painlevé Ozelligine sahip oldugunu ve tekillik manifoldunun bir delik
komsulugunda, veriler bu komsulukta [201] yerel analitik oldugu zaman bigimsel
Laurent aglmnin yakinsadifini gostermek zor degildir.  Yani, N'inci Schwarz
denklemi igin en yiiksek agirlik tekilligi

o= 1) + ™ hart

seklindedir. k<N igin tek dereceli kutuplar

seklindedir. =1/ simetrisi kutubu sifira, sifin kutuba tasvir eder. ¢=1/¥y simetrisi
2k+1'inci derece sifint 2k-1'inci derece kutuba ve tersini tasvir eder. Bu iki déniigiimii

birlestirirsek herhangi bir tekillik ¢= edot........... basit sifirina tasvir edilebilir ve
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Cauchy-Kowalevsky Teoremi geregi bu seri tek degerli ve yakinsaktir. Bu formdan
tekilliklerin biitiin kiimesine olan tasvirin ¢ok degerli In £ terimleri getirmedigini ve
izin verilen en fazla sayida keyfi fonksiyona bagh oldugu gosterilebilir.

Bu ylizden KdV dizisi, Laurent serisi yakinsayan ve Painlevé 6zelliine sahip olan bir

dizidir.

Ozetlersek, sabit terimden sonra kesilen Painlevé agimu, modifiye denklemin Schwarz
tirevi cinsinden ifade edilen bir geklini tammlar. Miura déniisiimiiniin
lineerlestirilmesiyle Lax ¢ifti bulunur. Mobius grubu ve modifiye denklemin aynk
simetrileri, Schwarz denklemleri igin Bécklund donisimleridir. Miura doniisimi
ikinci Hamilton yapilarim ve korunan yogunluklarin gradiyant: igin bunula eglesen
recursion operatorlerinin hesaplanmasina izin verir.  Bécklund doniigiimlerinin
denklem dizilerinin tekillik yapis: tizerindeki etkisi, dizinin Painlevé o6zelligine sahip ve

yakinsak bigimsel Laurent agilimina sahip oldugu sonuglanna ulagmamiza saglar.

2.10.2.2. Boussmesq Denklemi

o 1
U, +—5c—5—(§uxx +u2) =0 (2.161)

seklindeki Bicklund-Darboux déniigiimiinii bulmamiza yardim eder. Burada ¢=v; /v,

alnmugtir ve vy , v,

4VeetOuvt3 (uxth)v=0
ViV H(UtA)v

he=u,
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denklemlerini saglar. Modifiye Schwarz denklemi

17 170 3
E(¢t /6.) +55({¢;x} +5(¢t /¢x)2) =0 (2.163)
seklindedir. Bu sistem igin ayrik simetri

b _ 1V ¥,
9. 2y, V.

(2.164)
b _ Ve 1y,
. 2y, 2y,
seklindedir.
2.10.2.3. Sine-Gordon Denklemi
U=sin(u) (2.165)
sine-gordon denklemi [201],
VVi- Vi Vi=1/2(V-V) (2.166)

olmak iizere V=e" degiskeni icin Painlevé ozelligine sahiptir.
V= ¢‘1§V,¢f

agilimu j=-1,2 rezonanslarina ve Vo =4¢x{: ve V= ¢ degerlerine sahiptir. O zaman

Painlevé doniigiimii Vo=¢’/(¢xd) olmak iizere



131

(2.167)

b
V=-4—lng+7,

seklindedir. Modifiye Schwarz denklemleri

Q ={pt}+2Z,/Z=a (2.168)
Q,={gt}+20W_ IW=p (2.169)
af=1/4 dir.

Zz=¢x/ ¢t 5 WZ-—'d)t/ (l)x ve

seklindedir. Burada
yukaridaki iki denklemin denkligini

$.(3/ &)Q, +¢,(2/ &), =0 ifadesi
gosterir. Ayrik simetrileri bulmak igin ®= -¢x /¢r ve @=-0u /¢x kabul edelim ve

(2.170)

@+ 1/2060+0/2 O/ =0
(2.171)

! @, +1/20 +1/(21) D/O =0

sistemini alalim. Bu denklemlerin ayrik simetrileri, Schwarz denklemlerinin kuvvetli

Bicklund déniigiimlerini ortaya ¢ikmasim gerektirir.

$u¥u 1 by, =1 (2.172)

¢, v, 4

$uVu L 4, 2.173)

¢, v. 4
1 $u Ve __y

P ¥ _ 1

¢t y/t A‘ ’ ¢x l//x

(2.174)

~(1/ M)d%a/(0%/dx) ifadesi yu=\i sartt ile birlikte ¢ ‘nin

Ornegin, yé: = -0y ve
(2.168) Schwarz denklemini saglamasim gerektirir.

Mobius grubu bir nokta simetrisidir ve yukarnidaki BT denklemi ile bilegimi
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¢0 — eot+x/o-
¢, =tanh(ot /2 +x/(20))
¢, =sinh(ot+x/0)+ot—x/ 0o

¢cOzliimlerini {iretir.

Sine-gordon denklemi KdV denklem silsilesinin eksi bir numaral tiyesidir. (2.166) ‘da
v= ¢ kabul edersek

Pigx)= _E{L} (2.175)

buluruz.

KdV denklemini rekiirsiyon operatorii Q= (8, —-W) I, )3, +W) ve W=dx/ s
olmak iizere

gauﬂm =Q5,H, (2.176)

seklindedir. Bu eksi bir numarali fonksiyonel, 5, Hy =1,
6.0,H =Q8 H =0
sartim saglar ve genel ¢oziim u={¢;x} olmak iizere
8. H.i = (ad®+bd +c)/ by (2.177)

seklindedir. Bu yiizden sine-Gordon denklemi u={¢ ;x} ve 8, H,= -1/¢,  olmak

lizere
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ut =ax 6\; H..l (2. 178)

yapisindadir.

2.10.2.4. Henon-Heiles Sistemi

Bu bolimiin bag tarafinda gérdiigiimiiz gibi. tekil manifold yontemi adi diferansiyel
denklemlere de [210,211] uygulanabilir. Ornegin,

x,=—Ax—-2
" “ 2.179)
Ya =—By+cy’ —dx®
Henon-Heiles sistemi igin Backlund doniigiimii d/c=-1/6 olmak iizere
-1
= +
X=¢ %+ (2.180)

Y=4"y+ 4 Y+,

seklindedir. Burada

h=b K=b = (4A-B-T 34,14
ve
xo=¢W, x = —%(V, IV+é,/ V"
olmaktadir. V degiskeni de,

thz +—1-V3+(1B—2A+31)V2 +(132_3,12)V_—.0 (2.181)
2 2 3 3 6 3
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olmak iizere

V={gt}+A

bigimindedir.

Bu, V'yi Weierstrass elliptik fonksiyonu cinsinden tammlar ve u; ,u;

u, =——%(V+/1)u

lineer denkleminin ¢odziimleri olmak {izere ¢ = % olur,
u2

2.10.2.5. Harry Dym Denklemi

Schwarz KdV denklemi [201]

b . (fix}=4 (2.182)

¢x

denklemidir.

x>¢ to>t $go>x
$. =19, x,=-¢./9,
{#:x} =4 {x ¢}

degisken degistirmelerini kullanarak
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X, +A+x2{x;4} =0 (2.183)
buluruz.

Harry Dym denklemi A=0 kullamlarak, W = x; yerine konularak

th = ziW—l/Z

a®

sekl.inde elde edilir. Schwarz KdV denklemler silsilesinin

M, =QJ,
ve |
Q,=¢.7]¢,
J,=0,4.0.4.0
olmak tizere

$,+M:op. =0 (2.184)

seklindedir. Degisken doniigiimii, 8, = ¢,' &, ile birlikte Harry Dym denklem silsilesi

[201] igin,
Ly=Q,J,

ve

Q, :5;1

RS R |
Jy = x5 0%,
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olmak iizere

x,+ L 01=0 (2.185)

seklinde bir Hamilton yapisi iiretir. KdV denklemi igin rasyonel ¢oziimler,

Po=x
¢, = x> +12¢
¢, = (x® +606c® —7206%) / x

vs.. olmak iizere

¢j+1,x = ¢§ /¢j,x

¢j+l,t /¢j+1,x +¢j,t /¢j,x = (¢j,xx /¢j,x)2 *4_d?ln¢j

BT vasitastyla bulunabilir. Bunlar Harry Dym denkleminin x° = ¢—12¢ gibi cebirsel

¢Oziimlerini de kapali olarak tammliyor. KdV ‘nin N soliton ¢6ziimleri, Harry Dym
denkleminin N-kasp ¢6ziimlerine kars: gelir.

2.10.2.6. KMKdV-I Denkleminin Painlevé Analizi

Bu kisimda, Weiss'in tanitilan Painlevé analizi yontemi KMKdV-I [212] denklemi

dedigimiz
w, +a(w]*w), + pw_ =0 (2.187)

lineer olmayan kismi diferansiyel denklemine uygulayacagiz.
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Gergel fonksiyonlarla galigmak igin w=utiv diyelim ve (2.187) denkleminde yerine
koyup gergel ve sanal kisimlarim ayirarak

u, +a((u? +v)u] +pu, =0
* (2.188)
v, +a((u? +v2)v]x +P,, =0

sistemini elde ederiz. Denklemlerdeki terimlerin dengelerine bakarak bu denklemlerin

serl ¢ozlimleri varsa onlarin

u=3u, 00" 1)

j=0

v= 3w, 0977 (1,0)

j=0

(2.189)

yapisinda olmasi gerektigini anliyoruz. Amacimz once sadece bu denklemin Painlevé
testini gegip ge¢medigini aragtirmak oldugundan, Kruskal'in [33] sagladi1 kolayliktan
yaratlanarak u; =u,(¢), v, =v,;(f) ve g=x+y(?) alacagz

Simdi gerekli olan tiirevieri hesaplayalim:

u, = Z;u,-u- Dyp’™ +_Zou;-¢f-l = Zzu,-ﬁzu—s)wf“uzsu;_sw“‘*,
J= J= J= J=

u, = guj(i— D¢, (2.190)

Uy, = §uju— DG -2)(j-3)¢"*.

vigin de tamamen benzer ifadeler elde ederiz. Simdi bu tiirevleri de kullanarak
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([ \ 3
o i k
uz'ux = Z 2 Zuiuk-i (J—k- l)uj-k ¢j_4
j=0| k=0
" \u=0 )
N \
Vi, =2 2 D, (G—k=Duy, g7 (2.191)
7= \k=0 \i=0 /

UV, =i{i[2u v, ’JU k-1 _,,}b’ -

i=0

elde ederiz. Simdi (2.190) ve (2.191)'dekileri (2.189)'deki birinci denklemde yerlerine
koyarsak;

i [ & 1
(j—3)¢uj_2+u"_3+a,§(j—k I{Z Guau,_, +vy,_Ju;, +2uv, v, ,,]_I+

BU-D(U-2)(j-3)=0
(2.192)

ve biraz diizenleme yaptiktan sonra da su sonucu elde ederiz.

[ a(i=3)Gu +v2)+ BU-D(-2)(G-3) |u, +2auyy, = 0,
(2.193)
2au,vgu; +[ a(j-3)3ul +v2)+ BU-DG-2G-3) |v, =0,

u; ve v/'lerin hesaplanmasinda kullanlacak bu sistemin katsayilar matrisinin

determinanti
A=B*(+DjG-3’0G-4

olur ki, -1'deki rezonans @'nin keyfiligini gdstermek iizere, rezonanslarm -1, 0, 3 ve
4'te oldufunu goriyoruz. j=3'deki rezonansin i{i¢ kath olduguna bakilinca alt1
rezonansin sayr olarak yeterli olabilecegi disiinilirse de, (2.89)'daki denklemlerin
kutup tiirti hareketli tekillige sahip genel ¢oziimiinii yazmak igin gerekli olan altt keyfi
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fonksiyonu saglaylp saglayamayacaklan, bu rezonans noktalarindaki incelemeden

sonra anlagilabilir. Simdi rezonanslardaki uygunluk kosullarim inceleyelim

=0i¢in: u} +v2 =-

28
» (2.194)

bulunur ki, j=-1'deki rezonansa karsilik olan keyfi ¢'den sonra, burada da u,(¢) ile
v, (¢)'den birisinin keyfi kaldigin1 goriiyoruz.

=ligin: () =0, v,(#)=0 (2.195)
olur.

oy’
68

u !
=2icin ()= =¥

‘ o5 (2.196)

v, ()=

buluruz. j=3'e gelince (2.192)'daki rekiirans bagintilarindan elde edilen ve us ile vs'il
verecek olan denklemlerde, bu bilinmeyenlerin katsayilar hep sifir olur ve iki denklem

0= uO (t)'a

Oy (B 2.197)

‘ 2
haline gelir. Bu uygunluk kosullannmn, C, =uy (), C, =v,(t), C? +C; =——0':i

alinmast halinde saglanabilecegi anlagiliyor. Bu, j=0 rezonansindaki keyfi fonksiyonun
u,()=C,p veya vy(t)=C,p (2.198)
seklinde olacag: anlagilir. Bunun diginda u, (f) ve v,(f) serbest kalmaktadir.

j=4'deki rezonansa gelince, buradaki uygunluk kosulu saglanmaz. Dolayisi ile bu

rezonanstan keyfi fonksiyon ¢ikmaz.
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Sonug olarak rezonanslardan, gerekli olan alt1 keyfi fonksiyon elde edilemediginden,
(2.189)'daki sistem ve dolaysi ile (2.187)'deki kompleks modifiye Korteweg-de Vries

denklemi Weiss'in Painlevé testini gegmez.
2.10.2.7. KMKdV-II Denkleminin Painlevé Analizi

Simdi Weiss'in Painlevé analizi yontemini
w,—-6wl’w, +w_ =0 (2.199)
KMKdV-II [213]denklemine uygulayacagiz.

Burada da gergel fonksiyonlarla calismak igin w=u+iv diyelim ve (2.199) denkleminde
yerine koyup gergel ve sanal kisimlarini ayirarak

u, —6(u? +v?)u, +u_, =0

xxXx

2.200
v, —6(u® +v?)u, +v_, =0 ( )

sistemini elde ederiz. Denklemlerdeki terimlerin dengelerine bakarak bu denklemlerin

seri ¢goztmleri varsa onlarin

U= iui )77 (t,%)
o (2.201)
y= Zvj(t,x)gz}f“1 (t,x)

yapisinda olmasi gerektifini anliyoruz. Amacimiz 6nce sadece bu denklemin Painlevé
testini gegip gegmedigini aragtirmak oldugundan, Kruskal'm [33] sagladig: kolayliktan
yararlanarak u; =u,(f), v, =v,(f) ve ¢=x-+y(?) alacagz.
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Simdi gerekli olan tiirevleri hesaplayalim:

u, “Zu U- 1)W¢1_2+§u ¢Jl Zu; (J=3)y* d 4+§uj—3¢1 i

u, = 21{, (-1g’2, (2.202)

U = Zu G-D0 -2 -,

vigin de, u’lar ile v’lerin degistirilmesi ile elde edilebilen tamamen benzer ifadeler

buluruz. Simdi bu tiirevleri de kullanarak

N )
uuzz(L w, , (—k—Du,. k}»f

= =0 J
@ ( ] ( k \ )
Vi, =, L Vo (G—k=Du,_, " (2.203)
j=0Lk=0 i=0 J J
N \
v, = Zu,u,M G-k-Dv,, p"*
R
viv, = ZL Zv Ve ,J k- l)v]_kJW”4

elde ederiz. Simdi (2.202) ve (2.203)'dekileri (2.200)'deki birinci denklemde yerlerine
koyarsak;
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=30t + 16, =62 k- l)uj_k[Z(u,.u,,-,. + v,.vk_,-)} U=D0=2)J =3, =0

U =309, +7,3 =62~k - l)v,.-k{g(ufuk-i + vivk-i)}+ (=DU=-2)0 -3y, =0
(2.204)

ve biraz diizenleme yaptiktan sonra da

[-6( — )(u +v3)+12 + (- D(j—2)(j - )u, +12uy,y, =0, (2.205)

12upvgu, +[-6(j — Dui +v3)+ 1202 + (- D -2)( -3, = 0,

buluruz  u; ve v,'lerin hesaplanmasinda kullamilacak bu sistemin katsayilar

matrisinin determinantt

A=(+DjG-DU-3HG -G -3 (2.206)

olur ki, -1'deki rezonans ¢'nin keyfiligini gostermek tizere, rezonanslarin -1, 0, 1, 3,
4 ve 5'te oldugunu goriiyoruz. Rezonanslar say1 olarak yeterlidir. Ancak (2.203)’deki
rekiirans bagmntilarinin (2.200)'deki denklemlerin kutup tiirii hareketli tekillie sahip
genel ¢oziimiini yazmak icin gerekli olan alti keyfi fonksiyonu saglayabilip
saglayamayacaklari, bu rezonans noktalanndaki uygunluk  kosullarimin
incelenmesinden sonra anlagilabilir. Simdi rezonanslardaki uygunluk kosullarm
inceleyelim

F0icin: w2 +v2=1 (2.207)

bulunur ki, j=-1'deki rezonansa karsilik olan keyfi ¢'den sonra, burada da u,(¢) ile

v, (¢)'den birisinin keyfi kaldigim goriyoruz.

=ligin:  w,(Ou, (1) +v,(H)v, (1) =0 (2.208)
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olur. Iki fonksiyon arasinda bir tek kisitlayan iliski bulundugundan, u,(¢) ile v,(¢)'den
birisinin keyfi kaldigin goriiyoruz. j=2 igin:

Uy’
6

—uy(u2 =22 —~32), v, () = vog/’ ~vo(? )32 -v2)  (2.209)

u, (1) =
buluruz. j=3, 4 ve 5’te (2.205)'deki iki denklemde u; ile v; igin elde edilen
gi¢lendirilmig matrisin ranki 1 olur. Boylece bu denklemlerden mesela vi(t), va(t) ve
vs(t) keyfi fonksiyonlar olarak ¢ikar. ¢, vo ve v;’in de daha 6nce keyfi kaldig:
hatirlanirsa, alt1 rezonanstan, gerekli olan alt1 keyfi fonksiyon elde edilmig olur ki,
(2.200)'deki sistem ve dolayisi ile (2.199)'daki kompleks modifiye Korteweg-de

Vries-II denklemi Weiss'in Painlevé testini geger.

2.10.2.8. Hirota-Satsuma Denkleminin Painlevé Analizi

Simdi de Weiss'in Painlevé analizi yontemini

u,~3uu, +3w,—u_ /2=0 2.210)
v, +3uv, +v,, =0 @

Hirota- Satsuma sistemine uygulayacafiz[214]. Bu denklem B. Fuchsteiner
[215]tarafindan bir soliton denklemi olarak smiflandinlmg, denklem sisteminin
biHamilton formiilasyona sahip oldugu ileri siiriiliip, sayilabilir goklukta birgok
korunmus biyiikliigi ve simetri iireticileri elde edilmis ve bu denklemin tam integre

edilebilir oldugunu iddia etmiglerdir.

Denklemlerdeki terimlerin dengelerine bakarak bu denklemlerin seri ¢éziimleri varsa

onlann
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H

u,(t, %)’ (1,x)
(2.211)

v, (t,x)¢"2(¢,x)

H

g[\ﬂs llths

yapisinda olmasi gerektigini anliyoruz. Amacimiz 6nce sadece bu denklemin Painlevé
testini gegip geemedigini aragtirmak oldugundan, Kruskal'm [33] sagladig1 kolayhktan
yararlanarak u, =u,(¢), v, =v,(f) ve g=x+y(t) alacagiz

Simdi gerekli olan tiirevleri hesaplayalim:

u,=j_§u,.u—2)w'¢f-3+§u;¢f*2 =S G- dywp” 5+Zu il

j=2

u, = éuf(j—2)¢j'3, (2.212)

— g;u,o— 2)(-3)(i-4)¢"".

vigin de, w’lar ile v’lerin degistirilmesi ile elde edilebilen tamamen benzer ifadeler

buluruz. Simdi bu tiirevleri de kullanarak

wu, = i 2(]_ k- z)ukuj—k)¢j_s

J=0\k=0
L)
uv, =2 2.(j—k- 2)u,,v,._,,j¢f-5 (2.213)
7=0\k=0

=3 iu—k—z)v,,vj-k}éf‘s

J=0\&k=0
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elde ederiz. Diger taraftan (2.212)ve (2.213)'dekileri (2.210)'daki denklemlerde

yerlerinekoyarsak

(=4, +u_,— 3§(j —i=2)uu,, ~ vy, )~ (G~2)j-3)j—- 4w, /2=0

(2.214)
J
G-y, , +V._, +3Zo( J=i=2)uy,  +(j-2)(j-3)(-4), =0
ve biraz diizenleme yaptiktan sonra da
[6( - Dy + (=2~ 3~ D], ~ vy, = G, (2.215)

6vgu, + (= 2)3u, + (=3 -, = 0,

buluruz %, ve v, 'lerin hesaplanmasinda kullanilacak bu sistemin katsayilar

matrisinin determinanti
A=+ j(-DG~-2G - -6)° (2.216)

olur ki, -1'deki rezonans ¢'nin keyfiligini gostermek iizere, rezonanslarin -1, 0, 1, 2,
4 ve 6'da oldugunu goriiyoruz. Rezonanslar sayt olarak yeterlidir. Ancak
(2.214)’daki rekiirans 'bagmtllanmn (2.210)'deki denklemlerin kutup tiirli hareketli
tekillie sahip genel ¢ozimiini yazmak igin gerekli olan alti keyfi fonksiyonu
saglayabilip saglayamayacaklari, bu rezonans noktalarindaki uygunluk kogullarnin
incelenmesinden sonra anlagilabilir. Simdi rezonanslarda ki uygunluk kogullarim

inceleyelim
j=0igin: uy=-2, v,=0 (2.217)

bulunur.
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7=ligin % (t)=2 olur ve v,(f) keyfi kalir. =2 ve 4’te (2.215)'deki iki denklemde
y; ile v; i¢in elde edilen giiglendirilmis matrisin ranks 1'dir.

=2 igin:

3V +4y’
uz(t)zﬁl, v,(t)  keyfi (2.218)

buluruz. j=4 ’te wa(t) keyfi fonksiyon olarak ¢ikar. j=6’da (2.215)'deki iki
denklemde wgile vs icin elde edilen giiclendirilmig matrisin ranki 0'dir. Boylece ug ile
ve keyfi fonksiyonlar olur.

Boylece o, vi, v2, Vs, Us  ve Vg keyfi kalir ki, alt1 rezonanstan gerekli olan alt1 keyfi
fonksiyon elde edilmig olur. (2.210)'daki Hirota-Satsuma denklemi, Weiss'in Painlevé

testini geger.
2.10.2.9. Etkilesimli KdV Denkleminin Painlevé Analizi

Simdi son bir 6rnek olarak

u, =4uv, +2vu, +v,_,
(2.219)
v, =6w, +u,

etkilesimli ~ KdV denklem sisteminin integre -edilebilirliini arastiralim|[216].
Denklemlerdeki terimlerin dengelerine bakarak bu denklemlerin seri ¢oziimleri varsa

onlarin

u= iuj(t,x)(é"“2
-0 (2.220)
v= Zvj(t,x)qﬁj"]
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yapisinda olmast gerektigini anliyoruz. Amacimiz 6nce sadece bu denklemin Painlevé
testini gegip gegmedigini aragtirmak oldugundan, Kruskal'm [33] sagladig: kolayliktan
yararlanarak u; =u,(¢), v,=v;(f) ve ¢=x+y(t) alacafiz.

Simdi gerekli olan tirevleri hesaplayalim:

u, = Z()uj (j-2)¢"? +Zou;¢f“2
J= j=

u, = ivj( j—Dg¢’? (2.221)

o0

o = 2V, (=D =2)(j = 3)p"™

j=0

v,= 2 Vg D v (D' = sz;_zvﬁ“ + Zv -2y’

j=0 Jj=0

Elde ettigimiz bu tiirevleri kullanarak

z[ v, - l)u,_ljw

=0

-,

lI

i(i u,(i—2)v, 1]¢’“4 (2.222)

j=0 \i=0

lI

i(iv,( Du, ]¢

j=0 \i=0

Simdi bunlan (3.219)’daki sistemde yerine koyarsak,
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(j - 3)'//,”,'—1 + u}—z = i4(i - 1)viuj—i +Zzui (i - 2)v1~i + A4 (.] - 1)(] - 2)(.] - 3)
i=0 i=0
(2.223)

i
v;‘—z TV -2y’ = 62":‘ (- 1)",’-1 +u; (J-2)
i=0
elde ederiz. Biraz diizenleme yaptiktan sonra buradan su sonucu elde ederiz:

Avou; +u (= 1v;) +Q(-2u0v; +vo (= 2)u ) +v, (G- D -2)(J -3) = p,

(2.224)
6(—vov; +(J-Dvv)+(J~2)u; =q;.
Bu iki denklemi kullanarak u;ve v; ‘yi ¢dzmek igin katsayilar matrisinin
A= [PRU=9) G-+ (=D -3) 2.225)

Jj=2 6v,(j-2)

determinantimin ve ilgili ek matrisin ranki $nemli olmaktadir. j=0 i¢in (2.223)'den

Uy = —%, % =% (2.226)
oldugundan
A=-(+D-2)G-3)G-4 (2.227)

bulunur ki buradan -1, 2,3 ve 4 rezonanslan elde edilir. Buradan j=1 igin;

=2 'uy = —4vou, -4, —2uv,

—4v, +2p" = 4y +22y
0
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2y'u, = 4—uyv,) +2u (-2)v, +2u,(-1)v, = —6u,v, — 4u,v,
3
51//’ = —3u, +3v, (2.228)

’—— —_—
VY = —bvv, —

bulunur. u; ve v, igin su denklemleri elde ederiz:

—u, +V, = 1 v’
12 (2.229)
u, +3v, = > 7
Bu denklemleri ¢6zersek:
" = —_41 ve v = 1{4_ (2.230)
elde edilir. j=2 i¢in (2.223)'den;
2 2
—yuy +up =D A0 - Dy, + D20 - 2)uv, (2.231)
i=0 i=0

2
0=v; =63 v,(i—2)v,, = v, (-)v, +v, 1v,]=0
i=0

Boylece denklemlerden ikincisi higbir ek sart getirmeden saglanirken, birinci
denklemde v, yok oluyor. v, keyfi kalirken

—yuy = A[-vou, +vyu, | +2[2u,v, ~ 4uv,]

1 2 l 2
—p't = 2u, + 2.~y 2.232
4 216" 2232

-1
U, = E'//,Z =y



150

olarak hesaplanabiliyor. j=3 igin (2.223)'den

3 3
U = 24(i — Dy, + Zzui (I =2)vy (2.233)
i=0 i=0

3
Vv =6 v, (i-Dv,, +uy

i=0
olur ki, bunlardan ilkini kullanarak

—4v,u, +8v,u, +2u,v, —4u,v, = u] —4v,u +2uv,
=2vou, +4u,v, =u —2uv, (2.234)
v

Uy +3v, = l1//"—-—v2
4 2

14

ve ikincisini kullanarak;

u, —6vyv, +12v,v; = v/ +v,p’' —6v,v,

' (2.235)
U, +3v, = %y/" +v,p’ — §%v2

Uy +3v, =%'/’”‘%‘/’"’2

elde ederiz. Demek ki iki denklem ashinda aymdir ve burada v; keyfi kalirken us

buradan

1 1
u, =3y, + 1 vy’ - Py v, (2.236)

elde edilir. Son olarak j=4 igin (2.223)'den

4 4
Vi, +uy = 4 (i- Dvu, , + 22% (i-2)v,, +6v,
i=0 i=0

. (2.237)
Vi +2ny = GZ(;vi (i-Dv,, +2u,

bulunur. Bu iki denklemden birincisi



151

!
Quy +uy, =—4vou, +12u.y, — 4wy, + 4wy, + 6v, +4(v,u, +2v,u ) + 2(—u v, +uv,)

(2.238)
1 ” 1 > o
olur ve u, = -3v, +Z p" - 5—(//'\)2 olduguna gore
3 1 1 1 -1 -1 1
Y =YY ==y, —— iy = Ay, — ' 6y, — ' + 2~y
2W3 8'/"// 4'// 2 SWW 216l// 34'/’ 4V/
(2.239)
bulunur ve 0=0 olarak gergeklesir. Ikinci denklem ise
v, +2v," — 6(u,v, +2v,v)) = 121, +12v,v, (2.240)

buluﬁur. elde ederiz. Burada mesela v; keyfi kalirken u4 buradan v, cinsinden
hesaplanabilir.

Boylece @, vz, vs ve v, keyfi kalir ki, dért rezonanstan gerekli olan dért keyfi
fonksiyon elde edilmis olur. Béylece (2.223)'deki etkilesimli KdV denklemi, Weiss'in
Painlevé testini geger.

2.10.3. Baz1 Gozlemler

Genel olarak ve yukandaki 6rneklerde gosterildigi gibi tekil manifold yontemi
denklemler, modifiye denklemler, denklem silsileleri ile ilgili kasp soliton denklemler
arasinda iligkiler bulur.  Yontemin ilk uygulamasi, integre edilebilir sistemleri
siniflamak ve bunlar arasindaki iligkileri bulmaktir.

Yontem anlatildig sekliyle birgok sisteme uygulanmigtir. Bunlar arasinda Boussinesq

ailesi, Caudrey-Dodd-Gibbon ailesi ve Hirota-Satsuma ailesi de bulunuyor. Yukanda
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da goruldiugiu gibi yontem, Bécklund doéniigimleri olmayan sistemlere dogrudan

uygulanamamaktadir. Bu tirden bir sistem
U, = eV — g

Bullough-Dodd denklemidir.  Sagirtici olan sudur ki, Bullough-Dodd denklemi,
Caudrey-Dodd-Gibbon ailesi igindeki bir denklemin ozellestirilmigidir. Bu ailenin
Bicklund dontigimii 6zellestirmenin yapisim korumamaktadir. Bu yiizden bu denklem

i¢in bilinen tiirden bir Biacklund doniigiimii yoktur [201, 217].

Lineer olmayan Schrodinger denklemi igin bagka tiirlii bir problem ortaya ¢ikar [201].
Burada yontem, Lax giftinin ve modifiye Schwarz denklemlerinin bulunmas: s6z
konusu oldugu siirece ¢aligir. Bununla birlikte modifiye denklemlerin kendilerinin,
sistem tzerinde bir ¢ift Burgers denklemine indirgeme gibi g¢aligan bir Bécklund

déntiglimii vardir,

Tekil manifold yontemi adi diferansiyel denklemlere de uygulamr [211]. Henon-Heiles
sistemi igin bir Backlund déntsiimii ve ona iligkin ti¢ parametreye bagli bir ¢6ziim ailesi
bulduk. Dort parametreye bagli genel ¢6ziim, tekil manifold yontemiyle dogrudan
bulunamaz. Ancak Schwarz tiirevi ciﬁsinden dogrudan formiilasyon yaparak, Henon-
Heiles sisteminin KdV ve Caudrey-Dodd-Gibbon denklemleri ile indirgenebilir oldugu
halleri teshis ettik. Bu, Henon-Heiles sistemi i¢in Lax iftlerinin hemen bulunabilmesini
miimkiin kilar.

Tekil manifold yontemi bir parametreli bir Lax ¢ifti bulmazsa, kesik serideki terimleri,
tekil manifoldun kendisine agik bir baglilik getirecek sekilde yeniden toplamak
miimkiindiir. Bu islem Weiss tarafindan [201]'de tamtilmis ve Caudrey-Dodd-Gibbon
denklemine uygulanmustir. Daha sonra B. Gaffet [218, 219]'da Bullough-Dodd
denklemi igin tekil manifold civarinda bir agim seklinde bir Backlund doniigiimii
buldu. Bu déniigim bir involiisyon olsun veya olmasin, doéniigiimiin yapisi, tekil
manifoldun kendisine agik bir baglihk getirecek sekilde yeniden toplanmasim igerir.

Newell ve birlikte galiganlar [220] ile Gibbon ve arkadaglani [221], Henon-Heiles
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sisteminin Lax ¢iftinin bir spektral parametre igermesini saglamak i¢in aynt yontemi
kullandilar. Boylece bazi problemlerde, tekil manifold kesik serisinde bulunan
terimlerin yeniden toplanmasi gerekli olmaktadir. Bu bakimdan, tamamen algoritmik

olabilmesi i¢in yontemin biraz daha gelistirilmesi gerekmektedir.

Son zamanlarda ¢ikan bir makalesinde R. Conte [222], tekil manifold y®nteminin
uygulanmas sirasinda ortaya gikan Painlevé- Biacklund denkiemlerinin neden Mobius
grubu altinda degismez kaldigi sorusunu tartigtyor. Daha 6nce agiklandidi gibi
Schwarz tiirevi, Mobius grubu altinda degigsmez kalan yegane diferansiyel degigmez
oldugundan bu, Schwarz tiirevinin integre edilebilir sistemlerin formiilasyonunda neden
dogal olarak ortaya giktifim agiklayacaktir. Bu soru [201]'de de incelenmistir. Orada
Schwarz tiirevinin  ortaya ¢ikiginin, zannedildigi gibi  probleme iliskin ikinci
basamaktan Lax ¢ifti operat6riiniin bulunmasindan degil de, kompleks Riemann
kiiresinin konformal geometrisi oldugu iddia edildi. Soru Wilson [223] tarafindan da

incelendi.

2.10.4. Sarth veya Kismi integre edilebilirlik

Tek degerli agilima sahip (Painlevé 6zelligi) olmayan sistemler igin, agiimdaki keyfi
fonksiyonlan kisitlayarak tek degerli davramsi kurtarmak miimkiindiir. Kisitlamalarin

sayisina gore agilum, indirgenmis boyutlarda bir ¢oziimii temsil eder.

Kisitlamalar sistemi, agihmda daha once keyfi olan fonksiyonlar (veri) cinsinden bir
kismi diferansiyel denklem sistemi olarak ifade edilir. Bu kismi diferansiyel denklem
sistemi igin su tahmini yaptyoruz.

Tahmin: Kisitlama denklemleri, tam integre edilebilirdir.

Bunu gostermek i¢in [201]'den birkag 6rnek sunacagiz. Ilk 6rnek
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u, =4asin(u/2)+4sinu (2.241)
Katlt sine-Gordon denklemidir. Painlevé analizini buraya uygulamak igin

V_eiu

kullantyoruz ve
VW, -V, =alWV?-V)+V*-1 (2.242)

buluyoruz. Tekil manifold civarindaki agilim

V=g 33V (F I (2243)

=0 k=0

seklini aliyor. Ardigiklik iligkilerinden

Voo = 9.9,

1 ¢ a
V.. =——1txp =
10 2 g, 075

elde edilir. Keyfi fonksiyonlar ¢ ve Vz olmaktadir. j=2 ve k=0 rezonanslarinda ¢’nin

kisitlama denklemini saglamasi sartiyla, ¢°in ¢ terimlerini yok edebiliriz.

Bu denklem (2.133) ile denktir ve

E=@y,n=¢;
x:WS’t:VV,’

P(x,y)+W(e,m) =xe+yn
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Legendre donugiimiyle [201] integre edilebilirdir.

W, +2enW,, +n'W,, =0 (2.245)

ifadesini sonug olarak elde edilir..

d V74 7}
4_,8..,9 2.246
s ‘% Ton (2.246)
olsun. O zaman (2.244)
d? d
—W="W 2.247
P = (2.247)

sekline doniigiir.

(2.247)’nin tam ¢dzimi, W, fonksiyonu (¢ ,n) cinsinden sifir dereceden ve Wi

fonksiyonu da birinci dereceden homojen olmak tizere

W=W,+W

seklindedir. Legendre doniigiimiiniin tanimim kullanarak buradan

#(x,1) =-W,(&,m) ve
e +nt=W(e,n)

elde edilir, w=¢_¢,—-¢> #0 oldugu zaman, Legendre doniigimii tersine
gevirilebilir. w=0 olunca ¢=f(x,t) olur ve (2.241) i¢in bir gezen dalga formu, yani

integre edilebilir bir form elde edilir. w0 igin keyfi figin ¢=f(x/t) seklinde baz1 basit
kapali ¢oziimler vardir.
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¢’nin kisit denklemini sagladig1 durumda (2.243) agithmi, V; keyfi olmak {izere
V=¢2>V4¢ (2.248)
7=0
seklinde tek degerli hale gelir.
Simdide A=3 J, =V'V olmak iizere

—Au = sinu (2.249)

N boyutlu eliptik Sine-Gordon denklemini [201] gozoniine alalim. V=¢® kullanarak

4@V+VVVV=%W%40 (2.250)
elde edilir.
V=¢2>V¢ (2.251)
j=0

Painlevé agilimi keyfi V,‘ler igin ancak ve ancak

¥

]. N
D; 25 Z Z(¢§m ~ 4B m)
1=11i m=1,m=i

N (2.252)
Dij = Z(¢q¢mm - ¢im¢jm)

seklinde olmak tizere

V.DVg=0 (2.253)
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saglandig1 zaman gegerlidir.

D matrisi simetriktir ve (2.253) ifadesi bagimsiz degiskenlerdeki keyfi dlgeklendirme ve
Otelemeler altinda, ve ayrica bagimsiz degiskenlerin

B'=B"
olmak tizere

V=BV’
ortogonal déniigiimleri altinda degigsmeden kalir.

Bu 6zellikleri kullanarak,
M= {55; ¢(X) = ¢0}

diizey kiimeleriyle tammlanmig M hiperyiizeyinin soyle bir 6zelligi vardir: R iginde bir
manifold olan M’nin temel egriligi X; ;j=1,......,N-1

KK, +KK+...... +Ky Ky, =0 (2.254)

sartini saglar. N=2 oldugu zaman, sart basittir ve (2.249) integre edilebilrdir. N=3 i¢in
(2.253) denklemi

8 ($byy — 95) + 82(Bu8,, — 85) + 8, ($ub — b2)
+2¢x¢t (¢ty¢yz - ¢xt¢yy) +2¢y¢t (¢tx¢xy - ¢yt¢xx)

+20.0,(920, ~$59.) =0 (2.255)
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seklindedir. (2.255) denklemi; W, ve W; sirastyla sifinnct ve birinci dereceden

homojen
#t,x,y)+W(&,,6,€,) =ts, +x¢&, + Y&,
ve
W=W, + W,
olmak tzere £, =0,6,=¢.,6,=¢,ve t=W_ ,x=W_,y=W, Legendre

doniigiimiinii ile integre edilebilir. Yine ¢'nin yapisi, integre edilebilir indirgemelerin
bulunmasinda kullandabilir.

N>4 igin (2.253)'iin integre edilip edilemeyecegi belli degildir. Bizim tahminimiz bunun
butiin N'ler i¢in integre edilebilir oldugunu soyler.



BOLUM 3

INTEGRE EDILEMEZLIK SONUCLARI: ZIGLIN TEOREMI VE COKLU-
PAINLEVE YAKLASIMI

3.1. PAINLEVE TESTININ SINIRLARI

Ikinci kisimda verilen bir adi diferansiyel denklemin (veya adi diferansiyel denklem
sistemlerinin) bir anlamda integre edilebilirligine karar vermek i¢in Painlevé testinin

nasil kullamldigint agikladik. Painlevé testi iyi fakat birkag yonden yetersizdir.

(1). Doniisimlere izin vernek gerektiginden, test harfi harfine uygulanamaz. Ornegin

a. bir sabit olmak iizere

dy  —1{dy\’ a
dzf (7{) +y5+ty+; G.D

denklemi, y, , n=0,1,2,.... katsayilan1 sabitler olmak Gzere
© n—l
yOy=2 y.t-1,) ? (3.2)
n=0

seklinde ¢oziimlere sahip oldugundan, hareketli dallanma noktalarina sahiptir. Fakat
x=y* doniisimii yaptigimizda x bagli degiskeni PII denklemini sagladigindan (3.1)
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2
,c_f__zy_+92
dt dt

+siny=0 (3.3)
denklemi de logaritmik dallanma noktalanna sahip oldugu halde, x=e ¥ doniisiimi
yaptiktan sonra x bagh degiskeni PIII denklemini saglar. [Bu doniisim, denklemin
Painlevé tiirii olup olmadigina karar vermek igin testi uygulamadan 6nce onu rasyonel
hale sokmak istegimizden akla geliyor.] Bu iki 6rnekte lazim olan déniigiimiin kolayca
bulunmasina ragmen, genel anlamda su soru daima vardir: Ne tur doniisimlere
miisaade edilecek ve verilen bir adi diferansiyel denklemin boyle bir donigiime sahip
olup olmadig: nasil anlagilacak? Aslinda Paiﬂévé ozelligi genelde bagimli ve bagimsiz
degiskenin kargilik degistirilmesi gibi gesitli déniigiimler altinda korunmaz [224].

(2). Nigin sadece hareketli kritik noktalar dighiyoruz? Biitiin sabit tekilliklere miisade
edilebilir mi? Lineer adi diferansiyel denklemlerin sabit tekilliklere sahip olduklar bili-
nir ve PVI denkleminin genel ¢éziimii 0, 1 ve o 'da sabit esash tekilliklere sahiptir.

Ornegin

d’x
dt?

H(1-1)

+[c——(a+b+l)t]%—abx: 0

hipergeometrik denkleminin genel ¢6ziimii, t=0, 1 ve o 'da jenerik olarak dallanma
noktalar1 olan sabit tekilliklere sahiptir. Ranada, Ramani, Dorizzi ve Grammaticos
[185] a bir sabit olmak iizere

d’x -X
- ; (3.4)
[x2 +(1+a cost)z]2

adi diferansiyel denklemini g6zdniine aldilar. (3.4)in t, 'da tekilligi olan genel ¢oziimii
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1

625
128x,

5
x, =i(l1+acosty), x, =[ ) , X5 =1ising,

ve -1 ile 6'daki rezonanslarina karsilik olarak to ile xs keyfi olmak {izere

TS

X() = %, + 2%, (= 1)

=4

agillmina sahiptir. Bu yiizden (3.4) zayif Painlevé ozelligine sahiptir, ¢linkii to'daki
tekilligin komgulugunda ¢oziim, p ve q ilk terim analizinden [194, 198] elde edilen

tamsayilar olmak tizere

x(t) = (- to)gixn(l‘- to)g

seklindeki bir agiimla ifade edilebilir. Simdi 1+acosty =0 'da ortaya cikan sabit
tekillikleri g6zoniine alalim. Herhangi bir to'in komgulugunda

1
X=X keyfi, yzzg(az—l)

olmak lizere (rezonanslar -1 ve %' dedir)

(1+acost)* = (@ - 1)(t—1,)* +O((t - 1,)%),

x(2) = x,(t - to)g +[x2 +¥,In(¢ - to)](t - to)g +0((¢- to)g)
olur.

Bu yiizden a’=1 olmadikga agiiminda logaritmik terimler ortaya ¢ikar. Ramani [225],
sabit tekilliklerin civarindaki bu davramgin integre edilebilirlikle birlikte digiinileme-
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yecegini soylityor, aslinda (3.4)'in ¢6ziimleri sayisal olarak kaotik davramslar gosterir.
(Fakat, Hietarinta'mn [226] sabit tekilliklerde kuskusuz bulunabilen logaritmalarin

kuvvetlerinin, ¢oziimin hareketli tekilliklerdeki agiliminda da varligina dair verdigi

ornege dikkat edelim)

(3) Nigin hareketli dallanma noktast ve esas tekilliklere izin verilmiyor da, hareketli
kutuplara izin veriliyor? Ornegin [44, 172]

r 2
_| % =1 =0
Jcaltz dt ax dt

3 2., 2.\2
’ Zzsy”%iﬁy] “6{ ) -0

adi diferansiyel denklemleri sirasiyla o, B, 8 ve v keyfi sabitler olmak {izere

x(t) = aexp(;—#)

x(t) = at + ) exp({—’fg)

(3.5a-b)

genel ¢oziimlerine sahiptirler. Bu ¢oziimler t=-f 'da hareketli esash tekilliklere
sahiptir-ler. Kotilik bunun neresinde? x(t) ve y(t) ¢oziimleri kompleks diizlemin
t=-f disinda her noktasinda analitiktir ve bu noktada

x(t) = ZO“xn(z‘ + )"

x(t)= 2 y,(t+B)

n=—w0

tek bir Laurent serilerine sahiptirler ve t'nin tek degerli fonksiyonlaridir. Painlevé'nin
[68] bir dip notta "bir y(x) fonksiyonunun kritik noktast terimini, nokta (yalmz olsun

veya olmasin) etrafinda y(x)'in dallarindan en az iki tanesinin birlestigi tekil noktaya
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tahsis ediyoruz. Sabit kritik noktalan olan bir denklemin genel ¢dziimii hareketli esash
tekillige sahip olabilir." dedigini hatirlatalim. Bagka deyisle Painlevé'ye gore, eger
¢0ziim 3.5'te oldugu gibi hareketli esasl: tekillige sahip olursa, bu takdirde yukaridaki
anlamda ilgimiz disidir. Kritik noktayla, Painleve tek degerlilik i¢in sakinca olugturan,
yani etrafinda gok degerlilik gériilen noktay: kastediyor.

(4). Chazy [227-228] tarafindan (ve son zamanlarda Bureau tarafindan [173,174]

incelenen ligiincii basamaktan

—_=2 — 3.6
dr? xdt2 dt 36)

d’x _, d'x 3(¢c)2

diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii, Shwarz'n tiggen fonksiyonu (asagiya bakimz)
kullamlarak elde edildi ve ¢6ziimiin hareketli bir dogal stnir1 (yani ¢oziimiin izerinden
Oteye analitik olarak devam ettirilemedigi, tekilliklerden olusmus bir ¢izgi)
bulunuyordu [44,229]). Genel ¢6ziim,

2
S(l_s)%;+(1 7s)dz 1

hipergeometrik denkleminin iki ¢6ziimiin oram cinsinden ifade edilebilir; bunun z(s) ve

y(s) 'nin gibi bagimsiz iki ¢oziimii verildiginde t(s) fonksiyonunu

seklinde tanimlariz. O zaman t(s), s-diizleminin {ist yarisini, agilan
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olan kiiresel liggenin  i¢ine tasvir eder [229, s. 206]. Bunun tersi olan s(t)

fonksiyonu Schwarz'n  s(t; 0, %,%) tiggen fonksiyonudur ki bu fonksiyon dogru

veya gemberi dogal sinir olarak kabul eder ve temel iiggenin agilar1 da O,%n%;r 'dir.

O zaman (3.6) 'min genel ¢ozimii

6dz 6dzds
x()=——m=———
zdt zdsdt

seklinde verilebilir ve s(t) ile aym dogZal sinira sahiptir. Boylece (3.6)'min genel ¢oziimii :
tammli oldugu bolgede tek degerlidir (aslinda her ¢6ziim, ya bir delik diizlemde, ya da
yeri integrasyon sabitine baglt bir dogru veya gember ile siurlt bir bolgede analitiktir).
Simdi (3.6) denklemi integre edilebilir olarak kabul edilebilir mi? Biz burada
Chakravarty, Ablowitz ve Clarkson'm [230] son olarak (3.6) denkleminin, self-dual
Yang-Mills (SDYM) denklemlerinden bir indirgeme sonucu elde edilebildigini
gosterdiklerini de hatirlatmaliyiz (Hitchen[231]). Her zamanki x = (x,,X,,%,,%;)

koordinatlart cinsinden SDYM denklemi
F,=0,A,-3,A,-[4,A,]
olmak ilizere

F,=F,, F, =-Fs, F,=F,

seklinde yazilabilir. Burada &, = —5— olurve A, degerlerini [,| Lie bracket ile
]

eslesen Lie cebirinde alir. SDYM denklemleri, belli baz1 holomorfik vektorler demet-

lerinin  denklemlerinin g¢dziimleri ile ilintilendirilen "twistor" yapimumn bir sonucu

olarak integre edilebilir kabul edilirler. Bu arada SDYM denklemlerinin Korteweg-

deVries, lineer olmayan Schrédinger ve sine-Gordon denklemlerini de igeren birgok iyi

bilinen soliton denklemlerine indirgemelere sahip oldugunu da belirtmeliyiz
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(5). Painlevé testi ya agik bir integralinin varligindan, yada yoriingesinin kapamsinin
boyutu hakkindaki sayisal delilden dolay: integre edilebilir olarak kabul edilebilecek
biitiin adi diferansiyel denklem sistemleri belirleyemiyor gibi gériiniiyor. Ornegin a, b,

c,d sabitler olmak lizere

éC——a:x+cxy

Z; 3.7)
D _pys

it dxy

Lotka-Volterra denklem giftini [232] gézém’ine alalim. Bu sistem zamandan

bagimsiz
I=blnx—alny+dx—cy
integraline sahiptir. Bu yiizden ilke olarak buradan y, x cinsinden bulunabilir ve sonra

(3.7) kuadratiirlerle ¢ozililir. Fakat tekillik analizi ¢ — ¢, 'a giderken 7 =¢—1,
olmak {izere

x() = -d"l{f'l ~dy —-;-(b—a)lnr +é(b~a)zr(lnr)2}+0(t)

(o) = —c”‘{r“l +(d¥, +a +b) +%(b—a)ln1' +é(b—a)2'r(lnr)2}+0(t)

elde edilir. Bu yiizden, (3.7) denklemi a=b olmadik¢a Painlevé tiirii olmaz. Kaw, Sen
ve Valeo [233] B sabit olmak {izere

1
H=—(p}+p)+ pJf* ~142" +y -y (3.8)

Hamiltonu ve bunla eglesen
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d’x J 2 2 2

s +Be\ B —-1+x"+y" =0

7 (3.9a-b)
dtf+ﬁfy\/ﬂz—1+x2+y2 +1=0

denklem sistemi igin numerik ¢aligmalar yaptilar. Bu ¢aligmalar sistemin integre
edilebilir oldugu izlenimini uyandirdig: halde sistem Painlevé tiiri degildir. Fakat A.
Bizard ve C. Oberman tarafindan yeni yapilan numerik ¢aligmalar sistemin integre
edilemez oldugunu gosteriyor. Bunun yamnda Grammaticos, Ramani, ve Yoshida
[234] Ziglin teoremlerini kulllanarak [235], (3.8) Hamiltonunun integre edilemez
oldugunu ispatladilar.

(6). Ortaya gikabilecek bir diger problem de, bir adi diferansiyel denklem hareketli
kritik noktaya sahip bir tekil ¢oziimii varken genel ¢oziimiiniin sabit kritik noktalara
sahip olabilmesidir. Ornegin [4]

dix Ld| ,d.,, dr
+x"—| =x"(—)"(@—+
thz 4 dt:l 4 (dt) ( ar )

denkleminin genel ¢oziimii o, B, y keyfi sabitler olmak tizere
x(t) = atan(a’t + B)

ve tekil ¢oziimii de

olmaktadir.
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(7) Negatif rezonanslarin 6nemi nedir? A¢ilimin keyfi bir to noktasi civarinda yapilmis
olmasi ile eslesen -1 gibi bir negatif rezonans ¢ogu zaman vardir. (Clarkson ve Cos-
grove [236] -1'in bir rezonans olarak ortaya ¢ikmadigi bazi istisnai hallere érnekler
verdiler.) Bigimsel olarak -1 rezonansi to degistirildiginde ortaya ¢ikar, a,(z —,)" 'mn

bir perturbasyon agilimi

a (11, —1,)* :ao(t—to)“{l— t“’" R }

A

P Z,
trtiniinii verir. Bu agilim

<1 iken yakinsaktir. Fakat varsayalim ki birden fazla

0

negatif rezonans var. Ornegin (3.6) denkleminin -1, -2, ve -3 'de negatif rezonanslara
sahip oldugu kolaylikla kontrol edilebilir. Bu durumda agilimn bizi yalmzca denkle-
min 6zel ¢éziimlerinden birine gotiirebildigi akla gelir ve etkin olarak negatif rezo-
nanslar gozardi edilir. Biz negatif rezonanslanin ¢ok ¢énemli olduguna inamyoruz.
Onlarmn integre edilebilirlikle iligkisi vardir ve bu yiizden ciddi olarak ele alinmahdirlar.
Eger negatif ve tamsayr olmayan bir rezonans varsa, bu denklemin gok degerli
¢oziimlere sahip oldugu anlamna gelir. Buna karsihk negatif tamsayi rezonans, bizi
rezonans sartlanna gotiiriir (sirastyla pozitif tamsay1 olmayan ve tamsay: rezonanslann

durumuna benzer gekilde). Negatif tamsay1 rezonans gartlari tiiretmenin bir yolu

x(t) = (1~ 1) S a,(t~1,)"

n=—

seklinde ¢6ziim aramaktan yani, a,(f—17,)" 'mn lbaskin davrami§1 civarinda t-tp 'm
negatif ve pozitif kuvvetlerinde agilim yapmaktan geger. Bu tiir agilim to civarindaki
bir halkada gegerlidir (to'm bir komgulugunda degil). Fordy ve Pickering'in [237] son
zamanlardaki ¢aligmalaninda anlatilmaktadir.

(8). Verilen bir denklemin ¢oziimiiniin esash tekillik igerip igermedigine nasil karar ve-

rilir? Esasl tekil noktalara sahip ¢6ziimlerinin varlig: hemen goriilemeyen denklemlere
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dair 6rnekler Clarkson [238,239], Weiss [5] ve Lakshmanan tarafindan verildi. Son
zamanlarda Kruskal [240] esash tekillik noktalafa sahip ¢dziimleri aragtirmak igin t-t o
kuvvetlerine ek olarak) biiyiik (kiigiik) dstller cinsinden agilim igeren bir yéntem
gelistirdi.

(9). Nigin yalmz sonlu diizlemdeki tekillikleri g6zoniine aliyoruz da sonsuzdaki nokta

civanindakileri almtyoruz?

(10). Cogu kere gergel ¢oziimlerle ilgilendigimiz halde, nigin kompleks t kullamyo-
ruz? Cozimlerin gergel zamandaki davramglari ile tekilliklerin kompleks diizlemdeki
yapilan arasindaki iligki nedir?

Birgok yazar Painlevé testinin uygulamasina yonelik bagka uyarlar da yapmuslardir

(6rnegin [184,225,236,241,242]).

3.2, Bir integre edilebilirlik tanumu:

Adi diferansiyel denklemlerin integre edilebilirliginin ne anlama geldigini kavramamiza
yardimeai olsun diye asagidaki drnegi ele alacagiz

Ornek 3.2.1. (Birinci derece polinom hali): Kompleks diizlemde birinci basamaktan

== pxX)=a,x" +a, X" +............ +a, (3.55)
adi diferansiyel denklemini gozoniine alalim. Burada a; (t) , 7=0,1,2,....... ,m
katsayilari analitik fonksiyonlar ve a,, # 0 olmaktadir. Ik 6nce bunlann hepsinin de

sabitler oldugu en basit durumu gézoniine alalim (aksi takdirde (3.55) lineer olacagin-

dan, m>2 oldugunu varsayalim) .
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a1
dt  p(x)
yazalim. Bu kuadratiirlerle ¢6ziilebilir ve
I={-%__, (3.56)
p(s)

elde edilir. Bu integral iyi-tammli midir? Buna karar vermek igin diyelim ki p(x)

polinomunun x;, Xz, ....... , Xm gibi m tane farkli (kompleks) koki bulunun. Boylece

P(x)=a,(x—x)(X=%,)ccceucrrrannn. (x-x,)

elde edilir. O zaman belli ¢, c,, ....... , Cm Sabitleri igin

1 (o) c, ¢

p(x)zx—x1 R, xX—x
olur. |x| — oo limiti alininca bu sabitlerin

citcat ... Cm= (3.57) '

sartint saglamak zorunda oldugu goriiliir. Bu kisitlama x ; 'den bagimsiz tek kisitlama-
dir. Bu yiizden (3.57) kullanilarak integral

x—x].

m m=1
I=2cIn(x-x)~t=D.cln( )—t (3.58)
J=1 J=1

X—X

m

ile verilir. Logaritma fonksiyonu sadece 2xi 'nin katlan farki ile tammlanabildiginden,
(x,t) noktasinda I integralindeki belirsizlik k;'ler tamsay1 olmak iizere

2mi(ck, +cky+ +c, k. ) (3.59)
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olur.

m=2 igin belirsizlik 2mic;k;'dir olur ki bunlar kompleks diizlemde dogru {izerinde bir
noktalar kiimesini olusturur. [m=2 igin (3.55) Riccati denklemidir ve bu ytizden bilinen

lineerlestirme doniigiimii ile integre edilebilirdir].

m=3 i¢in belirsizlik 27i(c,k, +c,k,) olur ki bunlar (ci/c, gergel olmadikga) bir belir-
sizlik kafesi olugturur (ci/c; gergel olursa belirsizlikler dogru tizerinde bir noktalar kii-
mesidir). Bu "paralelkenar kafesi" kavramina elliptik fonksiyonlar ve abel integrali
teorisinden aligig1z [46, s. 430]. Biz, kompleks diizlemde yogun olmadiindan bu ¢ok
degerliligin miisade edilebilir oldugunu iddia edyoruz; bu yizden de (3.55) denklemi
m=3 icin (sabit katsayilar icin) kompleks diizlemde integre edilebilir olarak kabul
edilecektir. Onemli nokta, hedeflenen integralin aldif1 degerin hakkindaki bilginin,

sonsuz hassasiyet gerektirmksizin x ve t 'nin miimkiin degerlerini kisitlamasidir.

m=4 igin, belirsizlik 27i(c,k, +c,k, +¢c,k,) olur ve (3.55)in hangi sartlar altinda
integre edilebilir oldugunu kararlagtirilmasi igin su lemay1 kullaninz.

Lemma3.2.2 c,, ¢, c3 (gergel) tamsayilar iizerinde lineer bagimsiz ve gergel sayilar
uzerinde ikiger ikiser bagimsiz herhangi kompleks sayilar olsunlar. Bu takdirde
herhangi bir kompleks sayi, onlarin (gergel) tamsayr bilegimleri ile istenildigi kadar -
yaklagtinilabilir. Yani

VzeZ ve Ve&>O0 igin 3n,n,,n, 3 Ien +c,n,+cn,—zl<e
olur.

Bu ylizden m=4 i¢in jenerik durumda, (3.59)'daki belirsizlik kompleks diizlemde
yogundur. Boylece, "isole edilmig bir integral", yani (anlagibr gekilde soyleyecek
olursak) yararl bir integral yoktur [233]. Bu yiizden (3.55)'in integre edilemez olarak

gozoniine alinmasim tavsiye ederiz.
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m>4 icin denklem jenerik halde ayni anlamda integre edilemez olarak g6zéniine alin-
malidir. $imdi belirsizligin yogun olmasinin etkisini gstermek igin ikinci bir 6rnek ele

alacagiz.

Ornek 3.2.3: aj, t;, j=1,2,......,m sayillari (muhtemelen kompleks) sabitler olmak iizere

= i : (3.60)

denklemini g6zoniine alahm. Sonra (3.60)'1 kompleks diizlemde t, 'dan t'ye kadar bir
A yolu iizere integre edelim:

x(t)=x(to)+ia,f g =x(to)-l—iaj{Zm'mj+1np(t—-tj)} : (3.61)

Aj_t] Jj=1

Burada logaritma esas degerini almaktadir ve m ise t; etrafinda A 'mn donme
sayisidir. Bu integral ne zaman iyi-tanimlidir.? Eger m=2 ise, 2mi(ck, +c,k,)
belirsizlii bir paralelkenar kafestir. Eger m>3 ise 6zel durumlar hari¢ (3.2.2)
lemmasindan agik¢a goriilir ki ¢my +c,m,+............ +c, ,m, , bilesimi, uygun olarak
secilen my ..., m; tamsaylan igin her komplex saywya istenildifi kadar
yaklagtirilabilir. Boylece integrasyon yolunu x(t) 'nin herhangi bir degere istendigi -
kadar yakin olcak gekilde se¢gmek miimkiin olur.

Daha 6nce konusulan belirsizlik, integral x, 'dan x'e kadar keyfi bir yol boyunca
alindif1 zaman, donme sayilarindaki belirsizlikten baska birsey degildir.

(3.2.1) ve (3.2.3) ornekleri gosterdi ki belirsizlik yogun olursa, diferansiyel denklemin
¢Oziimiiniin ¢ok az anlamu vardir. Painlevé ve arkadaglan ¢oziimlerin ¢ok degerli olup
olmadigyyla ilgileniyorlardi ama biz inaniyoruz ki 6nemli olan fark tek degerlilik veya

cokdegerlilik degil, yogun veya yogun olmayan (gok) degerlilik durumudur.
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Tanmm 3.2.4. Kompleks-analitik denklem sistemlerinin integrali, her yoriinge (¢6ziim)
tizerinde sabit, dallanmis olsa da yogun olarak dallanmig olmayan siirekli bir fonksi-

yondur.

Simdi (3.55)'1 katsayilann t'nin fonksiyonu olmasi halinde gézdniine alalim. m=2 igin,
Riccati denklemini elde ederiz ki (3.2.4 tammuna gére integre edilebilir olmayabilecegi
halde) 2.4.2 kisminda belirtildigi gibi lineerlestirilebilir ve boylece integre edilebilirdir.
Bu yiizden 6zellikle lineer olmayan 6rnekler i¢in, biz ilk Riccati sonrast durumu, m=3
halini ele alalim.

Soru:3.2.5
dc _
—=Xx"+t
dt (3.56,57)
& =x>+1¢
dt

adi diferansiyel denklemlerinden herhangi biri integre edilebilir midir?

1985'te Italya'da Lecce'deki "Lineer olmayan evolusyon denklemleri ve Dinamik sis-
temler" konulu konferansta Pavel Winternitz'in bu soruya Lie grup teorisini kullanarak

cevap verebildigini hatirlatmak igin konudan biraz digari gikalim.

Lie tarafindan verilen bir teorem (ayrint: igin [244])

‘_j‘; = a,(0) f, () + &, () f, D). 40, () fu (), (3.58)

adi diferansiyel denkleminin lineer olmayan bir stiiste bindirme ilkesi (genel
¢Oziimiiniin sonlu sayida 6zel ¢oziim cinsinden ifade edilebilirligi) sahip olmas: igin

gerek ve yeter sartin,
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ile tammli vekt6r alanin sonlu-boyutlu bir Lie cebri Gretebilmesi yani
[%, %, )= XX, - X,X, =Y cuX,, 1<ijs<m
k=1

esitliklerini saglamasi oldugunu séyler. (lineer olmayan bindirme ilkesinin lineer olma-
yan adi diferansiyel denklemlere uygulamas: igin [245-248]'ye de bakimz). (3.56)

denklemi i¢in vektor alanimn treticileri

X, =—, X2=x3i;
dx

L
dx
seklindedir. Boylece

[X,,X,] =3x 8

= 3%, [X,.X;]= —x

4 % —= il X4,
olur. Bu sekilde devam ederek sonsuz-boyutlu bir Lie-cebri iiretebiliriz. Fakat, (3.57)

denklemi i¢in vektor alammn dreticileri

d
X, = X, =x*—;
1 ZxE

4
dx b
seklindedir. Boylece

[X,,X,]= 2x3% =2X,,

olur ki elde edilen yeni bir sey degildir. Ve bdylece vektdr alani sonlu-boyutlu bir Lie
cebri iretir. Bu yiizden (3.57) denklemi lineer olmayan bindirme ile ¢ozilebilir ve
dogal olarak integre edilebilirdir, buna karsthk (3.56) denklemi integre edilebilir
degildir. (3.58) denklemi igin gergeklenebilen yegane sonlu-boyutlu Lie cebri
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X =—, X2=x—d—, X3=x2i;
dx dx

4
dv

tireticileri ile, x=¢(y) degisken doniigiimii farkiyla tek tiirlii verilir. Bu vektor alani ile
(3.58) denklemi

% =a,(t)+a,()x +a, Hx?,

haline gelir ki bu bilinen Riccati denklemidir.

(3.56) ve (3.57) denklemlerinden higbiri Painlevé tiirii degildir, giinkii onlarin hakim

davranmst

1
t—> 1, giderken Xt —%(t—-to) 2

seklindedir. Bu denklemlerin

x(t) = (t—to)‘%ic,,(t—to)g

seklinde agilimlan vardir. Béylece bunlar zayif-Painlevé 6zelligine sahiptirler. Dallan-
ma ne kadar problemlidir? "Integral" yogun ¢okdegerli midir? (3.57) igin
Coms1 =2,m=0,12, ... buluruz ki béylece y = x* doniigiimii ile integre edilebilir bir

Riccati denklemi olan

= =2y° +1y

denklemini elde ederiz.
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Ikinci kistmda iginde integre edilebilirligin basamak basamak test edildigi tipik tekil
perturbasyon agiimimu kullanan Painleve's a-yontemini gérdiik. Bir tane isole edilmis
dallanma noktasi genelde problem olmaz, buradan esinlenerek birkag dallanma
noktasi aym anda test etmeyi oneriyor ve bu yénteme poly-Painlevé testi adim veri-
yoruz. Bu béliimiin son kisminda bu testi aynntili olarak ele alacagiz. Simdi integre

edilemezlik iizerine baz1 sonuglar ve Ziglin teoremini ele alalim.

3.3 integre Edilemezlikle ilgili Sonuclar Ve Ziglin Teoremi

Daha 6nceki kisimlarda (tam ve kismi) integre edilebilirligi ve bunun tekillik yapistyla
iligkisini aragtirmigtik. Agik¢a gorilmektedir ki integre edilebilen sistemler ¢ok azdir:
gogu sistem integre edilemez. Ancak bu kesin bir 6nerme degildir; aslinda g¢ogu
sistemin integre edilemedigi kabul edilir. Bazilan igin gozlenen kaotik davrams,
integre edilememenin kesin gostergesi olarak yorumlanmugtir. Son zamanlara kadar
eksik olan seyler, kesin ispatlardi. Bunlar son zamanlarda Ziglin’in 6nculigiinde
yapimgtir [235] (Ayraglarin 6zkesigimlerinin temel alindigi bir diSer integre
edilememe teoremi de Melnikov yontemi olarak bilinir [249]). Ziglin'in teoremi
analitik Hamilton sistemlerinin tek degerli ilk integrallere sahip olabilmeleri igin gerek
sartlan saglamustir. Ziglin’in esas fikri, Hamiltonian'm timii igin analitik hareket
sabitlerinin varlifim, verilmig bir y6riinge etrafinda varyasyonla elde edilen indirgenmis
bir sistemin analitik hareket sabitlerinin varligina ve daha 6nemlisi bu indirgenmis

sistemin monodromy grubuna iliskilendirmekti.

Asagida Ziglin teoreminin ispatimn ana hatlar ile birlikte integre edilememe ile ilgili
sonuglan gozden gegirilmektedir [250]. Son giinlerde elde edilen ilging sonuglardan
biri, Yoshida teoreminin Ziglin yaklagimiyla yeni bir ispatidir. Ashida birinci kisimda
anlatildig1 gibi, kompleks analitik integre edilebilirligin kullanimt integre edilebilirligi,
homojen Hamiltonian sistemleri i¢in Kowalevski iislerinin rasyonel niteliklerine

baglamay1 miimkiin kilmugtir.
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3.3.1 Ziglin teoremi

Ik ifadesinde Ziglin teoremi; verilen N boyutlu bir H Hamilton sistemi icin ilave bir
analitik ilk integralin varlif1 ve 6zel olarak da N tane integralin (H dahil) varlig: yani

Liouville integre edilebilirligi i¢in gereken sartlar1 saglar.

Ancak, eger N = 2 boyutuyla sinurlt kalirsak, ki bu boyutta sadece bir tek ek integralin
varlig aragtirihir, durum basitlegir.

H=(p+p})12+Cey+y*13 . (3.10)

Hénon-Heiles kiibik Hamiltonianim1 kullanarak bu algoritmamn cesitli asamalarim
gosterecegiz. Ise

X =-2Cxy
W S0 (3.11)
y=-y"-Cx

hareket denklemlerinden baslar, 6zel ¢6ziimler ve daha da belirgin olarak dogru
seklinde ¢oziimler araniz. Bu tipte ¢oziimler homojen potansiyeller i¢in her zaman
vardir. Bunlar aramanin yaran daha sonra anlagilacak. Bu durumda iki gesit dogru -

seklinde ¢6ziim elde ederiz:

i) x=0(ep,=0)
i)y y+me=0vem’=C/(2C-1) (3.12)
(C = 1/2 igin sadece bir dogru ¢oziimii vardir.)

Birinci tip dofru ¢oziimii iizerinde y igin hareket denklemi j =-y,” halinde

indirgenir, bu da integre edildiginde
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1. 1
Ey02+—§y03+K=0 ' (3.13)

bulunur. Ikinci denklem, iki kompleks periyodlu ve birim periyod paralelkenar basina
bir iki katl kutubu olan y,(t; K, t5) Jacobi eliptik fonksiyonunu tammlar. Bu durum
homojen potansiyellerde indirgenmis hareket denklemleri igin tipiktir: genellikle kar-
magik Riemann yiizeyleri iizerinde tanimli, goklu periyodlu fonksiyonlar elde edilir.

i1)’de ise (3.13)'e benzer bir denkleme déniigen

y= _ZC/HVOZ

elde edilir. Bundan sonra, i) igin (ve benzer olarak ii) i¢in x = 0, y = y, ¢6ziimii

civarinda lineerlestirme yapariz. y yerine yp + 1 ve x yerine de 0 + & koyarak

n=-2y,n (3.14a)

E=-2Cy,¢ (3.14b)

elde edilir. Burada 77 ve & denklemleri ayridmugtir. Dogru seklindeki gézﬁnﬂerinin
yaran budur. Hareketin varyasyon denklemleri her zaman sabit (zamandan bagimsiz)
bir donme dontgimi ile tegetsel (burada (3.14a)) ve normal (burada (3.14b))

pargalara aynlir. Tegetsel varyasyon denkleminin ¢oziimleri: '

n= a3’0/61( ven, = 6Yo/ato =_aYO/at

olur.

Ziglin'in teoreminin ispatindaki asil nokta; ilk Hamiltonian'm (H'nin kendisi diginda) bir
integrali, dogru seklindeki ¢6ziim civarinda agildid1 zaman, hareketin normal varyas-
yon denklemlerinin (NVD) bir integraline déniigmesidir. Dolayistyla ilk Hamiltonian'in
integre edilebilirlik kosulu, NVD'nin integre edilebilir olmasidir.
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Bizim durumumuzda ikinci bir integral daha vardir ve érnegin C = 7 igin s6yle gos-

terilir:
I=pp,+ (1/3x + /. (3.15)

i) tipi ¢oziimler etrafinda lineerlestirdigimizde bu sabitin
J=95E+y5'¢
sekline, ii) tipi igin ise (burada m = I olur)
J = PEF2E

sekline doniistigii goriiliir. Burada yo her seferinde uygun bir esitlikle verilir. Ornekte
J integrali x ve &’da lineerdir ancak hep boyle olmak zorunda degildir. Fakat, eger /
analitik ve Hamiltoniandan bagimsiz ise, agiliminda kaybolmayan ve NVD'nin bir
integrali olan yiiksek ve sonlu bir terimi vardir.

(3.14b) esitligine baktigimizda bunun, y, periyodik katsayili bir Hill denklemi oldugu
gorilir. Bu denklemin, t-diizleminde 7, noktasim y, ve y,'m aym degeri aldif1 bir
diger noktaya (belki de yine #,'a) baglayan G yolu iizerindeki geligimi

) -uff -

gibi alan koruyan bir dontigiim tammlar. Yukanda tanimlanan déniigiimler, y, tarafin-
dan tanimlanan Riemann yiizeyinin temel grubunun etkilemesi ile NVD'nin monodromi
grubu olarak adlandirilan bir grup olusturur. Bu doniigimler, determinantlar: 1 olan ve
monodromi matrisleri olarak adlandirilan M matrisleriyle simgelenirler. Dikkat edil-
melidir ki y, ile tammlanan Riemann yiizeyi basit irtibath olmadigindan, t diizlemin-
deki kapali bir egri, birim matris ile simgelenebilir.
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Burada bir tamima gereksinim duyulur. M'nin r ve r; 6zdegerlerine sahip oldugunu ve
kogegenlestirilebildigini varsayalim (kosegenlegtirilemeyen durum daha sonra ele alina-
caktir). Eger p, sayist 1’in koklerinden biri degilse, M rezonant degildir. (rezonant
olmayigin N boyutlu igin genellestirilmigi basittir: tiim tamsay1 k'ler sifir olmadik¢a 7;,
rl, r, Pt Pyp, s 0z degerler p ,k’ pzk‘ pN_,k“" = ] bagintisim sagla-

mamalidir). Ziglin'in teoremi gimdi ilk sekliyle formiile edilebilir.

Teorem I: 1ki boyutlu bir Hamilton sisteminin analitik olan bir ek integrali oldugunu
(en azindan hareket denklemlerinin verilen bir dogru ¢6ziimii civarinda) varsayalim.
Ayrica, rezonant olmayan- bir M; monodromi matrisi oldugunu da varsayahm. O

zaman, herhangi bir diger monodromi matrisi M,

- ya M ile degisme ozelligi gostermeli yani M;M;M; "M, = 1 olmals

- ya da MMM, "M, = M;? seklinde olmalidir (yani Mz'nin My'in 6z vektorleriyle

permiitasyonu s6z konusudur; Tr M, = 0 olur).

Bu teoremin [44]’de verilen bir genellemesi, kdgsegenlestirilemeyen matrislere genig-

letme ilgilidir. Genisletilmis teorem $6yle formiile edilebilir:

Teorem?2: Teorem 1 ile aym varsayimlan yaparak, M; gibi bir kdsegenlestirilemeyen
monodromi matrisi oldugunu varsayalm. Herhangi bir diger M, monodromi matrisi
hem rezonant olmali, hem de M,'in iist (alt) iggen oldugu bir durumda o da st (alt)

tiggen olmalidir.

Asagida Ziglin teoreminin ispatiun anabatlan gosterilmigtir. Daha once gordigimiiz
gibi ilk Hamiltonian'in analitik bir / integrali, NVD’nin bir integralini tiretir; oyle ki:

Lemma I: Eger s6zli gegen Hamiltonian sistemin bir ek analitik integrali varsa, NVD'-

nin bir integrali olan bir basit olmayan homojen

JE &= gwj(t)af& i (3.17)
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polinomu vardir. Burada Y(#)'ler sadece y, vey,yoluyla t'ye bagimlidir ve dolayistyla

G uzerinde tek degerlidirler.

Bu J(¢, § ,t) polinomu monodromi grubunun etkisi altinda degismezdir. G Gizerinde

sabit bir (y,, , )'),,) noktas: aldigimiz1 ve hareket denklemlerini G iginde bir kapah egri

tizerinde integre ettifimizi varsayalim. &£ve § degerleri monodromi grubunun etkisiyle

degisecek, Y;ler ilk degerlerine donecekler ve J degerini sabit tutacaktir. Dolayisiyla:

Lemma 2: Yukandaki varsayimlar gegerli oldugu halde, 6yle bir
ofe, & =208 (3.18)
j=0

homojen polinomu vardir ki, NVD monodromi grubunun etkisi altinda degigmez kalir.
F biytikligiinii kullanarak Ziglin'in teoremini ispatlayabiliriz.

Kogegenlesebilen ve rezonant olmayan bir M; matrisi oldugunu varsayahm. M;'in

ozvektorlerini baz alirsak yeni z ve h koordinatlan ile

®= Zcojgjn *3 (3.19)

j=0
buluruz.,
@, M'in etkisiyle degiserek su sekli alir:
®=D 0,07 "™ . (3.20)
j=0
Ancak n=2j degilse p>’™" = I olamaz giinkii M; rezonant degildir. Dolayisiyla M;
etkisi altinda degisken olmak i¢in @ $6yle olmalidur:

@o=(m) . (3.21)
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Simdi @'yi, monodromi grubunun bir bagka tiyesi olan M ile etkileriz. M5, M,'i koge-

genlestirecek baz cinsinden soyle gosterilebilir:

a b
Mzz(c d) (3.22)

(det (M) = ad - bc = I oldugu unutulmamalidir). My’de ®@'yi degismez biraktigindan

[(ag+n)(cs +an)]’ =(en)’ (3.23)

buluruz ve bu ac = bd = 0 ve (ad + bc) I = 1 olmasina yol agar. Bu sistemin yegane

¢ozumleri sunlardir:

)b=c=0vead =1 (yani Mp, M; ile degisme 6zelligi gosterir), dolayisiyla
M1M2M1~IM2~I = [ olur.

ii) a = d = 0 ve bc = 1 (yani M, M;'in 6zvektorlerinin sirasm degistirir. Dolayisiyla
komiitator MMM, 'M;" = M’ olur. ikinci durumda TrM; = 0 oldugunda My'nin
6zdegerleri i ve -i olur ki M, rezonanttir. Dolayisiyla, eger iki rezonant olmayan

matris varsa, ek bir integralin var olmasi i¢in bunlar degisme 6zelligine sahip olmalidir.

Simdi kosegenlestirilemeyen matrislere bakalim. Uygun bir bazda M;, o # 0 oldugu

—(1 0) 3.24
M=\ (3.24)

olur. Sonug olarak bu gergevede, ® ancak ® = Z" seklini alabilir. M, matrisinin z*'yi
degismez birakabilmesi i¢in @” = 1, » = 0 ve ad = I olmalidir. Eger a, / ya da -/

durumda

degilse a ve d 'nin 6zdeZerleri farklidir ve boylece M, kdsegenlestirilebilir ve ayrica
rezonanttir. Ancak eger a = d = +/ ise M, kogegenlestirilemez (¢ = 0 oldugu durum
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disinda ki bu durumda da sadece #/ 'dir) ve M; ile aym bazda alt Giggensel hale gelir.

MMM; "My komiitatorii eger @ = d = 1 ise bir birim matristir, fakat izi hep 2 'dir.
Ziglin'in teoremi ilk haliyle N boyutlu halde de ifade edilmigtir [147].

Teorem 3: Verilen bir H Hamiltoniamnin H ile beraber fonksiyonel olarak bagimsiz
N-1 tane analitik integrali oldugunu varsayalim. Ayrica rezonant olmayan bir M
matrisi oldugunu da varsayallm. Bu durumda herhangi bir diger M' monodromi

matrisi

a) M ile degisme 6zelligine sahiptir ya da b) M'nin 6zuzaylan ile permutasyon yapar.
Ozel olarak M' de rezonant degilse M ile degisme oOzelliine muhakkak sahip
olmalidir.

Bu noktada ortaya c¢ikan sorun Ziglin teoreminin pratik uygulanabilirligidir.
Monodromi matrisleri hakkinda bilgi edinilmesi gerekmektedir. Kugkusuz sayisal
olarak bunlar belli bir dogrulukta hesaplanabilir. Ancak sayisal olarak bulunan
dzdegerler, rezonans hali incelenecekse n > 2 igin fazla yararh degildir. Yine de bazi
imkanlar vardir. Bunlanin en basitlerinden biri, dogru seklindeki ¢ozimler igin
indirgenmis hareket denklemleri, birim periyod paralelogram bagina bir tekillie sahip
olan gift periyodlu y6riingeye doniistiikleri zaman kullamlabilir. Bu durumda

MMM;'M;" komitatori, tekillik etrafinda kapah bir egriye homotopiktir. [147] ve .
[84]'de agiklandigs gibi M, 'in ozdeBerleri tekillik analizlerinden agik olarak
bulunabilirler. (Bu ifade [251]'de belirtilen teorem incelenirken daha iyi anlagilacaktir).
Komiitator hakklndaki acik bilgiler ¢ok yardime olacaktir. Elbette eSer M, = 1 ise, M;
ve M, matrisleri hig bir sekilde simrlanmazlar. Ancak M, # I ise (genellikle polinom
potansiyellerde rastlandig1 gibi M, = -1 olsa bile) M; ve M, 'nin izlerini sayisal olarak
hesaplayarak integre edilemezligi ispatlayabiliriz. Eger herhangi biri enerjiye dayanan
bir ize sahipse siireklilikten dolayt M, hep rezonant olamaz ve (enerjiden bagimsiz

olan) komitat6r de hep M, ’in karesi olamaz [84]. Benzer sekilde, eger iki matristen

en az biri, mutlak degeri 2'den biiyiik olan bir ize sahipse, M, kesinlikle rezonant
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degildir ve karesinin degisme operatoriine esit olup olmadigi sayisal olarak kontrol
edilebilir .

3.4 Monodromi Matrislerinin Acik Olarak Hesaplanmasi

Bir onceki kistmda gordigimiiz gibi, rezonans durumunun saptanmasi igin
monodromi matrislerinin hesaplanmast gerekir. Ideal durum monodromi matrislerinin
agik olarak elde edilmeleridir. Goriilmektedir ki 6zellikle homojen potansiyeller igeren
Hamiltonianlar olmak {izere genis bir Hamiltonianlar sintfi igin monodromi matrisleri
acik olarak elde edilebilir [85]. NVD’yi, monodromi ¢zellikleri tam olarak bilinen
Gauss hipergeometrik denklemine doniigtirerek bu sonuca erigebiliriz. Ozel bir
ornekle bu hesaplamayi gosterelim [86]. '

p=+x" +y° olmak tzere:

H=@l+pr2+r+ky (3.25)

Hamiltoniam ile baglayalim. Hareket denklemleri sunlardir:

¥==x/p (3.26)

y=-ylp-x
Bunlarin dogru seklindeki ¢oziimleri x = 0, y = —(x % ) olur, * isareti  'nun tanimmn-
daki karekokten gelmektedir. Zaman olgegini tekrar diizenlersek y+/=0 elde

ederiz, integre ettigimizde de (uygun baslangi¢ kosullann ve A =0 ile) y = h - £/2
bulunur. Bu durumda NVD §6yle yazilir:
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E+AEly=0 . (3.27)

Burada / = (1 k)~ dir.

z=(1+ t/\2h) /2 (3.28)

esitligi ile yeni bir bagimsiz degisken tamumlarsak NVD i¢in sunu buluruz:

2(1-2)d*E[dz’ +226=0 . (3.29)

Bu denklem

z(]—z)dzf/dzz +[c—(a+b+1)z]d§/dz—ab§= 0 (3.30)

Gauss hipergeometrik denkleminin bir 6zel halidir. Gauss hipergeometrik denkleminin
monodromi Gzelliklerinden, integre edilebilirlik igin /nin n(n - 1)/2 seklinde olmast
gerektigini sdyleyebiliriz. Ayrica /mn bir durumda /(7 + k) ve bir durumda da

1/(1 - k) olarak verilmesini de kullanabiliriz. Dolayisiyla tek olast durum, n ve m
tamsaylar olmak tzere, I/(I1 + k) = n(n - 1)/2 ve 1/(1 - k) = m(m - 1)/2 olmasi
halidir. ¥ = 0 (ya da sonsuz) olmasi distnda bu miimkiin degildir. Dolayisiyla sistem bu

basit durumlar diginda integre edilemez.

Aslinda k'inci derecede herhangi bir V{x,, x;) homojen potansiyeli igin (3.30) tipinde
bir denkleme doniigiim uygulanabilir. x; = ¢;F(?), x2 = c2F(1) yapisinda dogru seklinde

¢Oziimler aranursa c;, ¢, ve F(2)



185

(c1, c3) = grad Vi(c,, c)) (3.31a)

ve

D+P =0 (3.31b)

esitliklerini saglamak {izere bdyle ¢oziimler bulunur; bunlar integrasyon sabitini, yani

enerjiyi, 1/k'ye yeniden olgiilendirmekle

(3.32)

halinde integre edilebilirler. Bu integralin paydasi, dallanma noktalan w, = ¢***

(n=0, .., k- 1) olan bir Riemann yiizeyi tanimlar. Bu durumda NVD su bigimi alir;

E+AD*2E=0 (3.33)
burada I

A=V¥(c,.c,)-(k-1) (3.34)

olarak tamimlanir. z = & bagimsiz degisken dedisimi yaparak (3.33)4 (3.30) Gauss

hipergeometrik denklemine doniigtiiriiriiz. Burada:

a+b=12-1k ab=-1/2k,c=1-1k (3.35)
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olur. Gauss hipergeometrik denkleminin temel monodromi matrisleri, z = 0 ve z = J

noktalan gevresinde saat yoniiniin aksine yonlii kapah egrilere kargilik gelirler. Bunlar
sOyle ifade edilirler [87] :

—2im _ -2im Zin(c-a~b)
M, =(1 ¢ e j veM, =( e OJ (3.36)

0 e i 1-*1=a

Simdi, Riemann yiizeyi tizerinde sirastyla (saat yoniiniin aksine) 7 ile e’7* ve ¢?7* ile
I'igeren, , gergek eksen tizerinde ortak bir w ,0 <w < [ temel noktalan olan C; ve C,
kapal egrilerini diigiinelim. Bu kapal egriler z = F * doniisimiiyle kompleks z
diizleminde dénistiriiliirler ve onlara kargilik gelen su monodromi matrislerini elde

ederiz;

M(C)) = MiMM M,

M(Cy) = My MMM,

Yukandaki ifadelerle Ziglin teoremini kullanmak kolaylagir. Elimizde

E(l)=7,M(C,) = T,M(C,) = 2cos(27p) +4cos’ (%,/(k ~2) + 8kl) (3.37)

vardir; ayrica M(C)) sadece k = +2, ya da E(l) = 2 veya 2 cos(2p/k) oldugunda M(C,)
ile degisme ozelligi gosterir. Dolayistyla eger / hem M{(C;) hem de M(C,)’ nin
rezonant olmadif1 bir degerdeyse Hnin integre edilemezligi hakkinda bir karara
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ulagilabilir. Bu 6zel olarak |£(7)|>2 durumunda ortaya ¢ikar. Bu esitsizligi kullanarak /
icin hi¢ bir ek analitik integralin var olmadifi bolgeler tammlayabiliriz [86] .
Dolayisiyla su bolgelerde integre edilemezligi elde ederiz:

k>3 icin I<0, I<I<k- 1, k + 2<I<3k-2, ...
k=1igcin ®-(0, 1, 3, 6, 10, ...)
k=-ligin ®#-(1,0,-2,-5,-9, ...)

k<-3igin I>1, 0>1>k +2, k- I>1>3k + 3, ...

(k£ = -2 durumu /min tiim degerleri i¢in intgere edilebilir).

|£|>3 i¢in integre edilemezlifin kamtlanamadid1 tiim bolgelerin elde edildigine dikkat
edelim. Ancak (3.25) Hamiltonian'da goriildiigii gibi gesitli dogru seklinde ¢oziimden
elde edilen bilgiyi kullanarak olasi integre edilebilirlik bolgelerini daha da simrlandira-
biliriz. Baz1 hallerde de problemi tam ¢6ziime ulagilacak noktaya kisitlayabiliriz.

V=x'+y'+ 20 (3.38)

potansiyeli i¢in integre edilememe bolgesi

<0, I<I<3, 6<I<10, ...

olur. Burada / iki farkli dogru seklinde ¢dziim i¢in §0yle tammlanmigtir:
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3—-¢
e+1

I=gve A=

Sadece ¢ = 0, 1, 3 integre edilebilirlik durumlarinin gegerli olduklan agikga goriilmek-
tedir. gun tiim diger degerleri i¢in (6zellikle de g'un sonsuz oldugu iyi bilinen ergodik
potansiyel durumunda, bkz. 3.47) yukandaki kuartik (dorthi) potansiyel integre edile-
bilir degildir.

Monodromi matrislerinin agik olarak hesaplanabildigi bir diger durum,
H=(p+ py’) [2+e= vem= (3.39)

genellestirilmig Toda kafesidir [84].

Bu tip Hamiltonianlar igin dogru seklinde ¢oziimler mevcuttur. Ozel olarak x = p; = 0
alirsak su NVD'yi buluruz:

E+2a%e”E=0 (3.40)

Burada y su denklemle verilmigtir:

J+2e7y=0 (3.41)

Yeni bir z = 2e”?/h (h enerjidir) bagimsiz degiskeni ile NVD bir Gauss hipergeometrik
denkleme doniistiiriilebilir. Bu sirada sunlar kullantlir:

a+b=102 ab=-a/2 ve c=1
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n bir tamsayr olmak iizere o’ =n(n—1)/2 ise, belirli bir yol icin elde edilen
monodromi matrisleri, birlikte bir iist liggen bigime doniistiiriilebilir. Integre edilebilir
haller a 'min sadece bu degerleri igin s6z konusudur, bunlarin iginde bildigimiz & = 0,

1, 3 degerleri de vardur.

Bu ¢aligmamn basinda sunulan Hénon-Heiles denklemi igin ise kesin bir sonuca ulagi-

lamaz. ki dogru seklinde ¢oziimiine de integre edilememe kosulunu uyguladigimizda

Cl<1, 1<C'<2, 2<C'<3, 6<C'<8, 13<C'<16, ...

bulunur. Dolayisiyla C = I ve C = 1/2 ayrik degerleri disinda, integre edilememenin
kesin olmadig1 tiim bélgeleri elde etmig oluyoruz. Bu bdlgedeki olas: integre edilebilir
durumlar sifir 6l¢iidedirler. Ziglin yaklagimmda bu durum tipiktir.

3.5 Kowalevski Usleri Kullanilarak integre Edilemezlik

Ziglin teoremindeki asil giiglitk, rezonans kosulunun pratik olarak kullamlamamasidir:
Bazi ifadelerin rasyonel olarak baglantih agilann kosiniisleri olup olmadiklarint
aragtirmak gerekir. Bu ifadelerin agikga bilindiklei durumlarda bile problem

transandanttir.

Bu zorluk Yoshida teoreminin [6]in bir sekli ile [11] aslmugtir. Ik adim, integre
edilememe bélgeleri i¢in monodromi matrislerinin izlerinin daha basit ifadelerini ortaya
¢ikarmak {izere, Riemann yiizeyi iizerinde farkh C, ve C yollarmin segimidir.

Buradan su monodromi matrisleri elde edilir:
M(C) = MM)*

M(Cy) = MMy*.
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Bu segimin avantaji, bu matrislerin izlerinin ortak degerinin

ZCox(Zzz\/(k =2y +8k,1) (3.42)

olmasidir ve M(C,) ile M(C;)’nin sadece izleri #2 ya da k¥ = #2 oldugu zaman degisme
ozelligi gostermesidir. Rezonant olmama kosulunu kontrol etmek simdi daha kolaydir.
Bu teorem KU kullanilarak gok kolay bir yontemle ifade edilebilir ve dolayisiyla ilk
olarak [6]'da 6nerilen Yoshida teoreminin (burada daha az genel bir igerikle de olsa)

ek bir ispat1 olarak da diigiiniilebilir.

Ozel olarak, V(x) , k. dereceden homojen, cebirsel bir potansiyel olmak iizere
H= pr/Z—bV(xsz,...,xN) (3.43)

seklinde bir Hamiltonian alalim.

Hareket denklemleri
X =Y (3.44)
seklinde tekil ¢oziimler kabul eder. Burada ¢; ‘leri

(¢, ¢z ..., ) =grad V (c,, 3 ..., Cy) (3.45)
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denkleminin bir ¢oziimii olarak segilebiliriz. ®(1) ise g = 2/(k - 2) ve a = (kg’/2)??
olmak iizere @ igin verilmig (3.31a) denkleminin az * igin tekil ¢oziimiidiir. KUler,
(3.44) civannda

X = (¢; + cjar?®

boyunca varyasyonel bir ¢6ziim arandifinda kullanilirlar. Bu denklem lineerlestirildi-
ginde c igin, #;’ler KU olmak tizere 7’ bigiminde ¢oziimler elde edilir. Hareket denk-
lemlerinin Hamiltonian niteliklerinden dolayr KU’ler 7; ve 7.y gibi giftler halindedirler.

Bunlan elde etmek i¢in x; = ¢; deZerlerini vererek an(x,,xz'...,xN) /o’icjdcm Hess

matrisinin l; o6zdegerlerini hesaplamak gerekir. 7; ve; 7.y KU takimi su denklemin
kokleri ile verilir:

P-Qg+Dr+gg+D-1)=0 .

Iki kokin farkim Dr;, = \ﬁ +8kA, / (k-2)" ile gosteririz. (3.42) denkleminde bu

ifadenin sadece

2cos(27(k - 2) 4p) (3.46)

olduguna dikkat ediniz. Bu bir rastlant: degildir. Aksine, C; ve C; yollanimun ¢
duzleminde tekillik ¢evresinde 2(k - 2) kez dolagmasina karsilik gelir. Bu yollardan
herhangi birinin tizerinde (bir 7; KU icin) 6zgoziim ¢*?® - P ifadesine esit olan bir

¢*P% 9P fa7 carpam alir. (3.46) denklemi sadece bu gergegi ifade etmektedir.
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Her m; = 0 olmadik¢a, tim tamsayr m;’ler igin ».m Ap, =0 seklinde hig bir bagintt

yoksa, Dr;lerin rasyonel olarak bagimsiz olduklarim séyleriz.

Teorem 4. Eger Dr/ler rasyonel olarak bagimsizsa, N boyutlu Hamiltonian sistem,
Hamiltonianin kendisi diginda hig bir ek analitik integrale sahip olamaz. iki boyutlu
durumda biri daima rasyonel olan sadece iki Dr; vardir. Dolayisiyla rasyonel bagim-

sizlik sadece diger Dr;'nin bir rasyonel say1 olmamast anlamina gelir. Ayrica,

¥; +r,‘+N=2g+ 1

toplamu da her zaman rasyoneldir. Bu durum yukaridaki teoremin su sonucunu verme-

mize olanak saglar:

Eger rasyonel olmayan ya da kompleks bir KU varsa, iki boyutlu Hamiltonian her-
hangi bir ek analitik integrale sahip olamaz.

Bu teoremin asil avantaj: tekillik analizinin dogrudan sonucu vermesidir. Transandant

bir rezonant olmama gart1 kanitlamaya gerek yoktur. Ornek olarak

H=(p’ +pl)2+xy2 (3.47)

Hamiltonian’i1 goz éniine alalim.(3.45)'nin ¢oziimii ¢;° = ¢;° = I dir. Hess matrisinin
ozdegerleri hemen hesaplanabilir ve /; = 3, /; = -1 bulunur. Dolayisiyla Dr; = 5,
Dr, = +=7 olur. Ikinci degerden dolayt acik¢a gorilmektedir ki (3.47)
Hamiltonianimn hig bir ek analitik integrali yoktur,
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Ancak, (3.43) bigiminde olmayan Hamiltonianlar bu teoremin kapsaminda degildirler.
Ozel olarak Rod vea. [10] ,/ # 2iw ve w’ = e’my/m; gibi rasyonel olmayan iki KU’sii

olan fakat buna ragmen integre edilebilir olan su érnedi vermislerdir:

H=pi(p/’ + mxi’) + exi(pi + mx7) (3.48)

Ancak monodromi grubu degisme ozellifine sahip oldugu igin [11] bir ¢eligki
gozlenmemektedir. Integre edilebilen Hamiltonianlar igin rasyonel olmayan ya da sanal
KU’ler ortaya giktiginda durum daima boyle olacaktir. Ancak Roekaerts ve Yoshida
tarafindan incelenen [252] su Hamiltonian:

H=(p’ +p,’)/2 + pxy + pfar’ + by’) (3.49)

degisme ozelligi olmayan bir gruba sahiptir. Ancak sozii edilen monodromi grubunun
 monodromi matrisleri i¢in agik bir analitik ifade yoktur. Yine de, bilinen integre
edilebilen durumlar, a ve b parametrelerinin, KU’lerin rasyonel oldugu degerlerine
karsilik gelmektedir. ‘

3.6 Homojen Olmayan Hamiltonlara Genisletme

Homojen Hamiltonianlar durumunda, monodromi matrislerinin analitik ifadeleri Ziglin
teoreminin uygulanmasim saglayacak gekilde elde edilebilir. Homojen olmayan durum-
da ise kapal sonuglar var olmadig1 igin sorun karmagiklasmaktadir. Yine de homojen
potansiyellerin sonuglart ¢ok kolaylik saglayabilir. Uygun ol¢iilendirme ile, hareket
denklemlerinin (sifir ya da) sonsuz-enerji limiti alinarak, sistemimiz, sadece en yiiksek



194

dereceden homojen pargasiun iglev gordiigii bir sisteme indirgenebilir. (Benzer
sekilde, sifir enerji limitinde de en diigiik dereceli pargasim elde ederiz). Dolayistyla iki
limit tam olarak incelenebilir ve eger herhangi biri integre edilemiyorsa bu durum
potansiyelin tiimii i¢in de gegerlidir. Ayrica, bir monodromi matrisinin izinin enerjiye
bagimli olmasi, enerjinin yogun bir defer kimesi i¢in rezonant olmadigim
gosterdiginden, sayisal hesaplamalar yardimct olabilirler. Polinom potansiyeller igin
tipik olan bir durum, en diigiik mertebeli terimin ikinci dereceden yani V> = ax’ + by’

bigiminde olmasidir. Bu limitte monodromi matrislerinden birinin izi

Tr M= 2cos 2p +Ja/b

olur. Eger yiiksek enerji limiti de hesaplanirsa ve eger 'aym' yol i¢in (ortaya gikarmak
her zaman o kadar kolay degildir) monodromi matrisinin izi aym limitte sifir enerjide
hesaplanandan farkli ise bu, izin enerjiye bagimli oldugunu ve matrisin yogun bir h

enerji degerleri kiimesi iizerinde rezonant olmadigim gosterir.

Sayisal olanlar diginda da bir denge noktasi etrafinda NVD’nin ¢oziimlerinin denge
noktasi civarinda agilimt yoluyla ya da genel incelemelerle bu enerji bagimliiklarinin
kamtlanabildigi durumlar da vardir. Boylece Ito [253] ve Rod [254]

V=062+y)2+Cy +y/3 (3.50)

seklinde ikinci derece izotropik kisma sahip Hénon-Heiles potansiyelini incelemigler ve
bu potansiyelin, C'nin 0, 1/6, 1/2 ve I degerleri digindaki tim degerleri i¢in integre
edilemedigini gostermiglerdir. Gergekten de V'nin integre edilebilirligi, fazladan bir
degismez bulundugundan C = 0, 1/6, ve I igin kamtlanabilmigtir. C = /2 durumu
biiyiik bir ihtimalle integre edilemez fakat Ziglin analizi burada uygulanamaz. Ashnda
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NVD, integre edilebilen su potansiyelden sonug olarak alinanla aymdir ve herhangi bir

lineer analiz fark: ortaya koyamaz:

V=0 +3)2 + &+ )73 (3.51)

Yukandaki yontemlerin bilegimlerini kullanarak gesitli sonuglar elde edilmistir. Tipik
bir Ornek kesilmis {i¢ pargacikh Toda sistemidir. AZirlilk merkezi gergevesine

indirgedigimizde (3.52) elde edilir.

H=(p, +py2)/2+em 4V ol (3.52)

Ustel potansiyeli Taylor serisine agtifimiz1 ve belirli bir mertebede keserek polinom bir
potansiyel elde ettigimizi digiinelim. Bu kesilmig sistemin Ziglin agisindan integre
edilebilirlifi aragtirlmugtir ve ispatlanmugtir ki yitksek mertebeli terim incelenerek
ikinci derece diginda herhangi bir kesme mertebesinde integre edilemezlii kamtlamak
mimkiindir. Sadece dordiincii mertebe kesimi 6zel bir galigma gerektirmektedir.
Bunun nedeni dordiincti mertebeden olan terimin kendi bagina integre edilebilir olmasi
ve sadece daha diigiik mertebeden terimlerle bilegimlerinin integre edilemeyen bir
potansiyel vermesidir. Dolayistyla Toda Hamiltonian'imn ikinci dereceden olam diginda

integre edilebilen hi¢ bir kesmesi yoktur.

Bagka bir 6rnek olarak (k>0) su potansiyeli diigiinebiliriz:

V=1 + b +m)*” (3.53)
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Dusiik enerji limitini alarak m'yii sifir yapabilir ve bdylece -k dereceden homojen bir
potansiyel elde etmig oluruz. Olasi integre edilebilirlik bolgesini kisitlayan dogru sek-
linde iki ¢6ziim vardir. />7 ve I<[ igin potansiyelin integre edilemedigini kanitlaya-
biliriz. Bu da bize integre edilebilen tek degeri / = 7 olarak verir.

Ziglin teoremi gercevesi iginde incelenebilen homojen olmayan potansiyellere bir diger

sOyledir. S6z konusu potansiyel

1
V=W )+ o (3.54)

olmaktadir. Burada W, n'inci dereceden W = -y " -b’y™... seklinde homojen bir poli-
nom potansiyeldir. (3.54) yapisindaki integre edilebilir potansiyellerin 6nemi, integre
edilebilirliklerini kaybetmeden (radyal bir y*—Sy/ acilimyla) daha yiiksek boyutlara
genigletilebilmele-ridir. Bunlar i¢in NVD

=218

seklinde yazilabilir. Buradaki y

ile verilir.

Sifir enerjide NVD'yi bir hipergeometrik bir denkleme déiigtirerek monodromi matris-
lerini analitik olarak elde etmek miimkiindiir. Sonugta (3.45) bigimindeki integre edile-

bilir potansiyeller sadece su tiplerde olabilir:

a) her zaman integre edilebilen potansiyel: V' = {(y + /"' + (/- 1) Yr + mi’
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b) n = +2, +4 igin integre edilebilen potansiyel: ¥V = {(y + /"' + (- 1) }r + v/
¢) Sadece n= 12 ve 4 i¢in integre edilebilen potansiyel:

V=x+y)"+x-y)"+mx+viy .

3.7. "Poly-Painleve" Metodu

Daha 6nceki boliimlerde goriildiigi gibi, Ziglin teoremi integre edilememe ispatlarinda
son derece yararhdir. Ancak, en énemli istiinliiklerinden biri bir difer avantaji sayilan
birinci mertebe agilimlara uygulanmas: bir kisitlama haline de gelebilir. NVD lineer
oldugu igin yiikksek mertebelerde goriilen integre edilebilirlikten uzaklasmalar
arastinlamaz. C = 1/2 igin (3.41) Hénon-Heiles Hamiltonian'1 boyle bir durumun tipik
ornegidir. Higbir Ziglin-temelli yontem gercekten integre edilebilen bir Hamiltonian ile
arasindaki farki ortaya gikaramaz. Dolayisiyla Ziglin'in lineer olmayan bir agilimina
gerek duyulur.

Aslinda bu tarzda bir non-lineer yaklagima dogru bir tesebbiis zaten vardir. M. D.
Kruskal, tekillik analizi (Painlevé) tizerine kurulmug olan fakat tekillikler arasindaki
etkilesimlere onem verdigi igin yerel olmayan ozellikler tagtyan goklu-Painlevé
yontemini bulmugtur. Ziglin durumunda oldugu gibi, tekillikler arasindaki etkilegimler
baz1 degisme oOzelliklerini karsilamadigx siirece, ¢ok degerlilik integre edilebilirlikle

uyum gostermez.

Bu yontemle bagntili herhangi bir kesin teorem bugiine dek formiile edilememistir,
hatta bu tiir uygulamalar igin genel bir algoritma da yoktur. Yine de elimizde bulunan
baz1 sonuglar integre edilememe yaklagimlarimi tam non-lineer bolgeye yaymak icin
olas bir yol olarak kabul edilebilir.

Coklu-Painlevé kriterleri sistemin tekilliklerinden ikisi arasindaki etkilegimlerin 'yogun'
tipte bir gokdegerlilige yol agtp agmadigim kontrol eder. Yontem asimptotiktir ve
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keyfi olarak kiigiik segilecek bir € parametresine gerek duyulur. Temel diigiince sudur:
aym yoriinge, integrasyon sabitinin birbirinden (herhangi bir n igin) £" ile orantili olan
bir toplanan sabit kadar farkli olan iki degisik degeri igin karakterize edilebiliyorsa, bu
durumu, bu yoriinge igin integrasyon sabitinin {imitsiz yani yogun bir sekilde

¢okdegerli oldugu anlamina gelir.

Coklu Painlevé dlgutiini Abel denkleminin bir 6rnegi tizerinde gosterelim:
‘b 3
=y +x 3.59
=Y (359

Bu denklemin belirleyici tekillik mertebesi x — x, iken y ~ (x -Xx, )~1/2 dir. Burada x;

keyfi ve hareketli bir dallanma noktasidir. Rezonans sadece r = -/'de oldugundan
(vani sadece x, keyfidir) ve sadece (x - x5 " 'nin kuvvetleri goriildiigiinden burada
Painlevé degil de zayif-Painlevé hali olduguna dikkat edilmelidir. Dolayisiyla "zayif-
Painlevé" yontemi (3.59)un (ya da birinci mertebeden aym tipte herhangi bir
ADD'nin) integre edilemez oldugunu ispatlayamaz.

Buna ragmen, ¢oklu-Painlevé olgutiine gore (3.59) denklemi integre edilemez olarak
stmiflandinilacaktir. Bunun nedenini gérmek igin denkleme &yle bir parametre yerlesti-
relim ki x'in x¢'dan farks y'nin kendi tekilligi civarindaki degisiminden kiigiik olsun. Bu
degisimi saglayacak bir koordinat déniigiimii yapilmalidir:

x= 3'3/5(1-1— aX),y =g Py

bu durumda (3.59) su hali alir:

=Y +1+eX (3.60)
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Simdi Y'nin sonlu X =X, 'da bir tekilligi oldugunu varsayalim ve JX'in

cokdegerliligini inceleyelim.

Eger € = 0 ise (3.60) denklemi soyle integre edilebilir:

x-x=p -4 (3.61)

Ly 41

X burada integrasyon sabitidir. (3.61)'deki integralin igini agarak:

I A }
= — + =
Y +1 3[Y’+1 v+ v+ "¢

elde edilir. Gériilityor ki bir yoriinge tamimlayan bir baglangig noktast mevcutsa bu
yoriingeye karsilik gelen integrasyon sabiti X 'in alabilecegi degerlerin farklar; k, m, n

tamsayilar olmak tizere

2ip(k + mj + nj°)/3 (3.62)

kadardir. Ancak, I + j + j = 0 oldugu igin (3.62) kompleks sayilar kiimesinde sonsuz
fakat aynk iki boyutlu bir kafes tammlar. Bu yiizden goklu-Painlevé kriterlerine gore
(3.62) denklemi £ = 0 igin integre edilebilir.

Bu programda bir sonraki adim X'in ¢okdegerliliginin €'daki her mertebe igin
incelenmesidir. Integre edilebilirlik yalniz ve yalnz eger yitksek mertebelerde fazladan
gokdegerlilikler ortaya gikmiyorsa devam eder. Eger € keyfi olarak ¢ok kigik

secilmigse, eklenen &” ile orantih herhangi bir terim "yogun" g¢okdegerliliklere yol
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agacaktir. Elbette ki agik bir tekrarh baginti yoklugunda bu programi keyfi derecede
yitksek mertebelerde uygulamak miimkiin degildir. Ancak ¢ogu durumda diigik
mertebelerde bu tarzda eklenen terimlere rastlanabilir ve integre edilemezlik

ispatlanabilir.

(3.60) denkleminde de bu gergeklesmektedir. X = X, + eX; + g2X, + ... agilm
yapilir ve (3.60) denklemi

dYI
Y2 +1

X,-X= j;o (3.63)

ifadesinden baslanarak ve daha yiiksek mertebeler igin

U _dr |, & X |
V+l+eX Y+l Y +I (y3+1)2

yazarak € ‘nun her mertebesinde integre edilirse ortaya gikan bagintilar sunlardir:

(Y’ +1)
] (3.64)
ax, - Xl X

(Y’ +1)2 (Y’ +1)3

Daha 6nce de belirttigimiz gibi Xj iki boyutlu bir kafeste gokdegerlidir. $imdi kontrol
edilmesi gereken, Y uzayinda bizi tekrar Xj degerine getiren karmasik bir yol boyunca
integre ettigimizde >/ olmak tizere tiim X lerin sifir olmasidir. Integralin i¢i (3.63) ile
kargilagtinldifinda sonsuzda kiigiik oldugu igin, ((3.63)’ye bakimz) Y uzaymnda
kutuplarindan biri etrafinda dolanmak, diger herhangi ikisi etrafinda dénmesine
denktir. Dolayisiyla sadece ¥ = -1 ve ¥ = -j 'deki kutuplarin goz 6niine alinmasi
yeterlidir.
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Oyle bir yol diigiinelim ki 6nce ¥ = -/ gevresinde, saat yoniiniin aksine bir kez donstin
(altyol G); sonra ¥ = -j gevresinde saat yoniiniin aksine (altyol G,) bir kere, daha
sonra ¥ = -/ gevresinde saat yoninde bir kez (altyol G;) ve en son ¥ = -j gevresinde
saat yoniinde bir kez (altyol G4) donsiin. Agikga goriiliiyor ki tiim bu integrasyon yolu
boyunca X, gergekten de baslangig degerine geri donmektedir. X'in degisimi dort
yolun her birinin de katkist ile olusmustur. Fakat X, belli bir toplanan sabit farkiyla G
ve Gs (sirastyla G, ve Gy) yollan boyunca aymi degeri aldigs igin su

XO(I)_X0(3) ~X0(2)—X,,(4)

ax, =4§. v +1)’ b, v +1)2 (3.65)
_ dy
Y
A (3.66)
o,

yazilabilir, burada Xy(i), G; altyolu boyunca Xy'in degeridir.

(3.66)'teki integraller rezidiller kullamlarak kolayca hesaplanabilirler. (3.65)'ye

yerlestirildikten sonra sonug

ady 2irm day
+

2
A= ;ﬂj§r'(Y3+1)2 3 FZ(Y3+1)2

(3.67)

olur. (3.67)'teki iki yeni integralde rezidiiler kolayca hesaplanabilir ve yukandaki yol
izlendiginde e mertebesinde X = Xs'da gokdegerlilige rastlanmadifim gosteren su
sonug alinir:

W

. e
R ¢ AL

o ¢-ﬂf"“- By T R

IS AR L
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I
=)

3 °\9 3 \9

Elbette ki bu DX,'in herhangi bir yol boyunca sifir oldugunu kamtlamaz. Daha karma-

sik bir yol izlemek yerine iglemi €2 mertebesinde yiiriitme yoluna gidilirse, benzer ge-
kilde su sonuglar elde edilir, ((3.64)’e bakintz);

AX, =§rm(—])dy+§r X’(4)_Xl(ﬂdy

(r* +1) C (Y
) 2 (3.68)
o, T D)y g X DX ),
(Y 4 1) (Y y 1)

Xo(3) = Xo(1) + 2ipj/3 ve Xo(4) = Xo(2) - 2ip/3 kullanilarak (3.55) soyle degistirilir:

dir

ax, = 25 [x,(9)- ()] + T2 [ x,(9)- x,2)]

. dv_[_dinj (1) + 4”9’ }L (3.69)

(el 3

. 2
+§r2 ary l-_4z7rX0(2)+4z}

Burada Xy(1) ve Xy(2) kendileri Y'nin fonksiyonlari oldugundan ve verilen bir yol
boyunca sabitler veren bilesimler halinde bulunmadiklarindan dolayi, Xo(1) ve Xu(2)'yi

igeren terimlerin hesaplanmalarimn zor oldugu g6zlenmelidir.
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Bu terimlerin ikincisi (G, boyunca) birinci (G; boyunca) cinsinden soyle diigiinerek
hesaplanabilir: G; ve G; yollan igin ortak bir nokta olarak orijini segelim; G, , G'den
2p/3'lik bir dondiirme kolaylikla elde edilebilir. Bu gotermektedir ki (2ip/3'e kadarhk
bir toplanan sabit farkiyla), Xy'in degeri bir G, noktasinda ona kargiik gelen Gy
noktasindaki degerinin j katidir ¢iinkii bu rotasyon sirasinda d¥—jdY iken 1/(¥* + 1)
degismeden kalir. Benzer gekilde (uygun bir sabitle integralin iginin geri kalan kisminin
carpimumn integrali farkiyla) (3.69)'da G, tizerinde hesaplanan X1 igeren integral,
Gq'deki degerinin j2 katidir ¢linkii hem X, hem de 47, j ile ¢arpilmugtir.

Son agama (3.69)'da iginde X; bulunan ilk integrali G; boyunca hesaplamaktir. Bu
problem igin analitik bir ¢6ziim mimkiinse de iki nedenden dolay: bu integrasyonu
sayisal olarak yapariz. ilk neden analitik ifadelerin gok uzun ve kullamimlarinin zor
olmalar, ikinci neden de bu kriterlerin daha karmasik sistemlerde nasil kullanlabile-
cegini gistermektir,

En basit yaklagim Xy, X; ve X, tamimlarina geri dénerek bunian tekillikleri civarinda
sayisal olarak integre etmektir. ¥ = 0 'dan baglayarak 6nce ¥ = -1 etrafinda saat yonii-
niin aksine birim yarigapli bir gember iizerinde, daha sonra da benzer sekilde ¥ = -j
etrafinda, sonra birincinin etrafinda saat yoniinde ve son olarak da ikincinin etrafinda
saat yoniinde ilerleriz. Bu sekilde integrasyon yolu tiim tekilliklerden uzakta kalmig ve
sayisal hatalar mimkiin oldugunca azaltilmig olur. X, ve X;'in ger¢ekten de sifira
gittikleri gortilirken X;'nin gergek kisminin sifirla uyumlu olduBu ortaya cikar. Ancak

X, 'nin sanal kism sifir olmaz ve

AX, = 20in/813 %0

verir. Dolayisiyla verilen bir integrasyon sabiti X ve verilen bir ¥ igin, X; degerlerini
C'de yogun olan bir kiime tizerinde alir. Bu yiizden ¢oklu-Painlevé kriterlerine gore
X ige yaramayan bir integrasyon sabitidir ve bu durumda da (3.60) ve (3.59) denk-

lemleri integre edilemezler.
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Bu kismu iki uyartyla kapatmak istiyoruz: Hergeyden 6nce bagtaki problemdeki x = x,
hareketli tekilliin yukandaki incelemede ortaya ¢ikmadifi gériilmiis olmalidir.
Onemli olan ¥? + I 'in sifirlarimin etrafindaki davramigtir. Aynica inceleme siiresince X
yerine Y bagimsiz degiskeni irdelenmistir. Bu da bize g¢oklu-Painlevé yaklagiminin
bagimsiz ve bagimli degigkenler, sabit ve hareketli tekillikler ya da sonlu ya da
sonsuzda bulunan tekillikler arasindaki goklukla yapay olan aynmlar: anlamsiz kildi-
gim gosterir. Onemli olan Ziglin yaklagiminda da oldugu gibi, degisme ozelliklerine
gore gokdegerliliin integre edilebilirlik igin bir engel olugturmamasidir.

Son bir uyan olarak da "goklu-Painlevé" kriterlerinin yogun ¢okdegerlilikle integre
edilemezlik arasindaki iliskilerden dolay: tercih edilmelerine ragmen gigli bir algo-
ritma olusturmadiklan belirtilmelidir. Kuadratiirlere ve egri integrallerine olan
bagimlilifi daha yiiksek boyutlu sistemlerde analitik olarak kullamlmasiu (e = 0
durumundaki integrallerin, sistemi kuadratiirlere indirgemesi uygulanmazsa)
zorlagtinr, Yine de bu boliimde Onerildidi gibi analitik ve sayisal yontemlerin bir
bilegimi "goklu-Painlevé" kriterlerini daha uygulanabilir kilmaktadir. Birinci
mertebeden ADDleri yiiz yil énce Painlevé'nin yaptif1 gibi ¢oklu-Painlevé yontemini
kullanarak analitik olarak incelerken modern tekillik analizi yaklagiminu ortaya gikaran
yontemler geligtirmek ilging olmalidur.
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Bu caligmada integre edilebilirlik kavramlarim genig bir agiyla sunmus olduk. Integre
edilebilirlik tamumlann matematiksel kesinlikle olanlardan sezgisel mantiklara kadar
degisim gostermektedir. Ancak aciktir ki integre edilebilirlii bulmak igin tekillik
analizi yontemleri uygulanacaksa en kullamgh tamm "kompleks analitik integre
edilebilirlik"tir. Glniimizde varolan Ziglin ve Yoshida tarafindan kamitlanms
teoremler bu tipte integre edilebilirlikle ilgilidir. Aslinda onlar bu 6zellikle, hareket
denklemlerinin ¢oziimlerinin tekilliklerin yapis1 arasindaki kesin bagintiy1 da
belirlemektedirler. Dolaysiyla, baglangigta integre edilebilirlik saptayicisi olarak
sunulan tekillik analizi yaklagiminin artik gitgide genigleyen kullanim alanlari bulunan
keskin bir matematiksel arag olarak kabul edildigi sonucuna varabiliriz.
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