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EKSENEL SIMETRIK YUKLER ALTINDA SILINDIRiK KABUK
PROBLEMLERININ SONLU FARKLAR YONTEMIYLE COZUMU

OZET

Bu c¢alismada pratikte karsilagilmasi olast eksenel simetrik yiiklii silindirik kabuk
problemleri kesin ¢oziim ve sonlu farklar yontemi kullanilarak ¢6ziilmiis elde edilen
sonuglar tablo ve grafikler yardimiyla degerlendirilmistir.

Birinci bolimiin ilk kisminda, Oncelikle tiim kabuk tiirleri i¢in kullanilan temel
tanimlar ve formiiller verilmistir. Daha sonra bu tanim ve formiillerin silindirik
kabuklara uyarlamas1 yapilarak sonuglarin degerlendirilmesi sirasinda kullanilacak
pozitif gerilme, kuvvet ve moment yonleri tanimlanmaistir.

Birinci boliimiin ikinci kisminda ise sonlu farklar yontemi hakkinda bilgi verilmistir.
Bu yontemin kullanimi sirasinda yapilan kabuller anlatilarak sonuglarin nasil
hassaslastirilabilecegi gosterilmistir.  Ayn1 nokta sayisina sahip merkezi fark
formiillerinin ileriye ve geriye dogru fark formiillerinden oOzelikle smir deger
problemlerinde daha hassas sonuglar verecegi gosterilerek bu ¢alismada merkezi fark
formillerinin kullanilmasina karar verilmistir. Son olarak kismi diferansiyel
denklemlerin sonlu farklar seklinde yazilmasinda kullanilacak yaklasik kismi tiirev
formiilleri merkezi fark formiilleri kullanilarak elde edilmistir.

Ikinci béliim silindirik kabuklarin genel teorisine ayrilmistir. Bu boliimde silindirik
kabuk problemleri icerisinde karsilasilma olasiligi daha yiiksek olan eksenine gore
simetrik yiiklii silindirik kabuklar incelenmistir. Kabuktaki egilmenin lokal
karakterinin hangi parametrelere bagli oldugu gosterilerek kisa ve uzun kabuk
tanimlar1 yapilmistir. Daha sonra yiikleme sekline gore degisen bazi tiirler igin
kullanilabilecek pratik formiiller verilmistir.

Ugiincii béliimde, ikinci boliimde genel teorisi verilen simetrik yiikler altindaki
silindirik kabuk problemlerine ait sayisal 6rnekler yer almaktadir. Bu sayisal 6rnekler
hem kesin ¢ozlimleri hem de sonlu farklar yontemi kullanilarak elde edilen yaklasik
¢Oziimleri igermektedir.

Sonuglar ve tartisma boliimiinde eklerde verilen tablo ve sekiller kullanilarak herbir
problem i¢in yapilan degerlendirmeler yer almaktadir.
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SOLUTION OF SYMMETRICALLY LOADED CYLINDRICAL SHELL
PROBLEMS BY USING FINITE DIFFERENCE METHOD

SUMMARY

In this study, the symmetrically loaded cylindrical shell problems that are
encountered during practical study are solved by analytic and finite difference
methods. The results are evaluated by using tables and graphics.

In the beginning part of the first chapter, the basic definitions and formulas for all
kinds of shell problems are given. Then adapting these definitions and formulas to
cylindrical shells; positive stress, force and moment acceptances which are used
while the results are being evaluated are defined.

In the second part of the first chapter, information about finite difference method is
given. Giving the acceptances that are made while using this method, the way how
the results are made accurate is shown. The error orders which are made when using
forward, backward and central difference formulas are obtained and showing that the
central differences are more accurate than forward and backward differences
especially for boundary value problems, use of central differences are decided for
this study. Finally, using central differences, approximate partial differential
formulas which are used when the partial differential equations are written as finite
differences are obtained.

The second chapter is used for general theory of cylindrical shells. In this chapter,
symmetrically loaded cylindrical shells which have more probability to be
encountered are studied. Showing that the local character of the bending of
cylindrical shell depends on which parameters, the definitions of long and short shell
are made. Then practical formulations are given for some kinds of problems which
changes with load style.

In the third chapter, numerical examples of cylindrical shells whose theory is given
in the second chapter are located. These numerical examples contain both analytic
solutions and approximate solutions which are obtained by using finite difference
method.

In the last chapter, the evaluations which are obtained by using tables and graphics
given in the appendixes are located.



1. GIRIS

Dairesel kesitli yiizeysel tastyici elemanlarin boyutlandirilmasi sirasinda karsilasilan
eksenel simetrik yiiklii silindirik kabuk problemlerine pratikte ¢ok sik rastlanir.
Buhar ve su basinci altindaki silindirik kazanlar, i¢ sivi basinci altindaki diisey
eksenli silindirik kaplar bu tiir problemlere 6rnek olarak verilebilir. Bu problemlerin
analitik olarak ¢O0ziimli ¢ogu zaman karmasik ve zaman alict islemleri
gerektirmektedir. Ustelik pratikteki pek ¢ok silindirik kabuk probleminin analitik
¢oziimii ya yoktur yada bir takim basitlestirmelerle miimkiindiir. Bu nedenle
silindirik kabuk problemlerin ¢6ziimii i¢in sayisal yontemlerin kullanilmasi ¢ogu
zaman daha elverisli olmaktadir. Bununla beraber sayisal yontemlerin en biiyiik
gereksinimi olan bilgisayarlarin, son yillarda bilgisayar teknolojilerinde gerceklesen
biiyiik ilerlemeler sayesinde, sadece gelismis arastirma laboratuarlarinda bulunan bir
ara¢ olmaktan ¢ikip, standart ev kullanicilarinin bile ulagabilecegi bir hale gelmesi

sayisal yontemlerin 6nemini artirmistir.

Sayisal yontemler igerisinde en ¢ok bilinen ve kullanilan yontemlerden biri sonlu
farklar yontemidir. Bunun en bilylik nedeni sonlu farklar yonteminin analitik
c¢ozlimler i¢in  kullamilan  diferansiyel  denklemler {iizerine  kolaylikla
uygulanabilmesidir. Bu yiizden silindirik kabuk problemleri iizerine sonlu farklar
yonteminin uygulanabilmesi i¢in analitik ¢6ziimde kullanilan temel tanim ve
teorilerin bilinmesi gerekir. Bu amagla bundan sonraki boliimde silindirik kabuklarla
ilgili temel tanimlar ve kullanilacak notasyon anlatilacaktir. Daha sonraki boliimde

ise sonlu farklar yontemi hakkinda bilgi verilecektir.

1.1 Tanmimlar ve Notasyon

Kabuklar i¢in kullanilan notasyon sistemi plaklar i¢in kullanilan klasik notasyona
oldukca benzer. Plaklarda oldugu gibi kabuklar i¢in de kalinlik h ile gosterilir ve
kalinlik boyutunun kabugun diger boyutlarina ve egrilik yaricapina gore oldukca
kiiciik oldugu kabul edilir. Kabuk kalinligin1 ortadan ikiye ayiran yiizey, orta yiizey



olarak adlandirilir. Herbir noktasindaki orta yiizeyinin formu ve kalinlig1 belli olan

kabuk tamamen tanimlanmis olur.

Sekil 1.1.1 (Kabuk iizerinde alinan sonsuz kii¢iik eleman)

I¢ kuvvetleri analiz etmek icin kabuk {izerinde Sekil 1.1.1 de goriildiigii gibi sonsuz
kiigiik bir diferansiyel eleman segelim. Bu eleman kabugun orta yiizeyine dik olan iki
cift komsu diizlemle tanimhidir. Bu diizlemler ayni zamanda asal egrilikleri
bulundururlar. x ve y eksenlerini O noktasinda eleman yiizeyleri ile orta yilizeyin ara
kesitine teget olacak sekilde, z eksenini de orta yiizeye dik olacak sekilde segelim. Xz

ve yz diizlemlerindeki egrilik yarigaplarini sirasiyla r, ve r, olarak isimlendirelim.

Elemanin diizlem yiizlerinde olusacak gerilmeleri x, y ve z eksenlerindeki
bilesenlerine ayiralim. Bu gerilme bilesenleri i¢in mukavemette klasik olarak

kullanilan o,, 6, 1,, =1,,, T,, sembolleri kullanilacaktir. Bu notasyon kullanilarak

normal kesitlerde birim uzunluk i¢in olusacak bileske kuvvetler Sekil 1.1.2a da

gosterilmistir.

Biiyiikliikleri gosteren sembollerin altinda tek indis bulundugunda indis biiytikliigiin
dogrultusunu gostermektedir. iki indis bulundugunda birinci indis biiyiikliigiin
bulundugu ylizeyin normalini ikinci indis ise biyiikligiin  dogrultusunu

gostermektedir.



Sekil 1.1.2 (Birim uzunluk i¢in olusacak bileske kuvvet ve momentler)

Tiim bileske kuvvetler, kesitlerinde olusan normal ve kayma gerilmelerinin kesit
alan1 boyunca integrasyonu sonucunda bulunabilir. Buna gore sirasiyla normal

kuvvetler ve kesme kuvvetleri i¢in asagidaki bagintilar yazilabilir.

h/2 Z h/2 z

N, = j_mox (1—E)dz N, = I_hlzcy(l—a)dz (1.1.1a)
h/2 Z h/2 Z

N, = J-_mrxy(l—g)dz Ny =] T (1—E)dz (1.1.1b)
h/2 Z h/2 Z

Q=[, (1—E)dz Q, = J._h/zryz(l—a)dz (1.1.1¢)

Formiillerdeki z/r, ve z/r terimleri Sekil 1.1.1 deki elemanimn orta yiizeye dik

kesitlerinin trapez formundan dolay1 hesaba katilmistir. Bu nedenle kesme kuvvetleri

N,, ve N,  genelde esit degildir. Bununla beraber t, =t

xy esitligi gegerliligini

yx

korumaktadir. Daha 6nceden h kalinhiginin esas egrilik yarigaplari r, ve r, ye gore
¢ok kiiglik kabul edildigi hatirlamrsa formiillerdeki z/r, ve z/r, terimlerinin ihmal
edilebilecegi sdylenebilir. Bu durumda N,, ve N, kesme kuvvetleri icin, plaklarda

oldugu gibi N, =N, esitligi gegerliligini koruyacaktir. Orta yiizeye dik kesitlerde

Xy
birim uzunluk i¢in olusacak burulma ve egilme momentleri icin ise asagidaki

formiiller yazilabilir. (Sekil 1.1.2b)



M =" & z0-2)d M =" o.20-%)d 1.1.2
= j_moxz( _E) z ,= thlzcsyz( _E) z (1.1.2a)

M. =—["" 1t za-%)d Mo =" 1 z0-2)d 1.1.2b
Xy__.[ h/zTXYZ( _I‘_) z yx —I_h/ZTWZ( _E) z (1.1.2b)

B y
Burada da z/r, ve z/r, terimleri ihmal edilirse, burulma momentleri igin

M,, =—M,, esitligi yazilabilir. Kabugun egilmesi hesaplanirken, dogrusal

elemanlarin, 6rnegin Sekil 1.1.1 deki AD ve BC kenarlarinin, kabugun orta ylizeyine
dik oldugu, egilme sirasinda dogrusal formlarini koruyacagi ve egilme sonrasinda da

deforme olmus orta yiizeye dik kalacaklar1 kabul edilecektir.

Sekil 1.1.3 (Sadece donme durumu)

Kolay anlasilmasi agisindan en basit durum olan Sekil 1.1.1 deki elemanin orta
yiizeye dik ylizlerinin sadece orta yiizeyle yaptiklar1 arakesit ¢izgileri etrafinda

dondiigii durumu diisiinelim. r; ve 1) egilmeden sonraki egrilik yarigaplari olmak

tizere, Sekil 1.1.1 de taral ¢izgilerle gosterilen ve orta ylizeyden z uzaklifinda olan

bir elemanda olusacak ¢, ve ¢, birim deformasyonlarini elde etmeye calisalim.

Sekil 1.1.3 deki iiggenlerin benzerligi kullanilarak |, ve |, uzunluklari igin



asagidaki esitlikler yazilabilir.

I1=ds<rxr‘z) |2=ds(fxrj2)

X X

Bu esitlikler birim deformasyon tanimi disiiniilerek yazilabilecek €= (I o, —1,,) /1

bagintisinda yerlerine konursa, orta yiizeyden z uzaklhiginda olan bir elemanda

olusacak ¢, ve ¢, birim deformasyonlar i¢in agagidaki bagintilara ulasilir.

z 1 1 z ,1 1
== (=) 6, =-——(5--) (1.1.3)
1-— rx rx 1-— ry ry
r-x ry

Donmenin yaninda elemanin orta yilizeye dik kenarlari kendilerine paralel olacak

sekilde orta yiizeydeki uzama nedeniyle 6telendigi durumda ise €, ve g, sirastyla X

ve y cksenleri dogrultusunda orta yiizeydeki birim deformasyon sabitleri olmak

tizere, |, ve |, uzunluklar igin asagidaki esitlikler yazilabilir. (Sekil 1.1.4)

|, =ds-2) |, =ds(l+g,)(1-=)
I rx

X

Bu esitlikler yukarida oldugu gibi birim deformasyon bagintisinda yerlerine konursa

€ z 1 1
g, = 1Z — Z [(1+81)—’——] (114)
-2 1-= o K
rX rX

bagntis1 elde edilir. Benzer bagnti ¢, i¢in de yazilabilir.

Daha 6nce oldugu gibi z/r, ve z/r, terimleri ve ¢, ’in egrilik degisimi tizerindeki
etkisi ihmal edilirse ¢, ve ¢, i¢in kullanilacak bagintilar asafida verilen sekle

doniisecektir.

X X

1 1 1 1
g, =& —2(——)=¢—x,Z g, =€ —2(5——)=¢,—%,2Z (1.1.5)
r r ry ry



Sekil 1.1.4 ( Donme ve 6telenmenin beraber oldugu durum)

(1.1.5) bagintilarindaki y, ve 1y, terimleri egriligin swrasiyla x ve y eksenleri
dogrultusundaki degisimini gostermektedir. Elemana dik normal gerilmelerin
olusmadig1 varsayilirsa (o, =0) (1.1.5) esitliklerinin gerilme-sekil degistirme

bagintilarinda yerlerine konmasi sonucunda, elemanin gerilme bilesenleri ig¢in

kullanilacak asagidaki bagintilara ulasilir.

5, = - E . [81 +ve, _Z(Xx +ny)] (1.1.6a)
-V
E

o, = T [e, +ve, —2(x, + V)] (1.1.6b)

(1.1.6a) ve (1.1.6b) esitlikleri (1.1.1a) ve (1.1.2a) denklemlerinde yerlerine konup

z/r, ve z/r, terimleri ihmal edilirse



Eh Eh
Nx =m(81 +V82) Ny =m(82+\/81) (117a)
M, =-D(x, +vx,) M, =-D(x, + Vi) (1.1.7b)

esitlikleri elde edilir. Burada D plaklarda oldugu gibi kabugun egilme rijitligidir.

Simdi daha genel bir durum olarak elemanin orta yiizeye dik yiizlerinde normal

gerilmelere ek olarak kayma gerilmelerinin de olustugunu diisiinelim. y kabugun
orta yiizeyindeki kayma birim deformasyonu ve y, dx BC kenarinin Oz ye gore x

ekseni etrafindaki donmesi olmak tizere
Ty = (v —22%,,)G (1.1.8)

esitligi yazilabilir. Burada G kabugun yapildigi malzemenin kayma modiiliidiir ve

asagidaki bagintiyla tanimlidir.

G- E
2(1+v)

(1.1.8) esitligi daha onceki basitlestirmelerde dikkate alinarak (1.1.1b) ve (1.1.2b)

esitliklerinde yerlerine konursa

N, =N, = vhE
Y 2+ v)

(1.1.9)

M,, =-M,, = D(L-V)x, (1.1.10)

esitlikleri elde edilir. Boylelikle kabugun egilmesi sirasinda orta yiizeye dik
dogrultuda olan dogrusal kenarlarin dogru formunu koruyacagi ve deforme olmus
orta ylizeye deformasyondan sonra yine dik kalacag: varsayilarak, birim uzunluk i¢in
N,, N,, N, bileske kuvvetleriyle M,, M, M, bileske momentleri alti buyiikliik
cinsinden elde edilmis olur. Bu biiyiikliklerden ilk tii¢li orta yiizeyin birim
deformasyon bilesenleri olan ¢, €,, v ile ilgili, kalan {i¢ii ise orta ylizeyin egrilik

degisimleriyle burulmasini tamimlayan ., %, X, ile ilgili biytikliikleridir.



Buraya kadar anlatilan tanim ve formiiller tim kabuk tiirleri i¢in genel olarak
verilmistir. Silindirik kabuk durumunda kartezyen koordinat takimi1 plaklardan farkl
olarak sabit degildir. Kabuk iizerindeki herhangi bir nokta, belli bir referans
noktasindan (genelde bakis yoOniine gore silindirin sol ucu) Olgiilen yatay x
mesafesiyle, silindir eksenine dik diizlemde genelde silindirin en alt noktasindan

Olgiilen ¢ agistyla gosterilir. Kartezyen koordinat takiminin silindirik kabuk

tizerindeki herhangi bir noktaya gore degisimi Sekil 1.1.5 de gosterilmistir.

Sekil 1.1.5 (Silindirik kabukta koordinat eksenler1)

Silindirik  kabuklarin  boyutlandirma problemlerinde kullanilacak formiilleri
cikarmadan Once formiillerdeki degiskenler (dis yiik, gerilme, bileske kuvvet ve
momentler) i¢in kabul edilecek pozitif yonleri agiklayalim. Burada dis yiik i¢in
pozitif yon Sekil 1.1.5 teki kartezyen koordinat takiminin pozitif eksen yonleri olarak
kabul edilecektir. Buna gore silindir eksenine gore simetrik olarak yiiklenmis
kabukta pozitif degerli dis yiikk +z yoniinde, yani silindir disindan eksenine dogru
olacaktir. Sekil 1.1.6 da pozitif dig yiik altinda silindir iizerinde alinacak bir
diferansiyel elemanin yapacagi deformasyon sonucunda pozitif koordinatlara sahip

herhangi bir noktada olusacak gerilmelerin yonleri goriilmektedir.



(b)

Sekil 1.1.6 (Pozitif gerilme yonleri)

Pozitif gerilmelerin (1.1.1) ve (1.1.2) bagmtilarinda yerlerine konmasi sonucu elde
edilecek pozitif bileske kuvvet ve momentler Sekil 1.1.7 de gosterilmistir. Plaklardan

farkli olarak y ekseninin konumu ¢ acisiyla degistigi i¢in silindirik kabuklarda y

indisi yerine ¢ kullanilir. Dikkati ¢eken bir diger nokta da Sekil 1.1.7 deki M

X¢

momentinin Sekil 1.1.6 daki t,, kayma gerilmelerinin yaratacagi momentle ters

yonde oldugudur. Bunun nedeni (1.1.2b) bagntilarinda M, , i¢in yazilan

Xy

integrasyonun oniindeki eksi isaretidir.

(b)

Sekil 1.1.7 (Pozitif kuvvet ve moment yonleri)




Sekil 1.1.7 den yararlanarak bileske kuvvet ve momentlerin pozitif yonleri i¢in gesitli
pratik kurallar iretilebilir. Buna gore normal kuvvetler igin kesitin dis normalinin

yonii pozitif yondir. N, ve N, kesme kuvvetleri i¢in kullanilacak pozitif yonler ise
sag el kurali kullanilarak bulunabilir. N, —i¢in pozitif yon sag elin bag parmagi +z
yOniini gosterirken kalan dort parmagin gosterecegi yondiir. N, i¢in pozitif yon ise
sag elin bag parmagi —z yoniinii gosterirken kalan dort parmagin gosterecegi yondiir.
Kesme kuvvetlerinin pozitif yonlerini elde etmek i¢in oncelikle bakis yonlerinin

belirlenmesi gerekmektedir. Q, in pozitif yoniinii elde etmek i¢in kullanilacak bakis

yonil sag elin dort parmagi x ekseninin pozitif ucundan z ekseninin pozitif ucuna
dogru giderken bas parmagin gosterecegi yondiir. Q. nin pozitif yoniini elde etmek
icin kullanilacak bakis yonii ise sag elin dort parmagi y ekseninin pozitif ucundan z
ekseninin pozitif ucuna dogru giderken bas parmagin gosterecegi yondiir. Kesme
kuvvetleri icin pozitif yonler, bu sekilde belirlenen bakis yonlerinden bakildiginda
kesitleri saat ibreleri yoniinde dondiirecek yonlerdir. Burulma momentleri i¢in pozitif
yon, sag elin bag parmag kesitin dis normalini gosterirken dort parmagin gosterecegi
yondiir. Egilme momentleri i¢in pozitif yon ise daima silindirin i¢ yiizeyinde uzama

yapacak yondiir.

1.2 Sonlu Farklar Yontemi

Kapal1 bir formda integre edilemeyen bir diferansiyel denklemin temsil ettigi bir
teknik problemle karsilasildiginda yaklasik ¢6ziim metotlar1 kullanilarak ¢oziime

devam edilir.

Diferansiyel denklemlerin sonlu farklar yontemi ile sayisal ¢oziimii, bilinmeyen
fonksiyonun bazi noktalardaki degerlerinin elde edilmesine dayanir. Bilinmeyen
fonksiyonun noktalardaki degerlerini elde etmek igin fonksiyonun tiirevleri,
bilinmeyen fonksiyon degerlerine bagli olarak yazilir. Bu ifadeler diferansiyel
denklemde yerine konuldugunda diferansiyel denklem bir lineer denklem sistemine
dontistiiriilmiis olur. Bu denklem sisteminin ¢6ziimii sonucunda bilinmeyen

fonksiyonun noktalardaki degerleri elde edilir.

10



1.2.1 interpolasyon polinomu ve Newton Formu

Bir fonksiyonun X,,X,,..., X, noktalarindaki degerleri f,,f,,...,f, olarak verilsin. Bu

fonksiyonun yaklasim fonksiyonu olarak polinom segelim. Polinomun verilen
noktalardan gecme sarti konuldugunda bu polinoma interpolasyon polinomu adi

verilir.

Verilen n+1 noktadan gecen polinomun derecesi n olup interpolasyon polinomu

n
P.(X)=a,+aX+a,x* +..+a,Xx" = > axX'
i=0

seklinde yazilir. Verilen bu polinomda bulunan a,,a,,..,a, parametreleri
P (x,)=f, i=0,...,n

sarti yazilarak bulunan n+1 denklemden bulunur. Bu sekilde interpolasyon
polinomunun parametrelerini elde etmek i¢in lineer denklem takimini ¢ozmek

gerekmektedir.

Interpolasyon polinomunu elde etmenin baska yollar1 da vardir. Bunlar arasinda en

kullanish olan asagida verilen formdur.

P.(X) =a, +a,(X —X,) +a,(X =X, )(X—X,) +....

(1.2.1.1)
....+an(X_X0)(X_X1)-'-(X _Xn—l)

Herhangi bir n. derece polinom bu form kullanilarak yazilabilir. Yukarida verilen

formda bilinmeyenler a, parametreleridir. Interpolasyon noktalarinda fonksiyon

degerleri bu noktalardan gegen interpolasyon polinomunun degerlerine esit olacak

sekilde a; katsayilar1 bulunur. Buna gore (1.2.1.1) formundaki a, katsayis1 asagida

verilen esitlikler yardimiyla elde edilebilir.

P.(x,)=f(x,)=f,

P, () =P 1 () =8, (X =Xp)(X =X;)...(x =X, ;)

11



Pn (X) - Pn—l(X) _ I:)n (Xn) - Pn—l(Xn)
(X X) X=X (X=X g) (X = X)Xy = Xp)eee (X =X, 1)

n

a = f, =Py (X0) (1.2.1.2)

T (X = X)Xy =Xy (X = X,0)

(1.2.1.2) bagintist kullanilarak (1.2.1.1) denklemindeki tiim a, katsayilar1 verilen
noktalardaki bilinmeyen fonksiyon degerleri f, cinsinden elde edilebilir. 1lk katsay

a,, (1.2.1.1) denkleminde x yerine x, konulursa
a, =P (X,) =f(x,) =T, (1.2.1.3)
olarak elde edilir. a, katsayisi i¢in ise (1.2.1.2) bagintis1 kullanilabilir.

— fl_PO(Xl) — fl_fo
(Xl_XO) (Xl_XO)

=f[x,,X,] (1.2.1.4)

1

Burada f[x,,X,] bilinmeyen fonksiyon f(x)’ in X, ve X; noktalarindaki birinci

boliinmiis farkidir. Benzer sekilde a, katsayisi da (1.2.1.2) bagintis1 kullanilarak

elde edilebilir.

— fz — Pl(XZ) _ fz _{ao + al(XZ — Xo)}
T X)X X)) (%= X)X, = X))

— 1:2 _{fo +f[X01X1](X2 _Xo)}

B (Xz _Xo)(xz _Xl)

f,—f, B f[Xq, %]

(Xz _Xo)(xz _Xl) (Xz _Xl)

(1.2.1.4) bagintisindan f;, cekilip islemlerin devaminda kullanilirsa

_ fz _[f1 _al(xl _Xo)] _ f[XO, Xl]
B (Xz _Xo)(xz _Xl) (Xz _Xl)
_ fz _fl +f[X01X1](X1 _Xo) _ f[Xo1X1]

- (Xz - Xo)(Xz - Xl) (Xz - Xl)

2

12



f2 _f1

(Xl _XO) _ 1 }

a, = +f[Xo’X1]{
( 2 0)(X _X) (Xz_xo)(xz_x1) (Xz_x1)
X, %,] — X, — X, + X,
) NG

_ X, X, ] _ X4, %]

(Xz _Xo) (Xz _Xo)

— f[Xl,Xz]—f[XO,Xl]

=f[X,, X, X, ] (1.2.1.5)
(Xz - Xo)

2

olarak elde edilir. Burada f[x,,X,,X,] bilinmeyen fonksiyon f(x)’in X,, X, ve X,

noktalarindaki ikinci boliinmiis farkidir. Daha sonraki katsayilarin benzer islemler
yapilip elde edilmesi sonucunda, (1.2.1.1) interpolasyon polinomundaki katsayilarin

o

asagida verilen sekilde degistigi goriiliir.

f[Xps oo X | = F [ X X4 |

X, =X

a, =f[Xg, Xy, X, | = (1.2.1.6)

(1.2.1.6) bagintis1 (1.2.1.1) interpolasyon polinomu katsayilart i¢in kullanilirsa,

interpolasyon polinomunun Newton formu olarak bilinen

f(x) = P, (X) =f, +F X, X, [ (X =Xo) +F[Xq, X1, X, | (X =X ) (X —X,)

(1.2.1.7)
et X X, JC X)X =) (X=X, )
veya daha kapali bir formda
n i-1
f(x) =P, (x) =D f[Xg,.. X, 1] J(X—X;) (1.2.1.8)
i=0 =0

esitlikleri elde edilir. Boliinmiis farklar asagida verilen sekilde bir tablo olusturularak

elde edilebilir.

13



Tablo 1.2.1.1 ( Boliinmiis farklarin elde edilisi)

X | o | FIXoXea] | F%0 X Xz ] | F X X Xz Xiwa ] | F[Xir Xiearr Xiewzr Xiewzr Xioa |
Xy | T,
R
x, | f f[ X0 X1, X, ]
%%, ] f[Xor X1, X5, X |
X, | f, X, %5, %, ] [ X0 X400 X5, X5, X, |
fx,.%,] f[X0 %50 %5, %, ]
X, | f, %505, %, ]
x5, %,]
X, | T,

1.2.2 fleriye Dogru Fark Formiilleri

Verilen noktalarin h araligiyla esit olarak dagildigi durumda boliinmiis farklar yerine
A operatoriiyle gosterilen ileriye dogru farklarin kullanilmasi1 daha pratik olacaktir.

f(x)’in birinci ileriye dogru farki asagidaki esitliklerle tanimlidir.
Af (X) =f(x+h)—f(X) (1.2.2.1)
AT (x, ) = A, =F (X ) —T(x, ) =Fi, — Ty (1.222)

Daha sonraki ileriye dogru fark operatdrleri igin (1.2.1.6) bagintis1 ve Tablo 1.2.1.1

kullanilarak

Ay = Afy,y = AF =T, = 2f, 1,
A3fk = Asz+1 _Asz = fk+3 _3fk+2 + 3fk+l _fk (1-2-2-3)
A4fk = Akau - A3fk = f|<+4 - 4fk+3 + 6fk+2 - 4fk+l + fk

esitlikleri yazilabilir.

Daha once birinci boliinmiis fark i¢in verilen (1.2.1.4) denklemi kullanilarak birinci

ileriye dogru fark birinci boliinmiis fark cinsinden elde edilebilir.

fa—f  Af(X,)

(Xk+1_xk) - h

f[Xk ’ Xk+1] =

14



Af(x, ) =h-f[x,,X,..] (1.2.2.4)

Benzer islemler daha sonraki ileriye dogru farklar i¢in yapilirsa ileriye dogru farklar

ile boliinmiis farklarin birbirleri cinsinden ifadesinde kullanilan asagidaki bagintilara

ulagilir.
A'F(x, ) =rhf[X,,..,X,,,] (1.2.2.5)
A"f(x
DX Xy ] = 50 (12.26)

(1.2.2.6) bagmtisi (1.2.1.7) denkleminde yerlerine konursa interpolasyon

polinomunun Newton formu ileriye dogru farklar cinsinden elde edilir.

N . Af A’f,
f(x) =P, (x)=f, +m(x—x0)+m(x—x0)(x—xl)+...

n

(1.2.2.7)

n !h?] (X—XO)(X—Xl)...(X _Xn—l)

S=(X—X,)/h doniisiimii yapilarak (1.2.2.7) denklemi igin

f(s) = P, (5) =, +5AF, + S(Sz_ll) N, 4.1 6 _1)“(5; 0D ave (1228)
! n!
veya daha kapali bir formda
(S S) s(s—1)..(s—k+1)
f ~ A = 1.2.2.9

esitlikleri yazilabilir.

Daha once de belirtildigi gibi sonlu farklar yonteminde bilinmeyen fonksiyonun
diferansiyel denklemdeki tiirevleri ig¢in (1.2.2.8) interpolasyon polinomun tiirevleri

kullanilir. Bu amagla (1.2.2.8) denkleminin tiirevleri alinirsa

15



—_— 2_

fs'z%g—%%{mﬁ%mo+Wﬁfo+..1 (1.2.2.10)

S dX ! !

) ) .
fra L nop 4 8870 pop (12877309422 u (12.2.11)

n? | 31 a1

o1 ... 245-36
f! zF_A3f0+ 2 A4f0+..1 (1.2.2.12)
fV) & %[A“fo | 120s-240 AFy + } (1.2.2.13)

h 51

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin ilk terimleri alinip kalan terimler h’in bir

fonksiyonu olan €,= O(h) hata fonksiyonu seklinde yazilirsa

f. z%Afo+ € (1.2.2.14)
f"ziAzf +e (1.2.2.15)
S h2 0 2 P
fre L A% e (1.2.2.16)
S h3 0 3 v
£ zh—£A4fo+ = (1.2.2.17)

esitlikleri elde edilir. (1.2.2.3) ifadesindeki esitliklerin bu formiillerde yerlerine
konmas1 sonucu bilinmeyen fonksiyonun k noktasindaki yaklasik tiirevleri pivot

noktalarindaki bilinmeyen fonksiyon degerleri cinsinden elde edilir.

, 1
i)~ (o —f)r e (1.2.2.14)

14 1
f"(x,) = F(fmz =2f  +f )+ e, (1.2.2.15)
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m l
f7(x,) ~ F(fkw =3f, +3f, —f)t s (1.2.2.16)

i (fk+4 - 4fk+3 + 6fk+2 - 4fk+l + fk)+ €4 (1-2-2-17)

f(|V)(Xk) ~ ha

(1.2.2.10)-(1.2.2.13) formiillerinde iki veya daha fazla terim alinarak daha hassas
sonuclar verecek baska formiiller de elde edilebilir. En ¢ok kullanilan geriye dogru

fark formiilleri matematiksel molekiiller seklinde Sekil 1.2.2.1 de gosterilmistir.

N
S

-w—

/kf\l k‘+2 k+3 k+4 k+5
5o
; ; (D) [e=O(h)]
il H/(a)\/ A
(D—()—]
560
g ; Z ) [e=O(h?)]
o

2

(b)

Sekil 1.2.2.1 (Ileriye dogru fark formiilleri)



1.2.3 Geriye Dogru Fark Formiilleri

lleriye dogru farklardan farkli olarak geriye dogru farklar V operatoriiyle gosterilir.

f(x)’in birinci geriye dogru farki asagidaki esitliklerle tanimlidir.
Af(X) =f(x)-f(x—h) (1.2.3.1)
Vi(x,) =Vf, =f(x,)-f(x, ) =f -f (1.2.3.2)

Daha sonraki ileriye dogru fark operatorleri icin ise asagida verilen esitlikler

kullanilabilir.

Vi, =f,_,—2f_, +f,
Ve, =—f _,+3f_,—3f_ +f, (1.2.3.3)
v, =f_, —4f_,+6f_,—4f _ +f

Daha o6nce birinci boliinmiis fark icin verilen (1.2.1.4) denklemi indis degistirilip
kullanilarak birinci geriye dogru fark birinci boliinmiis fark cinsinden elde edilebilir.
f,—f..  VI(X)

f[x, ., x ]=—=X
[ k-1 k] (Xk—inl) h

VE(x,) =h-f[X, 1, %] (1.2.3.4)

Benzer islemler daha sonraki geriye dogru farklar i¢in yapilirsa geriye dogru farklar

ile boliinmiis farklarin birbirleri cinsinden ifadesinde kullanilan asagidaki bagintilara

ulagilir.
V(X)) =rthf[x, ., %] (1.2.3.5)
FIX, X ] = flﬁfk) (1.2.3.6)
r!

(1.2.3.6) bagintis1 (1.2.1.7) denkleminde yerlerine konursa interpolasyon

polinomunun Newton formu geriye dogru farklar cinsinden elde edilir.
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2

\% Vi,
f(x)=P,(x)=f + T (x—=x,)+ oin? (X=X, ) (X=X, ) +...

(1.2.3.7)

n

I’l!hr:] (X—Xn)(X _anl)---(x_xo)

S=(X—X,)/h doniisimii yapilarak (1.2.3.7) denklemi i¢in

1(5) ~P,(5) =f, +svf, + D g, G-+

V't (1.2.3.8)
veya daha kapali bir formda
n =S
f.~> (-D" ( } jAkfn (1.2.3.9)
k=0

esitlikleri yazilabilir.

(1.2.3.8) denkleminin tlirevleri alinirsa

2

ol O Lige 2541 3465420 (1.2.3.10)
* dsdx h| " 21 " I "

B 2
frot|yop OO Gap 12543654220 (1.2.3.11)
S L T a1 “
f"’zi Vv +Mv4f . (1.2.3.12)
S AR TEE
£ zh_ﬁ{v4fn+MA5fn+..} (1.2.3.13)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin ilk terimleri alinip kalan terimler h’in bir

fonksiyonu olan €,= O(h) hata fonksiyonu seklinde yazilirsa

f. z%an+ € (1.2.3.14)
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f/= h—lzvzfn+ E, (1.2.3.15)
m 1 3
f)'=~ FV f+e, (1.2.3.16)

™) ~ h_l‘*VAf”+ €, (1.2.3.17)

esitlikleri elde edilir. (1.2.3.3) ifadesindeki esitliklerin bu formiillerde yerlerine
konmast sonucu bilinmeyen fonksiyonun k noktasindaki yaklasik tiirevleri pivot

noktalarindaki bilinmeyen fonksiyon degerleri cinsinden elde edilir.

, 1

f'(x,) = E(fk ~f)+e (1.2.3.14)
14 1

f"(x,) zF(f"‘z -2f,  +f)+e, (1.2.3.15)
m l

f"(x,) = P (—f, +3f,_, —3f_ +f )+, (1.2.3.16)

f™(x,)~ h—14 (f_, —4f _, +6f_,—4f _ +f)+e, (1.2.3.17)

En ¢ok kullanilan geriye dogru fark formiilleri matematiksel molekiiller seklinde

Sekil 1.2.3.1 de gosterilmistir.
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Sekil 1.2.3.1 (Geriye dogru fark formiilleri)
1.2.4 Merkezi Fark Formiilleri

Bir k noktasina gore simetrik noktalardaki fonksiyon degerleri kullanilarak elde
edilen merkezi farklar, ileriye veya geriye dogru farklara goére bazi durumlarda
ozellikle sinir deger problemlerinde daha kullanighdir. Bu nedenle iigiincii boliimde
silindirik kabuk problemlerine ait sayisal ornekler kisminda yaklasik ¢ozlimler i¢in

merkezi fark formilleri kullanilacaktir.

Bilinmeyen f(x) fonksiyonunun k noktasi etrafinda h aralifiyla esit siralanmis
noktalarda alacagi degerleri elde etmek i¢in kullanilacak & merkezi fark operatorii

asagida verilen sekilde tanimlidir.
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h h
of, =f(x, +E) —f(x, _E) =fo T (1.2.4.1)

f(x) in ikinci merkezi farki ise birinci merkezi farklarin farki olacaktir.

Ssz = 8(ka) = [f(k+1/2)+1/2 _f(k—1/2)+1/2] _[f(k+1/2)—l/2 _f(k—lIZ)—llz]

(1.2.4.2)
= fk+1 - 2fk +fk—1

Daha sonraki merkezi farklar ise yukaridaki yontem kullanilarak asagida verilen

sekilde elde edilir.

83fk = fk+3/2 - 3fk+l/2 + 3fk—l/2 _fk—3/2 (1-2-4-3)
84fk =f.,,—4f , +6f —4f  +f , (1.2.4.4)

n. derece merkezi fark formiiliindeki katsayilar (a—b)" in binom agilimindaki

katsayilara esit olacaktir.

Tek dereceli merkezi fark formiillerindeki orta nokta degerlerini yok etmek igin
ortalama tek dereceli farklarin tanimlanmasi gerekir. Buna gore f'nin k noktasindaki

birinci ortalama farki

1 1 1
E (kau/z + ka—llz) = E[(fku _fk) + (fk _fk—l)] = E (fk+1 _fk—l)

seklinde tanimlanir.

Ortalama alma islemi ortalayici olarak adlandirilan p  operatorii  kullanilarak

sembolize edilir ve asagida verilen sekilde tanimlidir.
1
pf, = E(fku/z +fi40) (1.2.45)
Bu durumda birinci merkezi fark, ortalayici kullanilarak
1 1
uof, = E[kau/z +6f, )= 5 (fin —fid) (1.2.4.6)

seklinde tanimlanir. Ileriye ve geriye dogru farklarda oldugu gibi béliinmiis farklar
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merkezi farklar ve ortalama operatérleri cinsinden elde edilip (1.2.1.7) denkleminde

yerlerine konur ve s=(x—X,)/h doniisiimii yapilirsa

s(s* —1%)
3!
m+sz(32 1) (s> —m-1%)

2m!

s*(s* -1%)

2
f, ~f, +susf, + %ngo + us’f, + 5, ++--

(1.2.4.7)
&2"f,

esitligi veya serinin tek dereceli bir merkezi farkla bitmesi durumunda kullanilacak

s(s* —1%)
3!
2_ 2 2_ 2

+S(5 1)---(s"-m) 5ot

(2m+1)!

s*(s* -1%)

2
f ~f, +susf, + %Szfo + WS, + 5, 4

(1.2.4.8)

esitligi elde edilir. (1.2.4.7) ve (1.2.4.8) denklemleri kullanilarak bilinmeyen
fonksiyonun tiirevlerinin merkezi farklar ve ortalama operatdrleri cinsinden elde

edilen ifadeleri asagida verilen sekilde olacaktir.

,_df ds 1 e 3°-1 . 45°-2s_,
f/ = ™ &_E{p6f0+58 f,+ 3 uof, + 2 3, +... (1.2.4.9)
2 —_
f/= h—l{Szfo +sud’f, + 1234| 2 5, + } (1.2.4.10)
m 1 3 4
f! =F[pa fo+53'f, +... | (1.2.4.11)
£ = %[8‘%0 +5p8°f, +.. | (1.24.12)

lleriye ve geriye dogru farklarda oldugu gibi yukaridaki formiillerde ilk terimler
alinirsa kalan terimlerin h? nin bir fonksiyonu oldugu gériiliir. Ilk terimler alinip

kalan terimler hata fonksiyonu seklinde yazilirsa

f. = %u8f0+ € (1.2.4.13)
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£~ h—1282f0+ e, (1.2.4.14)
m 1 3
'~ FMS fo+ <, (1.2.4.15)

fV) ~ h—1454f0+ e, (1.2.4.16)

esitlikleri elde edilir. Ortalanmis merkezi fark ve merkezi fark esitliklerinin bu
formiillerde yerlerine konmasi sonucu bilinmeyen fonksiyonun k noktasindaki

yaklasik tiirevleri pivot noktalarindaki bilinmeyen fonksiyon degerleri cinsinden elde

edilir.

, 1

f'(x) = E(f wi— )t e (1.2.4.17)
14 1

f'(x,) = P (frs —2f +f )+ e, (1.2.4.18)
m 1

f"(x,) ~ F (-f+2f  —2f  +f )+ e (1.2.4.19)

f™(x,) = h—lll(fk_2 —4f,_ +6f, —4f _ +f _,)+e, (1.2.4.20)

En ¢ok kullanilan merkezi fark formiilleri matematiksel molekiiller seklinde Sekil

1.2.4.1 de gosterilmistir.
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Sekil 1.2.4.1 (Merkezi fark formiilleri)

1.2.5 Yaklasik Kismi Tiirev

Bilinmeyen fonksiyonun iki degiskene bagli bir fonksiyon olmasi durumunda kismi
tiirevleri merkezi farklar cinsinden elde etmek i¢in (1.2.4.17)-(1.2.4.20) formiillerinin

xy diizlemi iizerinde alinacak noktalar i¢in uygulanmasi gerekir.

Iki degiskenli bir w(X,y) fonksiyonunun Sekil 1.2.5.1 deki gibi olusturulacak bir

sonlu fark ag icin (i,j) noktasindaki yaklagik kismi tiirevleri merkezi farklar

cinsinden asagida elde edilmistir.
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j+2

j+1

i-2 i-1 i i+1 i+2

Sekil 1.2.5.1 (iki degiskenli fonksiyon i¢in sonlu fark ag:)

160 1 1
D, =& ] :E(_mi_l’j +0)i+1'j)+% € 4
nln i n] Yl
j+2
k
j+1
k
4O
k
j-1
k
j—2
i-2 -1 i i+1 P42
Sekil 1.2.5.2 (D, kismi tiirevi)
160 1 1
Do, ;= 5 ! :E(_(’Oi,j—l +(0i,j+1)+ﬁ Sy
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j+2
k
j+1 fl\
| A k
j 0
s k
j-1 -1
T k
j-2 I
i

i+1 i+2

Sekil 1.2.5.3 (D, kismi tirevi)

0w om ,00
D% w =[—(—
Xy Ij aaylj [6 (ay)]
om .1
=—[—(- ;4 T O )t € ]
ox 2k ! . 2k Y i
1
:_{ [ ( Oy jq T Oy ) oo (Ely) 4l

2k

[21 (=04 + I+lj+l)+ (ely)|+l]}

, 1 1
ny(‘ol i~ Ank ((Di—l,j—l - (Di—l,j+l - (Di+l,j—l + ('Oi+l,j+1) + Ahk Sixy

[El,xy: (El,y)i+l - (El,y)i—l]

1 1
D>2<x h2 (O)l -1,j 2(’0 + (’0|+1J) +F e2,x
2 1
DW k2 ((’OI g1 2('0 +('0| J+l) t— k 2,y
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j+1

((Di—l,j - Zmi,j T O ;

)+




1 1
- E{_[hz

1
[ (('0| -1,j+1 — 20,

((D -1,j-1 2(’ol -1 + (DH—l j—l) t—=

hz (EZ,X)j—l]

i,j+1 + (D|+1 J+l) + (EZ X)j+l]}

1
3
Dxxy ij 2kh2 ( (’Oi—l,j—l + 20‘)i,j—l _(’Oi+l,j—l

+0 ., — 20,

1
2kh? "o

[ E3,><2y= (GZ.X)j+1 - (Ez,x)j_l]

+ 0)|+l j+1) +

L+ i,j+1

3 N O) o0 o’
DXW T A Au2
oxoy’ |, T ox oy
0.1
:a_X[kz ((DI -1 20‘) +0‘)| j+1)+ k e2 y]
1
= _{ [ (04, REAGPEE SO j+1) +— k2 (EZ,y)i—l]
1
[kz ((’OH-l -1 2(Dl+lj + (D|+1 J+l) + (62 y)|+1]}
D3 o L —— (o, 20, —®
Xyy 'J thz i-1,j-1 i-1,j i-1,j+1
1
+ (D|+lj 1 2('0I+1J + (‘OH—l j+1) t— 2hk2 3,xy2
[ e3,xy2 = (ezvy)ﬂl - (EZ,y)i—l]
’ o | 8 e
Dxxyy i 2 ( 2)
ox’oy’l, ooyl
o1 1
:y k2 ((DIJ 1 2(’0 +(D|J+l)+ k EZy]

{[ ((’Ofl] 1 — 20, 1j T O lj+l)+ kl (e, y)l 4]

1
[k2 ((Du 1 2(0 +(D| J+l)+ (GZy) ]
1
[kz ((DH-l -1 20‘)|+1J + (’OH—l j+1) +— (ez,y)i+l]}
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D! ®

oy Dij = hz_kz (('Oi—l,j—l - Zmi—l,j T O jn

—20)”._1 +4(1)Lj —2(1)i]j+1 +

i+1,j-1

(1.2.5.8)

- 2(Di+1,j + (’0i+1,j+1) + €4 xty?

h?k’

[€4yxzyz = (ez,y)i—l - 2(€z,y)i + (Ez,y)i+1]

Sekil 1.2.5.6 (D;,, ve D2 kismi tiirevleri)

XXy

Sekil 1.2.5.7 (DL, kismi tiirevi)

XXYY
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Dixx - L (_wi—z,j + 20‘)i — 20,

2h3 |+1] |+2 J) + = 2h 3,x (1259)
3 1
D, = 3 (o, +20 1, — 20, @ )+ 213 So (1.2.5.10)
y
h h h h L—)X h h | h h
» W

k 0 k

j+1 -2
k 2 k
OO O

j-1 2
k k

RS
i—2 i-1 i i+1 i+2 i-2 i-1 I i+1 i+2
(a) (b)
Sekil 1.2.5.8 (D2, ve D‘:’,yy kismi tiirevleri)
4 ‘o 0 83
Dxxxy i AL~ AL (
oxoy|, oy
= ay[2h3 ( O‘)i—z,j +2(’)i 20)I+1] |+2 J) t—— 2h e3 x]
1
= _{ [2h3 (- W51t Z(Di—l,j—l - 2(Di+1,j—1 + C0i+2,,>1) + F (63,x)j—l]
1
+[ ( (Dl 2,j+1 + 2('0I —1,j+1 2(’0I+l j+1 + (’OHZ ]+1) +o3 3 (63 x)]+1]}
2h® 2h
4 1
Dxxxy ij 4kh3 ( W;_ 2,j-1 2(’Oi—l,j—l + 2(’Oi-v-l,j—l - (Di+2,j—1

| 2,j+1 + 2(’Ol -1,j+1 20)|+l j+l + (’Oi+2,j+l) +

1
W E4,X3y (12511)

[ Sixdy= (es,x)j+1 - (63,x)j—1]
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D4 64(1) a 630)
xyyyo‘)i,j == ~31 T~ \<=
oxoy g X "oy .
0.1 1
- a_x K3 (_wi,H + 2(oi,j—l - 2wi,j+1 + (“Oi,j+2) + el Ee,,y]
1 1 1
=G O+ 20010 =200+ 00 0) + 515 (63y)1]
1
i [% (_(Diﬂ’jfl * 2®i+1*j’l - zmiﬂviﬂ + (’0i+l,j+2) + W (esvy)iﬂ]}
Dl @i = L( -2 +2 -
Y AR Oigj2 7401151 T 40 ™ Oigjio

1
W50t 2mi+l,j—1 - 2wi+l,j+1 + (Di+1,j+2) + W Cixy? (1.2.5.12)

[ Sixy = (63,y)i+1 - (es,y)i—l]

k
k
Kk
k
i+2
(a) (b)
Sekil 1.2.5.9 (D;‘XXy ve Diyyy kismi tiirevleri)
D!, = 1 4 6 4 1 2
XXX _F(('Oi—z,j_ ;4,5 T00; ;= (’0i+1,j+0‘)i+2,j)+F64,x (1.25.13)
D! = 1 4 6 4 1 2
"y _F(mi’j_z — 4w, +60; ; —dw; +®i’j+2)+F €4y (1.2.5.14)
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| h
JO S
j-1 j-1 -
i-2  i-1 i i+l i+2 -2 i-1 I i+1 i+2
(a) (b)

Sekil 1.2.5.10 (D%, ve D;‘yyy kismi tiirevleri)

XXXX
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2. SILINDIRiK KABUKLARIN GENEL TEORISi

2.1 Eksenine Gore Simetrik Olarak Yiiklenmis Silindirik Kabuklar

Silindirik kabuk problemleri icerisinde pratikte en sik karsilasilan problem tiiri,
eksenine gore simetrik olarak yiiklenmis silindirik kabuk problemleridir. Buhar
basinci altindaki silindirik kazanlar, i¢ siv1 basinct altindaki diisey eksenli silindirik
kaplar ve diizglin degisen i¢ basing altindaki dairesel borular bu problemlere 6rnek

olarak verilebilir.

Sekil 2.1.1 (Silindirik kabuk iizerinde alinan diferansiyel eleman)

Bu tiir problemlerin ¢6ziimiinii saglayan denklemlere ulasmak i¢in oncelikle simetrik
yiikleme altinda silindirik kabugun nasil deforme olacaginin g6z oniine alip hangi
kuvvet ve momentlerin ihmal edilebilecegini belirleyelim. Burada dikkat edilecek
nokta yiikleme ve geometrinin sadece silindir eksenine gore simetrik oldugudur. Bu
nedenle x eksenine dik herhangi bir dairesel kesitte, dairesel formun korundugu,
yiiklemenin yoniine bagli olarak cap daralmasinin veya genislemesinin olacagi
sOylenebilir. Boylelikle deformasyonun sadece x ekseni boyunca bir degisime sahip

oldugu dikkate almirsa silindirik kabuktan alinan bir diferansiyel eleman

34



ve iizerindeki kuvvetler Sekil.1.2.1 de verildigi gibi olur. Bu diferansiyel elemanin
moment ve izdiisim denge denklemlerinin 3’i simetri nedeniyle 6zdes olarak
saglanacagindan ancak kalan 3’ kullanilabilir. Bu denklemler x ve z eksenlerindeki
izdlisim denklemleri ile y eksenine gére moment dengesidir. Sadece z dogrultusunda

dis kuvvetlerin bulundugu kabul edilerek bu 3 denklem asagida verilen sekilde

yazilabilir.
dN, dx-adp=0
dx
dQ
—Eim«w@+Nﬂﬂm+ZmLMQ:0 (2.1.1)
X
aMm, dx-adp—-Q,dx-ade=0
dx

[k denklem N, ’in sabit oldugunu gostermektedir ve burada ihmal edilecektir. Bu

kuvvetlerin ihmal edilemeyecek kadar biiylik oldugu durumlarda, bu kuvvetlerin
etkisiyle olusacak deformasyon ve gerilmeler hesaplanip, silindir ylizeyine dik
dogrultudaki kuvvetlerin etkisiyle olusacak deformasyon ve gerilmelerin {izerine

stiperpoze edilebilir. Kalan 2 denklem asagidaki basitlestirilmis formda yazilabilir.

d&-Fl N,=-2Z
ddMX a 2.1.2)
X _Qx -0
X

Problemi ¢dzmek i¢in kabugun orta yiizeyindeki deformasyonunu dikkate almamiz
gerekmektedir. Simetri kullanilarak  deformasyonun sadece sirasiyla x ve z
eksenlerindeki bilesenleri olan u ve ® deplasmanlar1 dikkate alinip, y eksenindeki
bileseni olan v deplasmani ihmal edilebilir. Boylelikle orta yilizeydeki birim

deformasyon bilesenleri i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir.

_du g =2 (2.1.3)

& =—
“dx ¢ a

Bu bagintilar Hook yasalarinda kullanildiginda asagidaki denklemler elde edilir.
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N, =E—hz(sx +ve,) =E—hz(d—u—v9) =0
N _E_h(g +ve )_E_h(_9+vd_u)
A PRV T 1-v? ' a dx

Bu denklemlerden birincisinden

du )

—_— =V —

dx a
esitligi elde edilir. Bu esitlik ikinci denklemde yerine konursa

Eho
ng :—T (215)

bagitisina ulasilir. Boliimiin basinda yapilan kabuller dikkate alinarak egilme
momentlerinin hesaplanmasinda kullanilacak egrilik degisimleri igin asagidaki

esitlikler yazilabilir.

_d*w

—w Xy =0 (216)

Xx

Bu esitlikler (1.1.7b) bagintilarinda yerlerine konursa

d’m
M=-D(e 2.1.7)

M =vM

[0} X

esitlikleri elde edilir. Burada D kabugun egilme rijitligidir ve asagidaki bagintiyla

tanimlidir.

Eh®

D:m (2.1.8)

Simdi tekrar (2.1.2) denklem takimina déniilip Q, bilinmeyeni bu denklemlerden

yok edilirse
d’™Mm, 1
~ +£N¢_—Z (2.1.9)
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esitligi elde edilir. (2.1.5) ve (2.1.7) bagintilar1 (2.1.9) denkleminde yerlerine konursa

asagida verilen diferansiyel denklem elde edilir.

d*> _d°®, Eh

a2

Boylece dairesel silindirik kabuklarin simetrik deformasyonuna ait problemler

(2.1.10) denkleminin integrasyonuna indirgenmis olur.

Bu denklemin en basit uygulamas: kabuk kalinlig1 sabit tutularak elde edilir. Bu

durumda (2.1.10) denklemi asagida verilen sekilde yazilabilir.
D—+—0=Z (2.1.11)

Asagida verilen notasyon kullanilarak denklem daha basit ve kullanigh bir formda

yazilabilir.
= = 2.1.12
P 4a°D  a’h’ ( )
0'4—°°+4[3“m—E (2.1.13)
dx* D o

......

prizmatik cubugun Z siddetindeki yayili yiik altindaki ¢oziimii i¢in kullanilan

diferansiyel denklemin aynisi oldugu goriilmektedir.

Bu denklemin genel ¢6zliimii asagida verilmistir.
o =e™(C,cospx+C,sinpx) +e ™ (C,cospx+C,sinpx)+f(x)  (2.1.14)

Burada f(x) (2.1.13) denkleminin 6zel ¢éziimidiir. C,,....,C, ise herbir 6zel durum

icin kabugun ugclarindaki smir kosullarindan belirlenmesi gereken integrasyon

sabitleridir.

Sekil 2.1.2 deki gibi X=0 kenarinda, kenar boyunca diizgiin dagilmis M, egilme
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momentleriyle, Q, kesme kuvvetlerinin uygulandigi sonsuz uzun dairesel bir boruyu

ornek olarak alalim.

Sekil 2.1.2 (Sonsuz uzun dairesel boru)

Kabuk yiizeyi boyunca diizgiin dagilmis Z basinci yoktur. Bu nedenle (2.1.14)

denklemi igindeki 6zel ¢oziim f(x)=0 olacaktir. Kenar boyunca uygulanan

kuvvetlerin etkisiyle olusacak bolgesel egilme, yiiklenen ugtan itibaren Ol¢iilen x
mesafesinin artisiyla beraber hizla azalacaktir. Bu varsayim kullanilarak (2.1.14)

denkleminin ilk teriminin ihmal edilebilecegi sonucuna varilir.
o=e " (C, cospx+C, sinpx) (2.1.15)

(2.1.15) denklemindeki C, ve C, sabitleri yiiklenen ugtaki sinir kosullarndan

belirlenecektir. Bu amagla asagidaki esitlikler yazilabilir.

d’w
(Mx)x=0 = _D(W)xﬂ = MO
M " (2.1.16)
« ®
(Qx)x:O = (d—X)x=O = _D(W) = QO
(2.1.15) denklemi (2.1.16) siir kosullari i¢inde yerine konursa
1
C, :_ZBSD (Q, +BM,) (2.1.17)
C,= NLO (2.1.18)
2B°D

integrasyon sabitleri elde edilir. Boylece Sekil 2.1.2 deki gibi yiiklenmis sonsuz
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uzun dairesel silindirik bir boruda olusacak yerdegistirme miktari (2.1.17) ve (2.1.18)

bagintilarinin (2.1.15) denkleminde yerlerine konmasiyla elde edilir.

e P

2B°D

®0=- [BM, (sin Bx —cospBx) —Q, cosBx] (2.1.19)
En biiyiik yerdegistirme yiiklenen ugta olusacaktir. Bu nedenle (2.1.19) denklemi

X =0 i¢in hesaplanirsa en biiyiik deformasyon degeri

... =(®)_ M, + 2.1.20
x = (®), 0= ZBD(B +Qy) ( )
olarak elde edilir. Buradaki — isareti, yerdegistirme pozitif yoniiniin disaridan silindir
eksenine dogru secilmis olmasinin sonucudur. Yiiklenen uctaki egim (2.1.19)

bagmtisinin tiirevi alinarak bulunabilir.

do g P
(d—)x=0 = > [ZBM cosBX + Q, (cosPBx +sinPx)],_,
X B (2.1.21)
_ZB—ZD(ZBMO +Q,)

Asagidaki notasyon kullanilarak yerdegistirme ve ardigik tiirevleri daha basit bir

formda yazilabilir.

o(Bx) = e ™ (cosBx +sin Bx)
v (BX) = e ™ (cosPx —sin Bx)

(2.1.22)
0(Bx) =e ™ cosBx
£(Bx) =e P sinBx

e ™

o= ZB 575 [BMo (S Bx —cosBx) — Q, cos p]
9o _ 1 126M,0(8x) + Qu0(BX)]
: 2[3 D (2.1.23)
v Z—ZB—D[ZBMO@(BX)JFZQ oS (Bx)]
%:%[zwmx)—@ow(sx)]
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0,8
0,6 \\
0,4 \

0,2

0 \\ Bx
0,2 v
—0,4
1

Sekil 2.1.3 (¢ ve y fonksiyonlar)

o(Bx) ve wy(Bx) fonksiyonlar1 grafik olarak Sekil 2.1.3 de gosterilmistir. Bu
egrilerden kabugun egilmesini karakterize eden fonksiyonlarin BX’in biiyiik

degerleri i¢in 0 a yakinsadig1 goriilebilir.

M, momenti ve o deformasyonu (2.1.23) denklemlerinden bulunursa, M, egilme
momenti (2.1.7) denklemlerinin ikincisinden, N kuvveti de (2.1.5) denkleminden

elde edilebilir.

2.2 Dairesel Silindirik Kabuklarin Simetrik Deformasyonunun Ozel Halleri

2.2.1 Diizgiin Dagilmis Cizgisel Yiik Altindaki Uzun Silindirik Kabuk

(a) (b)

Sekil 2.2.1.1 (Cizgisel yiiklii uzun silindirik kabuk)

Sekil 2.2.1.1a da goriilen P siddetindeki ¢izgisel yiikiin silindirin uglarindan yeteri

kadar uzak olmasi durumunda (2.1.19) ¢6ziimi kabugun iki yarisi ig¢in de
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kullanilabilir. Simetri nedeniyle Q,=-P/2 olacaktir. Bu durumda kabugun sag

parcasi i¢in asagida verilen esitlik yazilabilir.

g P

O=—
28°D

[BMO(sian—cosBx)+gcosBx] (2.2.1.1)

Burada x vyiikkiin uygulandigi kesitten itibaren Olgiillen uzakhktir. (2.2.1.1)

denklemindeki M, momentini hesaplamak icin simetri nedeniyle orta kesitteki

egimin 0 olmasindan yararlanilabilir. (2.1.21) denklemi kullanilarak
P
2BM,——=0
M, 5
esitligi yazilabilir. Buradan
M,=— (2.2.1.2)
olarak elde edilir. Bu deger (2.2.1.1) denkleminde yerine konursa

Pe ™ . P
= SINpPX 4+ COSPX) =
8[33D( B Px) 8p°D

o(Bx) (2.2.1.3)

esitligine ulasilir. Bu denklemden yararlanarak deformasyonun x’e gore c¢esitli

dereceden tiirevleri asagida verilen sekilde elde edilir.

do X _ P

o 2B 8BsDe sin Bx 457D C(Bx)

d’o . X (i Ry _ P

Ve =2 8[33De (sinpx—cospx) = —4BD\|/(BX) (2.2.1.4)
o s px P

o 43 85°D e cosPx = 5 o(Bx)

(2.1.2) ve (2.1.7) esitlikleri kullanilarak M, egilme momenti ve Q, kesme kuvveti

icin agagida verilen esitlikler yazilabilir.

d’® d*w
Mx =_DW Qx :_D_
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(2.2.1.4) denklemleri bu esitliklerde yerlerine konursa

M, =4iw(BX)
E (2.2.1.5)
Q, = —EG(BX)

olarak elde edilir. Elde edilen sonuglarin tiimii grafik olarak Sekil 2.2.1.2 de

gosterilmistir.
ol X,
3n
4P _P
+ " ('0_8[33D(p(l3x)
T
=~ P do_ P
in = dx 4B2DC(BX)
INIEN
NIl Mx=4—;w(BX)
1z
gl 2
il Q= 0¥)

Sekil 2.2.1.2 (Cokme, egilme momenti ve kesme kuvveti diyagramlari)

En biiyiilk ¢okme P’nin altinda olusacaktir ve (2.2.1.3) denkleminden hesaplanan

degeri

P Pa’

(’Omax = =
8p°D  2Eh

(2.2.1.6)

olacaktir. En biiyiikk egilme momenti ise ayni sekilde P’nin altinda olusacak ve

(2.2.1.5) denkleminden hesaplanan degeri

M, =— (2.2.1.7)
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olacaktir. Kesme kuvvetinin en biiyliik degerinin hesaba gerek kalmadan simetri

nedeniyle P/2 oldugu goriilebilir.

Sekil 2.2.1.2 incelendiginde kabugun egilmesini karakterize eden biitlin

biiyiikliikklerin X > /B i¢in oldukga kiigiik degerlere sahip oldugu goriilmektedir.

Bu, egilmenin lokal karakterde oldugunun bir gostergesidir. Bu nedenle pratikte

uzunlugu | =27/B olan bir kabuk i¢in elde edilmis en biiyiik ¢okme ve en biiyiik

gerilme degerleri ¢ok daha uzun bir kabuk i¢in rahatlikla kullanilabilir.

Cizgisel yiik ¢6ziimii, siiperpozisyon ilkesi kullanilarak silindirin belli bir uzunlugu

boyunca yayilmis simetrik yiik durumu igin kullanilabilir.

[z i A

Sekil 2.2.1.3 (Diizgiin dagilmis simetrik yiik)

Sekil 2.2.1.3 de goriildiigli gibi silindirin | uzunlugu boyunca q siddetinde yayili
yiikiin uygulandigr durumda, yiikiin silindirin uglarindan yeteri kadar uzak olmasi

halinde (2.2.1.3) ¢6ziimii kullanilabilir. A’dan & uzaklhigindaki qd& siddetindeki
elemanter yiik nedeniyle A’da olusacak ¢okme, (2.2.1.3) denkleminde P yerine qd&

ve x yerine & konulursa

qde.

pe .
85D e "= (cosBE+sinBE)

olarak elde edilir. | uzunlugu boyunca yayilmis toplam yiikiin A’da yapacagi ¢okme

ise bu denklemin ayr1 ayr1 b ve ¢ bolgelerinde integre edilmesiyle bulunacaktir.
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L ads P (cosBE +sinBE) + J. ‘Bé(cosB§+sinB§)

83 D " 8p°D (2.2.1.8)
q _aPe
= 2Eh > cospb —e ™ cospc)

A noktasinda olusacak egilme momenti ise benzer sekilde siiperpozisyon metodu

kullanilarak bulunabilir.
2.2.2 Sabit Cidar Kalinhkh Silindirik Tanklar

Sekil 2.2.2.1 de goriilen i¢ s1v1 basinci altindaki silindirik tankin cidarinda olusacak

gerilmeler (2.1.11) denklemi kullanilarak analiz edilebilir.

= —
T
I
I
! d
I

X [
I

Z I 0 {( Mo
e o S

Sekil 2.2.2.1 (Sabit duvar kalinliklr silindirik tank)

(2.1.11) denkleminde Z yerine
Z=—y(d-x) (2.2.2.1)

esitligi konursa

4 —
dx D

(2.2.2.2)

denklemi elde edilir. Burada y sivinin birim hacim agirlhigidir. Bu denklemin 6zel
¢Oziimii asagida verilmistir.
yd-x) _ y(d-x)a*

=— =— 2.2.2.3
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(2.2.2.3) denklemi (2.1.14) genel ¢oziimiindeki f(Xx) yerine konularak (2.2.2.2)

diferansiyel denkleminin tam ¢6ziimii asagida verilen sekilde elde edilir.

o =" (C, cosPx + C, sin Bx)

_ 2
+e™(C, cosBx +C, sin Bx) —%

Pratikte pek cok durumda duvar kalinlig1 h, silindir yaricapr a ve duvar yiiksekligi
d’ye gore olduke¢a kiicliik oldugundan, kabuk sonsuz uzun kabul edilebilir. Bu

durumda C, =C, =0 alinarak

 y)a2
o=e""(C,cospx+C,sin Bx)—% (2.2.2.4)

¢oziimii kullanilabilir. C, ve C, sabitleri tankin altindaki sinir kosullarindan elde

edilecektir. Tankin alt ucunun rijit bir temele oturdugu varsayilirsa buradaki sinir

kosullar1 asagida verilen sekilde yazilabilir.

ya’D

(('O)x=0 3 Eh
2
(g_i)xo =[-BC.e ™ (cosPx +sin Bx) + B C,e ¥ (cos x —sin px) + %]xo

2

:B(C4—C3)+E—

=0
Eh

Bu denklemlerden C, ve C, ¢dziiliirse
a’d a’ 1
C, == C,=t-(d-2)
Eh Eh B
olarak elde edilir. Bu durumda (2.2.2.5) denklemi

0= —%{d —x—e ™[dcospx +(d —%)sin Bx]} (2.2.2.5a)

seklini alir. Bu denklem (2.1.22) notasyonu kullanilarak daha basit bir formda
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yazilabilir.

__yad (2.2.2.5b)
Eh
Cembersel dogrultudaki N, kuvveti i¢in agagidaki esitlik yazilabilir.
Eh
N, =-—==7 d[l———G(B ) - (1——)C(BX)] (2.2.2.6)
(2.2.2.5) denkleminin ikinci tiirevi kullanilarak, egilme momenti M,
M, -0 L2 2D 6 - L yo(p0)]
X dx® Eh Bd
adh 1 (2.2.2.7)
M, = —=——[-C(Bx) + - )0(BX)]
J120-v?) pd

seklinde elde edilir. Bu denklemin x’e gore birinci tiirevi alinirsa kesme kuvveti i¢in

— 1-2dp)o 2.2.2.8
Q= m[C(BXH( BB(Ex)] ( )

esitligi elde edilir.
2.2.3 Degisken Cidar Kalinhkh Silindirik Tanklar

Degisken duvar kalinlikli silindirik tank problemleri (2.1.10) denkleminin, egilme
edilmesiyle ¢oziilebilir. (2.1.10) denklemi degisken katsayili dordiincii dereceden
lineer bir diferansiyel denklemdir. Duvar kalinlig1 h’in x’in lineer bir fonksiyonu
olmasi halinde koordinat takimi Sekil 2.2.3.1 deki gibi alinarak h ve D icin asagidaki

bagintilar yazilabilir.

3
Ea 3

h=ax - — X
12(1-v?)

(2.2.3.1)

(2.2.3.1) bagintilar1 kullanilarak (2.1.10) diferansiyel denklemi asagidaki formda
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yazilabilir.

d? @8d%q+42a—v3Xm__;Za—vﬁﬂx—xQ (223.2)

dx? dx? o’a’ Eo?®

Bu denklemin 6zel ¢oziimii

ya® X—X,
0=——"—" 2.2.3.3
S T ey X ( )

seklindedir. Bu ¢6ziim serbest uglu kabugun vy(X—X,) basmnct altinda radyal

genislemesini temsil etmektedir.

Sekil 2.2.3.1 (Degisken duvar kalinlikli silindirik tank)

o, deformasyonu etkisiyle silindirde olusacak egilme momenti

M. =—D d’w _ ya’a’x,
<TTOWE T BI—vY)

(2.2.3.4)

seklinde olacaktir. Bu moment x’den bagimsizdir ve pratikte pek cok durumda ihmal

edilebilecek kadar kiiglik siddettedir.

(2.2.3.2) denkleminin tam ¢6zlimiinii elde etmek i¢in homojen denklemin ¢dziimiine

(2.2.3.3) 0zel ¢oziimiinii eklemek yeterli olacaktir.
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(2.2.3.2) ile verilen diferansiyel denklemin homojen kismi asagida verilen sekilde

yazilabilir.

1 d? 3fm_ﬂ2a—f)m=

— X 0
X dx? ( dx? a’a?

Yukarida verilen esitlik
1d°, ,d0, 1d.,d.1d,,do
T ()= —[=—(x*—
xdxz( dxz) xdx{ dx[x dx( dx)]}

bagintisi ve

1d do
L(w)==—(x*—
(©) xdx( dx)

s 12(1-v?)
P a’a’

tanimlar1 géz online alinarak agagida verilen sekilde yazilir.
L[L(w)]+p'0=0
Bulunan bu denklemin ¢6ziimii

L(o)+ip’0=0
L(w)—ip’w=0 i=J-1

denklemlerinin ¢6ziimlerinin toplamina esittir. Yukarida verilen birinci denklemin

¢Ozimu
@ = ¢y +1p, ®, = 3 +iQ,
ise ikinci denklemin ¢oziimii
W, =@~ i, ®, = Q3 —1p,
dir. Bu durumda Cj, C;, Cs3, C4 sabit olmak tizere homojen ¢6zim

o=C,0,+C,0, +C,0, +C,0,
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olarak bulunur. Baz1 doniisiimler yapilip seriye agma iglemlerinden sonra Bessel

fonksiyonlarindan yararlanilarak elde edilen homojen ¢6ziim asagida verilmistir.”

w=%[01W£(29\/;)+C2\I1’2(29\/;) (2.2.3.5)

+Cawi(2p3X) + Coyry (2pVX)]

€= 2p«/; dontistimii yapilarak (2.2.3.5) ¢oziimiinden asagida verilen normal kuvvet,

egim, egilme momenti ve kesme kuvveti bagintilar1 elde edilebilir.

Eh E

N, ===~ 0=-="XICyi(8) + Cv; (&) + Cus(©) + Covi(9)]  (2236)

do

1 ’ _ !
X m{cﬂ:g\lfz (8) — 2y (E)] - C,[Ew,(E) + 2y, (8)]

+C,[Ew, () —2y5(E)] - C,[Ew,(E) + 2y, (&)1}

(2.2.3.7)

M, =D& B KA [E v, )~ )+ 8wl (€]
CIEVO-4n@-8vi@] (2239
CUEWL(O) - 480.,(D)+ By E)
~CIEWHE) ~42v,() -8y, (O}

_dM,  Eda’p? ,
Q= = aae vy VG @) + 2w E)]
+Caleva(9-2vi(@+Clews O +2vi (@] (2239)

+C,[ew,(8) —2y; (91}

Formiillerde gegen w,,....,, fonksiyonlar: ile bu fonksiyonlarn birinci tiirevleri

olan wj,....,y, fonksiyonlarmin §:2px/; <6 i¢in sayisal degerleri Tablo 2.2.3.1

den alinabilir.

Tablo 2.2.3.1 (y; fonksiyonlarinin tablosu)

“ Daha detayh bilgi S. Timoshenko, S. Woinowsky-Krieger, Theory of Plates and Shells (Second
Edition) sayfa 488-494 de bulunmaktadir..
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X v, (X) v, (X) v (%) y5(X)
0,00 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,20 1,0000 -0,0100 -0,0005 -0,1000
0,40 0,9996 -0,0399 -0,0040 -0,2000
0,60 0,9980 -0,0900 -0,0135 -0,3000
0,80 0,9936 -0,1599 -0,0320 -0,3991
1,00 0,9844 -0,2500 -0,0624 -0,4974
1,20 0,9676 -0,3587 -0,1078 -0,5935
1,40 0,9401 -0,4867 -0,1709 -0,6860
1,60 0,8979 -0,6327 -0,2545 -0,7727
1,80 0,8367 -0,7953 -0,3612 -0,8509
2,00 0,7517 -0,9723 -0,4931 -0,9170
2,20 0,6377 -1,1610 -0,6520 -0,9661
2,40 0,4890 -1,3575 -0,8392 -0,9944
2,60 0,3001 -1,5569 -1,0552 -0,9943
2,80 0,0651 -1,7529 -1,2993 -0,9589
3,00 -0,2214 -2,0228 -1,7141 -0,8223
3,20 -0,5644 -2,1016 -1,8636 -0,7499
3,40 -0,9680 -2,2334 -2,1755 -0,5577
3,60 -1,4353 -2,3199 -2,4983 -0,2936
3,80 -1,9674 -2,3454 -2,8221 0,0526
4,00 -2,5634 -2,2927 -3,1346 0,4912
4,20 -3,2195 -2,1422 -3,4199 1,0318
4,40 -3,9283 -1,8726 -3,6587 1,6833
4,60 -4,6784 -1,4610 -3,8280 2,4520
4,80 -5,4531 -0,8837 -3,9006 3,3422
5,00 -6,2301 -0,1160 -3,8454 4,3542
5,20 -6,9803 0,8658 -3,6270 6,4835
5,40 -7,6674 2,0845 -3,2063 6,7198
5,60 -8,2466 3,5597 -2,5409 8,0453
5,80 -8,7937 5,3068 -1,5856 9,4332
6,00 -8,8583 7,3347 -0,2931 10,3462

X V;(X) v, (X) v3(X) v, (X)
0,00 0,5000 0,0000
0,20 0,4826 -1,1034 -0,1419 3,1340
0,40 0,4480 -0,6765 -0,1970 1,4974
0,60 0,4058 -0,4412 -0,2216 0,9273
0,80 0,3606 -0,2883 -0,2286 0,6286
1,00 0,3151 -0,1825 -0,2243 0,4422
1,20 0,2713 -0,1076 -0,2129 0,3149
1,40 0,2302 -0,0542 -0,1971 0,2235
1,60 0,1926 -0,0166 -0,1788 0,1560
1,80 0,1588 0,0094 -0,1594 0,1056
2,00 0,1289 0,0265 -0,1399 0,0679
2,20 0,1026 0,0371 -0,1210 0,0397
2,40 0,0804 0,0429 -0,1032 0,0189
2,60 0,0614 0,0446 -0,0868 0,0039
2,80 0,0455 0,0447 -0,0719 0,0066
3,00 0,0326 0,0427 -0,0586 -0,0137
3,20 0,0220 0,0394 -0,0469 -0,0180
3,40 0,0137 0,0356 -0,0369 -0,0204
3,60 0,0072 0,0314 -0,0284 -0,0213
3,80 0,0022 0,0260 -0,0212 -0,0210
4,00 -0,0014 0,0230 -0,0152 -0,0200
4,20 -0,0039 0,0192 -0,0104 -0,0185
4,40 -0,0056 0,0156 -0,0065 -0,0168
4,60 -0,0066 0,0125 -0,0035 -0,0148
4,80 -0,0071 0,0097 -0,0012 -0,0129
5,00 -0,0071 0,0073 0,0005 -0,0109
5,20 -0,0069 0,0053 0,0017 -0,0091
5,40 -0,0065 0,0037 0,0025 -0,0075
5,60 -0,0059 0,0023 0,0030 -0,0060
5,80 -0,0053 0,0012 0,0033 -0,0047
6,00 -0,0046 0,0004 0,0033 -0,0036
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E= 2px/; > 6 icin ise agagida verilen asimptotik bagintilar kullanilabilir.

v (8); \/Zngef COS(%—% (2.2.3.10)
B b
W, (8); J_ef sm(——— (2.2.3.11)
v, (8); \/z 2 sm( (2.2.3.12)
v,(6); —\/z& e_% cos(%%) (2.2.3.13)
T

1 5 &
ev? cos(—=+ (2.2.3.14)

1

(E) - & gin(-o . T

V5 (8); 2n§e sm(\ﬁ+8 (2.2.3.15)
ev. 2 Ha &

ws(8); — " e sm(\/E 2 (2.2.3.16)
e |2 5 E =

v, (&) ; - e COS(\/E 3 (2.2.3.17)
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3. SAYISAL ORNEKLER

3.1 Eksenine ve orta Kesitine gore ¢izgisel simetrik yiiklii silindirik kabuk

5 kKN/m 5 kN/m
: |
T y 2
s 1 ox
1
T 7

b
f—— m ——f  f—4m—
(a) (b)

Sekil 3.1.1 (Halka yiikle yiiklii silindirik kabuk)

Silindirik kabuk Sekil 3.1.1a ve Sekil 3.1.1b de gorildigi sekilde 5 KN/m
siddetinde silindir eksenine gore simetrik halka yiikle yiiklenmistir. Kabuk boyu

| =6 m, kabuk kalinligit h=0,4 m, silindir yarigapt a =2 mdir. Kabuk malzemesi
BS20 kalitesinde beton kabul edilerek elastisite modiilii E=28,5 GPa ve poisson
orant v =0,2olarak alinacaktir. Bu degerler kullanilarak kabukta olusacak ¢okme,

egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri, kesin ¢ézliim ve sonlu farklar yontemi

kullanilarak asagida elde edilmistir.

a) Kesin ¢oziim

Kesin ¢oziim i¢in Oncelikle kabugun egilme davranisinin belirlenmesi gerekir.
Bolim 2.2 de anlatildigi sekilde kabugun uzun veya kisa kabuk olusuna gore,

kabugun mesnetlenme seklinin egilme davranisindaki etkisi degismektedir.

Eh’ i
D=—=158310° kN.m
12(1—v?)
4 Eh -4 1
= =4,494 m =1,456 m
b 4a’D b
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2n/B=4,31 m<| =6 moldugundan kabuk uzun kabuktur ve mesnetlenme seklinin

egilme davranisina etkisi ihmal edilebilir. Bu durumda ¢6kme egrisi i¢in (2.2.1.3)
denklemi, egilme momenti ve kesme kuvveti igin ise (2.1.5) denklemleri

kullanilabilir.

®= Pe ™ (sinBx + cosPBx)
8p°D

_P _P i
M, = m v(BX) m e " (cosPx —sin Bx)

__P __ P
Q. = 5 0(Bx) 5 e " cosBx

Bu denklemlerde x degeri yiikiin uygulandigi kesitle ¢okmenin olustugu kesit

arasindaki uzakliktir. 3, D ve P degerleri formiillerde yerlerine konursa 0,2 m aralikla

elde edilecek degerler Tablo 3.1.1 de gosterilmistir.

Tablo 3.1.1 (Kesin ¢oziimle elde edilen degerler)
® M Q,

X X
(m) (10°°-m) (kN.m/m) (KN/m)
0,0 1,2791 0,8585 -2,5000
0,2 1,1902 0,4304 -1,7898
0,4 0,9897 0,1367 -1,1662
0,6 0,7522 -0,0446 -0,6701
0,8 0,5242 -0,1403 -0,3080
1,0 0,3305 -0,1759 -0,0668
1,2 0,1803 -0,1735 0,0765
1,4 0,0736 -0,1502 0,1468
1,6 0,0047 -0,1181 0,1674
1,8 -0,0344 -0,0852 0,1578
2,0 -0,0519 -0,0561 0,1324
2,2 -0,0551 -0,0327 0,1014
24 -0,0499 -0,0155 0,0712
2,6 -0,0406 -0,0039 0,0454
2,8 -0,0303 0,0031 0,0252
3,0 -0,0207 0,0066 0,0107
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b) Sonlu farklar yontemiyle ¢6ziim

Problem sabit kalinlikli silindirik kabugun simetrik deformasyonunu tanimlayan

(2.1.13) diferansiyel denklemi kullanilarak ¢oziilebilir.

d‘o Z
— +4p% ==
dx* b D

Diferansiyel denklem 4. tiirev igin (1.2.4.20) formiilii kullanilarak asagida verilen
sekilde yazilabilir.

1 Z
w (0, — 4o, , +60; — 4wy, +o;,,) + 4B4(0i = B

Sistemde yayili yiik olmadigindan Z, =0dur. Bu durumda

Ax=0,2mve B*=4,494 m” igin yazilacak denklemlerin formu asagida verilen

sekilde olacaktir.

6250, — 25000, , +3767,976, — 25000, , + 6250, =0 (3.1.1)
2,5 kN/m | 7
&
0,2m ?
[
5
— o % o e — — > — o—-of)-lsq"r;i-o—-o
W, O, W, ®, W3 Oy ;E W5 O
7
o
1 [
| 7
2,5 kN/m =

Sekil 3.1.2 (Kabuk iizerinde olusturulan sonlu fark ag1)

Yiikleme ve geometri orta kesite gore simetrik oldugundan kabuk ¢okme egrisi de
orta kesite gore simetrik olacaktir. Bu durumda sistem Sekil 3.1.2 de goriildiigi gibi

ikiye boliinlip ¢oziim yapilabilir. AXx=0,2 m olduguna gore orta kesitten ankastre
uca kadar yazilacak 16 esitlik sonucunda denklemlere girecek bilinmeyenler

® ,,....,0;; olmak lizere toplam 20 tanedir. Geriye kalan 4 denklem ise orta kesit ve

ankastre ugta yazilacak olan ikiser sinir kosuludur. Cokme egrisi orta kesite gore
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simetrik oldugundan ve orta kesitteki kesme kuvveti —2,5 kN/moldugundan bu

kesitte yazilacak sinir kosullari agagida verilen sekilde olacaktir.

dol - _ D=8 5w, =0 (3.1.2)
dX 1 1
x=0
_D(ds_co =_D(—0372+2c071—2c01+032):_2 5
3 3 !
x| 2(A%)
—w_, +20_, — 20, +®, = 2,52685 10 (3.1.3)

Ankastre ucta ise ¢okme ve donme olmayacagindan simir kosullart i¢in asagidaki

esitlikler yazilabilir.

o, ,=0 = m;=0 (3.1.4)
dol g D= _g oy e, =0 (3.1.5)
dx|,_s 2AX

Once orta kesitteki simir kosullarindan elde edilen (3.1.2) ve (3.1.3) denklemleri,

sonra diferansiyel denklemin sonlu farklar seklinde yazilmasiyla elde edilen o,
noktasindan ®,; noktasina kadar yazilacak (3.1.1) denklemi, son olarak ankastre

uctaki smir kosullarindan elde edilen (3.1.4) ve (3.1.5) denklemleri sonucunda
asagidaki 20 bilinmeyenli 20 denklemli lineer denklem sistemi elde edilir.

o -1 0 1 0 . 0 fo,] [ 0
-1 2 0 -2 1 0 0 ||o,| |252685107
625 -2500 3767,976 2500 625 0 0 || o 0
0 625  -2500 3767,976 -2500 625 0 0 || o 0
0 625 -2500 3767,976 2500 625 0 || o,
0 625 2500 3767,976 -2500 625 || o,
: : : . . 0 1 0 0 || o .
| O . : : : 0 -1 0 1 0 Jlog| | 0

Cokme degerleri bilinen ve sadece x degiskenine bagli olan bir sistemdeki egilme

momenti ve kesme kuvveti degerleri asagidaki formiillerle hesaplanabilir.

d’®
M, =-D(—— 3.1.6
x (dxz) (3.1.6)
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Q, = —D((F‘—? (3.12.7)
dx

(3.1.6) ve (3.1.7) formiilleri ®, noktasinda sonlu farklar seklinde yazilirsa asagidaki
denklemler elde edilir.

- 20, + ®

Mx- — _D((’Oi—l -
' (AX)

EN (3.1.8)

Q = —D(_m"z +20, , —20,,+®

. AR “2) (3.1.9)

Bu denklem sisteminin ¢oziimii sonucunda elde edilen ¢okme degerleri ve bu
degerlerin sirasiyla (3.1.8) ve (3.1.7) formiillerinde kullanilmasi sonucu elde edilen

egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri Tablo 3.1.2 de gosterilmistir.

Tablo 3.1.2 (Sonlu farklar yontemiyle elde edilen degerler)

X ® Mx Qx

(m) (10°°-m) (kN.m/m) (KN/m)

0,7346

1,1980
0,0 1,3041 0,8398 -2,5000
0,2 1,1980 0,4140 -1,7880
0,4 0,9873 0,1246 -1,1662
0,6 0,7451 -0,0525 -0,6732
0,8 0,5162 -0,1447 -0,3143
1,0 0,3238 -0,1782 -0,0753
1,2 0,1764 -0,1748 0,0671
14 0,0732 -0,1513 0,1381
1,6 0,0083 -0,1196 0,1613
1,8 -0,0264 -0,0868 0,1561
2,0 -0,0392 -0,0571 0,1375
2,2 -0,0376 -0,0318 0,1156
2,4 -0,0279 -0,0109 0,0969
2,6 -0,0155 0,0069 0,0846
2,8 -0,0049 0,0230 0,0788
3,0 0,0000 0,0385 0,0774

-0,0049

-0,0233
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3.2 Ortasindan belli bir bolgede eksenine gore simetrik yiiklii silindirik kabuk

5 kPa 5 kPa

N erteeeeee \
ot 2z — 4 —

Sekil 3.2.1 (Ortasindan belli bir bolgede simetrik yiiklii silindirik kabuk)

Sekil 3.2.1 deki sistemin g=5kPa, h=0,3m, a=2m, E=285GPa, v=0,2
degerleri i¢in ¢okme, egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri 0,05 maralikla

kesin ¢6zlim ve sonlu farklar yontemi kullanilarak elde edilmistir.

a) Kesin ¢oziim

Kesin ¢oziim i¢in Oncelikle bir 6nceki problemde oldugu gibi kabugun egilme

davranigin belirleyecek olan uzun veya kisa kabuk olma durumu incelenmelidir.

Eh®
D=———-=66796,875 kN.m
12(1-v9)
4 Eh -4 -1
= =8m =1,682 m
P 4a’°D B

Uzun kabuk durumu i¢in 7t/ degerinin yiik ile mesnet arasindaki en kisa mesafeden
kiiglik olmasi gerekir. ©/p=1,868<2 oldugundan kabuk uzun kabuktur. Bu
durumda ¢6ziim i¢in (2.2.1.8) denklemi kullanilabilir.

Sekil 3.2.2 den de goriilebilecegi gibi orta kesit x ekseninin baglangi¢ noktasi

secilirse halka yiik ¢oziimii ve siiperpozisyon ilkesi kullanilarak yiikiin uygulandig:

bolge icindeki herhangi bir kesitteki ¢okme miktar1 asagidaki sekilde hesaplanabilir.
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TS?S S e Bé(cosB&ernBc:)Jr_[x qds e (cosBE +sinBE)

Sekil 3.2.2 (Yiikiin uygulandig1 bolgede integrasyon sinirlari)

[e" P (cospx cosp —sinPxsinp)

-~
e® P (cos Bx cos B +sin Bxsin f) — 2]

Benzer sekilde halka yiik durumu i¢in ¢ikarilmis egilme momenti ve kesme kuvveti
ifadeleri yiikiin uygulandigr bolgede siiperpozisyonu asagida verilen sekilde

X+1

olacaktir.
- J' qds & e P (cosBE —sinBE) + I 4% & e (cos g —sinBE)

M, :4—[32[e DB (sin Bx cos P + cosPxsin B)
+eP(cosBxsin B —sin px cosP)]
Tq Se B“=cos[3§+j ads - P cosBg

[e" ™™ (cos Bx cos P —sin Bxsin B —sin Bx cosP —cosPxsinP)
+e%P(—cosBx cos P —sin Bxsin B+ cosPxsin B —sin Bx cosp)]

Q=
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Sekil 3.2.3 (Yiikiin uygulandig1 bolge disinda integrasyon sinirlari)

Yikiin uygulandigr bolge disinda ise ¢okme, egilme momenti ve kesme kuvveti

degerleri agagidaki integrallerle bulunabilir. (Sekil 3.2.3)

_X+l Qda _Bi .
co—xfl—8B3De (cosPBE+sinBE)

_ D raadp i i
0)_8B4D[e (—cospxcosP+sinBxsinp)

+e P (cos Bx cos B +sin Bxsin )]

X+1

M, = le% e P5(cosBE —sinBE)

M, = —Ar—gz[e(”l)B (sin Bx cos P —cosBxsinB)

+e P (—cosBxsin B +sin px cosf)]
X+1

Q. =- [ TEecospe

Q, = —4—?3[e“x+1)ﬁ(—cos[3x cos B +sin Bxsin B +sin Px cosP + cos Px sin B)

+e PP (cosBx cos P +sin Bxsin B+ cosPxsin B —sin Bx cosp)]

Bu formiiller kullanilarak 0,05 m aralikla elde edilen ¢okme, egilme momenti ve

kesme kuvveti degerleri Tablo 3.2.1 de gosterilmistir.
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Tablo 3.2.1 (Kesin ¢6ziimle elde edilen degerler)

X Y I\/Ix Qx
(m) (10°%-m) (kN.m/m) (KN/m)
0,00 2,3863 0,1633 0,0000
0,05 2,3832 0,1635 0,0051
0,10 2,3741 0,1638 0,0094
0,15 2,3587 0,1644 0,0125
0,20 2,3373 0,1651 0,0137
0,25 2,3096 0,1657 0,0122
0,30 2,2758 0,1662 0,0074
0,35 2,2357 0,1664 -0,0014
0,40 2,1895 0,1660 -0,0147
0,45 2,1370 0,1648 -0,0334
0,50 2,0783 0,1626 -0,0579
0,55 2,0135 0,1589 -0,0891
0,60 1,9429 0,1535 -0,1276
0,65 1,8664 0,1460 -0,1738
0,70 1,7845 0,1360 -0,2286
0,75 1,6976 0,1230 -0,2924
0,80 1,6060 0,1066 -0,3657
0,85 1,5105 0,0863 -0,4491
0,90 1,4117 0,0615 -0,5428
0,95 1,3107 0,0318 -0,6473
1,00 1,2085 -0,0034 -0,7626
1,05 1,1064 -0,0353 -0,6388
1,10 1,0057 -0,0647 -0,5259
1,15 0,9075 -0,0887 -0,4237
1,20 0,8128 -0,1078 -0,3317
1,25 0,7221 -0,1225 -0,2497
1,30 0,6361 -0,1334 -0,1771
1,35 0,5551 -0,1409 -0,1135
1,40 0,4794 -0,1454 -0,0582
1,45 0,4093 -0,1473 -0,0108
1,50 0,3446 -0,1469 0,0295
1,55 0,2855 -0,1448 0,0631
1,60 0,2318 -0,1410 0,0907
1,65 0,1834 -0,1361 0,1129
1,70 0,1402 -0,1301 0,1302
1,75 0,1018 -0,1233 0,1431
1,80 0,0680 -0,1160 0,1521
1,85 0,0386 -0,1083 0,1577
1,90 0,0132 -0,1004 0,1605
1,95 -0,0084 -0,0925 0,1607
2,00 -0,0266 -0,0845 0,1588
2,05 -0,0416 -0,0767 0,1551
2,10 -0,0537 -0,0691 0,1500
2,15 -0,0633 -0,0617 0,1437
2,20 -0,0706 -0,0548 0,1366
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2,25 -0,0758 -0,0481 0,1287
2,30 -0,0792 -0,0419 0,1204
2,35 -0,0811 -0,0361 0,1118
2,40 -0,0816 -0,0307 0,1031
2,45 -0,0810 -0,0258 0,0944
2,50 -0,0794 -0,0213 0,0858
2,55 -0,0770 -0,0172 0,0775
2,60 -0,0740 -0,0135 0,0694
2,65 -0,0705 -0,0102 0,0617
2,70 -0,0667 -0,0073 0,0543
2,75 -0,0625 -0,0047 0,0474
2,80 -0,0582 -0,0025 0,0410
2,85 -0,0538 -0,0006 0,0350
2,90 -0,0494 0,0010 0,0295
2,95 -0,0450 0,0024 0,0244
3,00 -0,0407 0,0035 0,0198

b) Sonlu farklar yontemiyle ¢6ziim

Problem 1 de anlatildig: sekilde (2.1.13) diferansiyel denklemi sonlu farklar seklinde
yazilp Ax=0,05m, B*=8m* ve D=66796 kN.mdegerleri yerlerine konursa

elde edilecek denklemlerin formu asagida verilen sekilde olacaktir.

1600000, , — 6400000, , +9600320,

— 6400000,

i+l

+1600000,,,

y4

~ 66796,875

X swea

NN EEEEEE

O, O,

A o

— 1 —

rllVlj
———

0,05m
_.1 -
Mgy
—— — - oo
M5g  Wgq Mgy Dg;

rra ;llhj’lj

Sekil 3.2.4 (Kabuk iizerinde olusturulan sonlu fark ag1)
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Yiikleme ve geometri simetrik oldugundan sistem Sekil 3.2.2 de goriildigi gibi ikiye
boliinerek ¢oziilebilir. Orta kesitte egim ve kesme kuvveti sifir olacaktir. Bu durumda

sinir kosullari i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir.

do O -,

o =0 = A =0 = o,-0,=0 (3.2.2)
X x=0
_D(ds_co _ D2 +2c0_1—2¢01+032) _o
3 3
dx*’| 2(AX)
-, +20 ,—20,+®, =0 (3.2.3)
2 1 1 2

Mafsalli ugta ise ¢okme ve egilme momenti olmayacagindan sinir kosullar1 asagida

verilen sekilde olacaktir.

o, ;=0 = w, =0 (3.2.4)

d’o gy — 205y + O

rv 0= = A 0 =0 = 05— 204 +n, =0 (3.2.5)
X x=3 ( X)

Once orta kesitteki sinir kosullarindan elde edilen (3.2.2) ve (3.2.2) denklemleri,
sonra diferansiyel denklemin sonlu farklar seklinde yazilmasiyla elde edilen w,
noktasindan ,, noktasina kadar yazilacak (3.2.1) denklemi, son olarak mafsalli

ugtaki sinir kosullarindan elde edilen (3.2.4) ve (3.2.5) denklemleri sonucunda

asagidaki 65 bilinmeyenli 65 denklemli lineer denklem sistemi elde edilir. (3.2.1)

yazilirkken  @,,...,»,, noktalarmda Z,/D=5/66796,875=7,48538 10®°  diger

noktalarda Z, /D =0 olacaktir.

[0 -1 0 1 0 . 0 Jfo,] 0
-1 2 0 -2 1 0 0 ||o, 0
160000 —-640000 960032 —640000 160000 0 . 0 ||o | |7.10°

0 160000 -640000 960032 —640000 160000 0 0 || o | |7.10°

160000 640000 960032 —640000 160000 0 || .

0 160000 -640000 960032 -640000 160000 || e,
: : : : 0 0 1 0 0 | o :
| o : : : 0 0 1 -2 1 0 Jlog| | 0 |
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Bu denklem sisteminin ¢6ziimii Sonucunda elde edilen ¢cokme degerleri ve bu ¢okme
degerlerinin (3.1.6) ve (3.1.7) formiillerinde kullanilmasi sonucu elde edilen egilme

momenti ve kesme kuvveti degerleri Tablo 3.2.2 de gosterilmistir.

Tablo 3.2.2 (Sonlu farklar yontemiyle elde edilen degerler)

X © Mx Qx
(m) (10°°-m) (kN.m/m) (KN/m)
0,00 2,4033 0,1558 0,0000
0,05 2,4004 0,1560 0,0067
0,10 2,3916 0,1565 0,0128
0,15 2,3770 0,1573 0,0176
0,20 2,3565 0,1583 0,0205
0,25 2,3301 0,1593 0,0210
0,30 2,2977 0,1604 0,0183
0,35 2,2593 0,1612 0,0118
0,40 2,2149 0,1615 0,0009
0,45 2,1645 0,1613 -0,0151
0,50 2,1080 0,1600 -0,0368
0,55 2,0455 0,1576 -0,0648
0,60 19771 0,1536 -0,0999
0,65 1,9029 0,1476 -0,1425
0,70 1,8233 0,1393 -0,1934
0,75 1,7384 0,1282 -0,2531
0,80 1,6487 0,1140 -0,3221
0,85 1,5548 0,0960 -0,4009
0,90 1,4573 0,0739 -0,4899
0,95 1,3570 0,0470 -0,5895
1,00 1,2549 0,0149 -0,7000
1,05 1,1523 -0,0229 -0,6963
1,10 1,0505 -0,0547 -0,5786
1,15 0,9508 -0,0808 -0,4717
1,20 0,8541 -0,1019 -0,3752
1,25 0,7613 -0,1183 -0,2889
1,30 0,6728 -0,1307 -0,2123
1,35 0,5893 -0,1396 -0,1448
1,40 0,5109 -0,1452 -0,0860
1,45 0,4380 -0,1482 -0,0353
1,50 0,3707 -0,1488 0,0079
1,55 0,3089 -0,1474 0,0442
1,60 0,2526 -0,1443 0,0742
1,65 0,2018 -0,1400 0,0985
1,70 0,1562 -0,1345 0,1176
1,75 0,1156 -0,1282 0,1321
1,80 0,0798 -0,1213 0,1426
1,85 0,0485 -0,1139 0,1494
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1,90 0,0215 -0,1063 0,1532
1,95 -0,0015 -0,0986 0,1542
2,00 -0,0208 -0,0909 0,1531
2,05 -0,0367 -0,0833 0,1500
2,10 -0,0495 -0,0759 0,1454
2,15 -0,0595 -0,0688 0,1395
2,20 -0,0669 -0,0620 0,1328
2,25 -0,0719 -0,0555 0,1254
2,30 -0,0749 -0,0494 0,1175
2,35 -0,0761 -0,0437 0,1095
2,40 -0,0756 -0,0385 0,1014
2,45 -0,0736 -0,0336 0,0934
2,50 -0,0704 -0,0291 0,0857
2,55 -0,0662 -0,0250 0,0784
2,60 -0,0609 -0,0213 0,0716
2,65 -0,0549 -0,0179 0,0654
2,70 -0,0482 -0,0148 0,0599
2,75 -0,0410 -0,0119 0,0551
2,80 -0,0333 -0,0092 0,0512
2,85 -0,0253 -0,0068 0,0480
2,90 -0,0170 -0,0044 0,0458
2,95 -0,0085 -0,0022 0,0444
3,00 0,0000 0,0000 0,0439

3.3 Eksenine gore simetrik sabit i¢ basing altindaki silindirik kabuk

T
L7 ¢
Neant

k— 5m —f f—— 10m ——
@) (b)

/" 20kpa

Sekil 3.3.1 (Eksenine gore simetrik sabit i¢ basing altindaki silindirik kabuk)

Sekil 3.3.1 deki sistemin Z=20kPa, h=0,25m, a=5m, E=2x10° GPa,

v=0,3 degerleri icin ¢dkme, egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri
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0,2 maralikla kesin ¢oziim ve sonlu farklar yontemi kullanilarak asagida elde

edilmistir.

a) Kesin ¢oziim

Sekil 3.5 deki sistem igin yiikleme simetrik olsa da geometri simetrik olmadigindan
ve kabuk yayil1 yiikle tam olarak dolu oldugundan Problem 1 ve Problem 2 deki gibi
mesnetlenme seklinin egilme davranisina etkisinin ihmal edildigi uzun kabuk
durumundan bahsedilemez. Bu durumda kesin ¢6ziim i¢in eksenine goére simetrik
olarak yiiklenmis sabit kalinlikli silindirik kabugun deformasyonunu tanimlayan

diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii olan (2.1.14) denkleminin kullanilmasi gerekir.

o =e™(C, cospx+C,sinBx) +e ™ (C, cospx +C, sin Bx) +f(x) (3.3.1)

Burada f(x) (2.1.13) diferansiyel denkleminin 6zel ¢oziimidiir ve yiikiin sabit

olmast durumunda f(x) icin asagida verilen esitlik yazilabilir.

y4

f00 = 48°D

(3.3.2)

......

Eh®
D=———=286172 kN.m
12(1-v?)
4 Eh -4 -1
B'=-—==174720 m B=1,14971 m
4a°D

Bu degerler (3.3.2) denkleminde yerlerine konursa

f(x) =—1x10°m
olarak elde edilir. Boylece (3.3.1) genel ¢coziimiindeki integrasyon sabitleri hari¢ tiim
bliytikliikler elde edilmistir.

o =e"*"™(C, c0s1,14971x + C, sin1,14971x)

(3.3.3)
+e7M™(C, c0s1,14971x + C, sin1,14971x) —1x10°
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C,...,C, integrasyon sabitleri ise kabugun iki ucunda yazilacak sinir kosullarindan
elde edilecektir. Kabugun sol ucu sabit mafsalli oldugundan buradaki ¢okme ve
moment sifirdir. Bu durumda sol ug igin yazilacak sinir kosullar1 asagida verilen

sekilde olacaktir.

o, =0 (3.3.4)
2
—D(d—(f -0 (3.3.4b)
dx o

(3.3.3) genel ¢oziimii (3.3.4a) ve ( 3.3.4b) siir kosullarinda yerlerine konursa

strastyla asagidaki denklemler elde edilir.

C,+C,—1x10° =0 (3.3.5a)
2,64367C, —2,64367C, =0 (3.3.5h)

Sag ug ise bos u¢ oldugundan egilme momenti ve kesme kuvveti sifir olacagindan

burada yazilacak siir kosullar1 i¢in ise asagidaki esitlikler yazilabilir.

2
_D(d_c;)) =0 (3.3.6a)
dx*7|
3
_D(d_";) _0 (3.3.6h)
ax*’|

(3.3.3) genel ¢6ziimii (3.3.6a) ve (3.3.6b) sinir kosullarinda yerine konursa asagidaki

denklemler elde edilir.

422,60788C, +713,67103C,

3.3.7a
—4,29349 10‘3’03 ~7,25055 10°C, =0 ( )

—334,63822C, +1306,39123C,

, \ (3.3.7b)
+1,32723 10°C, +3,39976 10°C, =0

(3.3.58), (3.3.5b), (3.3.7a) ve (3.3.7b) denklemlerinin olusturdugu denklem
sisteminin ¢6zliimii sonucunda C,,C,,C,,C, integrasyon sabitleri asagida verilen

sekilde elde edilir.
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C,=1,90674x10", C, =-5,27509x10™, C, =9,99981x10°, C, =-5,27509x10™"

Integrasyon sabitlerinin sayisal degerleri de (3.3.3) denkleminde yerlerine konursa

¢okme egrisinin denklemi

o = "™ (1,90674407592051 10™ cos1,14971x
—5,27509199747257 10 sin1,14971x)
+e71%9™%(9,09980932559241 10° cos1,14971x
—5,27509199747257 10™ sin1,14971x) -1 10°

(3.3.8)

olarak elde edilir. Kabugun herhangi bir kesitindeki egilme momenti ve kesme

kuvveti agagidaki bagintilar kullanilarak bulunabilir.

d’®
M, =-D(— 3.3.9
x (dxg ( )
d*w
Q, =-DE2 (3.3.10)
dx

(3.3.8) denklemi (3.3.9) ve (3.3.10) bagmtilarinda yerlerine konursa egilme momenti

ve kesme kuvveti fonksiyonlar1 asagida verilen sekilde elde edilir.

M =e"*"(3,99083741067445 10° cos1,14971x
+1,44253514335131 10 sin1,14971x)

(3.3.11)
+e 147X (-3,99083741067443 10° c0s1,14971x
—7,56529235420086 sin1,14971x)
Q, =e"*"™(2,11732764760509 10 cos1,14971x
4
+1,19966651171979 10 sin1,14971x) (33.12)

+e 17 (-8,69784638949148 c0s1,14971x
+8,69793815560507 sin1,14971x)

(3.3.8), (3.3.11) ve (3.3.12) denklemleri kullanilarak 0,2 maralikla elde edilen

degerler Tablo 3.3.1 de gdsterilmistir.
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Tablo 3.3.1 ( Kesin ¢oziimle elde edilen degerler)

X Y Ile Qx
(m) (10°%-m) (kN.m/m) (KN/m)
0,0 0,0000 0,0000 -8,6976
0,2 -2,2633 -1,3700 -5,1537
0,4 -4,3423 -2,1198 -2,4832
0,6 -6,1303 -2,4151 -0,5883
0,8 -7,5843 -2,3985 0,6574
1,0 -8,7053 -2,1864 1,3888
1,2 -9,5220 -1,8687 1,7339
1,4 -10,0779 -1,5110 1,8060
1,6 -10,4225 -1,1581 1,6997
1,8 -10,6049 -0,8380 1,4896
2,0 -10,6696 -0,5654 1,2315
2,2 -10,6546 -0,3459 0,9645
2,4 -10,5907 -0,1785 0,7142
2,6 -10,5013 -0,0581 0,4953
2,8 -10,4033 0,0222 0,3143
3,0 -10,3080 0,0702 0,1722
3,2 -10,2223 0,0935 0,0666
3,4 -10,1494 0,0989 -0,0073
3,6 -10,0902 0,0923 -0,0548
3,8 -10,0438 0,0784 -0,0812
4,0 -10,0083 0,0610 -0,0913
42 -9,9814 0,0427 -0,0890
4.4 -9,9604 0,0260 -0,0772
4.6 -9,9431 0,0124 -0,0578
48 -9,9276 0,0033 -0,0319
5,0 -9,9127 0,0000 0,0000

b) Sonlu farklar yontemiyle ¢6ziim

r.rx.r.r.r.

Q0
— o— ¢

W, ® 1

rl.r -

0,2m

i —-

Wz My

Sekil 3.3.2 (Kabuk {izerinde olusturulan sonlu fark agi)
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Daha 6nceki problemlerde oldugu gibi (2.1.13) diferansiyel denklemi sonlu farklar
seklinde yazilip Ax=0,2 m, B*=174720 m*, Z, =-20 kPa ve D=286172 kN.m

degerleri yerlerine konursa asagidaki esitlikler elde edilir.

6250, , — 25000, , + 3757w, — 25000, , +625m.,, =—6,98880 10°  (3.3.13)

i+1

Ax =0,2 m igin sistemdeki bilinmeyenler Sekil 3.3.2 de goriildiigii sekilde olacaktir.

Sabit mesnetli ug i¢in (3.3.4a) ve (3.3.4b) smir kosullar1 sonlu farklar seklinde
yazilirsa agsagidaki esitlikler elde edilir.

03|X:0 =0 = o,=0 (3.3.14a)
2 _
_D(d_(’zJ =0 :—D(W) =0 = o, -20,+0, =0 (3.3.14b)
dx*’| (Ax)

Bos u¢ i¢in ise (3.3.6a) ve (3.3.6b) sinir kosullar1 sonlu farklar seklinde yazilirsa
asagidaki esitlikler elde edilir.

d’® ®,, — 20, +®
DGR =0 = PTETEEC0 = 0, 20,10, =0 (33159
_D(d3(0 0 —Wp5 + 20y, — 20y + Oy 0
3 3
x| . 2(Ax) (3.3.15b)

= — Wy, +20,, 20, +®,, =0

Once (3.3.14a) ve (3.3.14b) denklemleri sonra ®, noktasindan o, noktasina kadar

yazilacak olan (3.3.13) denklemi son olarak (3.3.15a) ve (3.3.15b) denklemleri

strastyla yazilirsa asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.

[ o 0 1 0 0 0 fo,] [ 0
0 1 -2 1 0 0 0 ||, 0

625 -2500 3757 -2500 625 0 0 || o, | |-6,9888010°
0 625 -2500 3757 -2500 625 0 0 || » | |-6,9888010°

0 625 -2500 3757 2500 625 O || :

0 625 -2500 3757 -2500 625|| o, | |—6,98880 10°
: : : : 0 1 -2 10 | o 0
Lo . : : : -1 2 0 2 1o, | o0
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Bu denklem sisteminin ¢0ziimii sonucunda elde edilen ¢okme degerleri ve bu
degerlerin sirasiyla (3.1.6) ve (3.1.7) formiillerinde kullanilmasi sonucu elde edilen

egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri Tablo 3.3.2 de gdsterilmistir.

Tablo 3.3.2 (Sonlu farklar yontemiyle elde edilen sonuglar)

X Y Mx Qx

(m) (10°°-m) (kN.m/m) (kN /m)

4,2307

2,2664
0,0 0,0000 0,0000 -8,8099
0,2 -2,2664 -1,3620 -5,2638
0,4 -4,3425 -2,1055 -2,5877
0,6 -6,1243 -2,3971 -0,6844
0,8 -7,5710 -2,3793 0,5722
1,0 -8,6851 -2,1682 1,3159
1,2 -9,4962 -1,8529 1,6738
1,4 -10,0483 -1,4986 1,7587
1,6 -10,3909 -1,1495 1,6643
1,8 -10,5729 -0,8329 1,4649
2,0 -10,6384 -0,5635 1,2159
2,2 -10,6252 -0,3465 0,9564
2,4 -10,5635 -0,1809 0,7119
2,6 -10,4765 -0,0618 0,4972
2,8 -10,3809 0,0180 0,3191
3,0 -10,2879 0,0659 0,1788
3,2 -10,2040 0,0895 0,0739
3,4 -10,1326 0,0954 0,0001
3,6 -10,0746 0,0895 -0,0478
3,8 -10,0291 0,0763 -0,0749
4,0 -9,9942 0,0595 -0,0860
4,2 -9,9677 0,0419 -0,0847
4.4 -9,9470 0,0256 -0,0740
4.6 -9,9299 0,0123 -0,0557
4,8 -9,9145 0,0034 -0,0309
5,0 -9,8996 0,0000 0,0000

-9,8847

-9,8703
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3. SAYISAL ORNEKLER

3.1 Eksenine ve orta Kesitine gore ¢izgisel simetrik yiiklii silindirik kabuk

5 kKN/m 5 kN/m
: |
T y 2
s 1 ox
1
T 7

b
f—— m ——f  f—4m—
(a) (b)

Sekil 3.1.1 (Halka yiikle yiiklii silindirik kabuk)

Silindirik kabuk Sekil 3.1.1a ve Sekil 3.1.1b de gorildigi sekilde 5 KN/m
siddetinde silindir eksenine gore simetrik halka yiikle yiiklenmistir. Kabuk boyu

| =6 m, kabuk kalinligit h=0,4 m, silindir yarigapt a =2 mdir. Kabuk malzemesi
BS20 kalitesinde beton kabul edilerek elastisite modiilii E=28,5 GPa ve poisson
orant v =0,2olarak alinacaktir. Bu degerler kullanilarak kabukta olusacak ¢okme,

egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri, kesin ¢ézliim ve sonlu farklar yontemi

kullanilarak asagida elde edilmistir.

a) Kesin ¢oziim

Kesin ¢oziim i¢in Oncelikle kabugun egilme davranisinin belirlenmesi gerekir.
Bolim 2.2 de anlatildigi sekilde kabugun uzun veya kisa kabuk olusuna gore,

kabugun mesnetlenme seklinin egilme davranisindaki etkisi degismektedir.

Eh’ i
D=—=158310° kN.m
12(1—v?)
4 Eh -4 1
= =4,494 m =1,456 m
b 4a’D b
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2n/B=4,31 m<| =6 moldugundan kabuk uzun kabuktur ve mesnetlenme seklinin

egilme davranisina etkisi ihmal edilebilir. Bu durumda ¢6kme egrisi i¢in (2.2.1.3)
denklemi, egilme momenti ve kesme kuvveti igin ise (2.1.5) denklemleri

kullanilabilir.

®= Pe ™ (sinBx + cosPBx)
8p°D

_P _P i
M, = m v(BX) m e " (cosPx —sin Bx)

__P __ P
Q. = 5 0(Bx) 5 e " cosBx

Bu denklemlerde x degeri yiikiin uygulandigi kesitle ¢okmenin olustugu kesit

arasindaki uzakliktir. 3, D ve P degerleri formiillerde yerlerine konursa 0,2 m aralikla

elde edilecek degerler Tablo 3.1.1 de gosterilmistir.

Tablo 3.1.1 (Kesin ¢oziimle elde edilen degerler)
® M Q,

X X
(m) (10°°-m) (kN.m/m) (KN/m)
0,0 1,2791 0,8585 -2,5000
0,2 1,1902 0,4304 -1,7898
0,4 0,9897 0,1367 -1,1662
0,6 0,7522 -0,0446 -0,6701
0,8 0,5242 -0,1403 -0,3080
1,0 0,3305 -0,1759 -0,0668
1,2 0,1803 -0,1735 0,0765
1,4 0,0736 -0,1502 0,1468
1,6 0,0047 -0,1181 0,1674
1,8 -0,0344 -0,0852 0,1578
2,0 -0,0519 -0,0561 0,1324
2,2 -0,0551 -0,0327 0,1014
24 -0,0499 -0,0155 0,0712
2,6 -0,0406 -0,0039 0,0454
2,8 -0,0303 0,0031 0,0252
3,0 -0,0207 0,0066 0,0107
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b) Sonlu farklar yontemiyle ¢6ziim

Problem sabit kalinlikli silindirik kabugun simetrik deformasyonunu tanimlayan

(2.1.13) diferansiyel denklemi kullanilarak ¢oziilebilir.

d‘o Z
— +4p% ==
dx* b D

Diferansiyel denklem 4. tiirev igin (1.2.4.20) formiilii kullanilarak asagida verilen
sekilde yazilabilir.

1 Z
w (0, — 4o, , +60; — 4wy, +o;,,) + 4B4(0i = B

Sistemde yayili yiik olmadigindan Z, =0dur. Bu durumda

Ax=0,2mve B*=4,494 m” igin yazilacak denklemlerin formu asagida verilen

sekilde olacaktir.

6250, — 25000, , +3767,976, — 25000, , + 6250, =0 (3.1.1)
2,5 kN/m | 7
&
0,2m ?
[
5
— o % o e — — > — o—-of)-lsq"r;i-o—-o
W, O, W, ®, W3 Oy ;E W5 O
7
o
1 [
| 7
2,5 kN/m =

Sekil 3.1.2 (Kabuk iizerinde olusturulan sonlu fark ag1)

Yiikleme ve geometri orta kesite gore simetrik oldugundan kabuk ¢okme egrisi de
orta kesite gore simetrik olacaktir. Bu durumda sistem Sekil 3.1.2 de goriildiigi gibi

ikiye boliinlip ¢oziim yapilabilir. AXx=0,2 m olduguna gore orta kesitten ankastre
uca kadar yazilacak 16 esitlik sonucunda denklemlere girecek bilinmeyenler

® ,,....,0;; olmak lizere toplam 20 tanedir. Geriye kalan 4 denklem ise orta kesit ve

ankastre ugta yazilacak olan ikiser sinir kosuludur. Cokme egrisi orta kesite gore

54



simetrik oldugundan ve orta kesitteki kesme kuvveti —2,5 kN/moldugundan bu

kesitte yazilacak sinir kosullari agagida verilen sekilde olacaktir.

dol - _ D=8 5w, =0 (3.1.2)
dX 1 1
x=0
_D(ds_co =_D(—0372+2c071—2c01+032):_2 5
3 3 !
x| 2(A%)
—w_, +20_, — 20, +®, = 2,52685 10 (3.1.3)

Ankastre ucta ise ¢okme ve donme olmayacagindan simir kosullart i¢in asagidaki

esitlikler yazilabilir.

o, ,=0 = m;=0 (3.1.4)
dol g D= _g oy e, =0 (3.1.5)
dx|,_s 2AX

Once orta kesitteki simir kosullarindan elde edilen (3.1.2) ve (3.1.3) denklemleri,

sonra diferansiyel denklemin sonlu farklar seklinde yazilmasiyla elde edilen o,
noktasindan ®,; noktasina kadar yazilacak (3.1.1) denklemi, son olarak ankastre

uctaki smir kosullarindan elde edilen (3.1.4) ve (3.1.5) denklemleri sonucunda
asagidaki 20 bilinmeyenli 20 denklemli lineer denklem sistemi elde edilir.

o -1 0 1 0 . 0 fo,] [ 0
-1 2 0 -2 1 0 0 ||o,| |252685107
625 -2500 3767,976 2500 625 0 0 || o 0
0 625  -2500 3767,976 -2500 625 0 0 || o 0
0 625 -2500 3767,976 2500 625 0 || o,
0 625 2500 3767,976 -2500 625 || o,
: : : . . 0 1 0 0 || o .
| O . : : : 0 -1 0 1 0 Jlog| | 0

Cokme degerleri bilinen ve sadece x degiskenine bagli olan bir sistemdeki egilme

momenti ve kesme kuvveti degerleri asagidaki formiillerle hesaplanabilir.

d’®
M, =-D(—— 3.1.6
x (dxz) (3.1.6)
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Q, = —D((F‘—? (3.12.7)
dx

(3.1.6) ve (3.1.7) formiilleri ®, noktasinda sonlu farklar seklinde yazilirsa asagidaki
denklemler elde edilir.

- 20, + ®

Mx- — _D((’Oi—l -
' (AX)

EN (3.1.8)

Q = —D(_m"z +20, , —20,,+®

. AR “2) (3.1.9)

Bu denklem sisteminin ¢oziimii sonucunda elde edilen ¢okme degerleri ve bu
degerlerin sirasiyla (3.1.8) ve (3.1.7) formiillerinde kullanilmasi sonucu elde edilen

egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri Tablo 3.1.2 de gosterilmistir.

Tablo 3.1.2 (Sonlu farklar yontemiyle elde edilen degerler)

X ® Mx Qx

(m) (10°°-m) (kN.m/m) (KN/m)

0,7346

1,1980
0,0 1,3041 0,8398 -2,5000
0,2 1,1980 0,4140 -1,7880
0,4 0,9873 0,1246 -1,1662
0,6 0,7451 -0,0525 -0,6732
0,8 0,5162 -0,1447 -0,3143
1,0 0,3238 -0,1782 -0,0753
1,2 0,1764 -0,1748 0,0671
14 0,0732 -0,1513 0,1381
1,6 0,0083 -0,1196 0,1613
1,8 -0,0264 -0,0868 0,1561
2,0 -0,0392 -0,0571 0,1375
2,2 -0,0376 -0,0318 0,1156
2,4 -0,0279 -0,0109 0,0969
2,6 -0,0155 0,0069 0,0846
2,8 -0,0049 0,0230 0,0788
3,0 0,0000 0,0385 0,0774

-0,0049

-0,0233
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3.2 Ortasindan belli bir bolgede eksenine gore simetrik yiiklii silindirik kabuk

5 kPa 5 kPa

N erteeeeee \
ot 2z — 4 —

Sekil 3.2.1 (Ortasindan belli bir bolgede simetrik yiiklii silindirik kabuk)

Sekil 3.2.1 deki sistemin g=5kPa, h=0,3m, a=2m, E=285GPa, v=0,2
degerleri i¢in ¢okme, egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri 0,05 maralikla

kesin ¢6zlim ve sonlu farklar yontemi kullanilarak elde edilmistir.

a) Kesin ¢oziim

Kesin ¢oziim i¢in Oncelikle bir 6nceki problemde oldugu gibi kabugun egilme

davranigin belirleyecek olan uzun veya kisa kabuk olma durumu incelenmelidir.

Eh®
D=———-=66796,875 kN.m
12(1-v9)
4 Eh -4 -1
= =8m =1,682 m
P 4a’°D B

Uzun kabuk durumu i¢in 7t/ degerinin yiik ile mesnet arasindaki en kisa mesafeden
kiiglik olmasi gerekir. ©/p=1,868<2 oldugundan kabuk uzun kabuktur. Bu
durumda ¢6ziim i¢in (2.2.1.8) denklemi kullanilabilir.

Sekil 3.2.2 den de goriilebilecegi gibi orta kesit x ekseninin baglangi¢ noktasi

secilirse halka yiik ¢oziimii ve siiperpozisyon ilkesi kullanilarak yiikiin uygulandig:

bolge icindeki herhangi bir kesitteki ¢okme miktar1 asagidaki sekilde hesaplanabilir.
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TS?S S e Bé(cosB&ernBc:)Jr_[x qds e (cosBE +sinBE)

Sekil 3.2.2 (Yiikiin uygulandig1 bolgede integrasyon sinirlari)

[e" P (cospx cosp —sinPxsinp)

-~
e® P (cos Bx cos B +sin Bxsin f) — 2]

Benzer sekilde halka yiik durumu i¢in ¢ikarilmis egilme momenti ve kesme kuvveti
ifadeleri yiikiin uygulandigr bolgede siiperpozisyonu asagida verilen sekilde

X+1

olacaktir.
- J' qds & e P (cosBE —sinBE) + I 4% & e (cos g —sinBE)

M, :4—[32[e DB (sin Bx cos P + cosPxsin B)
+eP(cosBxsin B —sin px cosP)]
Tq Se B“=cos[3§+j ads - P cosBg

[e" ™™ (cos Bx cos P —sin Bxsin B —sin Bx cosP —cosPxsinP)
+e%P(—cosBx cos P —sin Bxsin B+ cosPxsin B —sin Bx cosp)]

Q=
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Sekil 3.2.3 (Yiikiin uygulandig1 bolge disinda integrasyon sinirlari)

Yikiin uygulandigr bolge disinda ise ¢okme, egilme momenti ve kesme kuvveti

degerleri agagidaki integrallerle bulunabilir. (Sekil 3.2.3)

_X+l Qda _Bi .
co—xfl—8B3De (cosPBE+sinBE)

_ D raadp i i
0)_8B4D[e (—cospxcosP+sinBxsinp)

+e P (cos Bx cos B +sin Bxsin )]

X+1

M, = le% e P5(cosBE —sinBE)

M, = —Ar—gz[e(”l)B (sin Bx cos P —cosBxsinB)

+e P (—cosBxsin B +sin px cosf)]
X+1

Q. =- [ TEecospe

Q, = —4—?3[e“x+1)ﬁ(—cos[3x cos B +sin Bxsin B +sin Px cosP + cos Px sin B)

+e PP (cosBx cos P +sin Bxsin B+ cosPxsin B —sin Bx cosp)]

Bu formiiller kullanilarak 0,05 m aralikla elde edilen ¢okme, egilme momenti ve

kesme kuvveti degerleri Tablo 3.2.1 de gosterilmistir.
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Tablo 3.2.1 (Kesin ¢6ziimle elde edilen degerler)

X Y I\/Ix Qx
(m) (10°%-m) (kN.m/m) (KN/m)
0,00 2,3863 0,1633 0,0000
0,05 2,3832 0,1635 0,0051
0,10 2,3741 0,1638 0,0094
0,15 2,3587 0,1644 0,0125
0,20 2,3373 0,1651 0,0137
0,25 2,3096 0,1657 0,0122
0,30 2,2758 0,1662 0,0074
0,35 2,2357 0,1664 -0,0014
0,40 2,1895 0,1660 -0,0147
0,45 2,1370 0,1648 -0,0334
0,50 2,0783 0,1626 -0,0579
0,55 2,0135 0,1589 -0,0891
0,60 1,9429 0,1535 -0,1276
0,65 1,8664 0,1460 -0,1738
0,70 1,7845 0,1360 -0,2286
0,75 1,6976 0,1230 -0,2924
0,80 1,6060 0,1066 -0,3657
0,85 1,5105 0,0863 -0,4491
0,90 1,4117 0,0615 -0,5428
0,95 1,3107 0,0318 -0,6473
1,00 1,2085 -0,0034 -0,7626
1,05 1,1064 -0,0353 -0,6388
1,10 1,0057 -0,0647 -0,5259
1,15 0,9075 -0,0887 -0,4237
1,20 0,8128 -0,1078 -0,3317
1,25 0,7221 -0,1225 -0,2497
1,30 0,6361 -0,1334 -0,1771
1,35 0,5551 -0,1409 -0,1135
1,40 0,4794 -0,1454 -0,0582
1,45 0,4093 -0,1473 -0,0108
1,50 0,3446 -0,1469 0,0295
1,55 0,2855 -0,1448 0,0631
1,60 0,2318 -0,1410 0,0907
1,65 0,1834 -0,1361 0,1129
1,70 0,1402 -0,1301 0,1302
1,75 0,1018 -0,1233 0,1431
1,80 0,0680 -0,1160 0,1521
1,85 0,0386 -0,1083 0,1577
1,90 0,0132 -0,1004 0,1605
1,95 -0,0084 -0,0925 0,1607
2,00 -0,0266 -0,0845 0,1588
2,05 -0,0416 -0,0767 0,1551
2,10 -0,0537 -0,0691 0,1500
2,15 -0,0633 -0,0617 0,1437
2,20 -0,0706 -0,0548 0,1366
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2,25 -0,0758 -0,0481 0,1287
2,30 -0,0792 -0,0419 0,1204
2,35 -0,0811 -0,0361 0,1118
2,40 -0,0816 -0,0307 0,1031
2,45 -0,0810 -0,0258 0,0944
2,50 -0,0794 -0,0213 0,0858
2,55 -0,0770 -0,0172 0,0775
2,60 -0,0740 -0,0135 0,0694
2,65 -0,0705 -0,0102 0,0617
2,70 -0,0667 -0,0073 0,0543
2,75 -0,0625 -0,0047 0,0474
2,80 -0,0582 -0,0025 0,0410
2,85 -0,0538 -0,0006 0,0350
2,90 -0,0494 0,0010 0,0295
2,95 -0,0450 0,0024 0,0244
3,00 -0,0407 0,0035 0,0198

b) Sonlu farklar yontemiyle ¢6ziim

Problem 1 de anlatildig: sekilde (2.1.13) diferansiyel denklemi sonlu farklar seklinde
yazilp Ax=0,05m, B*=8m* ve D=66796 kN.mdegerleri yerlerine konursa

elde edilecek denklemlerin formu asagida verilen sekilde olacaktir.

1600000, , — 6400000, , +9600320,

— 6400000,

i+l

+1600000,,,

y4

~ 66796,875

X swea

NN EEEEEE

O, O,

A o

— 1 —

rllVlj
———

0,05m
_.1 -
Mgy
—— — - oo
M5g  Wgq Mgy Dg;

rra ;llhj’lj

Sekil 3.2.4 (Kabuk iizerinde olusturulan sonlu fark ag1)
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Yiikleme ve geometri simetrik oldugundan sistem Sekil 3.2.2 de goriildigi gibi ikiye
boliinerek ¢oziilebilir. Orta kesitte egim ve kesme kuvveti sifir olacaktir. Bu durumda

sinir kosullari i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir.

do O -,

o =0 = A =0 = o,-0,=0 (3.2.2)
X x=0
_D(ds_co _ D2 +2c0_1—2¢01+032) _o
3 3
dx*’| 2(AX)
-, +20 ,—20,+®, =0 (3.2.3)
2 1 1 2

Mafsalli ugta ise ¢okme ve egilme momenti olmayacagindan sinir kosullar1 asagida

verilen sekilde olacaktir.

o, ;=0 = w, =0 (3.2.4)

d’o gy — 205y + O

rv 0= = A 0 =0 = 05— 204 +n, =0 (3.2.5)
X x=3 ( X)

Once orta kesitteki sinir kosullarindan elde edilen (3.2.2) ve (3.2.2) denklemleri,
sonra diferansiyel denklemin sonlu farklar seklinde yazilmasiyla elde edilen w,
noktasindan ,, noktasina kadar yazilacak (3.2.1) denklemi, son olarak mafsalli

ugtaki sinir kosullarindan elde edilen (3.2.4) ve (3.2.5) denklemleri sonucunda

asagidaki 65 bilinmeyenli 65 denklemli lineer denklem sistemi elde edilir. (3.2.1)

yazilirkken  @,,...,»,, noktalarmda Z,/D=5/66796,875=7,48538 10®°  diger

noktalarda Z, /D =0 olacaktir.

[0 -1 0 1 0 . 0 Jfo,] 0
-1 2 0 -2 1 0 0 ||o, 0
160000 —-640000 960032 —640000 160000 0 . 0 ||o | |7.10°

0 160000 -640000 960032 —640000 160000 0 0 || o | |7.10°

160000 640000 960032 —640000 160000 0 || .

0 160000 -640000 960032 -640000 160000 || e,
: : : : 0 0 1 0 0 | o :
| o : : : 0 0 1 -2 1 0 Jlog| | 0 |
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Bu denklem sisteminin ¢6ziimii Sonucunda elde edilen ¢cokme degerleri ve bu ¢okme
degerlerinin (3.1.6) ve (3.1.7) formiillerinde kullanilmasi sonucu elde edilen egilme

momenti ve kesme kuvveti degerleri Tablo 3.2.2 de gosterilmistir.

Tablo 3.2.2 (Sonlu farklar yontemiyle elde edilen degerler)

X © Mx Qx
(m) (10°°-m) (kN.m/m) (KN/m)
0,00 2,4033 0,1558 0,0000
0,05 2,4004 0,1560 0,0067
0,10 2,3916 0,1565 0,0128
0,15 2,3770 0,1573 0,0176
0,20 2,3565 0,1583 0,0205
0,25 2,3301 0,1593 0,0210
0,30 2,2977 0,1604 0,0183
0,35 2,2593 0,1612 0,0118
0,40 2,2149 0,1615 0,0009
0,45 2,1645 0,1613 -0,0151
0,50 2,1080 0,1600 -0,0368
0,55 2,0455 0,1576 -0,0648
0,60 19771 0,1536 -0,0999
0,65 1,9029 0,1476 -0,1425
0,70 1,8233 0,1393 -0,1934
0,75 1,7384 0,1282 -0,2531
0,80 1,6487 0,1140 -0,3221
0,85 1,5548 0,0960 -0,4009
0,90 1,4573 0,0739 -0,4899
0,95 1,3570 0,0470 -0,5895
1,00 1,2549 0,0149 -0,7000
1,05 1,1523 -0,0229 -0,6963
1,10 1,0505 -0,0547 -0,5786
1,15 0,9508 -0,0808 -0,4717
1,20 0,8541 -0,1019 -0,3752
1,25 0,7613 -0,1183 -0,2889
1,30 0,6728 -0,1307 -0,2123
1,35 0,5893 -0,1396 -0,1448
1,40 0,5109 -0,1452 -0,0860
1,45 0,4380 -0,1482 -0,0353
1,50 0,3707 -0,1488 0,0079
1,55 0,3089 -0,1474 0,0442
1,60 0,2526 -0,1443 0,0742
1,65 0,2018 -0,1400 0,0985
1,70 0,1562 -0,1345 0,1176
1,75 0,1156 -0,1282 0,1321
1,80 0,0798 -0,1213 0,1426
1,85 0,0485 -0,1139 0,1494
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1,90 0,0215 -0,1063 0,1532
1,95 -0,0015 -0,0986 0,1542
2,00 -0,0208 -0,0909 0,1531
2,05 -0,0367 -0,0833 0,1500
2,10 -0,0495 -0,0759 0,1454
2,15 -0,0595 -0,0688 0,1395
2,20 -0,0669 -0,0620 0,1328
2,25 -0,0719 -0,0555 0,1254
2,30 -0,0749 -0,0494 0,1175
2,35 -0,0761 -0,0437 0,1095
2,40 -0,0756 -0,0385 0,1014
2,45 -0,0736 -0,0336 0,0934
2,50 -0,0704 -0,0291 0,0857
2,55 -0,0662 -0,0250 0,0784
2,60 -0,0609 -0,0213 0,0716
2,65 -0,0549 -0,0179 0,0654
2,70 -0,0482 -0,0148 0,0599
2,75 -0,0410 -0,0119 0,0551
2,80 -0,0333 -0,0092 0,0512
2,85 -0,0253 -0,0068 0,0480
2,90 -0,0170 -0,0044 0,0458
2,95 -0,0085 -0,0022 0,0444
3,00 0,0000 0,0000 0,0439

3.3 Eksenine gore simetrik sabit i¢ basing altindaki silindirik kabuk

T
L7 ¢
Neant

k— 5m —f f—— 10m ——
@) (b)

/" 20kpa

Sekil 3.3.1 (Eksenine gore simetrik sabit i¢ basing altindaki silindirik kabuk)

Sekil 3.3.1 deki sistemin Z=20kPa, h=0,25m, a=5m, E=2x10° GPa,

v=0,3 degerleri icin ¢dkme, egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri
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0,2 maralikla kesin ¢oziim ve sonlu farklar yontemi kullanilarak asagida elde

edilmistir.

a) Kesin ¢oziim

Sekil 3.5 deki sistem igin yiikleme simetrik olsa da geometri simetrik olmadigindan
ve kabuk yayil1 yiikle tam olarak dolu oldugundan Problem 1 ve Problem 2 deki gibi
mesnetlenme seklinin egilme davranisina etkisinin ihmal edildigi uzun kabuk
durumundan bahsedilemez. Bu durumda kesin ¢6ziim i¢in eksenine goére simetrik
olarak yiiklenmis sabit kalinlikli silindirik kabugun deformasyonunu tanimlayan

diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii olan (2.1.14) denkleminin kullanilmasi gerekir.

o =e™(C, cospx+C,sinBx) +e ™ (C, cospx +C, sin Bx) +f(x) (3.3.1)

Burada f(x) (2.1.13) diferansiyel denkleminin 6zel ¢oziimidiir ve yiikiin sabit

olmast durumunda f(x) icin asagida verilen esitlik yazilabilir.

y4

f00 = 48°D

(3.3.2)

......

Eh®
D=———=286172 kN.m
12(1-v?)
4 Eh -4 -1
B'=-—==174720 m B=1,14971 m
4a°D

Bu degerler (3.3.2) denkleminde yerlerine konursa

f(x) =—1x10°m
olarak elde edilir. Boylece (3.3.1) genel ¢coziimiindeki integrasyon sabitleri hari¢ tiim
bliytikliikler elde edilmistir.

o =e"*"™(C, c0s1,14971x + C, sin1,14971x)

(3.3.3)
+e7M™(C, c0s1,14971x + C, sin1,14971x) —1x10°
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C,...,C, integrasyon sabitleri ise kabugun iki ucunda yazilacak sinir kosullarindan
elde edilecektir. Kabugun sol ucu sabit mafsalli oldugundan buradaki ¢okme ve
moment sifirdir. Bu durumda sol ug igin yazilacak sinir kosullar1 asagida verilen

sekilde olacaktir.

o, =0 (3.3.4)
2
—D(d—(f -0 (3.3.4b)
dx o

(3.3.3) genel ¢oziimii (3.3.4a) ve ( 3.3.4b) siir kosullarinda yerlerine konursa

strastyla asagidaki denklemler elde edilir.

C,+C,—1x10° =0 (3.3.5a)
2,64367C, —2,64367C, =0 (3.3.5h)

Sag ug ise bos u¢ oldugundan egilme momenti ve kesme kuvveti sifir olacagindan

burada yazilacak siir kosullar1 i¢in ise asagidaki esitlikler yazilabilir.

2
_D(d_c;)) =0 (3.3.6a)
dx*7|
3
_D(d_";) _0 (3.3.6h)
ax*’|

(3.3.3) genel ¢6ziimii (3.3.6a) ve (3.3.6b) sinir kosullarinda yerine konursa asagidaki

denklemler elde edilir.

422,60788C, +713,67103C,

3.3.7a
—4,29349 10‘3’03 ~7,25055 10°C, =0 ( )

—334,63822C, +1306,39123C,

, \ (3.3.7b)
+1,32723 10°C, +3,39976 10°C, =0

(3.3.58), (3.3.5b), (3.3.7a) ve (3.3.7b) denklemlerinin olusturdugu denklem
sisteminin ¢6zliimii sonucunda C,,C,,C,,C, integrasyon sabitleri asagida verilen

sekilde elde edilir.
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C,=1,90674x10", C, =-5,27509x10™, C, =9,99981x10°, C, =-5,27509x10™"

Integrasyon sabitlerinin sayisal degerleri de (3.3.3) denkleminde yerlerine konursa

¢okme egrisinin denklemi

o = "™ (1,90674407592051 10™ cos1,14971x
—5,27509199747257 10 sin1,14971x)
+e71%9™%(9,09980932559241 10° cos1,14971x
—5,27509199747257 10™ sin1,14971x) -1 10°

(3.3.8)

olarak elde edilir. Kabugun herhangi bir kesitindeki egilme momenti ve kesme

kuvveti agagidaki bagintilar kullanilarak bulunabilir.

d’®
M, =-D(— 3.3.9
x (dxg ( )
d*w
Q, =-DE2 (3.3.10)
dx

(3.3.8) denklemi (3.3.9) ve (3.3.10) bagmtilarinda yerlerine konursa egilme momenti

ve kesme kuvveti fonksiyonlar1 asagida verilen sekilde elde edilir.

M =e"*"(3,99083741067445 10° cos1,14971x
+1,44253514335131 10 sin1,14971x)

(3.3.11)
+e 147X (-3,99083741067443 10° c0s1,14971x
—7,56529235420086 sin1,14971x)
Q, =e"*"™(2,11732764760509 10 cos1,14971x
4
+1,19966651171979 10 sin1,14971x) (33.12)

+e 17 (-8,69784638949148 c0s1,14971x
+8,69793815560507 sin1,14971x)

(3.3.8), (3.3.11) ve (3.3.12) denklemleri kullanilarak 0,2 maralikla elde edilen

degerler Tablo 3.3.1 de gdsterilmistir.
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Tablo 3.3.1 ( Kesin ¢oziimle elde edilen degerler)

X Y Ile Qx
(m) (10°%-m) (kN.m/m) (KN/m)
0,0 0,0000 0,0000 -8,6976
0,2 -2,2633 -1,3700 -5,1537
0,4 -4,3423 -2,1198 -2,4832
0,6 -6,1303 -2,4151 -0,5883
0,8 -7,5843 -2,3985 0,6574
1,0 -8,7053 -2,1864 1,3888
1,2 -9,5220 -1,8687 1,7339
1,4 -10,0779 -1,5110 1,8060
1,6 -10,4225 -1,1581 1,6997
1,8 -10,6049 -0,8380 1,4896
2,0 -10,6696 -0,5654 1,2315
2,2 -10,6546 -0,3459 0,9645
2,4 -10,5907 -0,1785 0,7142
2,6 -10,5013 -0,0581 0,4953
2,8 -10,4033 0,0222 0,3143
3,0 -10,3080 0,0702 0,1722
3,2 -10,2223 0,0935 0,0666
3,4 -10,1494 0,0989 -0,0073
3,6 -10,0902 0,0923 -0,0548
3,8 -10,0438 0,0784 -0,0812
4,0 -10,0083 0,0610 -0,0913
42 -9,9814 0,0427 -0,0890
4.4 -9,9604 0,0260 -0,0772
4.6 -9,9431 0,0124 -0,0578
48 -9,9276 0,0033 -0,0319
5,0 -9,9127 0,0000 0,0000

b) Sonlu farklar yontemiyle ¢6ziim

r.rx.r.r.r.

Q0
— o— ¢

W, ® 1

rl.r -

0,2m

i —-

Wz My

Sekil 3.3.2 (Kabuk {izerinde olusturulan sonlu fark agi)
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Daha 6nceki problemlerde oldugu gibi (2.1.13) diferansiyel denklemi sonlu farklar
seklinde yazilip Ax=0,2 m, B*=174720 m*, Z, =-20 kPa ve D=286172 kN.m

degerleri yerlerine konursa asagidaki esitlikler elde edilir.

6250, , — 25000, , + 3757w, — 25000, , +625m.,, =—6,98880 10°  (3.3.13)

i+1

Ax =0,2 m igin sistemdeki bilinmeyenler Sekil 3.3.2 de goriildiigii sekilde olacaktir.

Sabit mesnetli ug i¢in (3.3.4a) ve (3.3.4b) smir kosullar1 sonlu farklar seklinde
yazilirsa agsagidaki esitlikler elde edilir.

03|X:0 =0 = o,=0 (3.3.14a)
2 _
_D(d_(’zJ =0 :—D(W) =0 = o, -20,+0, =0 (3.3.14b)
dx*’| (Ax)

Bos u¢ i¢in ise (3.3.6a) ve (3.3.6b) sinir kosullar1 sonlu farklar seklinde yazilirsa
asagidaki esitlikler elde edilir.

d’® ®,, — 20, +®
DGR =0 = PTETEEC0 = 0, 20,10, =0 (33159
_D(d3(0 0 —Wp5 + 20y, — 20y + Oy 0
3 3
x| . 2(Ax) (3.3.15b)

= — Wy, +20,, 20, +®,, =0

Once (3.3.14a) ve (3.3.14b) denklemleri sonra ®, noktasindan o, noktasina kadar

yazilacak olan (3.3.13) denklemi son olarak (3.3.15a) ve (3.3.15b) denklemleri

strastyla yazilirsa asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.

[ o 0 1 0 0 0 fo,] [ 0
0 1 -2 1 0 0 0 ||, 0

625 -2500 3757 -2500 625 0 0 || o, | |-6,9888010°
0 625 -2500 3757 -2500 625 0 0 || » | |-6,9888010°

0 625 -2500 3757 2500 625 O || :

0 625 -2500 3757 -2500 625|| o, | |—6,98880 10°
: : : : 0 1 -2 10 | o 0
Lo . : : : -1 2 0 2 1o, | o0
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Bu denklem sisteminin ¢0ziimii sonucunda elde edilen ¢okme degerleri ve bu
degerlerin sirasiyla (3.1.6) ve (3.1.7) formiillerinde kullanilmasi sonucu elde edilen

egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri Tablo 3.3.2 de gdsterilmistir.

Tablo 3.3.2 (Sonlu farklar yontemiyle elde edilen sonuglar)

X Y Mx Qx

(m) (10°°-m) (kN.m/m) (kN /m)

4,2307

2,2664
0,0 0,0000 0,0000 -8,8099
0,2 -2,2664 -1,3620 -5,2638
0,4 -4,3425 -2,1055 -2,5877
0,6 -6,1243 -2,3971 -0,6844
0,8 -7,5710 -2,3793 0,5722
1,0 -8,6851 -2,1682 1,3159
1,2 -9,4962 -1,8529 1,6738
1,4 -10,0483 -1,4986 1,7587
1,6 -10,3909 -1,1495 1,6643
1,8 -10,5729 -0,8329 1,4649
2,0 -10,6384 -0,5635 1,2159
2,2 -10,6252 -0,3465 0,9564
2,4 -10,5635 -0,1809 0,7119
2,6 -10,4765 -0,0618 0,4972
2,8 -10,3809 0,0180 0,3191
3,0 -10,2879 0,0659 0,1788
3,2 -10,2040 0,0895 0,0739
3,4 -10,1326 0,0954 0,0001
3,6 -10,0746 0,0895 -0,0478
3,8 -10,0291 0,0763 -0,0749
4,0 -9,9942 0,0595 -0,0860
4,2 -9,9677 0,0419 -0,0847
4.4 -9,9470 0,0256 -0,0740
4.6 -9,9299 0,0123 -0,0557
4,8 -9,9145 0,0034 -0,0309
5,0 -9,8996 0,0000 0,0000

-9,8847

-9,8703
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3.4 i¢ s1v1 basinc altindaki sabit cidar kalinlikh silindirik tank

(b) (©

[«
y

Sekil 3.4.1 (Sabit kalinlikli silindirik tank)

Silindirik tankin Sekil 3.4.1a da goriildiigii gibi i¢i su ile doludur. Sekil 3.4.1b ve
Sekil 3.4.1c den goriilebilecegi gibi su basinci tank tabanindan yukari dogru ¢iktikga
azalmaktadir. . Tank yiiksekligi d =8 m, cidar kalinligit h=0,5m, silidir yarigap1

a=1m, tank malzemesinin elastisite modiili E =28,5GPa ve poisson orani
v=0,2dir. Asagida bu degerler kullanilarak tank cidarinda meydana gelecek

¢okme, egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri kesin ¢6ziim ve sonlu farklar

yontemi kullanilarak elde edilmistir.

a) Kesin ¢oziim
Problemin kesin ¢6ziimii i¢in Boliim 2.2.2 de ¢ikarilmis olan (2.2.2.5a) formiili
kullanilabilir.

2

_ YA gy ax L
®= En {d x—e P [dcospx+(d B)sme]} (3.4.1)

Burada y tank igindeki sivinin birim hacim agirligidir ve bu problemde sivi su

degeri asagida hesaplanmustir.

Eh®

D = ———-=309244,792 kN.m
12(1-v7)
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B’ =—Eh =11,52 m*

=1,842 m™
4a’D P

(3.4.1) denklemi (3.1.6) ve (3.1.7) formiillerinde yerlerine konursa (2.2.2.7) ve
(2.2.2.8) formiillerine esdeger olan asagidaki egilme momenti ve kesme kuvveti
fonksiyonlar1 elde edilir.

M, =-D(3

X

¢ "’) VD;‘ e ™[(2dB? — 2B) cos Bx — 2dB? sin Bx] (3.4.2)

d*w Da’
) yla-

Eh e P[(2p? —4dB?) cos Px + 2B% sin Bx] (3.4.3)

=Dl

Biiyiikliiklerin sayisal degerleri formiillerde yerlerine konursa bu problem igin

¢okme, egilme momenti ve kesme kuvveti i¢in asagidaki fonksiyonlar elde edilir.

®=-6,8842110"[8 — x —e ****(8cos1,842x

. (3.4.4)
+7,45711sin1,842x)]
M, =0, 21289 **2*[50, 60342 c0s1,842x (3.4.5)
—54,28742sin1,842x] o
Q, =0,21289*?*[-193, 20894 cos1,842x (3.4.6)

+6,78593sin1,842x]

(3.4.4), (3.4.5) ve (3.4.6) formiilleri kullanilarak 0,2 m aralikla elde edilen ¢okme,

egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri Tablo 3.4.1 de gosterilmistir.

Tablo 3.4.1 ( Kesin ¢oziimle elde edilen degerler)

X (’0 Mx Qx

(m) (10°°-m) (kN.m/m) (KN/m)
0,0 0,0000 10,773000 -41,132400
0,2 -0,5361 4.073650 -26,187800
0,4 -1,6286 0,102016 -14,116600
0,6 -2,7565 -1,818140 -5,687650
0,8 -3,6636 -2,395760 -0,585069
1,0 -4,2689 -2,222310 1,967120
1,2 -4 5901 -1,721930 2,819290
1,4 -4,6892 -1,159050 2,697700
1,6 -4,6375 -0,671964 2,132880
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1,8 -4,4975 -0,312626 1,461970
2,0 -4,3156 -0,081921 0,866288
2,2 -4,1220 0,043890 0,418478
2,4 -3,9333 0,095866 0,125547
2,6 -3,7565 0,102740 -0,038241
2,8 -3,5928 0,086736 -0,109455
3,0 -3,4402 0,062786 -0,122985
3,2 -3,2957 0,039532 -0,106365
3,4 -3,1564 0,020977 -0,078434
3,6 -3,0199 0,008156 -0,050335
3,8 -2,8845 0,000488 -0,027433
4,0 -2,7492 -0,003274 -0,011319
4,2 -2,6135 -0,004460 -0,001480
4,4 -2,4772 -0,004190 0,003507
4,6 -2,3404 -0,003274 0,005235
4,8 -2,2032 -0,002220 0,005079
5,0 -2,0657 -0,001299 0,004051
5,2 -1,9280 -0,000614 0,002798
5,4 -1,7903 -0,000171 0,001673
5,6 -1,6525 0,000073 0,000820
5,8 -1,5147 0,000176 0,000258
6,0 -1,3769 0,000193 -0,000060
6,2 -1,2392 0,000164 -0,000200
6,4 -1,1015 0,000120 -0,000230
6,6 -0,9638 0,000076 -0,000201
6,8 -0,8261 0,000041 -0,000150
7,0 -0,6884 0,000016 -0,000097
7,2 -0,5507 0,000001 -0,000053
7,4 -0,4130 -0,000006 -0,000022
7,6 -0,2754 -0,000008 -0,000004
7,8 -0,1377 -0,000008 0,000006
8,0 0,0000 -0,000006 0,000010

b) Sonlu farklar yontemiyle ¢6ziim

Tank igindeki s1vi basinci tabandan olan mesafe x’in bir fonksiyonu olarak asagida

verilen sekilde yazilabilir.

Z(x) = —y(d—x) (3.4.7)

Buradaki eksi isareti yayili yiik i¢in pozitif yoniin tank disindan silindir eksenine
dogru olan yon olmasindan dolayidir. Bu durumda (2.1.13) diferansiyel denklemi

asagidaki sekle doniistir.

4
d—‘f+4p4co=@
dx D
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Bu denklem sonlu farklar seklinde yazilirsa

+0,,)+4p o, = @

1
2 (0, — 40, ; + 6w, — 4w, D

(AX)
formunu alir. Ax=0,2m, B*=11,52 m* ve D=309244,792 kN.m degerleri icin
katsayilar toplanip Z(X;)nin (3.4.7) deki esiti yerine konursa asagidaki esitlik elde
edilir.

+6250,,, = _9.81(8-x;) (3.4.8)

6250, , —25000, , +3796, 08w, — 25000, 309244, 792

AXx=0,2m i¢in bilinmeyenlerin tank iizerindeki dagilimi Sekil 3.4.2 de

goriilmektedir. Tank taban1 ankastre bagl oldugundan buradaki e§im ve ¢okme sifir

olacagindan sinir kosullar1 asagida verilen sekilde olacaktir.

03|X:0 =0 = o,=0 (3.4.923)
dol g @05 g —e, =0 (3.4.9b)
dX |, AX

‘
AX=
—
W39
W3g >
X o,
W,
Z g

Ay T

Wy

W,

Sekil 3.4.2 (Tank iizerinde olusturulan sonlu fark ag1)

Tankin iist ucu bos ug olmasi sebebiyle buradaki egilme momenti ve kesme kuvveti

sifir olacagindan siir kosullari i¢in asagidaki esitlikler kullanilacaktir.
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2 _
_D(ST(;J =0 = L= (ZAO:(“)°2+ Ou _0 = ®g — 20,5+ ®,, =0 (3.4.10a)
X=8
_D(d‘*_o) 0= st 2059 — 200, + 0y _ 0
dx®’], . 2(Ax)* (3.4.10b)

= — Wy + 20, — 20, +®,, =0

Once (3.4.9a) ve (3.4.9b) denklemleri sonra ®, noktasindan ®,, noktasmna kadar

yazilacak olan (3.4.8) denklemi son olarak (3.4.10a) ve (3.4.10b) denklemleri

sirastyla yazilirsa agsagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.

o o 1 0 0 : 0J[e,] [ O

0 -1 0 1 0 0 0 || o, 0
625 —-2500 3796,02 -2500 625 O 0 || @ | |-0,000253779
0 625 2500 3796,02 —2500 625 0 0 || @ | |-0,000247435

0 625 2500 3796,02 2500 625 O ||y :

0 625 2500 3796,02 —2500 625 0

: : : : 0 1 -2 10 [lo, 0

Lo . : : : -1 2 0 2 1o, | o

Bu denklem sisteminin ¢6ziimii sonucunda elde edilen ¢okme degerleri ve bu
degerlerin sirasiyla (3.1.6) ve (3.1.7) formiillerinde kullanilmasi sonucu elde edilen

egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri Tablo 3.4.2 de gosterilmistir.

Tablo 3.4.2 (Sonlu farklar yontemiyle elde edilen degerler)

X Y Mx Qx
(m) (10°°-m) (kN.m/m) (kN/m)
-3,8343
-0,6496
0,0 0,0000 10,04473229 | -39,92250711
0,2 -0,6496 3,62982995 -25,34843866
0,4 -1,7688 -0,09464318 -13,68726529
0,6 -2,8757 -1,84507617 -5,59059263
0,8 -3,7439 -2,33088023 -0,70089161
1,0 -4,3107 -2,12543281 1,75155005
1,2 -4,6025 -1,63026021 2,58811998
14 -4,6834 -1,09018482 2,50106751
1,6 -4,6234 -0,62983321 1,99182507
1,8 -4,4819 -0,29345479 1,37742639
2,0 -4,3024 -0,07886265 0,82805190
2,2 -4,1127 0,03776597 0,41232716
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2,4 -3,9279 0,08606821 0,13782712
2,6 -3,7543 0,09289681 -0,01827336
2,8 -3,5926 0,07875887 -0,08896109
3,0 -3,4412 0,05731238 -0,10587566
3.2 -3,2971 0,03640861 -0,09409771
3.4 -3,1578 0,01967329 -0,07090191
3.6 -3,0210 0,00804784 -0,04662526
3.8 -2,8852 0,00102319 -0,02637732
4,0 -2,7496 -0,00250309 -0,01183007
4.2 -2,6137 -0,00370884 -0,00271073
4.4 -2,4772 -0,00358738 0,00212568
4.6 -2,3404 -0,00285857 0,00402400
4.8 -2,2031 -0,00197778 0,00417234
5,0 -2,0656 -0,00118963 0,00346214
5.2 -1,9279 -0,00059292 0,00247722
5.4 -1,7902 -0,00019874 0,00154613
5.6 -1,6524 0,00002553 0,00081480
5.8 -1,5147 0,00012718 0,00031515
6,0 -1,3769 0,00015159 0,00001903
6.2 -1,2392 0,00013479 -0,00012493
6.4 -1,1015 0,00010162 -0,00016953
6.6 -0,9638 0,00006698 -0,00015834
6.8 -0,8261 0,00003828 -0,00012243
7,0 -0,6884 0,00001801 -0,00008120
7.2 -0,5507 0,00000580 -0,00004504
7.4 -0,4130 -0,00000001 -0,00001833
7.6 -0,2754 -0,00000153 -0,00000213
7.8 -0,1377 -0,00000086 0,00000383
8,0 0,0000 0,00000000 0,00000000
0,1377
0,2754

3.5 i¢ sivi basinax altindaki diizgiin degisen cidar kahnhkl silindirik tank

0]
EY : 1
n
"
5 m\>"| - o XO
na=2
+ ==
[ |
i i
6m | !
I 1Z(x
[ [
' ! i
fe 10m
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Sekil 3.5.1 ( Degisken kalinliklr silindirik tank)

Degisken kalinlikli silindirik tankin Sekil 3.5.1 da goriildiigii gibi i¢i su ile doludur.
Tank yiiksekligi d =6 m, kabuk yiizeyi egim acis1 o= 2°, orijinle kabugun {ist ucu
arasindaki uzaklik X, =5 m, silindir yarigap1 a =5 m, tank malzemesinin elastisite
modiili E=28,5GPa ve poisson oran1 v =0,2dir. Bu degerler kullanilarak tank

cidarinda meydana gelecek ¢okme, egilme momenti ve kesme kuvveti degerleri kesin

¢Oziim ve sonlu farklar yontemi kullanilarak elde edilmistir.

a) Kesin ¢oziim
Degisken duvar kalinlikli silindirik kabuk problemlerinin ¢6zliimii i¢in (2.1.10)
diferansiyel denklemi kullanilabilir.

2 2
dx dx a

Boliim (2.2.3) de anlatildigr ve Sekil 3.5.1 den de goriilebilecegi gibi diizgiin degisen
duvar kalinlikl silindirik tankin kalinlig1 ve egilme rijitligi icin asagidaki bagintilar
yazilabilir.

Ea® 3

h=a-x, D=——x
12(1-v?)

Bu bagintilar (2.1.10) diferansiyel denkleminde yerlerine konursa diizgiin degisen
duvar kalinlikli silindirik tank problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan (2.2.3.2)

diferansiyel denklemine ulagilir.

dx2 | dx? a’a’ B Eo

2 2 2 2 _
d (Xs d 0))+12(1 V) o T2A-V)Y(X—X,)
Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii (2.2.3.3) 6zel ¢oziimiiyle (2.2.3.5) homojen

¢Oziimii kullanilirsa asagida verilen sekilde olacaktir.

%[CM(ZP& )+Cow (203) (3.5.1)

+Ca (207X) + Cop (2p3X)] + 04 (X)

o(X) =
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o (x)=———=2 (3.5.2)

(3.5.1) ifadesindeki p, a egim agisinin radyan cinsinden degeri olmak iizere

asagidaki formiille tanimli bir sabittir.

ot = 12(1-v?)

o’a’

1
=378,18057 m? = p=4,40986 m 2

2pz/x >6 oldugundan (3.5.1) denklemi igindeki /(2py/X) fonksiyonlari igin
(2.2.3.14)-(2.2.3.17) denklemlerindeki asimptotik fonksiyonlar kullanilabilir.

€= Zp«/; doniisiimii yapilirsa bu ifadeler asagida verilen sekilde olacaktir.

£
Wi(E) - JZlTieﬁ cos(%%) (353)
WO S SOV
V@ = e i ) (354)
(@)= |2 e Egin T
yi (€)= nge sm(\/E i (3.5.5)
_5
w;@)a% e cos(%—%) (356)

E= Zp«/; ve X = (Zi)2 esitlikleri ile (3.5.2) 6zel ¢ozlimii kullanilarak (3.5.1) genel
p

¢Ozlimii asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Sye_
o(8) = —-[Cy1(8) + Cow3(8) + Cow3(8) + Coyi ()] - ————— (8.5.9)
2p
Tankin alt ucunda X =11m icin £=29,252, tankin iist ucunda ise X=5m igin

£=19,721 olacaktir. Tankin alt ucu ankastre oldugundan burada yazilacak smir

kosullar1 asagida verilen sekilde olacaktir.
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0)|g=29,252 = (3.5.10a)
do =0 (3.5.10b)
di £=29,252

Tankin iist ucu ise bos u¢ oldugundan buradaki sinir kosulari i¢in asagidaki esitlikler

yazilabilir.
M| =0 (35.11a)
Q] =0 (3.5.11b)

Ozel ¢oziimden dolay1 olusacak egilme momenti (2.2.3.4) ifadesinde de elde edildigi
gibi asagida verilen sekilde olacaktir.

2 2,2
M :—D(d ml):_yoc ax,

3.5.12
% dx?’ 6(1-v?) (35.12)

Homojen ¢oziimden dolay1 olusacak egilme momenti i¢in ise daha once (2.2.3.8)

denkleminde verilen asagidaki esitlik kullanilabilir.

dco0 _ B ,
M, ==D(52) 48(1 «f X{C,[&7y; (&) — 4Ey, (&) + 8y} ()]

—Cz[ﬁ v1(8) — 48y, (8) —8y; ()] (3.5.13)
+C5[E7W; (8) — 48w, (€) + 8y, (E)]
—C,[E%w3(8) — 48w, (8) - 8w, (&)1}

(3.5.12) ve (3.5.13) denklemleri birlestirilirse kabukta herhangi bir noktada olusacak

egilme momentinin hesaplanmasi i¢in kullanilacak agagidaki ifadeye ulagilir.

M, = J‘ x{C,[E%y, (€) — 4Ey, (&) + 8y} ()]

48(1—
—C,[E%w1(8) — 48y, (&) 8w} (8)]
+C,[8%, (8) — 48y, (8) + 85 (8)] (3.5.14)
—C,[E%w5(8) — 48y, (8) -8y, (E)]}
~ ya’a’x,
6(1—v?)
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(3.5.14) denklemindeki v, fonksiyonlar: icin 2p«/;>6 oldugundan (2.2.3.10)-

(2.2.3.13) denklemlerinde de verildigi gibi asagida verilen asimptotik ifadeler
kullanilabilir.

v, () = JT&J cos(}——) (35.15)
Va(®)=- ﬁef snn(}l) (35.16)
V,(8) = ﬁ e ¥ sin(-= ’:2 ) (35.17)
w4(a)=—Jn—i e'jﬁcos(%%) (3.5.18)

(3.5.12) denkleminden de goriilebilecegi gibi 6zel ¢oziimiin kesme kuvvetine katkist
olmayacaktir. Bu durumda toplam kesme kuvveti icin (2.2.3.9) denklemi

kullanilabilir.

dMm, _ Ea’p?
o e A CERAL)

+ Cz[iwz(i) —2y1(8) + G485 (8) + 2y (8)] (35.19)
+C,[ew,(8) —2y; (91}

Q=

(3.5.9), (3.5.14) ve (3.5.19) ifadeleri smir kosullarinda yerlerine konursa asagidaki
dort denklem elde edilir.

-13050764,80055C, -16941070,14295C,
-4,58746 10™'C,+5,95049 10*°C, =1,34467 10

-20538198,25594C, -1882138,27737C,
+3,05830 10*'C,-3,69510 10'C, = 7,66149 10°

1906675949,93172C, —681268457,30982C,
—1,78482 10°C, —3,76937 10°C, =0, 259401
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2088270137,77927C, —3754623491,23777C,
+7,37607 10°C,+2,02181 10°C, =0

Bu dort lineer denklemin olusturdugu denklem takimin ¢6ziimii sonucunda asagidaki

C, degerleri elde edilir.

C, =3,81441380271377E-13, C, =-8,23124976934769E-12,
C, =1,62084777875441E+1 , C, =-7,48122892110909E+1

Bu katsayilar (3.5.1), (3.5.14) ve (3.5.19) denkleminde yerlerine konursa kabuktaki
¢okme, egilme momenti ve kesme kuvveti ifadeleri asagida verilen sekilde elde

edilir.

- %[3,81441 10"y} (&) —8,23125 10"y (&)
X (3.5.20)

+16,20848 )} (£) — 74,81229 v, (£)] Ya X%

M, = ﬁf {3,81441 1077y, (&) - 42w, (&) + 8w (2)]
+8,23125 10°2[7y; (&) ~ 46, (&) -85 (£)]
+16,20848 [£2y/, () — 45w, () +8v4(2)] (35.21)
+74,81229 [£°3 (&) — 45w, (€) - 8w/, (O}
_ yaa’X,
6(1—v?)

Q=P J‘ x{3,81441 10™[gy, (£) + 2y ()]

- 24(1
—8,23125 10™[&w, () — 2y (&) (3.5.22)

+16,20848 [Ew,(E) + 2y, ()]
—74,81229 [Ey, (&) —2w5 ()]}

(3.5.20), (3.5.21) ve (3.5.22) kullanilarak 0,2 maralikla elde edilen ¢cokme, egilme

momenti ve kesme kuvveti degerleri Tablo 3.5.1 de gosterilmistir.

Tablo 3.5.1 (Kesin ¢oziimle elde edilen degerler)
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X 0 M, Q,
(m) 5 @W0°-m) | (kNm/m) (kN/m)
11,0 |29.25168|  0,0000 28,1211 55,2500
10,8 |28.98453| -3,5875 18,1065 44,0269
10,6 | 28,7149 | 12,7019 10.3005 33,6074
10,4 |28,44272 -25,1661 44744 24,6138
102 | 28.1679 | -39,2009 0.3494 16,9470
10,0 |27,89038| -53.4138 22,3712 10.7293
908 [27.61007| -66.7713 33,9787 5.8935
06 |27.32688| -78.5602 24,7424 2.3067
04 [27.04073| -88.3422 12,8092 20,2018
92 [26.75151| -95.9051 46489 11,8190
00 [26.45914| -1012150 |  -4.1526 27310
88 | 26,1635 | -1043700 |  -3.5348 31118
8.6 | 2586447 -1055580 |  -2,8850 33,1153
84 |2556196] -1050220 |  -2.2679 28717
82 [2525581| -103.0300 |  -1.7189 2.4860
80 |24.04591| -99,8481 1.2580 2,0386
78 [24.63212| 957267 20,8908 1,580
76 [24.31427| -90.8853 20,6130 11733
74 [23.99221| -85.5065 20,4142 20,8178
72 [23.66577| -79.7331 20,2808 20,5326
70 |23.33477| -73.6683 20,1979 20,3195
68 | 22099 | -67.3799 20.1511 20,1741
6.6 |22,65825| -60.9057 20,1274 20,0882
64 | 223123 | 542612 20,1158 20,0508
62 [21.96001| -474431 20,1078 20,0499
60 | 21,6038 | -40.4635 20,0974 20,0725
58 |21.24068| -33.3001 20,0812 20,1049
56 2087125 259986 20,0587 20,1321
54 |2049516| -18.5628 20,0328 20,1370
52 (2011204 -11.0478 20,0098 20,1004
50 [19.72148| -3.5027 0,0000 0,0000

b) Sonlu farklar yontemiyle ¢6ziim

Kesin ¢oziimde de anlatildigi gibi degisken duvar kalinlikli silindirik tank

problemlerinin ¢6ziimii i¢in (2.1.10) diferansiyel denkleminin kullanilmas1 gerekir.

2 2
d&pdel En,_2
dx dx a

Bu diferansiyel denklemin, olusturulacak bir sonlu fark aginda herhangi bir i

noktasinda sonlu farklar seklinde yazimi asagida verilen sekilde olacaktir.
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2 2 2
Dilgxoz) - 2D, (Cjix(;) + Di+l(;(;) Eh
i-1 i i+1 i
(AX)? T T 4
L (o4, _2(’3:1 +o;) 2D, (0, — 20, 2+ O1) D, (0 — 20, + ;)
(AX) (AX) (AX) +E_hi0)_ =7
(Ax)? a? '
D. D. . +D. D. . +4D. +D, Eh.
((A)g)]. )(’0| 2 ( (IAl ) I) ( = (AX)I4 Hl+ azl)(’oi
D, +D. D. (3.5.23)
i+l + i+1 Z
( (A ) ) |+l ((AX) )O)|+2 i

Kabuk kalinlig1 x in ve radyan cinsinden a¢1 degeri olan o nin bir fonksiyonu olarak

asagidaki sekilde ifade edilebilir.
h(x) =a X (3.5.24)

sekilde olacaktir.

Eh(x)’  Ea’X®
120—v?)  12(1—v?)

D(x) = (3.5.25)

Tank i¢indeki herhangi bir noktada olusacak su basinci ise asagidaki formiille ifade
edilebilir.

Z(X) =—y(X—X,) (3.5.26)
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Sekil 3.5.2 (Tank tizerinde olusturulan sonlu fark ag1)

Ax=0,2 m igin olusturulacak sonlu fark agindaki bilinmeyenlerin kabuk tizerindeki

dagilimi Sekil 3.5.2 de gorilmektedir. (3.5.24), (3.5.25) ve(3.5.26) formiilleri

kullanilarak ®, noktasindan ., noktasina kadar yazilacak (3.5.23) denklemindeki

katsayilarin degerleri Tablo 3.5.2 de gosterilmistir.

Tablo 3.5.2 (Esitliklerde kullanilacak katsayilar)

Xi h; D(x) Wi, ;4 ; Wiy ;5 Z;
(m) | (m) | (kKN.m) | (Katsay1) | (Katsayr) | (Katsayr) | (Katsayr) | (Katsayi) | (kn/m?)
11,2 | 0,391 | 147832,0
11,0 | 0,384 | 140053,0 | 92395018,3 | -359856331,1 | 5258102312 | -340756085,4 | 828448955 | -58,86
10,8 | 0,377 | 132551,8 | 87533147,2 | -340756085,4 | 497669605,7 | -322344004,1 | 78327106,6 | -56,90
10,6 | 0,370 | 1253234 | 828448955 | -322344004,1 | 470551756,6 | -304607460,4 | 73976623,7 | -54,94
104 | 0,363 | 118362,6 | 78327106,6 | -304607460,4 | 4444377437 | -287533827,4 | 69790290,1 | -52,97
10,2 | 0,356 | 111664,5 | 739766237 | -287533827,4 | 4193086267 | -271110478,2 | 65764949,1 | -51,01
10,0 | 0,349 | 105223,9 | 69790290,1 | -271110478,2 | 3951454653 | -255324786,0 | 61897443,9 | -49,05

98 | 0342 | 990359 | 65764949,1 | -255324786,0 | 3719293191 | -240164123,8 | 581846180 | -47,09

96 |0335| 930954 | 618974439 | -2401641238 | 349641247,9 | -225615864,8 | 546233144 | -4513

94 |0328| 87397,3 | 58184618,0 | -225615864,8 | 3282623114 | -211667382,2 | 51210376,7 | -43,16

92 |0321| 819366 | 546233144 | -211667382,2 | 3077735692 | -198306049,0 | 47942647,9 | -41,20

90 |0314 | 767082 | 512103767 | -198306049,0 | 288156081,0 | -185519238,4 | 44816971,4 | -39,24

88 | 0307 | 717072 | 47942647,9 | -185519238,4 | 269390906,6 | -173294323,6 | 418301904 | -37,28

86 | 0300 | 669283 | 448169714 | -173294323,6 | 251459105,6 | -161618677,6 | 389791484 | -3532

84 | 0293 | 623666 | 41830190,4 | -161618677,6 | 234341737,8 | -150479673,6 | 362606884 | -33,35

82 | 0286 | 580171 | 389791484 | -150479673,6 | 218019862,8 | -139864684,7 | 336716539 | -31,39
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8,0 | 0279 | 53874,6 36260688,4 | -139864684,7 | 202474540,3 | -129761084,0 | 31208888,1 -29,43
78 |0272 | 49934,2 336716539 | -129761084,0 | 187686830,0 | -120156244,8 | 28869234,3 -27,47
76 | 0265 | 46190,8 31208888,1 | -120156244,8 | 173637791,6 | -111037540,0 | 26649535,7 -25,51
74 10258 | 426393 28869234,3 | -111037540,0 | 160308484,8 | -102392342,8 | 24546635,7 -23,54
72 10251 | 39274,6 26649535,7 | -102392342,8 | 147679969,3 | -94208026,5 | 22557377,5 -21,58
7,0 | 0244 | 360918 24546635,7 | -94208026,5 | 135733304,8 | -86471964,0 | 20678604,5 -19,62
6,8 | 0237 | 330858 225573775 | -86471964,0 | 1244495510 | -79171528,5 | 18907159,8 -17,66
6,6 | 0230 | 302515 20678604,5 | -79171528,5 | 113809767,6 | -72294093,2 | 17239886,8 -15,70
6,4 | 0223 | 275838 18907159,8 | -72294093,2 | 103795014,2 | -65827031,2 | 15673628,8 -13,73
6,2 | 0216 | 250778 17239886,8 | -65827031,2 | 94386350,7 | -597577155 | 14205229,0 -11,77
6,0 | 0209 | 227284 15673628,8 | -59757715,5 | 85564836,5 | -54073519,5 | 12831530,7 -9,81
58 |0,202 | 205304 14205229,0 | -54073519,5 | 773115316 | -48761816,1 | 11549377,3 -7,85
56 | 0,195 | 18479,0 12831530,7 | -48761816,1 | 696074955 | -43809978,5 | 10355611,9 -5,89
54 10,188 | 16569,0 11549377,3 | -43809978,5 | 62433787,9 | -39205379,8 9247078,0 -3,92
52 (0,182 | 147953 10355611,9 | -39205379,8 | 55771468,6 | -34935393,2 8220618,6 -1,96
50 |0175 | 13153,0 9247078,0 -34935393,2 | 49601597,3 | -30987391,8 7273077,2 0,00

48 |0,168 | 116369

Tank tabani ankastre baglidir. Buradaki egim ve ¢Okme sifir olacagindan sinir

kosullar1 asagida verilen sekilde olacaktir.

o, =0 = 0,=0 (3.5.27a)
dol g4 &0 g e, =0 (3.5.27b)
dX x=11

Tankin iist ucu bos u¢ oldugu icin egilme momenti ve kesme kuvveti sifir

olacagindan buradaki sinir kosullari i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir.

_D(dz_(D -0 — 9 = 2039 + O3
dx® (AX)?

=0 = o, —2m,+0, =0 (3.5.283)

—pg + 20y — 2005 + @, _ 0
2(Ax)° (3.5.28b)

= — W, + 20, — 20 +®,, =0

d’w
—D(§ = 0 =

Once tankin alt ucu i¢in ¢ikarilmis olan (3.5.27a), (3.5.27b) denklemleri sonra Tablo
3.5.2 de katsayilar1 belirlenmis olan (3.5.23) formiiliiniin ®, noktasindan w,,
noktasina kadar yazilmasi sonucu elde edilen denklemler ve en son olarak da iist ug
icin ¢ikarilmis olan (3.5.28a) ve (3.5.28b) denklemlerinin ardisik yazilmasi
sonucunda elde edilen lineer denklem takimi c¢oziilerek bulunan ¢okme egilme

momenti ve kesme kuvveti degerleri Tablo 3.5.3 de gosterilmistir.
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Tablo 3.5.3 (Sonlu farklar yontemiyle elde edilen degerler)

X © M, Qu
(m) (10°m) (kN.m/m) (KN/m)
11,4 | -18,7813
11,2 -3,9683
11,0 0,0000 27,7883 47,7750
10,8 -3,9683 17,8509 38,9876
10,6 | -13,3234 10,1212 30,6417
104 | -25,9089 4,3641 23,1103
10,2 | -39,9692 0,2971 16,6027
10,0 | -54,1360 -2,3784 11,2013
9,8 -67,3986 -3,9535 6,8943
9,6 -79,0645 -4,6966 3,6050
9,4 -88,7124 -4,8427 1,2159
9,2 -96,1438 -4,5896 -0,4114
90 | -101,3348 -4,0964 -1,4211
88 | -104,3896 -3,4852 -1,9525
8,6 | -1055004 -2,8452 -2,1317
84 | -104,9107 -2,2367 -2,0683
8,2 | -102,8865 -1,6967 -1,8525
8,0 -99,6925 -1,2440 -1,5557
7.8 -95,5748 -0,8836 -1,2312
7,6 -90,7494 -0,6110 -0,9166
74 -85,3949 -0,4160 -0,6361
7,2 -79,6501 -0,2852 -0,4035
7,0 -73,6149 -0,2038 -0,2244
6,3 -67,3538 -0,1580 -0,0987
6,6 -60,9017 -0,1348 -0,0223
6,4 -54,2714 -0,1235 0,0113
6,2 -47,4619 -0,1158 0,0106
6,0 -40,4677 -0,1056 -0,0147
5,8 -33,2876 -0,0895 -0,0530
5,6 -25,9331 -0,0668 -0,0905
54 -18,4340 -0,0398 -0,1097
5,2 -10,8389 -0,0143 -0,0888
5,0 -3,2052 0,0000 0,0000
4,8 4,4286
4,6 12,1009
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Problem 1 icin Ek Al’de verilen sekiller ve tablolar incelendiginde orta kesit
bolgesinde yeterli yaklagikligin saglandigi, mesnet bolgelerinde ise bagil hata
oranlarinin oldukca biiyiikk degerlerde oldugu goriilmektedir. Bunun nedeni kesin
¢oziimde kabugun mesnetlenme seklinin ihmal edilmis olmasi ve x’in biiyiik

degerlerinde hesaplarda anlamli dijit kaybinin olmasidir.

Problem 2 i¢in Ek A2’de verilen tablolar ve grafikler incelendiginde bagil hata
degerleri baz1 noktalarda ¢ok biiyiik degerlere ulagsmasina ragmen iki ¢6ziimiin de
ayni karakteri gosterdigi goriilmektedir. X =1 m civarindaki biiylik bagil hata
degerlerinin nedeni yayili yiikteki siireksizliktir. Mesnet bolgesindeki biiyiik bagil
hata degerlerinin nedeni ise bir dnceki problemde oldugu gibi kesin ¢oziimde
kabugun mesnetlenme seklinin ihmal edilmis olmasit ve x’in biiyiik degerlerinde
hesaplarda anlamli dijit kaybinin olmasidir. Boliim 2 de anlatildig1 gibi kesin ¢oziim
icin kullanilan formiil kabugun sonsuz uzun oldugu varsayilarak g¢ikarilmistir. Bu

nedenle yiik ile mesnet arasindaki mesafe m/f3 degerinden ne kadar biiyiik olursa

kesin ¢Oziim o kadar dogru sonuglar verecektir. Dolayisiyla yiikk ile mesnet
arasindaki mesafenin daha biiylik oldugu problemler i¢in bu bdlgedeki bagil hata
degerleri daha kiiciik olacaktir. Yiik siireksizliginden kaynaklanan X=1m
civarindaki biiylik bagil hata degerleri ise nokta sayis1 artirilarak giderilebilir. Bu ise
ek bir hesaplama zaman1 ve daha biiyiik matrislerle ¢aligmay1 gerektirir. Bu nedenle
sonlu farklar yonteminde kullanilacak nokta sayisinin yeterli yaklasiklikla,
hesaplama siiresi arasindaki dengeyi saglayacak optimum bir degerde secilmesi

uygun olacaktir.

Problem 3 de onceki iki problemden farkli olarak kabul edilen sinir kosullar iki
yontem i¢in de ayni oldugundan oldukga yaklasik degerler elde edilmistir. Ek A3’de
verilen tablolar ve grafikler incelendiginde egriligin hizla degistigi bolgelerde daha
bliyiik bagil hata degerlerin olustugu goriilmektedir. Dikkati ¢eken bir diger nokta da
egilme momenti ve kesme kuvveti degerlerindeki bagil hata oranlarinin ¢okme

degerlerindekilere gdre daha biiyiik olmasidir. Bunun nedeni sonlu fark yaklagimin
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birincil olarak ¢okme degerleri i¢in yapilmis olmasidir. Egilme momenti ve kesme
kuvveti degerleri ise yaklasik ¢cokme degerleri iizerinden yine yaklasik bir sekilde

tiirev islemleri yapilarak elde edildiginden bagil hata oranlar1 daha biiyiik ¢ikmistir.

Problem 4 de kesin ¢6zlimiinde kullanilan (2.2.4.5a) formiilii, kabuk uzunlugunun
kalinligina gdre sonsuz uzun oldugu kabuliine dayanilarak ¢ikarilmistir. Bu problem
icin Ek A4’de verilen tablolar incelendiginde kesin ¢6ziim sonucunda elde edilen
degerlerin, silindir tabanindaki siir kosullarin1 saglamasina ragmen serbest uctaki
egilme momentinin ve kesme kuvvetinin sifir olmasi kosullarii saglamadigi
goriilmektedir. Bu nedenle serbest u¢ bolgesindeki bagil hata oranlar1 yiliksek
cikmigtir. Bunun disinda egriligin hizla degistigi taban bolgesindeki birka¢ nokta
haricinde yeterli yaklasikligin saglandig1 goriilmektedir.

Problem 5 de kesin ¢oziim i¢in kullanilan formiil Problem 4 de oldugu gibi kabuk
uzunlugunun kalinligina gore sonsuz uzun oldugu kabuliine dayanilarak ¢ikarilmistir.
Buna ragmen Ek AS5’de verilen tablolar ve grafikler incelendiginde 6zellikle ¢cokme
ve egilme momenti degerlerinde iyi bir yaklasikligin saglandigir goriilmektedir.
Kesme kuvveti degerlerinde ise yaklasik ¢okme degerleri iizerinden yaklagik tiirev
alma isleminin sonucu olarak daha biiyiik bagil hata degerleri ile karsilasilmistir. Bu
durum daha 6nce anlatildig1 gibi ek hesaplama siiresi ve daha biiyiik matrislerle

calisilmas1 goze alinarak nokta araliklarinin kii¢tiltiilmesi ile giderilebilir.
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EKAl

1,4E-06 -

1,2E-06

1,0E-06

8,0E-07

Kesin Coziim

6,0E-07

------- Sonlu Farklar

£ 40E-07
3

2,0E-07

0,0E+00
-2,0E-07 0

0,5 1

x (m)

Sekil Al.1 (Cokme degerlerinin karsilastirilmast)

Tablo Al.1 (Cokme degerlerindeki bagil hata oranlari)

o (10°-m)

X (M) | Kesin Coziim | Sonlu Farklar |Bagil Hata (%)
0,0 1,2791 1,3041 1,95
0,2 1,1902 1,1980 0,66
0,4 0,9897 0,9873 -0,24
0,6 0,7522 0,7451 -0,95
0,8 0,5242 0,5162 -1,54
1,0 0,3305 0,3238 -2,02
1,2 0,1803 0,1764 -2,16
1,4 0,0736 0,0732 -0,51
1,6 0,0047 0,0083 77,14
1,8 -0,0344 -0,0264 -23,17
2,0 -0,0519 -0,0392 -24,38
2,2 -0,0551 -0,0376 -31,71
2,4 -0,0499 -0,0279 -43,98
2,6 -0,0406 -0,0155 -61,81
2,8 -0,0303 -0,0049 -83,99
3,0 -0,0207 0,0000 -100,00
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My (KN.m/m)

0,8
0,6 \

0 -

0,2

Kesin Coziim

Sonlu Farklar

(
-0,2

-0,4 -

X (M)

Sekil A1.2 (Egilme momenti degerlerinin karsilastirilmasi)

Tablo A1.2 (Egilme momenti degerlerindeki bagil hata oranlar)

M, (KN.m/m)

X (M) | Kesin Coziim | Sonlu Farklar |Bagil Hata (%)
0,0 0,8585 0,8398 -2,18
0,2 0,4304 0,4140 -3,81
0,4 0,1367 0,1246 -8,88
0,6 -0,0446 -0,0525 17,50
0,8 -0,1403 -0,1447 3,14
1,0 -0,1759 -0,1782 1,27
1,2 -0,1735 -0,1748 0,73
1.4 -0,1502 -0,1513 0,76
1,6 -0,1181 -0,1196 1,20
1,8 -0,0852 -0,0868 1,84
2,0 -0,0561 -0,0571 1,82
2,2 -0,0327 -0,0318 -2,55
2,4 -0,0155 -0,0109 -29,76
2,6 -0,0039 0,0069 -278,75
2,8 0,0031 0,0230 647,41
3,0 0,0066 0,0385 485,27
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Qx (kN/m)

Kesin Coziim

------- Sonlu Farklar

X (m)

Sekil A1.3 (Kesme kuvveti degerlerinin karsilastirilmasi)

Tablo A1.3 (Kesme kuvveti degerlerindeki bagil hata oranlart)

Q, (kN/m)
X (M) | Kesin Coziim | Sonlu Farklar |Bagil Hata (%)

0,0 -2,5000 -2,5000 0,00

0,2 -1,7898 -1,7880 -0,10

0,4 -1,1662 -1,1662 0,00

0,6 -0,6701 -0,6732 0,46

0,8 -0,3080 -0,3143 2,03

1,0 -0,0668 -0,0753 12,73

1,2 0,0765 0,0671 -12,27

1.4 0,1468 0,1381 -5,89

1,6 0,1674 0,1613 -3,65

1,8 0,1578 0,1561 -1,02

2,0 0,1324 0,1375 3,86

2,2 0,1014 0,1156 14,01

2,4 0,0712 0,0969 36,07

2,6 0,0454 0,0846 86,39

2,8 0,0252 0,0788 212,93

3,0 0,0107 0,0774 623,30

92




EK A2

3,0E-06
2,5E-06

2,0E-06

Kesin Coziim

\ ------ Sonlu Farklar

1,5E-06

—~

£ 1.0E-06

S 5,0E-07

X
X
3

\\

0,0E+00
-5,0E-070,

0

T T T S —eeamEE

05 10 15 20 25 30

X (m)

Sekil A2.1 (Cokme degerlerinin karsilastirmasi)

Tablo A2.1 (Cokme degerlerindeki bagil hata oranlari)

o (10°-m)
X (m) | Kesin Coziim | Sonlu Farklar | Bagil Hata (%)
0,00 2,3863 2,4033 0,71
0,05 2,3832 2,4004 0,72
0,10 2,3741 2,3916 0,74
0,15 2,3587 2,3770 0,78
0,20 2,3373 2,3565 0,82
0,25 2,3096 2,3301 0,89
0,30 2,2758 2,2977 0,96
0,35 2,2357 2,2593 1,06
0,40 2,1895 2,2149 1,16
0,45 2,1370 2,1645 1,29
0,50 2,0783 2,1080 1,43
0,55 2,0135 2,0455 1,59
0,60 1,9429 1,9771 1,76
0,65 1,8664 1,9029 1,96
0,70 1,7845 1,8233 2,17
0,75 1,6976 1,7384 2,41
0,80 1,6060 1,6487 2,66
0,85 1,5105 1,5548 2,93
0,90 1,4117 1,4573 3,23
0,95 1,3107 1,3570 3,53
1,00 1,2085 1,2549 3,84
1,05 1,1064 1,1523 4,15
1,10 1,0057 1,0505 4,46
1,15 0,9075 0,9508 4,77
1,20 0,8128 0,8541 5,09
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1,25 0,7221 0,7613 5,42
1,30 0,6361 0,6728 5,78
1,35 0,5551 0,5893 6,16
1,40 0,4794 0,5109 6,57
1,45 0,4093 0,4380 7,03
1,50 0,3446 0,3707 7,57
1,55 0,2855 0,3089 8,20
1,60 0,2318 0,2526 8,98
1,65 0,1834 0,2018 9,99
1,70 0,1402 0,1562 11,40
1,75 0,1018 0,1156 13,54
1,80 0,0680 0,0798 17,30
1,85 0,0386 0,0485 25,78
1,90 0,0132 0,0215 63,14
1,95 -0,0084 -0,0015 -82,29
2,00 -0,0266 -0,0208 -21,74
2,05 -0,0416 -0,0367 -11,70
2,10 -0,0537 -0,0495 -7,83
2,15 -0,0633 -0,0595 -6,02
2,20 -0,0706 -0,0669 -5,23
2,25 -0,0758 -0,0719 -5,07
2,30 -0,0792 -0,0749 -5,40
2,35 -0,0811 -0,0761 -6,17
2,40 -0,0816 -0,0756 -1,37
2,45 -0,0810 -0,0736 -9,06
2,50 -0,0794 -0,0704 -11,27
2,55 -0,0770 -0,0662 -14,11
2,60 -0,0740 -0,0609 -17,69
2,65 -0,0705 -0,0549 -22,14
2,70 -0,0667 -0,0482 -27,64
2,75 -0,0625 -0,0410 -34,43
2,80 -0,0582 -0,0333 -42,78
2,85 -0,0538 -0,0253 -53,03
2,90 -0,0494 -0,0170 -65,60
2,95 -0,0450 -0,0085 -81,04
3,00 -0,0407 0,0000 -100,00
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0,15 Kesin Coziim

Sonlu Farklar

x (m)

Sekil A2.2 (Egilme momenti degerlerinin karsilastirmasi)

Tablo A2.2 (Egilme momenti degerlerindeki bagil hata oranlart)

M, (KN.m/m)

X (m) Kesin Coziim | Sonlu Farklar | Bagil Hata (%)
0,00 0,1633 0,1558 -4,60
0,05 0,1635 0,1560 -4,57
0,10 0,1638 0,1565 -4,48
0,15 0,1644 0,1573 -4,33
0,20 0,1651 0,1583 -4,12
0,25 0,1657 0,1593 -3,85
0,30 0,1662 0,1604 -3,53
0,35 0,1664 0,1612 -3,14
0,40 0,1660 0,1615 -2,69
0,45 0,1648 0,1613 -2,17
0,50 0,1626 0,1600 -1,56
0,55 0,1589 0,1576 -0,85
0,60 0,1535 0,1536 0,01
0,65 0,1460 0,1476 1,06
0,70 0,1360 0,1393 2,41
0,75 0,1230 0,1282 4,24
0,80 0,1066 0,1140 6,92
0,85 0,0863 0,0960 11,30
0,90 0,0615 0,0739 20,09
0,95 0,0318 0,0470 47,82
1,00 -0,0034 0,0149 -543,27
1,05 -0,0353 -0,0229 -34,99
1,10 -0,0647 -0,0547 -15,45
1,15 -0,0887 -0,0808 -8,86
1,20 -0,1078 -0,1019 -5,50
1,25 -0,1225 -0,1183 -3,44
1,30 -0,1334 -0,1307 -2,01
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1,35 -0,1409 -0,1396 -0,94
1,40 -0,1454 -0,1452 -0,09
1,45 -0,1473 -0,1482 0,62
1,50 -0,1469 -0,1488 1,24
1,55 -0,1448 -0,1474 1,81
1,60 -0,1410 -0,1443 2,35
1,65 -0,1361 -0,1400 2,87
1,70 -0,1301 -0,1345 3,40
1,75 -0,1233 -0,1282 3,95
1,80 -0,1160 -0,1213 4,53
1,85 -0,1083 -0,1139 5,16
1,90 -0,1004 -0,1063 5,87
1,95 -0,0925 -0,0986 6,67
2,00 -0,0845 -0,0909 7,58
2,05 -0,0767 -0,0833 8,65
2,10 -0,0691 -0,0759 9,89
2,15 -0,0617 -0,0688 11,38
2,20 -0,0548 -0,0620 13,15
2,25 -0,0481 -0,0555 15,30
2,30 -0,0419 -0,0494 17,93
2,35 -0,0361 -0,0437 21,17
2,40 -0,0307 -0,0385 25,22
2,45 -0,0258 -0,0336 30,36
2,50 -0,0213 -0,0291 37,00
2,55 -0,0172 -0,0250 45,79
2,60 -0,0135 -0,0213 57,84
2,65 -0,0102 -0,0179 75,19
2,70 -0,0073 -0,0148 102,28
2,75 -0,0047 -0,0119 150,86
2,80 -0,0025 -0,0092 267,01
2,85 -0,0006 -0,0068 1013,49
2,90 0,0010 -0,0044 -537,96
2,95 0,0024 -0,0022 -192,65
3,00 0,0035 0,0000 -100,00
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x (m)

Sekil A2.3 (Kesme kuvveti degerlerinin karsilastirmasi)

Tablo A2.3 (Kesme kuvveti degerlerindeki bagil hata oranlari)

Q, (kN/m)

X (m) Kesin Coziim | Sonlu Farklar | Bagil Hata (%)
0,00 0,0000 0,0000 0,00
0,05 0,0051 0,0067 32,60
0,10 0,0094 0,0128 35,18
0,15 0,0125 0,0176 40,37
0,20 0,0137 0,0205 50,42
0,25 0,0122 0,0210 72,65
0,30 0,0074 0,0183 148,21
0,35 -0,0014 0,0118 -961,04
0,40 -0,0147 0,0009 -106,12
0,45 -0,0334 -0,0151 -54,81
0,50 -0,0579 -0,0368 -36,55
0,55 -0,0891 -0,0648 -21,27
0,60 -0,1276 -0,0999 -21,71
0,65 -0,1738 -0,1425 -18,01
0,70 -0,2286 -0,1934 -15,40
0,75 -0,2924 -0,2531 -13,44
0,80 -0,3657 -0,3221 -11,94
0,85 -0,4491 -0,4009 -10,73
0,90 -0,5428 -0,4899 -9,74
0,95 -0,6473 -0,5895 -8,92
1,00 -0,7626 -0,7000 -8,21
1,05 -0,6388 -0,6963 9,00
1,10 -0,5259 -0,5786 10,02
1,15 -0,4237 -0,4717 11,34
1,20 -0,3317 -0,3752 13,12
1,25 -0,2497 -0,2889 15,70
1,30 -0,1771 -0,2123 19,84
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1,35 -0,1135 -0,1448 27,61
1,40 -0,0582 -0,0860 47,76
1,45 -0,0108 -0,0353 228,23
1,50 0,0295 0,0079 -73,24
1,55 0,0631 0,0442 -29,98
1,60 0,0907 0,0742 -18,21
1,65 0,1129 0,0985 -12,76
1,70 0,1302 0,1176 -9,63
1,75 0,1431 0,1321 -7,62
1,80 0,1521 0,1426 -6,25
1,85 0,1577 0,1494 -5,27
1,90 0,1605 0,1532 -4,55
1,95 0,1607 0,1542 -4,02
2,00 0,1588 0,1531 -3,62
2,05 0,1551 0,1500 -3,32
2,10 0,1500 0,1454 -3,09
2,15 0,1437 0,1395 -2,91
2,20 0,1366 0,1328 -2,75
2,25 0,1287 0,1254 -2,59
2,30 0,1204 0,1175 -2,39
2,35 0,1118 0,1095 -2,12
2,40 0,1031 0,1014 -1,71
2,45 0,0944 0,0934 -1,10
2,50 0,0858 0,0857 -0,18
2,55 0,0775 0,0784 1,18
2,60 0,0694 0,0716 3,18
2,65 0,0617 0,0654 6,07
2,70 0,0543 0,0599 10,26
2,75 0,0474 0,0551 16,26
2,80 0,0410 0,0512 24,89
2,85 0,0350 0,0480 37,33
2,90 0,0295 0,0458 55,38
2,95 0,0244 0,0444 81,91
3,00 0,0198 0,0439 121,64
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EK A3
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Kesin Cozim

Sonlu Farklar

\ 1 2 3 4
\
\
X (m)

Sekil A3.1 (Cokme degerlerinin karsilastirmasi)

Tablo A3.1 (Cokme degerlerindeki bagil hata oranlari)

o (10°-m)

X (M) | Kesin Coziim | Sonlu Farklar |Bagil Hata (%)
0,0 0,0000 0,0000 0,00
0,2 -2,2633 -2,2664 0,14
0,4 -4,3423 -4,3425 0,01
0,6 -6,1303 -6,1243 -0,10
0,8 -7,5843 -7,5710 -0,18
1,0 -8,7053 -8,6851 -0,23
1,2 -9,5220 -9,4962 -0,27
1,4 -10,0779 -10,0483 -0,29
1,6 -10,4225 -10,3909 -0,30
1,8 -10,6049 -10,5729 -0,30
2,0 -10,6696 -10,6384 -0,29
2,2 -10,6546 -10,6252 -0,28
2,4 -10,5907 -10,5635 -0,26
2,6 -10,5013 -10,4765 -0,24
2,8 -10,4033 -10,3809 -0,22
3,0 -10,3080 -10,2879 -0,20
3,2 -10,2223 -10,2040 -0,18
3,4 -10,1494 -10,1326 -0,17
3,6 -10,0902 -10,0746 -0,15
3,8 -10,0438 -10,0291 -0,15
4,0 -10,0083 -9,9942 -0,14
4,2 -9,9814 -9,9677 -0,14
4,4 -9,9604 -9,9470 -0,13
4,6 -9,9431 -9,9299 -0,13
4,8 -9,9276 -9,9145 -0,13
5,0 -9,9127 -9,8996 -0,13
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Kesin Coziim
------ Sonlu Farklar

x (m)

Sekil A3.2 (Egilme momenti degerlerinin karsilagtirmast)

Tablo A3.2 (Egilme momenti degerlerindeki bagil hata oranlart)

M, (KN.m/m)

X (M) | Kesin Coziim | Sonlu Farklar |Bagil Hata (%)
0,0 0,0000 0,0000 0,00
0,2 -1,3700 -1,3620 -0,59
0,4 -2,1198 -2,1055 -0,67
0,6 -2,4151 -2,3971 -0,75
0,8 -2,3985 -2,3793 -0,80
1,0 -2,1864 -2,1682 -0,83
1,2 -1,8687 -1,8529 -0,84
1,4 -1,5110 -1,4986 -0,82
1,6 -1,1581 -1,1495 -0,75
1,8 -0,8380 -0,8329 -0,60
2,0 -0,5654 -0,5635 -0,34
2,2 -0,3459 -0,3465 0,18
2,4 -0,1785 -0,1809 1,38
2,6 -0,0581 -0,0618 6,25
2,8 0,0222 0,0180 -19,02
3,0 0,0702 0,0659 -6,15
3,2 0,0935 0,0895 -4,32
3,4 0,0989 0,0954 -3,55
3,6 0,0923 0,0895 -3,08
3,8 0,0784 0,0763 -2,71
4,0 0,0610 0,0595 -2,35
4,2 0,0427 0,0419 -1,92
4.4 0,0260 0,0256 -1,32
4,6 0,0124 0,0123 -0,24
4,8 0,0033 0,0034 2,74
5,0 0,0000 0,0000 0,00
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Sekil A3.3 (Kesme kuvveti degerlerinin karsilastirmasi)

Tablo A3.3 (Kesme kuvveti degerlerindeki bagil hata oranlari)

Q, (kN/m)
X (m) | Kesin Coziim | Sonlu Farklar |Bagil Hata (%)
0,0 -8,6976 -8,8099 1,29
0,2 -5,1537 -5,2638 2,14
0,4 -2,4832 -2,5877 4,21
0,6 -0,5883 -0,6844 16,32
0,8 0,6574 0,5722 -12,96
1,0 1,3888 1,3159 -5,25
1,2 1,7339 1,6738 -3,46
14 1,8060 1,7587 -2,62
1,6 1,6997 1,6643 -2,08
1,8 1,4896 1,4649 -1,66
2,0 1,2315 1,2159 -1,26
2,2 0,9645 0,9564 -0,84
2,4 0,7142 0,7119 -0,32
2,6 0,4953 0,4972 0,39
2,8 0,3143 0,3191 1,53
3,0 0,1722 0,1788 3,78
3,2 0,0666 0,0739 10,97
3,4 -0,0073 0,0001 -100,99
3,6 -0,0548 -0,0478 -12,74
3,8 -0,0812 -0,0749 -7,70
4,0 -0,0913 -0,0860 -5,83
4,2 -0,0890 -0,0847 -4,83
4.4 -0,0772 -0,0740 -4,19
4,6 -0,0578 -0,0557 -3,74
4,8 -0,0319 -0,0309 -3,39
5,0 0,0000 0,0000 0,00
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EK A4
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X (m)

Sekil A4.1 (Cokme degerlerinin karsilastirmasi)

Tablo A4.1 (Cokme degerlerindeki bagil hata oranlari)

o (10°-m)

X (m) | Kesin Coziim |Sonlu Farklar | Bagil Hata (%)
0,0 0,0000 0,0000 -
0,2 -0,5361 -0,6496 21,18
0,4 -1,6286 -1,7688 8,60
0,6 -2,7565 -2,8757 4,32
0,8 -3,6636 -3,7439 2,19
1,0 -4,2689 -4,3107 0,98
1,2 -4,5901 -4,6025 0,27
14 -4,6892 -4,6834 -0,12
1,6 -4,6375 -4,6234 -0,30
1,8 -4,4975 -4,4819 -0,35
2,0 -4,3156 -4,3024 -0,31
2,2 -4,1220 -4,1127 -0,23
2,4 -3,9333 -3,9279 -0,14
2,6 -3,7565 -3,7543 -0,06
2,8 -3,5928 -3,5926 -0,01
3,0 -3,4402 -3,4412 0,03
3,2 -3,2957 -3,2971 0,04
3,4 -3,1564 -3,1578 0,04
3,6 -3,0199 -3,0210 0,04
3,8 -2,8845 -2,8852 0,03
4,0 -2,71492 -2,7496 0,01
4,2 -2,6135 -2,6137 0,01
4.4 -2,4772 -2,4772 0,00
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X (m)

4,6 -2,3404 -2,3404 0,00
4,8 -2,2032 -2,2031 0,00
5,0 -2,0657 -2,0656 0,00
5,2 -1,9280 -1,9279 0,00
5,4 -1,7903 -1,7902 0,00
5,6 -1,6525 -1,6524 0,00
5,8 -1,5147 -1,5147 0,00
6,0 -1,3769 -1,3769 0,00
6,2 -1,2392 -1,2392 0,00
6.4 -1,1015 -1,1015 0,00
6,6 -0,9638 -0,9638 0,00
6,8 -0,8261 -0,8261 0,00
7,0 -0,6884 -0,6884 0,00
7,2 -0,5507 -0,5507 0,00
74 -0,4130 -0,4130 0,00
7,6 -0,2754 -0,2754 0,00
7,8 -0,1377 -0,1377 0,00
8,0 0,0000 0,0000 0,00
12 4
10
8
- 6]
£ \ Kesin Coziim
E 4T | Sonlu Farklar
z \ onlu
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x 0 . L E— .
= o ajo \V/ﬂ?() 40 6,0 80

Sekil A4.2 (Egilme momenti degerlerinin karsilastirmasi)

Tablo A4.2 (Egilme momenti degerlerindeki bagil hata oranlar)

M, (KN.m/m)

X (m) | Kesin Coziim |Sonlu Farklar | Bagil Hata (%)
0,0 10,773000 10,044732 0,00

0,2 4,073650 3,629830 -10,89

0,4 0,102016 -0,094643 -192,77
0,6 -1,818140 -1,845076 1,48

0,8 -2,395760 -2,330880 -2,71

1,0 -2,222310 -2,125433 -4,36

1,2 -1,721930 -1,630260 -5,32

1,4 -1,159050 -1,090185 -5,94
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1,6 -0,671964 -0,629833 -6,27
1,8 -0,312626 -0,293455 -6,13
2,0 -0,081921 -0,078863 -3,73
2,2 0,043890 0,037766 -13,95
2,4 0,095866 0,086068 -10,22
2,6 0,102740 0,092897 -9,58
2,8 0,086736 0,078759 -9,20
3,0 0,062786 0,057312 -8,72
3,2 0,039532 0,036409 -7,90
3,4 0,020977 0,019673 -6,21
3,6 0,008156 0,008048 -1,33
3,8 0,000488 0,001023 109,60
4,0 -0,003274 -0,002503 -23,54
4,2 -0,004460 -0,003709 -16,84
4.4 -0,004190 -0,003587 -14,38
4,6 -0,003274 -0,002859 -12,68
4.8 -0,002220 -0,001978 -10,93
5,0 -0,001299 -0,001190 -8,44
5,2 -0,000614 -0,000593 -3,50
54 -0,000171 -0,000199 16,10
5,6 0,000073 0,000026 -65,07
5,8 0,000176 0,000127 -27,86
6,0 0,000193 0,000152 -21,29
6,2 0,000164 0,000135 -17,92
6,4 0,000120 0,000102 -15,17
6,6 0,000076 0,000067 -11,91
6,8 0,000041 0,000038 -6,19
7,0 0,000016 0,000018 10,56
7,2 0,000001 0,000006 289,38
7,4 -0,000006 0,000000 -99,82
7,6 -0,000008 -0,000002 -81,54
7,8 -0,000008 -0,000001 -89,05
8,0 -0,000006 0,000000 -100,00
10 -
0 —_ ; . .
0 / 2,0 4,0 6,0 8,0
-10
’é\ 220 / Kesin Cozim
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é -30
3 -40
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X (m)

Sekil A4.3 (Kesme kuvveti degerlerinin karsilastirmast)
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Tablo A4.3 (Kesme kuvveti degerlerindeki bagil hata oranlari)

Q, (kN.m/m)

X (m) | Kesin Coziim |Sonlu Farklar | Bagil Hata (%)
0,0 -41,132400 | -39,922507 -2,94
0,2 -26,187800 | -25,348439 -3,21
0,4 -14,116600 | -13,687265 -3,04
0,6 -5,687650 -5,590593 -1,71
0,8 -0,585069 -0,700892 19,80
1,0 1,967120 1,751550 -10,96
1,2 2,819290 2,588120 -8,20
14 2,697700 2,501068 -7,29
1,6 2,132880 1,991825 -6,61
1,8 1,461970 1,377426 -5,78
2,0 0,866288 0,828052 -4,41
2,2 0,418478 0,412327 -1,47
2,4 0,125547 0,137827 9,78
2,6 -0,038241 -0,018273 -52,21
2,8 -0,109455 -0,088961 -18,72
3,0 -0,122985 -0,105876 -13,91
3,2 -0,106365 -0,094098 -11,53
3,4 -0,078434 -0,070902 -9,60
3,6 -0,050335 -0,046625 -7,37
3,8 -0,027433 -0,026377 -3,85
4,0 -0,011319 -0,011830 4,52
4,2 -0,001480 -0,002711 83,10
4.4 0,003507 0,002126 -39,38
4,6 0,005235 0,004024 -23,14
4,8 0,005079 0,004172 -17,86
5,0 0,004051 0,003462 -14,53
5,2 0,002798 0,002477 -11,46
54 0,001673 0,001546 -7,56
5,6 0,000820 0,000815 -0,63
58 0,000258 0,000315 22,23
6,0 -0,000060 0,000019 -131,91
6,2 -0,000200 -0,000125 -37,66
6,4 -0,000230 -0,000170 -26,34
6,6 -0,000201 -0,000158 -21,29
6,8 -0,000150 -0,000122 -18,11
7,0 -0,000097 -0,000081 -16,03
7,2 -0,000053 -0,000045 -15,44
7,4 -0,000022 -0,000018 -18,45
7,6 -0,000004 -0,000002 -39,29
7,8 0,000006 0,000004 -38,44
8,0 0,000010 0,000000 -100,00
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Sekil AS5.1 (Cokme degerlerinin karsilastirmasi)

Tablo AS5.1 (Cokme degerlerindeki bagil hata oranlari)

o (10°-m)
X (m) | Kesin Coziim | Sonlu Farklar | Bagil Hata (%)
11,0 0,0000 0,0000 0,00
10,8 -3,5875 -3,9683 10,62
10,6 -12,7019 -13,3234 4,89
10,4 -25,1661 -25,9089 2,95
10,2 -39,2009 -39,9692 1,96
10,0 -53,4138 -54,1360 1,35
9,8 -66,7713 -67,3986 0,94
9,6 -78,5602 -79,0645 0,64
9,4 -88,3422 -88,7124 0,42
9,2 -95,9051 -96,1438 0,25
9,0 -101,2150 -101,3348 0,12
8,8 -104,3700 -104,3896 0,02
8,6 -105,5580 -105,5004 -0,05
8,4 -105,0220 -104,9107 -0,11
8,2 -103,0300 -102,8865 -0,14
8,0 -99,8481 -99,6925 -0,16
7.8 -95,7267 -95,5748 -0,16
7,6 -90,8853 -90,7494 -0,15
7,4 -85,5065 -85,3949 -0,13
7,2 -79,7331 -79,6501 -0,10
7,0 -73,6683 -73,6149 -0,07
6,8 -67,3799 -67,3538 -0,04
6,6 -60,9057 -60,9017 -0,01
6,4 -54,2612 -54,2714 0,02
6,2 -47,4481 -47,4619 0,03
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6,0 -40,4635 -40,4677 0,01
5,8 -33,3091 -33,2876 -0,06
5,6 -25,9986 -25,9331 -0,25
54 -18,5628 -18,4340 -0,69
5,2 -11,0478 -10,8389 -1,89
5,0 -3,5027 -3,2052 -8,49
30
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Sekil A5.2 (Egilme momenti degerlerinin karsilastirmasi)

Tablo A5.2 (Egilme momenti degerlerindeki bagil hata oranlar)

M, (KN.m/m)

X (m) | Kesin Coziim | Sonlu Farklar | Bagil Hata (%)
11,0 28,1211 27,7883 -1,18
10,8 18,1065 17,8509 -1,41
10,6 10,3005 10,1212 -1,74
10,4 44744 4,3641 -2,46
10,2 0,3494 0,2971 -14,98
10,0 -2,3712 -2,3784 0,30
9,8 -3,9787 -3,9535 -0,63
9,6 -4,7424 -4,6966 -0,97
9,4 -4,8992 -4,8427 -1,15
9,2 -4,6489 -4,5896 -1,27
9,0 -4,1526 -4,0964 -1,36
8,8 -3,5348 -3,4852 -1,40
8,6 -2,8859 -2,8452 -1,41
8,4 -2,2679 -2,2367 -1,38
8,2 -1,7189 -1,6967 -1,29
8,0 -1,2580 -1,2440 -1,11
7,8 -0,8908 -0,8836 -0,82
7,6 -0,6130 -0,6110 -0,33
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x (m)

7,4 -0,4142 -0,4160 0,43
7,2 -0,2808 -0,2852 1,55
7,0 -0,1979 -0,2038 3,01
6,8 -0,1511 -0,1580 4,55
6,6 -0,1274 -0,1348 5,80
6,4 -0,1158 -0,1235 6,66
6,2 -0,1078 -0,1158 7,41
6,0 -0,0974 -0,1056 8,46
5,8 -0,0812 -0,0895 10,29
5,6 -0,0587 -0,0668 13,73
54 -0,0328 -0,0398 21,21
5,2 -0,0098 -0,0143 45,96
50 0,0000 0,0000 0,00
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Sekil A5.3 (Kesme kuvveti degerlerinin karsilastirmast)

Tablo A5.3 (Kesme kuvveti degerlerindeki bagil hata oranlart)

Q, (kN/m)

X (M) | Kesin Coziim | Sonlu Farklar | Bagil Hata (%)
11,0 55,2500 47,7750 -13,563
10,8 44,0269 38,9876 -11,45
10,6 33,6974 30,6417 -9,07
10,4 24,6138 23,1103 -6,11
10,2 16,9470 16,6027 -2,03
10,0 10,7293 11,2013 4,40

9,8 5,8935 6,8943 16,98
9,6 2,3067 3,6050 56,28
9,4 -0,2018 1,2159 -702,56
9,2 -1,8190 -0,4114 -77,38
9,0 -2,7310 -1,4211 -47,96
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8,8 -3,1118 -1,9525 -37,26
8,6 -3,1153 -2,1317 -31,57
8,4 -2,8717 -2,0683 -27,98
8,2 -2,4860 -1,8525 -25,48
8,0 -2,0386 -1,5557 -23,69
7,8 -1,5880 -1,2312 -22,47
7,6 -1,1733 -0,9166 -21,88
7,4 -0,8178 -0,6361 -22,22
7,2 -0,5326 -0,4035 -24,24
7,0 -0,3195 -0,2244 -29,76
6,8 -0,1741 -0,0987 -43,33
6,6 -0,0882 -0,0223 -74,68
6,4 -0,0508 0,0113 -122,28
6,2 -0,0499 0,0106 -121,21
6,0 -0,0725 -0,0147 -79,71
58 -0,1049 -0,0530 -49,46
5,6 -0,1321 -0,0905 13,73
5,4 -0,1370 -0,1097 21,21
52 -0,1004 -0,0888 45,96
5,0 0,0000 0,0000 0,00
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