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ABSTRACT

In this study, static analysis for elastic layered media under axisymmetric loading are
investigated by the stiffness matrix method. Displacements and stresses occurring in the layer
are obtained and compared with elasticity and finite element solutions
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OZET

Bu calismada, donel simetrik yiikleme altinda tabakali elastik ortamin statik analizi
rijitlik matrisi metodu ile incelenmistir. Tabakalarda meydana gelen yer degistirme ve
gerilmeler elde edilerek elastisite ve sonlu eleman ¢oziimleriyle karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Tabakali elastik ortam, Donel simetrik yiikleme, Rijitlik matrisi metodu,
Sonlu elemanlar metodu

1. GIRIS

Tabakali ortamlar jeofizik, sismoloji, makine ve insaat miihendisligi gibi bircok
alanlardaki cesitli uygulamalarindan dolayr ilgi ¢eken bir arastirma konusudur. Insaat
miihendisliginde tabakali ortam problemleriyle karayolu, demiryolu ve havaalani yapilarinda
karsilagilmaktadir.Literatiirii inceledigimizde bir¢ok caligma karsimiza ¢ikmaktadir.

Burmister (1945), iki tabakali sistemlerin yayili yiik altinda yer degistirme ve
gerilmelerini elde eden bir teori gelistirmistir. Bu ¢alismasinda, temel gerilme denklemlerini
tabakalarin elastisite modiillerine ve Poisson oranlarina bagl olarak tliretmistir. Acum ve Fox
(1951), Burmister’in c¢aligmasina ilave olarak {ii¢ tabakali ortamin gerilmelerini elde
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etmislerdir. Gerrard (1967), iki tabakali sistemin c¢izgisel yiikk altinda statik analizini
tabakalarin izotrop olmamasi durumu i¢in yapmistir.

Small ve Booker (1984), tabakali elastik malzemelerin serit yiiklemeler altinda sonlu
tabaka analizini incelemislerdir. Sonlu tabaka yaklasiminda Fourier ve Hankel
dontistimlerinin ~ kullanilabileceginden bahsetmisler ve sikistirilamayan malzemelere
uygulandiginda geleneksel sonlu tabaka analizinin gegerli olmadigini vurgulamislardir. Bu
calismada sonlu tabaka esneklik matrisini tanimlayarak sikistirilamayan malzemeler icin de
coziimler elde etmislerdir. Small ve Booker (1986), bir baska c¢alismalarinda, onceki
calismalarinin devami olacak nitelikte, dairesel ve dikdortgen yiiklemeler altinda izotrop
olmayan tabakali malzemelerin ¢ozliimiinii yapmislardir. Dairesel yiiklemelerde Hankel
doniigiimiinii, dikdortgen yiikklemelerde ise ¢ift katli Fourier donlisiimiinii kullanmislardir.
Choi ve Thangjitham (1991), izotrop olmayan tabakali elastik ortamlarin gerilme analizini
rijitlik matrisi metodu ile yapmislardir. Problemin ¢6zlimiinde Fourier doniisiim tekniklerini
kullanmiglardir. Pindera ve Lane (1993), elastik yar1 diizleme oturan siirtiinmesiz tabakali
sistemin analizini rijitlik matrisi yontemini kullanarak yapmislardir. Yer degistirme ve
gerilmeleri, tabakalarin ve yari diizlemin monoklinik, ortotropik ve izotropik olmasi durumu
icin elde etmiglerdir. Wang ve Ishikawa (2001), donel statik yiike maruz tabakali ortamin
lineer elasto-statik analizi i¢in bir metot 6nermislerdir. Donel denge denklemleri, Hankel
doniigiimleri, matris analizi uygun sira ile kullanilmig ve gerilme, yer degistirmeler elde
edilmistir.

Bu ¢alismada, rijitlik matrisi metodu kullanilarak tabakali elastik ortamlarin donel statik
yiikleme altinda analizi yapilmistir. Sonuglar, problemin sonlu eleman ve elastisite
¢Oziimiinden elde edilen sonuglarla karsilastirilmistir. Sonlu eleman modellemesi ANSY'S
paket programinda yapilmustir.

2. GENEL DENKLEMLER

Sekil 1' de goriildiigii gibi model, dairesel q yayil yiikii altinda yatayda sonsuza uzanan
homojen izotrop N-1 tane tabakadan ve elastik yari diizlemden meydana gelmektedir.
Problem, silindirik koordinatlar da (», 6, z) incelenecektir. Silindirik koordinatlarda o, , o, ,

o, , 7,, gerilme bilesenlerini (bkz. Sekil 2) gostermek iizere, elastik bir ortam ic¢in denge
denklemleri
oo, Ot, L0 =% g (1a)
or oz r
0ty 00, Tn _g (1b)
or oL r

seklindedir. Yer degistirme-sekil degistirme bagintilari,
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Sekil 1. Uniform dairesel yiike maruz tabakali elastik ortam
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Sekil 2. Silindirik koordinatlarda gerilme bilesenleri

ou u
E = , &, =—, gzz , = r—|— Z’ o = Z:O 2
r 0 . 4 a or Yo =70 (2)

seklinde olup u, =u,(r,z) ve u,=u,(r,z) swrasiyla r, z eksenleri dogrultusundaki yer

degistirme bilesenlerini gostermektedir. Gerilme-sekil degistirme bagintilar1 ise matris
formda,

{o}=[c]{} 3)

seklinde yazilabilir. Bu ifadede, {o}={c, o, o, 7, 7

T . e eeae
, Tp T, T, gerilme vektdriini,

le}={e € & Vo Vo 7w }T ise sekil degistirme vektdriinii gdstermektedir.
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(3) ifadesi agik sekilde yazilacak olursa,

o.| [A+2u A A 0 0 0]e¢
o, A A+2u A 0 0 O0f|¢g
o | _ A A A+2u4 0 0 0]]g 4
Ty, 0 0 0 u 0 017,
T, 0 0 0 0 u 0|y,
7o) | O 0 0 0 0 ul\Ve

seklinde ifade edilebilir. Burada, A =Ev/[1+v)(1-2v)] ve u=E/[2(1+v)] Lamé elastik
sabitlerini, E ve v sirasiyla Elastisite modiiliinii ve Poisson oranini ifade etmektedir.

(4) ifadesinde, (2) ifadesindeki yer degistirme- sekil degistirme bagintilar1 yerine
yazilirsa,

O'r:/lA+2,uaur, O'€:ﬂ,A+2,Ui, JZ:ﬂ,A'leuauz,
or r oz
ou, ou,
Trz:ﬂ(g_‘_?}’ Tré’:THZ:O (5)

elde edilir. Burada, A=(ou, /or)+(u, /r)+(ou, / oz) seklindedir.
(5) ifadesi (1) denge denklemlerinde yerine yazilirsa

o°u, léu, u, o o’u,  o°u
A+2 - —L -+ —= |+ -———= =0 6a
( ﬂ)[ o’ ror r? 8razJ /J[ oz’ c’)razj (a)

o°u, 1laéu, azuzj [azuZ lou, o 1aurj
4= P =% oo

(6b)

t— 7 T
oroz r oz oz or ror oroz r oz

(/1+2u)(

yer degistirme cinsinden Navier esitlikleri (6)' daki gibi elde edilir. Bu esitlikler donel
simetrik yiikleme altinda tabakali elastik ortamin statik problemini ifade etmektedir. (6)
esitliklerinin ¢6ziimii i¢in integral doniisiim teknikleri kullanilacaktir.

2.1. Coziim Metodu

(6) denklemlerinin ¢6ziimii i¢in kullanilacak v. dereceden Hankel doniisiim ¢ifti

f(s)= j: f(r)J, (sr)rdr (7a)
f(r)= j: f(s)J, (sr)sds (7b)
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seklinde tanimlidir. Burada, r yatay koordinat, J, v. dereceden Bessel fonksiyonudur. (6a)" ya
birinci, (6b)' ye sifirinci dereceden Hankel doniistimii uygulanirsa

ou 0. ou
A+2u)| —s*U. —s—= |+ r+s—= =0 1la
( ﬂ)( ‘ azj ﬂ(azz azj (11a)
ou.  ou ou
A4+2u)| s—+—2 |+ u| -5’0, —s—= |=0 11b
( ﬂ)( = azzj u( . 62) (11b)

elde edilir ve bu esitlikler matris formda yazilacak olursa
u 0 o’u oz . 0 —s(A+u)[ou Joz
0 A+2u||o%T,/oz®| |s(A+p) 0 ou, /oz

. —s?(A+2u) O {Ur}_{o}
0 ~s2u ||| |0

ifadesi elde edilir. (11) veya (12) denklemleri 2. dereceden adi diferansiyel denklemlerdir. Bu
denklemlerin ¢6ziimii igin T, (S, z) ve T, (s, 2)

(12)

KSZ

Ur (S; Z) = uroe ’ Uz (S! Z) = uzOeKSZ (13)

seklinde alinir. (13) ifadeleri (12)' de yerine yazilarak

A+ u(2-x%) (A+u)x Uo| 0 (14)
A+ —u+(A+2u)x” | |0, 0
elde edilir. (14) lineer cebrik denklem sisteminin ¢6ziimiiniin olmasi i¢in katsayilar matrisinin
determinant1 sifira esit olmalidir. Buna gore

k' =2k +1=0 (16)

karakteristik denklemi elde edilir. (16) denkleminin 4 kokii vardir ve bunlar sirasiyla,
K, =k, =1, k;=x, =-1 seklindedir. Bundan dolay1, T,(s,z) ve U,(S,z)" nin denklemleri
asagidaki gibi yazilir.
U, (s,z)=(A+Az)e”+(B +B,z)e™ (17)
u,(s,z)=(C,+C,z)e* +(D,+D,z)e ™ (18)

Burada, A, Bi, Ci ve D; (i = 1,2) problemin smir sartlarindan elde edilebilen bilinmeyen
katsayilardir. (17) ve (18) ifadeleri hiperbolik siniis ve cosiniis fonksiyonlari

coshx=(e*+e™)/2, sinhx=(e*—e™)/2 cinsinden asagidaki gibi yazilabilir.
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U, (s,z) =(A + Aiz)coshsz +(B, + B,z)sinh sz (19)
a,(s,z) =(C,+C,z)coshsz + (D, + D,z)sinh sz (20)

(19) ve (20) denklemleri (11a)' da yerine yazilarak gerekli islemler yapilirsa yer degistirmeler
doniisiim alaninda

U, (s,z) =(A + Az)coshsz +(B, + B,z)sinh sz (23)
u,(s,z)=(-B, +§A2 —B,z)coshsz+(—-A +§ B, — A,z)sinhsz (24)

seklinde elde edilir. Burada, R=(1+3u)/(1+ ) seklinde tanimlidir. (5a-c) gerilme

bilesenlerine 0. dereceden Hankel dontisiimii, (5d-f)' ye ise 1. dereceden Hankel doniigiimii
uygulanirsa

5.(5.2) = (A +2u)s + A% 5g(s,z)=,1(sar+a“2]
0z 0z
G,(s,2)=(A+2u) o, +Ast,, 7,(s,2) :y(auf —SLTZJ (25)
oz 0z

7,,(8,2)=7,(s,z)=0
elde edilir. (23) ve (24) ifadesi (25c) ve (25d) de yerine yazilirsa

G,(s,z) =[-2us(A + Az) + (A +2u)(R—1)B, |cosh sz
+[-2us(B, + B,2) + (A +2u)(R-1) A, ]sinh sz
7,,(s,z) = u[2s(B, + B,z) - (R—1) A, ]cosh sz
+u1[2s(A + A,z)—(R-1)B, ]sinh sz

(26)
(27)

seklinde k. tabakanin gerilme bilesenleri elde edilir. Burada yalnizca &,(s,z) ve 7,(S,2)

ifadeleri elde edilmistir. Ciinkdi, rijitlik matrisi metodunda bunlar kullanilmaktadir (Sekil 3).
Problemde, tabakalarin en alt kismima elastik yarim diizlem tanimlanmistir. Elastik
yarim diizlemde sinir sartlar

g, (s,+0) >0, u,(s,+x)—>0 (28)

seklinde tanimhidir. Bu sartlar gz 6niine alindiginda (17) ve (18) ifadesindeki €% teriminin
katsayist sifir olmalidir. Buna gore elastik yar1 diizlem i¢in yer degistirmeler

0,(s,2) = (A + Az)e ™ (29)
U,(s,z) = (C, +C,z)e ™ (30)
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seklinde yazilabilir. (29) ve (30) ifadeleri (11a)' da yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
elastik yarim diizlem igin yer degistirmeler

0.(s,2) = (A +Az)e ™ (33)
0, (s,z) =sgn(s) (—Ai +§Az - AzzJe‘“ (34)

seklinde elde edilir. (33) ve (34) ifadeleri (25)' de verilen gerilme ifadelerinde yerine yazilirsa
elastik yarim diizlemde gerilmeler

5,(s,2) ={—mwAzz)+(z+2ﬂ>%4e‘“ (35)
7,(5,2) =u|s|{2Al—(R|T_|l+2z]A2}e“ (36)

seklinde elde edilir. (23), (24), (26), (27) ve (33-36) ifadelerinde doniisiim alaninda elastik
tabaka ve yarim diizlemin yer degistirme ve gerilmeleri verilmistir.

2.2. Rijitlik Matrisi Metodu
Tabakanin alt ve iist yilizeyindeki gerilme ve yer degistirme bilesenleri Sekil 3' de

verildigi gibidir. Yerel koordinat sistemi k. tabakanin ortasina yerlestirilmistir. (+) isaretli
ifadeler z, =+h /2, (-) isaretli ifadeler ise z, =—h, /2 icin gecerlidir. Tabakali ortamm k.

tabakasinin yer degistirme, gerilme ve bilinmeyen katsayilar i¢in

p=i =k o=k = —k =K' k K" k K"

dk:{ur uz} ’ 6k:{o-r O-z} ' ak:{Al AZ} ! bk:{Bl BZ} (37)
seklindedir. Burada d, (s,z) ve o, (s,2) sirasiyla doniisiim halinde yer degistirme ve gerilme

vektorinii ifade etmektedir. a, (S) ve b, (s) ise bilinmeyen katsayilar igeren vektorlerdir.
k. tabaka i¢in doniisiim halindeki yer degistirmeler ve gerilmeler a, ve b, matrisleri

a; _Flkl : Flkz ak

{dk} F | Fy ||be (38)
G | _[6hiGh][a )
6| |Gu |Gy ||P

cinsinden
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Sekil 3. Tabakanin alt ve iist yiizeyinde gerilme bilesenleri

seklinde ifade edilebilir. Burada, Fi;‘ (s) ve G:}(S), i =) = 1,2 olmak iizere 2 x 2' lik alt

matristir.
(38) ve (39) esitliklerindeki a, ve b, vektorleri yok edilirse, k. tabakanin

yiizeylerindeki yer degistirme ve gerilmeler

aJr Kk EKk (_i+
| (K Ky jd, (0
—0y Ko Ka | |dy

seklinde elde edilir. Burada, K:‘j (s),1=j=1,2olmak tizere 2 x 2' lik alt matristir ve

Ki PKE | [eh iehfF iR )
K Ky |GhiGL R iR

seklindedir. Burada, sol taraftaki ifade k. tabakanin 4 x 4' liikk simetrik yerel rijitlik matrisidir.
N tabakali sonsuz seritten meydana gelen elastik ortamda tabakalar arasindaki siireklilik
sartlar1 ve sinir sartlari

5, =p’
G, =6,,, 4, =d;,,, k=12..,N-1 (42)
o =P

seklindedir. Burada, p*(s), ( +) iist yiizey, (—) alt yiizey olmak iizere uygulanan gerilmenin
Hankel doniisiimiinii ifade etmektedir. (42) esitliklerinde verilen & =d; ve &, =d,

sirastyla  ortamun  {ist ve alt yiizeyindeki yer degistirmelerdir. 3., =d, =d;,,
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k=123,...,N-1, ise ara yiizeydeki k. ve (k + 1). tabakalarin yer degistirmelerini ifade
etmektedir. (42) yardimiyla N tabakal1 sistem igin
Kilgl + Kizgz =p
K8, + (K, +K5MS, ., + K58, =0, k=12,..,N-1 (43)
KlegN +K’2\‘23N+1 =p

yazilir. Bu esitlikler matris formda

Kil KiZ O §1 ﬁ;
K]él K]éZ + Kfl K122 62 O
0 K3, K, +K3 - - (7Y (44)
0 0 K3, o 0
L 0 0 0 ’ Kg‘z_ Ot Px
seklinde ifade edilir. Bu ifadeyi kisaca yazacak olursak
Ké=f (45)

seklindedir. Genel rijitlik matrisi K(s) yerel rijitlik matrislerinden meydana gelir ve boyutu
2(N + 1) x 2(N + 1) seklinde, genel yer degistirme (S) ve kuvvet vektoriiniin f(s) boyutu
ise 2(N + 1) x 1 seklindedir.

Elastik yarim diizlemin alt kisminda ise z ——oo oldugundan o, -0 ve d, -0
olmaktadir. Elastik yar1 dlizlemin iist yilizeyinde

6, =K}\'d], (46)

seklinde olacaktir. (46) esitligindeki K]} elastik yarim diizlem igin yerel rijitlik matrisi 2 x 2"
lik oldugundan genel rijitlik matrisimiz 2N x 2N olmaktadir. (44) ifadesinde gN ve Py

sifirdir.
3. SAYISAL SONUCLAR

Bu boliimde, elastik yarim diizlem {izerine oturan homojen elastik tabakanin donel
simetrik yiikleme altinda statik analizi ile ilgili sayisal sonuglar verilmistir. Oncelikle
problemi incelerken tabaka igerisindeki gerilme ve yer degistirme dagilislarini gorebilmek
i¢in homojen tabakayi elastik alt tabakalara bolmemiz gerekmektedir. Islemler yapilirken yer
degistirme ve gerilme dagiliminin daha iyi goriilebilmesi igin alt tabaka sayis1 N = 20 olarak
alinmustir.
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Tablo 1 ve 2' de farkli yiiklemeler altinda rijitlik matrisi metodu, elastisite ve sonlu
elemanlar metodu igin diisey gerilme ve yer degistirme degerleri verilmistir. Tablolar
incelendiginde sonuglarin birbirine olduk¢a yakin oldugu goriilmektedir.

Sekil 4ve 5' de yayil yiikiin yarigapinin degisimi ile boyutsuz diisey gerilme ve yer
degistirmenin degisimi verilmistir. Sekil 4 incelendiginde, yayili yiikiin yarigapr arttiginda
tabakanin alt kisminda gerilmelerin daha yavas azaldigi goriilmektedir. Tekil yiik a/h=0,01
oldugunda gerilmeler hizla sifira gitmektedir. Yani yiikiin yarigap: arttik¢a tabaka tizerinde
gerilmenin etkiledigi alan artmaktadir. Sekil 5 incelendiginde tekil yiik ve tekil yiike yakin
yiiklemelerde tabakanin yiizeyine yakin yerde biiyiik yer degistirmeler olusmaktadir.
Tabakanin alt kismina dogru inildik¢e yer degistirme azalmakta ve sifira dogru gitmektedir.
a/h=0,50, a/h=1,00 ve a/h=2,00 yiiklemeleri igin yer degistirme degerleri oldukca kiigiik
oldugu i¢in grafik iizerinde {ist iiste diisliyormus gibi goriinmektedir. Ancak dikkatli
incelenecek olursa yayili yiikiin yaricapinin artmasiyla yer degistirmelerin azaldigi
goriilmektedir.

Sekil 6' da a/h=0,50 yiiklemesi igin yatay koordinata bagh olarak o,/q, ve z,,/q,

dagilimlar1 verilmistir. Burada da her iki metodun sonuglarinin st iiste diistiigii
goriilmektedir.

Tablo 1. Diisey gerilme o, / g, degerlerinin {i¢ metod i¢in karsilastirmasi

a/h=0,01 a/h=1.00 a/h=2.00
z/ " Rijitlik Rijitlik Rijitlik
h  Matrisi Elastisite SEM Matrisi ~ Elastisite ~ SEM Matrisi ~ Elastisite ~ SEM
Metodu Metodu Metodu
0,0 1,000000 1,00000002 1,000269 1,000016 1,0000168 1,000000 1,000037 1,0009048 1,000000
-0,2 0.003738 0,00373839 0,004006 0,991263 0,9912658 0,992868 1,002526 1,0025353 0,999082
-0,4 0,000936 0,00093684 0,000945 0,947638 0,9476780 0,949453 0,995943 0,9959643 0,992586
-0,6 0,000416 0,00041657 0,000419 0,862775 0,8628380 0,864507 0,979703 0,9797308 0,976476
-0,8 0,000234 0,00023436 0,000235 0,755310 0,7553826 0,756817 0,952106 0,9521416 0,949032
-1,0 0,000150 0,00015000 0,000145 0,645671 0,6457408 0,647021 0,913754 0,9137981 0,910919
Tablo 2. Diisey yer degistirme (u, / h) x107 degerlerinin ii¢ metod igin karsilastirmasi
a/h=0.01 a/h=1.00 a/h=2.00
2/ Rijitlik Rijitlik Rijitlik
Matrisi Elastisite SEM Matrisi  Elastisite  SEM Matrisi Elastisite SEM
Metodu Metodu Metodu

0,0 -21,1933 -22,2832 -21,4000 -0,2223 -0,2255 -0,2254 -0,1109 -0,1087 -0,1041

-0,2 -0,9533 -0,9542 -0,9818 -0,2077 -0,2081 -0,2068 -0,1074 -0,1078 -0,0996

-0,4 -0,4768 -0,4773 -0,4710 -0,1903 -0,1907 -0,1906 -0,1036 -0,1040 -0,0967

-0,6 -0,3177 -0,3182 -0,3107 -0,1720 -0,1724 -0,1749 -0,0994 -0,0998 -0,0924

-0,8 -0,2382 -0,2386 -0,2310 -0,1543 -0,1547 -0,1572 -0,0949 -0,0953 -0,0914

-1,0 -0,1904 -0,1908 -0,1933 -0,1384 -0,1388 -0,1312 -0,0903 -0,0907 -0,0893
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S,/49¢ u,/h X107

0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 -5 -10 -15 -20 25
0 1 I 1 I 1 I 1 I 1 0 Ab! 1 I 1 I 1 I 1 I 1
02 —F/ -0.2 —
— a/h=0,01
0.4 — an=u, 04 /
alh=0,10 —I“
z/h - —— a/h=0,50 z/h -
- ah=1,00 \
0.6 — Wh=200 06—
i | ———— alh=0,01
alh=0,10
-0.8 — -0.8 — — a/h=0,50
— a/h=1,00
T h — a/h=2,00
1 -1
Sekil 4. Farkli yayili yiklemeler Sekil 5. Farkli yayili yiiklemeler
i¢in &, / g, dagilimi i¢in u, /h dagilimi
0.3

<
)
|

0.1 —

Interfacial stresses (X 103)

Rijitlik Matrisi Metodu
+ SEM T7 /4,
_01 T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T | T

24 -2 -16 -12 -08 -04 0 04 08 12 16 2 24
r/h

Sekil 6. a/h=0,50yiiklemesi i¢in r/h'a bagh olarak o, /q, ve 7, /¢, dagilimi

Ozetle, tabakali elastik ortamlarin donel simetrik yiikleme altinda statik analizi rijitlik matrisi
metodu, elastisite ¢oziimii ve sonlu elemanlar metodu ile yapilmistir. Sonuglar incelendiginde
rijitlik matrisi metodu sonuglarinin oldukga etkili ve dogru oldugu goriilmiistiir. Ayrica bu
metodun klasik elastisite ¢oziimiine gore islem hacmi olduk¢a azdir. Bundan dolayr bu tiir
problemlerin ¢6zlimiinde dncelikli olarak tercih edilebilir.
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