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LINEER OPERATOR DENKLEMLER iCIN TEMEL COZUM VE
UYGULAMALARI

OZET

Diferansiyel denklemler teorisinde temel ¢6ziim kavraminin 6nemli bir yeri vardir.
Matematik ve matematiksel fizik alanlar1 ve pek c¢ok miihendislik probleminde
yaygm kullanimi vardir.

Bu ¢alismada lineer operatér denklemler i¢in temel ¢6ziim kavrami incelendi. Birinci
bolimde genel formda verilmis olan operatér denklem igin temel ¢O6zim ve
genellestirilmis temel ¢oziim kavramlar1 tanimlandi. Bu ¢oziimlerin varligi igin
gerekli olan kosullar elde edildi. Sag diizenleyici operatore sahip olan Fredholm tipli
bir problem smifi i¢in temel ve genellestirilmis temel ¢oziimler incelendi. Bu
¢Oozlimlerin varligr i¢in gerekli kosullar arastirildi. BOyle bir denklemin temel
¢Oziimiiniin var olmasi i¢in ancak ve ancak bu denkleme karsi gelen homojen
denklemin sadece sifir ¢6zlime sahip olmasi gerektigi ispatlandi. Ek olarak eger bu
denklem temel ¢oziime sahip degil ise daima genellestirilmis ¢coziime sahiptir. Bu
durumda genellestirilmis temel ¢6ziimiin ve bu ¢éziimiin nasil olacagi incelendi.

Ikinci bdliimde birinci boliimde verilmis metoda uygun olarak bir problem ele alindi.
Bu problemin denklemi ikinci mertebeden lineer degisken katsayili homojen
olmayan denklem ve diger iki sinir kosulu da tanim araliginin ig¢inde bilinmeyen
fonksiyon degerlerini de igeren kosullardir. Katsayilar ve sag taraf fonksiyonu sadece
L, (G) den olan yani p-inci mertebeden integrallenebilir ve bazi siirlilik kosularini
sagliyorlar. Sinir kosullar1 ise ara noktalarda degerleri igermektedir. Bu problem i¢in
once es problem tanimlandi. Bu es problem bir integro-cebirsel denklem sistemi
olarak elde edildi. Bu sistem f = (f,({,x), f1, fo) € E, bilinmeyen fonksiyoneline
gore bir tanesi integral denklem diger iki tanesi cebirsel denklemden olugmaktadir.
Integral denklem f,({,x) elemanini bilinmeyen fonksiyon olarak icerir. Diger iki
elemani ise parametre olarak igerir. Diger iki tanesi ise f;, f, bilinmeyenlerine gore
cebirsel denklemlerdir. Bu cebirsel denklemler f,({,x) elemanini fonksiyonel
olarak icerebilirler. Cebirsel denklemler ¢6ziiliip integral denklemde yerlestirildignde
tamamu ile f,({,x) bilinmeyenine baglh bir ikinci ¢esit integral denklem elde edilir.
Bu integral denklemin ¢6ziilebilme kosullar1 incelenerek Green ya da genellestirilmis
Green fonksiyoneli elde edilebilecegi gosterildi. Dolayisi ile bunlar yardimi ile
problemin ¢éziimiiniin elde edilebilecegi gosterildi.

Daha sonra baslangi¢ ve smnir deger problemleri ele alinarak bunlar i¢in es sistem
olusturuldu. Bu es sistemlerin 6zel halde klasik yontemler ile Cauchy ve Green
fonksiyonlarmnin olusturulmasi problemlerine denk oldugu gosterildi. Temel
¢Oziimiin bu sekilde olusturulmasi klasik metotlardan hem farkli hem de daha
onemlidir. Bu metod kullanilarak klasik yada fonksiyel analiz metotlarinin yetersiz
oldugu pek cok problem smnifi arastirilabilir. Ayrica lineer olmayan problemlerin
coziimleri bu metod araciligi ile nonlineer integral denklemlerinin ¢6ziimlerine
indirgenebilir. Sayisal metodlar yardimi ile ¢oziimler elde edilebilir.

Xi



Xii



FUNDAMENTAL SOLUTION OF LINEAR OPERATOR EQUATIONS AND
APPLICATIONS

SUMMARY

The fundamental solution has an important place in the theory of differential
equations. It is widely used in the fields of mathematics, mathematical physics and
many engineering problems.

In this study, the fundamental solution for linear operator equations concept is
examined. In the first part, fundamental solution and generalized fundamental
solution concepts for solutions of operator equations given in general form are
defined. The conditions for the existence of these solutions are obtained. For a
Fredholm type problem class with right regulator operator, fundamental and
generalized fundamental solutions are examined. The conditions for the existence of
these solutions are investigated. It is proved that the fundamental solution for such an
equation exists if and only if the corresponding homogenous equation for this
equation has only the trivial solution. Additionally if this equation does not have a
fundamental solution, then it always has a generalized solution. In this situation, how
the solution and the generalized fundamental solution would be is investigated.

In the second part, a problem is dealt with according to the method given in the first
part. The equation of this problem is a nonlinear homogenous equation of the second
order with linear variable coefficients and other two boundary conditions are the
conditions that involve unknown function values in the range. Coefficients and the
right-hand function are only of L,(G), i.e. are integrable of the p-th degree, and
provide some conditions of boundedness. Boundary conditions involve values on the
intermediate points. First, the adjoint problem is defined for this problem. The
adjoint problem is obtained as a system of integro-algebraic equations. This system
consists of an integral equation and the algebraic equations according to the
unknown functional f = (f,(¢,x),f1,f,) € E;. The integral equation involves the
f2(¢,x) element as an unknown function. It involves the other two elements as
parameters. The other two are algebraic equations according to the f;, fo unknowns.
These algebraic equations may involve the £, (¢, x) element as a functional. Once the
algebraic equations are solved and replaced in the integral equation, a second type of
integral equation completely according to the f,({,x) unknown is obtained. By
examining the solvability conditions, it is shown that Green or generalized Green
functionals can be obtained. It is shown that the solution of the problem can be
obtained by the help of these.

Later, the inital and boundary conditions are handled and an adjoint system for these
are generated. It is shown that these systems are equivalent to the problems of
obtaining Cauchy and Green functionals in special cases with classical methods.
Construction of the fundamental equation with this way is more important and
different than the classical methods. Most problem classes where classical and
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functional analysis methods are incapable can be researched with this method. Also,
solution of nonlinear problems can be reduced to solution of nonlinear integral
equations with this method. Solutions can be obtained with the help of numerical
methods.

Fundamental solutions of differential operators with constant coefficients and
sufficiently smooth coefficients have been examined with the use of generalized
funcitons methods and some other methods in detail. A new fundamental solution
concept has been defined by S.S. Akhiev for some lineer operator equations in a
Banach space of smooth functions in his study titled ‘“Representations of the
solutions of some linear operator equations”. Some important applications of this
concept on local and nonlocal problems with coefficients which are generally not
smooth have been given on S.S Akhiev’s studies “Representations of the solutions of
some linear operator equations”, “Green and Generalized Green’s Functionals of
Linear Local and Nonlocal problems for Ordinary Integro-differential Equations”
and S.S. Akhiev and Orucoglu K.’s study “Fundamental solutions of some linear
operator equations and applications”. This concept is generally independant from
known fundamental solution concepts. Generally it is associated with the operator of
the given problem. The first chapter consists of three parts, in the first part
fundamental concept for linear operator equations is defined, in the second part
generalized fundamental solution concept for linear operator equations is defined and
in the third part, the fundamental solution and generalized fundamental solution
concepts are examined for a Fredholm type class of operator equations with right
regulator and homeomorphism in between. It is proved in the first chapter that such
an equation would have a fundamental solution if and only if it’s homogenous
equation would have a trivial solution. It is also underlined in the first chapter that if
such an equation does not have a fundamental solution then it always has a
generalized fundamental solution.

Here the fundamental solution and the generalized fundamental solution are defined
as the special solutions of the corresponding adjoint operator equation. The adjoint
operator equation defined here is different from formal adjoint differential operator
and the given traditional adjoint concept. The structural and other properties of such
an adjoint problem depends on the operator of the problem and some structural
properties of the solution space. The fundamental solutions which has been defined
can be used in producing numerical or approximate solution algorithms changing
nonlineer prblems to nonlinear integral equations, as it can be seen on Ma R.’s study
“Existence theorems for a second order m-point boundary value problem”,
Karakostas G.L. and Tsamatos P.Ch.’s study “Sufficient conditions for the existence
of nonnegative solutions of a nonlocal boundary value problem” and Collatz L.’s
study “The numerical Treatment of Differential Equations”.

The second chapter consists of three parts, in the first part a linear differential
equation of the second degree with variable coefficients and boundary conditions that
involve values on intermediate points is handled as an application of the fundamental
solution that was given in the previous chapter. This problem is examined by using
the method given in the previous chapter. The main difficulties that were experienced
with this problem that made it harder for the fundamental solution was that it had
variable coefficients and it was given with boundary conditions that icluded values
on the intermediate points. The adjoint equation may not be found in this situation if
classical methods are used. Therefore the fundamental solution or the generalized
fundamental solution may not be found.
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In this study, fundamental solution concept for general linear operator equations is
discussed. Later, the adjoint problem is created for a linear equation with variable
coefficients and intermediate points conditions. The definiton of Green functional is
given with the help of this adjoint problem. Lastly, it is shown that by assuming the
coefficients of the problem has suffient derivatives, classical problems can be
obtained. For this, it is shown that Green function can be obtained by handling a
linear equation of the second degree that has variable coefficients with simple
boundary conditions and that Cauchy funciton can be obtained by handling a linear
equation of the second degree that has variable coefficients with simple initial
conditions.

In this method it is sufficient for the operator coefficients to be integrable. Moreover,
the boundary conditions do not need to be local and homogenous. The entire problem
is wieved as non-homogenous problem. Conditions can be handled as non-local
multi-point conditions.

The handled adjoint equation or adjoint system is, unlike the known methods, utmost
an integro-algebraic system. This gives us the opportunity to get some important
information on the existence and uniqueness of the solution.

Moreover, nonlocal (nonlinear) boundary value problems can be transformed into
nonlocal integral equations with this method. These integral equations can be solved
numerically under some specific conditions.
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1. OPERATOR DENKLEMIN TEMEL COZUMU

Yeterince diizgiin katsayili veya sabit katsayili diferansiyel operatorlerin temel
coziimleri klasik ve genellestirilmis fonksiyon metodlar1 veya diger baska metodlar
ile ayrintili bir bigimde incelenmistir [1-6,13,14]. Diizgiin fonksiyonlardan olusan
Banach uzayinda bazi lineer operator denklemler igin [7] de verilen ¢alisma ile S.
S. Akhiev tarafindan yeni bir temel ¢6ziim kavrami tanimlandi. Bu kavramin genelde
diizglin olmayan katsayilara sahip yerel ve yerel olmayan problemler i¢in bazi
onemli uygulamalar1 [7-9] ¢alismalar1 ile verildi. Bu kavram bilinen temel ¢6ziim
kavramlarindan genelde bagimsiz olan bir kavramdir. Genelde verilen problemin
operatori ile iligkilidir. Bu boliimde lineer operatér denklemler i¢in temel ¢oziim ve
genellestirilmis temel ¢6ziim tanimlanacaktir. Temel ve genellestirilmis temel ¢oziim
kavramlar1 aralarinda homeomorfizm olan sag diizenleyiciye sahip Fredholm tipli bir
smif operator denklemler i¢in de incelenecektir. Burada eger bdyle bir denklemin
homojen ¢6ziimii ancak ve ancak sifir ¢coziime sahip ise temel ¢éziime sahip olacagi
ispatland1. Eger boyle bir denklemin temel ¢6ziimii yoksa daima genellestirilmis
temel ¢oziime sahiptir. Burada temel ve genellestirilmis temel ¢ozliimler kars1 gelen
es operator denklemin 6zel ¢oziimleri olarak tanimlandi. Burada tanimlanan es
operatér denklem formal es diferansiyel operator ile verilen geleneksel es
kavramindan farklidir. Boyle bir es problemin yapisal ve diger ozellikleri verilen
problemin operatoriine ve ¢odziim uzaymin yapisal bazi Ozelliklerine baglidir.
Tanimlanan bu temel ¢oziimler lineer olmayan problemleri lineer olmayan integral
denklemlere getirerek yaklasik ya da niimerik ¢dzliim algoritmalar1 vermede de

kullanilabilir [17-19].

1.1 Operator Denklemin Temel Coziimii

n boyutlu R™ Euclidean uzayda G agik bir bolge olsun. Bu uzayda x € R noktasi
x = (xq,...,X,) seklindedir. G bolgesi G’nin kapamsi olsun ve C(G) ile siirekli
fonksiyonlarin uzayr gosterilsin. W = W (G) de u = u(x) fonksiyonunun Banach

uzay1 olsun. Bu ¢alisma boyunca W € C(G) oldugu varsayilacaktir. W’nun C(G)



icine daldirilmast sinirhdir. V' ile W uzayindan E uzayma lineer bir operator
gosterilsin ve E* es uzayindan W™ es uzayma V* es operatoriiniin var oldugu

varsayilsin.
Vu=1z (1.1.2)
operator denklemini ve bu denklemin
Vif=¢ (1.1.2)
es denklemini g6z Oniine alalim. Burada z € E ve ¢ € W™ bilinen elemanlardir.
0(x)(w) = ulx), vu e w (1.1.3)

fonksiyoneli tanimlansin. x € G ise bir parametre olarak gz niine almmalidir. Sabit
x € G elemam icin fonksiyonel W iizerinde bir Dirac fonksiyoneli olarak

diisiiniilebilir. W’nm C(G) igine daldirilig1 sinirli olacagindan
10| = [u()] < llullg) < aollullw (1.1.4)

olacak sekilde pozitif a sabiti vardir.

Burada 8(x), W iizerinde sinirli bir fonksiyonel olur. Yani Vx € G i¢in 6(x) € W*
dir. Bu yiizden

V= 6(x) (1.1.5)

denklemi x € G bir parametre olmak iizere
Vif=¢
denkleminin ¢ = 6(x) oldugu 6zel bir duruma karsilik gelir.
Tamm 1.1: f = f(x): G’ den E* icine V*f = 8(x) denkleminin keyfi x € G igin

¢Oziimii olan bir fonksiyon olsun. O zaman bu fonksiyona Vu = z denkleminin ya da

V operatoriiniin temel ¢oziimii denir.

Keyfi bir x € G parametresi i¢in en azindan bir f = f(x) temel ¢dziimiin varhg:
Vu = z denkleminin en az bir f = f(x) ¢dziimiiniin varligma esdegerdir. G den E*

icine f = f(x) tasviri ancak ve ancak her bir x € G igin



(V*f(x))(u) =u(x), Yu€ew (1.1.5%)

ise bir temel ¢oziimdiir.

Teorem 1.1: En azmndan bir f = f(x) temel ¢oziimii var olsun. O zaman Vu = z

denkleminin keyfi bir u € W ¢6ziimii
u(x) = f(x)(2), X€EG (1.1.6)

seklinde gosterilebilir. Ayrica Vu = 0 homojen denklemi yalnizca trivial yani sifir

¢Ozlime sahip olur.

Ispat: Es operator V* oldugundan

fruw) = (V*fHw), (1.1.7)

VfEE",VueWwW

yazilabilir. (1.1.7) denklemi iginde u ve f’yi swrasi ile Vu =2z ve V*f = 6(x)

denklemlerinin ¢6ziimleri olarak secersek
f(x)(2) = 6(x)(w) (1.1.8)

denklemini elde ederiz. 6(x)(u) = u(x), vu € W denkleminden u(x) = f(x)(2),
x € G elde edilir. Vu =0 denkleminin ¢dziimiiniin tekligi (1.1.6) nin basit bir

sonucudur. m

Bu teorem temel ¢dziimiin varhginm gereklilik kosulu olarak V operatoriiniin V;~*
sol ters operatoriiniin var olmasmi gosterir. Yeterlilik kosulunun varligi igin

asagidaki teorem verilir.

Teorem 1.2: V lineer smirh operatdr olsun. Eger V smirh sol ters V,~! operatériine
sahip ise, o zaman en azmdan bir temel ¢6ziim vardir. Eger E ilizerinde tanimli bir

V=1 smirli ters operator varsa o zaman temel ¢oziim tektir.

Ispat: V! var ve siirh oldugu icin V*’1n imaji W* esit olacaktir. Yani ImV = W*.
Bu yiizden V*f = 8(x) denklemi en azindan keyfi bir x € G igin f = f(x) € E*
¢Oziimiine sahiptir. Eger V1 (E lizerinde tanimli) var ise o zaman W* {izerinde V*
operatorii simirl bir ters operatore sahip olur. Bu sebeple V*f = 6(x) denkleminin

f = f(x) ¢6ziimii var ve tektir. m



1.2 Genellestirilmis Temel Coziim

V' lineer smirli operatér olsun ve V operatoriiniin ¢ekirdegi sifirdan farkli yani
KerV # {0} olsun. Teorem 1.1’e gore bu durumda temel ¢6ziim yoktur. Operatoriin
cekirdegi yani sifir uzayi sifirdan fakli (sonlu ya da sonsuz olabilir) bos degil ise
genellestirilmis temel ¢6ziim kavramindan yararlanilir. P, operatoriic W uzaymdan
kendisine lineer smirl bir operatdr olsun. PZ = P, ve Im Py, = W, ve Wy, = Ker V
olsun. Py, W tizerinde bir izdiistim (Projeksiyon) operatorii oldugu i¢in P, = I — P,
operatorii de W fizerinde bir izdlisim operatorii ve W = W, @ W, seklinde bir

direkt toplam olarak yazilabilir. I 6zdeslik operatorii ve W, = Im P, dir.

Bu yiizden her bir u € W elemani
u = Pyu+ Pu (1.2.2)
seklinde tek olarak gosterilebilir.
0.(0)(w) = (P,w)(x), VueWw (1.2.2)

fonksiyoneli tanimlansm. Burada x € G bir parametredir. P;, W iizerinde smirh bir

operator oldugu icin

16; )W) = [(Pyw)(x)|
< [IPyullee)

< aollPyully (1.2.3)
< apllPyl - llully, o

vuew

dir. Bu yiizden her x € G i¢in 8,(x), W iizerinde lineer smirli bir fonksiyoneldir.

Yani x € G oldugundan 6, (x) € W* olur. O zaman
Vif = 6:(x) (1.2.4)
@ = 01(x) denkleminin 6zel hali olarak g6z 6niine almnabilir.

Tamm 1.2: Keyfi bir x € G icin

f=F(x)€E



denkleminin ¢6ziimii olsun. O zaman bu ¢6ziime V operatdriiniin veya Vu = z

denkleminin genellestirilmis ¢oziimii denir.

Teorem 1.2.1: f = F(x) seklinde en az bir genellestirilmis ¢6ziim olsun, o zaman

Vu = z denkleminin keyfi bir u € W ¢6ziimii
u(x) = F(x)(2) + (Pyu)(x), X€EG (1.2.5)

seklinde gosterilebilir.

Ispat: u € W, Vu = z denkleminin ¢6ziimii olsun. u ve fonksiyonel f sirasi ile
fvuw) = (V*f)(w),Vf € E*,vu € W ifadesinde Vu = z denklemi ve V*f = 6,(x)
denkleminin ¢oziimleri olarak alinir ise o zaman

F(x)(2) = 6,(x)(w) = (Pw)(x), x€G
veya

u(x) — (Pow)(x) = F(x)(2), «x€G

elde edilir. m
u(x) = F(x)(2) + (Pou)(x), x € G denkleminin sag tarafindaki u;(x) = F(x)(2)
ve uy(x) = (Pyu)(x) fonksiyonlari sirasi ile Vu = z denkleminin 6zel ¢6ziimii ve
Vu = 0 homojen denkleminin ¢oziimleridirler. Ek olarak u, (x) fonksiyonu W \ W,
factor uzayma izomorfik olan W, uzayi iizerindeki u(x) ¢oziimiiniin izdiisimiidiir.

Bu durumda V nin faktorize operatorii V,,, V operatoriiniin W, uzayi iizerinde bir

kisitlamasidir. Bu ylizden
V*Hw) = fVu) = f(VPiu) = f(VoPyu) = (V5 f)(Piu), Vu e w.
V*f = 6;(x) denklemi

V() = 6;(x)(w),vu € W yada (V5 f)(v) = v(x) olarak da yazilabilir. Burada
v = P;u € W, keyfi bir fonksiyondur.

Bu ve (V*f(x))(u) = u(x), Vu € W denkleminden V’nin genellestirilmis temel
¢ozlimiiniin  V’nin faktorize operatorii V,’in  temel ¢Oziimi olarak da

tanimlanabilecegi goriilebilir.

Teorem 1.2.2: Eger Im V, E uzayi i¢inde kapali ise o zaman en az bir temel ¢oziimii

vardrr.



Ispat: Eger ImV kapali ise, o zaman Teorem 3* [10: s.359], ImV",
annihilator (Ker V)1’ ye esit olur (V’nin ¢ekirdegi yani Ker V). Buradan Im V* =
(KerV)1tdir. 8,(x) € (KerV)* oldugu gosterilecektir. u € Ker V olsun.

O zaman Ppu=u ve Piu=0= 6,(x)(u) = (P,u)(x)=0. Bu da 6,(x) €
(KerV)1 (her x € G i¢in) oldugunu gosterir. Bu yiizden V*f = 6, (x) denklemi i¢in

enaz bir f = F(x) € E* ¢bzlimiine sahiptir. m

E, = ImV c E; olacak sekilde E; bir Banach uzay1 olsun. V operatoérii W dan E
uzayma oldugu gibi W den E; e bir operator (tasvir) olarak diisiiniilsiin. Verilen
@ EW* icin V*f = ¢ ve V|'f; = ¢ seklinde sirast ile f € E* ve f; € E] ¢oziimleri
olur. O takdirde

fVuw) = (i) = f1(Vu) = o(u), vuew
ya da f(z) = f1(2),Vz € E, olur. Béylece f|g, Ve fil|g, smirlamalari E, iizerinde f
ve f;’in aymi fonksiyoneller olurlar. Bu da her x € G igin f(x)|g, Ve F(x)|g, sirasi
ile f(x) temel ¢oziimiinin ve F(x) genellestirilmis genel ¢6ziimiin E Banach

uzayina gore degismez (invaryant) oldugunu gdsterir. Bu yiizden bu smirlamalar ve

u(x) = f(x)(2), x € G veu(lx) = F(x)(2) + (Pou)(x), x EG

denklemlerinin sag taraflar1 sadece W {izerinde V’ye baghdir (ya da W iizerinde
Im V). Sadece f(x)|g, ve F(x)|g, smirlamasi E uzaymna baghdir. Burada E, = E'\
E, dir. Burada 6nemli olan Tanimlar 1.1 ve 2.1°de verilen E uzaymi herhangi bir E
Banach uzayr olarak se¢mek Onemlidir. Cilinkii her zaman E;’1 Onceden

belirleyemeyiz. Sirasi ile f(x) ve F(x)’in bu sekilde sinirlamalari
u(x) = f(x)(2), x € Gve ulx) = F(x)(2) + (Pou)(x), x €G

denklemlerini etkilemezler. Uygulamalarda dogal olarak gbz 6niine alinan probleme

gbére W ve E uzaylar1 miimkiin olabildigince uygun olarak se¢ilebilmelidir.

G c R™ bolgesi ' = G smirma sahip agik bir bdlge olsun. V°, G iizerinde tanimli
fonksiyonlarin W = W (G) Banach uzayindan E° = E°(G) Banach uzaymna lineer
diferansiyel operatédr olsun. [y, Q; = 0T} smnir1 ile T iizerinde kapal bir yiizey (ya da
egri) olsun. Iy, = I} \ Qi; Eyx = Ex(Ty), Ty iizerinde tamml1 fonksiyonlarm Banach

uzayi (k = 1,2,...,my),ve E, = R, k =m,; + 1, ..., m, m; ve m verilmis tamsayilar;



0 <my <m:V,, W den E}’ya lineer bir operator. Formel olarak yerel ya da yerel

olmayan bir problem
Vou = z° (1.2.6)
Vku = Zk,k = 1, e, m (127)

seklinde yazilabilir. Bu problem V = (V°,V,, ..., V) ve z = (2° 2y, ..., z,,) olmak

uzere
Vu=z (1.2.8)

seklinde operator formda yazilabilir. Eger
Vou=2z-Viu=2z, k=1,..,m

probleminin operatdrii V, W ve E = E° X E; X ..XE,, uzaylar1 arasinda bir

homeomorfizma olusturuyor ise Teorem 1.1.2°ye gore bu problem tek bir

o) = (o), fi(x), ., fin(x)) EE*, x € G,

temel ¢dziimiine sahiptir. Ustelik

u(x) = 200G + ) @), x € 6.
k=1

Boylece f(x)’in ilk eleman olan f°(x) € (E°)* fonksiyoneli (n =1 oldugunda)
Cauchy, Green ve Riemann fonksiyonlarinin bir soyut bi¢imi (varyanti) gibi

diistiniilebilir.
Vou=z-Viu=2z, k=1,..,m
probleminin genellestirilmis ¢oziimii
F(x) = (F°(x),F,(x), ..., E,(x)) EE*,x €G,

ilk elemam olan F°(x) € (E®)* adi ve eliptik diferansiyel denklemlerin Green

fonksiyonlarina bir analojisi olarak diigiiniilebilir.

1.3 Fredholm Denklemlerinin Bir Sinifi

Vu = z denklemi E’den W {izerine lineer homeomorfizma olusturan sag diizenleyici

N operatoriine sahip olsun [5; $.52]. u = Ng doniisiimii kullanilsa Vu = z denklemi



(I+Q)g =z seklinde E iginde kanonik Fredholm denklemine indirgenebilir.
Burada Q = VN — I, E’den E’ye kompakt bir operatérdiir. Bu durumda ImV ve

ImV™* sirasi ile E ve W* iginde kapalidir. O zaman Teoremler 3 ve 3* [10; 5.359]’dan

ImV* = (KerV)* ve

1.3.1
ImV = (KerV*)* (1.33)

yazilabilir. Diger yandan sirasi ile Vu = 0 ve V*f = 0 denklemleri (I + Q)g = 0 ve
(I+Q*)f =0 denklemlerine esdegerdir. Ustelk Vu=0 ve (I+Q)g=0
denklemlerinin ¢dziimleri g = N™'u ile baghdir. Bu yiizden dimKer(l + Q) =
dimKer(I + Q*) < oo’dur. Buradan KerV ve KerV* aymi sonlu boyuta sahiptir.
ImV* = (KerV)* ve ImV = (KerV*)! kosullar1 ile asagidaki Fredholm

alternatifleri gecerlidir.

Teorem 1.3.1: ImV* = (KerV)* ve ImV = (KerV*)* denklemi sag diizenleyicisi

bir N operatoriine sahip olsun. Bu E Banach uzayindan W {izerine bir lineer
homomorfizmadir. O zaman Vu = 0 homojen denklemi ya da sifir ¢6ziime ya da W

icinde sonlu sayida lineer bagimsiz ¢éziime sahiptir.

i) W i¢inde Vu = 0 homojen denklemi sadece trivial ¢oziime sahip ise o
zaman V*f = 0 homojen denklemi de sadece E* i¢inde trivial ¢6ziime
sahip olur. Bu durumda Vu = z ve V*f = ¢ denklemleri sirasi ile keyfi
z€E ve ¢ € W* elemanlar1 icin u € W ve f € E* tek ¢ozlimlerine

sahiptirler.

i) Eger Vu =0 homojen denklemi W i¢inde uy,...,u,, seklinde sonlu
sayida lineer bagimsiz ¢oziime sahip ise 0 zaman V*f =0 homojen
denkleminde fi, f5, ... fim seklinde E* i¢inde sonlu sayida lineer bagimsiz
¢coziime sahip olur. Bu durumda sirasi ile ilk verilmis herhangi bir z € E
ve @ € W* elemanlar1 i¢in Vu =z ve V*f = ¢ denklemleri ancak ve

ancak
fiz)=0,i=1,..,m (1.3.2)
eu)=0,i=1,..,m (1.3.3)

kosullarini saglarlar ise u € W ve f € E* ¢ozlimlerine sahiptirler.



Teorem 1.3.1 Fredholm alternatiflerinin gecerli oldugu yeni kismi ya da adi
diferansiyel denklemler siniflarmi bulmak i¢in kullanilabilir. Teorem 1.3.1%in

kosullar1 altinda asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 1.3.2: Eger f = f(x) seklinde en azindan bir temel ¢dziim varsa, o zaman

bu ¢6zlim tektir. Eger varsa temel bir ¢6ziim ancak ve ancak Vu = 0 homojen

denklemi sadece trivial (sifir) ¢oziime sahip olur.

Ispat: En azindan bir temel ¢oziim olsun. O zaman Teorem 1.1° den Vu =0
homojen denklemi sadece sifir ¢oziime sahip olur ve bu yilizden keyfi ¢ € W*
elemani i¢in Teorem 1.3.1” den V*f = ¢ es denklemi f € E* tek ¢ozlimiimiine sahip
olur. Bu sebeple V*f = 6(x) denklemi Vx € G icin f = f(x) € E* tek ¢dziimiine
sahiptir. Bu yiizden temel ¢dziim tektir. Ispatin ikinci kismi Teorem 1.3.1°in basit bir

sonucudur. =

Teorem 1.3.1°in kosullarini saglayan Vu = z denklemi i¢in genellestirilmis temel
coziimiinde yararlanilacak olan P, operatdriinii olusturalim. Bdyle bir P, operatdriinii
olusturmak i¢in (E, E*) dual ¢ifti géz Oniine alinabilir. Eger Ker V, m > 1 sonlu

boyutlu ise 0 zaman
g1 =N"1u;, g, =N"1uy, .., gn =Ntu,

E’ de lincer bagimsizdirlar. Burada u,,u,, ..., u,’ler W ig¢inde Vu = 0 homojen

denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleridir. Bu yiizden E™* iginde

Fk (N_lul-) = 6]('[

B {1, k=i (1.3.4)
10, k+i

olacak sekilde Fy, F,, ..., E, olacak sekilde bi ortogonal fonksiyonlar sistemi vardir.

[10,11]

W tizerinde

(Pow)(x)

m

= w RN

k=1

(1.3.5)

operatorii tanimlansin.



m
IPoullw < [INTHI ZHFRH el ] - Ml
k=1

oldugu i¢in P, sinirhidir. Eger u € W, = KerV ise 0 zaman
U =ciuy + - Cplm, ¢, = sabit,
ve

1, k=i

R w) = 8 = {7 ¢ 5 b (P00 = Zy GO (N 0)

denklemleri yardima ile

P () = Y w4 () Y ciFeN ™) = ) 6 1 (6) = u()
k=1 i=1 k=1

elde edilir. Bunun sonucu olarak Pyu = u olur. Bu durumda u € W, dir. Diger
yandan eger u € W ise 0 zaman

m

(P () = ) i (x)

k=1
olur. Burada a;, = F,, (N ~'u), u iizerinde bagiml sabitlerdir. Bu yiizden her u € W
icin Pyu € W, dir. Bu da P = P, ve Im P, = W, oldugunu gosterir. Sonug olarak
yukarida P, iizerine yiiklenen kosullar (Pyw)(x) = Yt ug (x) F (N ™) operatorii
icin gergeklenir. V*f = 6;(x) denkleminde 6;(x) olarak tanimlanmis olan

genellestirilmis temel ¢6zim
m
0, (x)(u) = u(x) — Z U (X)F(N~1u), Yuew (1.3.6)
k=1

seklinde verilebilir.

Teorem 1.3.3: Teorem 1.3.1°in kosullar1 saglatilsin. O zaman genellestirilmis

f = F(x) ¢dziimii daima vardir. Bu durumda u € W seklinde Vu = z denkleminin

¢6ziimii verilen z igin f;(z) = 0, i = 1,..., m kosullar1 saglamak kosulu ile

10



m

ulx) = z apu (x) + F(x)(2), xX€EG (1.3.7)

k=1
seklinde gosterilebilir.

Ispat: 0;(x)(w) = u(x) — X", u (X)F,(N~*u), Yu € W denklemi ile verilen

0, (x) fonksiyoneli Vx € G i¢in W iizerinde smirldir.

011 () = () = ) we RN =1, () = w:(x) = 0,
k=1

i=1,..mx€GqG

yazilabilir. Bu yiizden 6, (x) i¢in ¢;(z) =0, i = 1,...,m kosullar1 ger¢eklenir. Bu
da V*f = 6,(x) denkleminin keyfi x € G i¢in en az bir f = F(x) € E* ¢dziimiiniin
(Teorem 1.3.1) oldugunu gosterir. u(x) = Ype; aruy + F(x)(z) gosterilimi
(Pow)(x) = X7 u () F (N~1u) yardimi ile u(x) = F(x)(2) + (Pou)(x), x € G
denkleminden kolayca elde edilebilir.

Teorem 1.3.3, Teorem 1.2.2°nin bir sonucu olarak da elde edilebilir.

Genelde

(VF))W = (), VueW
es denklemi ya da
fVu) = p(u), vu e W

denklemi W wuzayindan olan keyfi u fonksiyonlarmi igeren fonksiyonel
denklemlerdir. Boyle es denklemleri incelemek igin verilmis olan bir metodun [8,12]
cok noktali smir kosullara sahip ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklem ile
verilen bir probleme uygulamasi izleyen boliimde verildi. Bu metodun ana fikri
¢Oziim uzay1 ve onun es uzayinin izomorfik ayrisimlarini kullanmak ile iligkilidir. Bu
tiir problemlerin es denklemleri integro-cebirsel yada cebirsel denklem sistemleri
olarak elde edilirler. Temel ve genellestirilmis temel ¢oziimler bu sistemlerin 6zel

¢Oziimleri olarak elde edilirler.
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2. IKINCI MERTEBEDEN LINEER ADI DIFERANSIYEL DENKLEM iCiN
COK NOKTALI SINIR DEGER PROBLEMLERI iCiN TEMEL COZUM

Bu boliimde onceki bolimlerde agiklanan temel ¢oziimiin bir uygulamasi olarak
degisken katsayili lineer ikinci mertebeden diferansiyel denklem ve ara noktada
degerleri barindiran sinir kosullari ile verilmis bir problem ele alindi. Bu problem bir
onceki bolimde verilmis olan metod kullanilarak incelendi. Bu problemde temel
¢Oziimiin bulunmas: sirasinda temel zorluklar denklemin genelde diizgiin olmayan
degisken katsayilara sahip olmasi ve smir kosullarmin ara noktada degerler ile
birlikte verilmis olmasidir. Klasik metotlar kullanilir ise es denklem bu durumda elde

edilmeyebilir. Dolayisi ile temel yada genellestirilmis temel ¢6ziim bulunamayabilir.

2.1 Problemin Sunulmasi
Degisken katsayilara sahip lineer ikinci mertebeden

(w)(x) = u" (x) + A, 0)u'(x) + 4o (ulx) = z,(x),

x €G = (0,1) (2.1.1)

diferansiyel denklemi ve
Vou = ayu(0) + a,u’'(yy) + azu(l) = z, (2.1.2)
Viu = B1u(0) + Su' () + Bzu(l) = z, (2.1.3)

smir kosullar1 ile verilmis olan problem ele alindi. Burada a;, a,, as ve B4, B2, B3
herhangi verilmis reel sayilar, y;,y, € [0,1] bilinen ara noktalar, z,,z; ve z,(x) €
L,(0,1) siras1 ile verilmis sayilar ve verilmis fonksiyondur. A;(x) € L,(0,1) verilmis
katsayr fonksiyonlaridir.. Burada L,(0,1) uzayr ile (0,1) arahginda p-inci
mertebeden integrallenebilir fonksiyonlar uzay: gosterilmektedir. L, (0,1) uzay1 ayni
zamanda bir Banach uzayidir. Yani tam uzaydir. Bu uzayda norm f(x) € L,(0,1)

herhangi bir eleman1 olmak tizere

13



Iflle, e = (falﬂvd(;)l/p

seklinde tanimlanir. Bu uzaydan segilen her Cauchy dizisinin limiti bu uzayin

icindedir. Yani bu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak bir dizidir. Bu problem
W, = Wp(z) (0,1) uzayinda incelendi. W, uzay1

k

d*u
w, =w20,1) =fu=ux) e Lp(0,1)| = € Ly, k = 0,12}

seklinde tanimlanan bir S. L. Sobolev uzayidir. Bu uzay da Banach uzayidir ve bu

uzayda norm

2

lull, =

k=0

d*u
K

Lp(0,1)
veya esdeger olan
lullw, = llu(O)llr + 'l 01 + lu"llL, 01

tanimlar1 ile verilebilir. (2.1.1), (2.1.2) ve (2.1.3) denklemleri ile verilen problem
tamami ile homojen olmayan bir problemdir. Bu problem V = (V,,V;,V,) ve

z = (z,(x), 24, Zo) tanimlar1 yapilirsa
Vu=z (2.1.4)

seklinde operator formda yazilabilir. Bu sekilde problemlerin operatér formda
yazilmasu ile ilgili [15,16] ile verilen kaynaklara bakilabilir. V operatérii W, Banach

uzayindan
E,=L,(01) x RXR

Banach uzaymna smirli bir operatordiir. Burada z = (z,(x), 2, 2o) € E, elemani i¢in

norm
”Z“Ep = ”ZZHLp(G) + lzy| + |2,

olur. Eger verilen bir z € Ejeleman: igin (2.1.1), (2.1.2) ve (2.1.3) denklemleri ile

verilen problemi c,, z’ den bagimsiz bir sabit olmak iizere

lullw, < collzll,
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olur ise iyi sunulmus bir problemdir. Bir problem ancak ve ancak iyi sunulmus ise V
operatorii W, ve E, uzaylar1 arasinda lineer bir homomorfizma olusturur. Yani
¢Oziim varsa tek olur. Bu da yukarida verilen esitsizlik saglanir ise miimkiindiir. Bu

kolayca esitsizlikten elde edilebilir.

2.2 Es Problem ve Green Fonksiyoneli

Bu problemi onceki boliimde agiklanan es problem yardimi ile inceleyecegiz. Her

hangi u € W, (0,1) fonksiyonunu

() = u(0) +u' (0)x + j (= O (Q)d¢ (2.2.1)
0

seklinde yazabiliriz. Verilen y € (0,1) i¢in D, ve D; iz ya da deger operatorleri
Dou = u(y), D;u = u'(y) seklinde tanmimlanir. Keyfi v, ve v, sayilart ve v, €
L,(G) fonksiyonu i¢in u(0) = vy, u'(0) = v; ve u”(0) = v,(x) olacak sekilde
yalniz bir u € W, eleman: vardir. Burada u(0), u'(0) ve u”(x) sayilar1 ve
fonksiyonu birbirleri ile iligkisizdir. Bu W, uzay1 ve E, uzay1 arasinda lineer bir
homeomorfizmanin oldugunu gosterir. Yani W, Banach uzayi

W, =L,(0,1) x RXR

izomorfik ayrisimina (dekompozisyonuna) sahiptir. Dolayisi ile asagidaki teorem

verilebilir.

Teorem 2.2.1: Eger 1 < p < oo ise 0 zaman herhangi bir F € W, lineer fonksiyoneli

tek bir ¢ = (p2(x), @1, o) € E,, p + q = pq elemani ile

1

Fu) = f W (D)o () dx + w (01 + u(0)gg (2.2.2)

seklinde gosterilebilir.

Ispat: Nu = (u”(x), u'(0), u(0))

seklinde verilen N operatdrii W, den E,, {izerine gdzoniine alindiginda smirh ve

u(x) = (N1g) () = f (x = 0)9>(2) 4T + grx + go,

15



g = (92(%), g1, go) € E, seklinde tamimlanan N ~1 ters operatoriine sahiptir. N’ nin
¢ekirdegi Ker N ftrivial ve imaji Im N = E, oldugu agiktir. Bu ylizden N*:E; —
W,", Ker N* = {0} ve ImN* = W}, olacak sekilde es operatorii vardir.

Yani verilen F € W, i¢in
F=N"pyadaF(u)=v¢y{Nu), u€eW,
olacak sekilde tek bir ¢ € E, vardir. Buradan herhangi F € Wy nin
u(x) = u(0) +u'(0) + [ (x — " (§)dé

seklinde gosterilebilir oldugu ¢ikar. Verilen ¢ € E, igin (2.2.1) denklemi ile verilen

F fonksiyoneli W}, iizerinde smirhidir. m

Not: p = oo hali de benzer olarak

1

FQw) = j W'dgy + ' (0)ps + u(0)pq
0

seklinde verilebilir [10].

(2.1.1) — (2.1.3) ya da (2.1.4) denklemleri ile verilen problemin es operatoriinii
agikga bulmak isteyelim. f = (f,(x), f1, fo) € E4, E, lizerinde herhangi lineer smirl

fonksiyon olmak tizere

fVu) = j; () (Vu)(x)dx + f1(Viu) + fo(Vow),u € W, (2.2.3)

ifadesini goz Oniine alalim. Bu ifadede (2.1.1) — (2.1.3) ac¢ik ifadeleri ve
u(x) = u(0) +u'(0) + [ (x — Hu" (§)d¢

gosterilimi yerlerine yerlestirilir ise
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fVw) =f 20w (x) + A, (x) [u’(0)+f u”(()dil

+ Ay (x) [u(0)+u’(0)x +f u”({)(x — C)dfl
0

Y
T fo(@u(0) + @) [u'm) ; f u”({)dc]
0
+ a; [u(O) +u'(0) + f (1- C)u”(é)dfl
0
Y2
T £ (Bru0) + By (0) + j W' ()dd]
0

T By[u(0) + W (0) + j (1 - Du"@)da])
0

seklinde yazabiliriz. Bazi1 diizenlemelerden sonra

fVu) = f f20) (Vu) (x)dx
0

+ Z fivaw
i=0

1
B f w2 f)(Qu"(©)d + (wy fHu' (0)
0

+ (WoHu(0) = W)W,
VfEE,VuEW,1<p<o»

0zdesligi elde edilir. Burada
(w2 = f($)
+ | AOUE6 =0+ awlds

+ folaH(ys — ) + a3(1 = )]
+ filBH(y2 — ) + B3(1 = )]

17
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wf = [ AEAGIC = 0)+ A dx + fole + )
+ f1(B1 + B3)

w,f = j f2(x) Ap(x)dx + fo(ay + as) + f1 (B2 + B3)
0

ve H(z), R iizerinde Heaviside fonksiyonudur. w,, w;w; operatorleri f =
(f2(x), fi, fo) Uglisiiniin E, uzaymdan siras1 ile L;(0,1), R ve R uzaylarmin igine
lineer simirlt operatorlerdir. wf = (wyf ,wyf, wyf) olarak tanimlanan w = (w,,

wi, W) operatdrii E; uzaymdan kendisine sinirli operator olur.

OES ASICAOL:
0

+ Zl: fiViuw)
i=0

- f W)W (@) + (wy ' (0) + (wofHu(0) = W)@,
0
VfEE,VueEW,1<p<o

0zdesligi ve Teorem 2.2.1°den 1 < p < o0 oldugu zaman w operatorii V operatorii

icin bir es operatordiir. Yani V* = w’dur.

S=N"19=(92 91, 91) €E,

olmak tizere u = Sg doniisiimii ile Vu = z denklemi
VSg =z (2.2.7)

seklinde es deger integral denkleme indirgenebilir. Eger u = Sg ise 0 zaman

u'"(x) = g,(x), u'(0) = g, ve u(0) = g, dir. Bu yiizden (2.2.5) 6zdesligi
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FWSg) = f £, (V,59) () dx

+;f(Vng) - f DO

+ W1f)g1 + Wof)go = (Wf)(9),
Vf €E, VgEE,1<p<ow

dirrBuV*=(VS)"=w,1<p<oovew"=VSeger1<p<oco. Yani en azindan

VS ve w operatorlerinden biri digerinin es operatorii olur.

f=U200), fi, fo) €EEq bilinmeyen ve bir ¢ = (¢,(x), 91, @o) € E, verilmis
olmak tizere Vu = z yada VSg = z denklemlerinin es denklemi

wf =¢ (2.2.9)

seklinde yazilabilir. Bu denklemi

w2 )(Q) = 92(]), {e(01)
wif =@ (2.2.10)
wof = @

seklinde agik olarak yazilabilir. (2.2.6) ifadeleriden (w,f)({) = ¢,({), { € (0,1)
denkleminin f, ve f;’ i parametre olarak i¢eren f,({)’ya gore bir integral denklem
oldugu gorilebilir. w f =@, ve wyf =@, (fo, f1) ciftine gore cebirsel
denklemlerdir, f,({) lizerinde tanimli fonksiyoneller igermektedir. (2.2.10) denklem
sistemi integro-cebirsel denklem sistemidir. Bu sistem wf = ¢ 06zdesigi ile
tanimlandigindan wf = ¢ ifadesi kismi integrasyon formiiliiniin klasik olmayan bir
formu gibi diisiiniilebilir. Geleneksel tipte es problem klasik Green formiilii ile

tanimlanir.

wif = @1, Wof = @q

denklemlerinde eger

_|ar t a3 B1+ B3

A=
a, +as P+ B

%0 (2.2.11)

19



ise fo ve fi bulunabilir. fy ve f;’in ifadeleri wf = ¢ denklemine yerlestirilir ise
karmasik tipte bir integral denklem elde edilebilir. Bu denklem ise yapisindan
Volterra tipli bir integral denklem olur. Bu denklemin belli kosullar altinda tek
¢oziimii oldugu gosterilebilir. Eger tek ¢oziim f,({) bulunur ise f, ve f; de
bulunacagmdan temel ¢6ziim elde edilebilir. Burada f,(¢,x) klasik Green
fonksiyonuna karsi gelir. f, ve f ise smir kosullarinm birim etkisini gosterir.
Tamami ile homojen olmayan problemin ¢oziilebilirlik kosullar1 operatoér formda

olduguna benzer sekilde verilebilir.

f [xAg (x) + A, (O, ()dx = D (2.2.12)
0

d (2.2.13)
j AoGOfy () dx = E
0

tanimlayalim. Bu durumda wf = ¢ denklem sistemini agik olarak yazalim.

L) = L £ (Ao(s)(s — O) + Ay (5)]ds
= 0,(0) = folayH(yy — O + az(1 — 0]
— filBH(y2 — O + Bz + (1 = O] (2.2.14)

(ay +a3)fo+ (B +B3)fi = 1 — D

(az +as)fo + (B +B3)fs = 9o — E

Cramer kurali ile

@1 —D (B +B3)

fo = 9o —E (By+B3)
0 A

(2.2.15)
al + CZ3 (pl - D

flz 0{2+0{3A (pO_E

seklinde bulunabilir. Bunlar (2.2.14), denkleminde yerlestirilirse f,({)’ye gore
Volterra denklemi elde edilir. Bu denklemin her zaman tek olan ¢oziimii vardir. Eger
A =0 ise 0o zaman bu operatdriin ¢ekirdegi bos degil demektir. Bu durumda ise

genellestirilmis temel ¢6ziim kavrami tanimlanir.
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Eger ¢ = 0(x) € E; yani ¢(u)(x) = u(x) ozel fonksiyoneli gbz oniine almir ise

Green fonksiyoneli (2.2.9) es denkleminin 6zel hali olan
W) =ulx), Vuew, (2.2.16)

denklem sisteminin ¢oziimii olur.
Tamm 2.2.1: f(x) = (fz (¢, x), ix), fo (x)) EELXEG
elemani

wHW =ulx), vu €W,

denkleminin ¢oziimii ise f(x)’ e V operatoriiniin ya da Vu = z sisteminin Green

fonksiyoneli denir.
W) W) = u(x), vu € W,

denklemini agik olarak

w2 ) =&-DHx—-{), (€(01)
wif =x (2.2.17)

wof =1

yazilabilir. Bu

92(0) = (x—H(x - ),

igin
w2/ =¢(O),  {€(01)
wif = ¢4
Wof = g

sisteminin 6zel halidir. f(x) (2.2.17) denkleminin ¢ozimi ve u ise Vu=z

denkleminin ¢6ziimii olsun. O zaman (2.2.5) 6zdesligi
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| £@02@E + @7 + 2

= [ G- 0HG - @ag ' @x  (2219)
0

+ u(0) = u(x)

olur. Dolayisiyla asagidaki teorem ispatlanmis olur.

Teorem 2.2.2: Eger Vu = z denklemi en azindan bir f(x) Green fonksiyoneli varsa

0 zaman Vu = z denkleminin u € W, ¢6ziimii

ulx) = f f2(4,x0)2,(0)d + f1(x)z1 + fo(x) 2o (2.2.19)
0

seklinde gosterilebilir. Ustelik Vu = 0 homojen denklemi sadece trivial ¢dziime

sahip olur.

Green fonksiyonelinin varligi i¢in gerekli ve yeterli kosullar 1 < p < co durumunda

asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.3: Eger Green fonksiyoneli varsa o zaman tektir ve bir Green

fonksiyoneli ancak ve ancak eger Vu = 0 homojen denklemi trivial ¢ozlime sahip ise

vardrr.

Ispat: Teorem 2.2.2° den eger Green fonksiyoneli varsa o zaman Vu = 0 yalnizca
u =0 ¢oziimiine sahip oldugu elde edilir. Bu durumda w:E, — E, (Teorem
1.3.1°den) bir homeomorfizma olur. Bu yiizden (2.2.17) denklemlerinin Green
fonksiyoneli olarak ¢oziimii tektir. Teoremin ikinci kismi Teorem 1.3.1°den elde

edilebilir. m

Homojen denklem Vu = 0 trivial olmayan ¢6ziime sahip olsun. O zaman (2.1.4)
denklemi yani Vu =z, Teorem 2.2.2°’ye gore bir Green fonksiyoneline sahip
degildir. Bu durumda z sag taraf fonksiyonu 6zel bir yapiya sahip olmadik¢a genelde
Vu =z bir ¢dziime sahip olamaz. Ornegin en azmdan bir f = (£3(0), fi, fo)
¢Oziimii homojen es denklem

wf =0

icin
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f fo(x)zy(x)dx + fiz, + fozo =0 (2.2.20)

olmadik¢a ¢0ziim yoktur. Bu durumda Vu =2z denkleminin ¢0zimiiniin

gosteriliminin varligi genellestirilmis Green fonksiyoneli yardimi ile elde edilir.

Varsayalim ki Py, W), lizerinden C(G) uzayma Im P, = Ker V olacak sekilde bir
lineer projeksiyon (iz) operatérii olsun. F = (F,({), F1,Fy) € E, bilinmeyen eleman

x € G bir parametre ve Py = I — Py, I W, iizerinde 6zdeslik operatdrii olmak {izere
WF)() = (Pu)(x), Vuew, (2.2.21)

denklemi g6z Oniine alinsin.

Tamm 2.2.2: Verilmis x € G i¢in (WF)(u) = (Pyu)(x), Yu € W, denkleminin
F(x) = (F5(¢,x), F1(x), Fy(x)) ¢Oziimine Vu =2z denkleminin ya da V

operatoriiniin genellestirilmis Green fonksiyoneli denir.

Py operatoriiniin smirhiligs (W, — C(G))
|(Pow) ()| < IPoulley < collullw,, — YueW, (2.2.22)

olacak sekilde ¢, > 0 sayismmn varhigini garantiler. Bu yiizden W, lizerinde x € G

icin
0°(x)(u) = (Pyu)(x), u €W, (2.2.23)

tanimlanan fonksiyonel smirhidr. Yani 6°(x) € W,",vx € G. O zaman 6°(x)

fonksiyoneli tek bir (6,°(¢,x), 6,°(x), 8,°(x)) € E, elemani igin

69 () (w) = f 8,°(, )" () + 6,° ' (0)
0 (2.2.24)

+ Boo(x)u(o), UEW,1<p<ow

seklinde gosterilebilir.
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v,(0,x) = (x —OH(x — ) — 6,°({,x)
v.(x) = x —6,°(x) (2.2.25)

vo(x) =1— 900(96)

olmak tizere u(x)’in gosteriliminden

(P (x) = f 028U (§)d § + v, ()u'(0)
0 (2.2.26)

+ vo()u(0),u e W, x €G

elde edilir. Bu denklem ve

OES ASICAIOL:
0

+ifi(viu>
i=0

1
= | D@ + () + (o0 = WHW),
0
VfEE,VueEW,1<p<o
0zdesliginden
(wWF)(w) = (P,u)(x), Yu € W,
denkleminin esdeger formunun
(WZF)({) = Uz((»x)» ( €EG
wiF = v;(x) (2.2.27)
woF = vo(x)
sistemi oldugu elde edilir. Burada x € G bir parametredir.

Teorem 2.2.4: Eger Vu =z denklemi en az bir F(x) genellestirilmis Green

fonksiyoneline sahip ise o zaman keyfi bir u € W, ¢oziimii

1

u(x) = (Pou)(x) + f F5(4,x)2,(0)d + Fy(x)z; + Fo(x)z,  (2.2.28)
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seklinde gosterilebilir.

Ispat: w operatorii (2.2.5) 6zdesligi ile tanimlidir. Bu yiizden

[ L S ASASEASIIAD
0 (2.2.29)

= (WF(x))(u), vVu € W,

ozdesligi dogrudur. Sag taraf (P;u)(x) esittir. Yani
(WF () () = u(x) — (Pow) (x)
dolayisi ile (2.2.28) dogrudur. m

P, ve P;, W, uzaymin iizerinde projeksiyon operatdrleri olsunlar ve Py + P; = I’ dr.
Bu yiizden W, = Wp0 @D Wp1 direkt toplam1 olarak gosterilebilir. Wp0 =Im P, ve
I/I/p1 = Im P; (2.2.28) denkleminin 6zel ¢oziimii

1

0y (x) = j Fo (6, 0)2(Q)dS + Fy ()21 + Fo ()20
0

olur. u;(x) ¢6ziimii u(x) ¢éziimiiniin Wp1 alt uzayindaki projeksiyonudur. Vu = z
denkleminin genel ¢Oziimii u = Pyy + u,’dir. Burada y € W, keyfi bir

fonksiyondur.
Uygulamalarda P, operatorii KerV nin bir {uy, ..., u,, } maksimal sistemi ile

m

Pa)() = Y FO@u (), uew, (2.2.30

k=1

olarak olusturulabilir. Burada

1
F® @) = f F,% Q" (©d¢ + F, 0w (0) + Fu(0), u e W,

0

ve
{F(k) — (Fz(k)({):F1(k);F1(k))} c Eq
ve

{(u" (@, 1 (0), 1, (0))} € E,

25



fonksiyonel sistemi biortogonal sistemdir. Yani

0, k+j

operatori i¢in (2.2.27) sisteminin sag tarafi

160 = (= DHE =D = ) BO@ue()
k=1
v(x) =(x—-0)— Fl(k)u (x) (2.2.31)
kz k

m
w00 = 1= Ry (x)
k=1

olur.

2.3 Green ve Cauchy Tipli Fonksiyonlarla Karsilagtirma

Bu béliimde
(Vw)(x) = u"(x) + A, )u'(x) + Ag(ulx) = z,(x), x€G6=(0,1)
Vou = a;u(0) + a,u'(yy) + azu(l) = z,
Viu = B1u(0) + Bu'(v2) + Bau(l) = z

probleminin (ya da Vu = z) 6zel halleri olan sinir deger ve baslangic deger
problemlerini gdz Oniine alarak sirasi ile klasik Green ve Cauchy fonksiyonlari ile

olan iligkisini gosterecegiz.
Vu=z

denkleminin bir 6zel hali

(Vw)(x) = u” (x) + A1 (0w’ (x) + Ap(u(x) = z;(x)
Viu=u(l) =2z (2.3.2)

Vou = u(0) = z,

sinir deger problemini (x € (0,1) = G) diisiinelim. Bu durumda

W) =x-DHx—-{), ¢e(01)
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wif =x
wof =1

denklemleri

Waf ) = @) + f £ [Ao(s)(s = O) + A, (s)]ds
4
FA(1=0) = (= DH(x =)

1 (2.3.2)
wf = [ A6 + A (ds + i = x
0
wof = [ )A0()ds +fo+ =1
0
seklinde yazilabilir. Son iki denklemden
fi=1- [ A0 + A()ds
0

(2.3.3)

1
fr=1-f - f £,(5)Ao(s)ds

olarak elde edilir. (2.3.3) denkleminde f;’ in ifadesi (2.3.2) sisteminin ilk
denkleminde yerlestirildiginde

L@+ L £ () Ao(5)(s — ) + Ay ()]ds — (1 — O)

x [ o) Aos)s + ar()Nds 2:3.)
=(x—-QOHx-0-1-x,(€GC

elde edilir. Yani (2.3.1) probleminin ¢6ziimii olan Green fonksiyoneli

) =£00,x), f(x)= (0 x), fi(x), fo(x))’n son iki eleman f;(x) ve
fo(x)’den bagimsiz integral denklem olmaktadir. (2.3.4) denkleminin Teorem 2.2.3’

ye gore eger

Vu=20
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trivial ¢6zlime sahip ise tek ¢oziimii vardir. Eger Vu = 0 trivial olmayan ¢oziime

sahip ise 0 zaman Green fonksiyoneli yoktur. Ancak
F(x) = (F2(x,0), F,(x), Fo(x))
genellestirilmis Green fonksiyoneli daima vardir.
(Pow)(x) = X7, FO Wuy (x), u € W,

projeksiyon operatorii

W)@ = Q) + f Fy (D1 Ao(5)(s = {) + A1 (s)]ds
q

+F1(1—()=U2((,X), (EG

1 (2.3.5)
w,F = f F,(s)[Aog(s)s + A (s)]ds + F; = v,(x)
0

1
WoF = f Fz(S)Ao(S)dS + FO + F1 = vo(X)
0

denkleminin ¢6ziimiidiir. Burada v, ({, x), v1(x), v(x)

260 = (= DHE = O = ) BO@ue()
k=1
7)) =@-0- Y R%u
kz .

m
000 = 1= ) FWu ()
k=1

ile verilmistir.

Green fonksiyonelini klasik Green fonksiyonu ile karsilastirmak i¢in (2.3.4)
denklemini gozoniine alalim. Eger f,({) = f,({, x) € L,(0,1), (2.3.4) denkleminin
¢oziimii ise 0 zaman verilen x € G igin { degiskenine gore f,({,x), G iizerinde

mutlak siireklidir. Bu yilizden (2.3.4) denklemini {’ya gore tiiretelim;
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d 1
ng) — (DAL - L £, ()4, (s)ds
1
+f f2()[Ap(s)s + A1 (s)]ds (2.3.6)
0
=-Hx-0+x, (€G
elde edilir. A,(x), G’ de mutlak siirekli olsun. O takdirde Z—?, [0, x] aralig1 ve [x, 1]

aralig izerinde {’ya gore mutlak stirekli olur. Bu sebeple

0% f, 0
AIDIE J g() — =5 (f2(DA(D) + £2(DA(S) = 0,
a¢s  9¢ (2.3.7)
(e(0,x)VU (x,1)
olur. Sinir kosullar1 bu denklem i¢in (2.3.4) ve (2.3.6) denklemlerinden
£0)=£1)=0
f2(x +0) = f(x —0) (2.3.8)

9f2($) _ 0/
a( {=x+0 a{ {=x—-0

+1

seklinde elde edilebilir. Bu yiizden
1
L@+ [ O =9 +Ayo)]ds -
¢

—0) [ AlAo(sds + A (s)]ds = (x— DHG =) = (1= g € 6

denkleminin ¢6zliimii (2.3.7)-(2.3.8) probleminin ¢dziimiine es deger olur. Bu yiizden

f>({,x), {’ nm fonksiyonu olarak verilen klasik Green fonksiyonu olur. Yani

V20 =, (D), (eG

ve

fz(o) = fz(l) =0

seklinde geleneksel (Y, € L,;(G)) es probleme karsi gelen bilinen klasik Green

sonksiyonu olur.
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Benzer sekilde

(Vou) = u"(x) + A; (0)u' (x) + Ao (0)ulx) = z,(x),
XEG

(2.3.9)
Viu=u'(0) =z

Vou = u(0) = z,

Baslangi¢ deger problemini gozoniine alalim. Bu durumda verilen bir x € G igin

f(x) = (f2(¢, %), 1 (x), fo(x))

Green fonksiyoneli
w2 () = (D)
+ [ AOMG6 -0 +a©Nds
¢

=(x—-Hx—-1{)
(2.3.10)

1
wif = f () [Ao(s)s + Ay()]ds + fi = x
0

1
wof = f £()Ag(s)ds + f, = 1
0

sisteminin ¢Ozliimiidiir. Bu ikinci ¢esit bir Volterra tipi integral denklemdir. Bu

yiizden verilen x € G i¢in £, () = f,({, x) € L,(0,1) tek ¢oziimiine sahiptir ve

£0(x)=0, (€(x1) (2.3.11)

olur.

(0, x) araliginda

W@ = £ + L ) Ae()(s = ) + Ay()]ds = (x — OH(x - O)

denklemi
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L@+ f L) — ) + A()lds = k=), ¢
¢ (2.3.12)

€ (0,x)

seklinde yazilabilir. Bu denklemin [0, x] araliginda mutlak siirekli ve {’ya gore

tirevi

912(9)
a¢

— 2(DA1({)

x (2.3.13)
—f f2(8)Ap(s)ds = -1, (€ (0,x)
4

olur. Eger A;(x), [0,1] lizerinde mutlak siirekli fonksiyon ise o zaman

0%£,(0)
FIG

d
V' £)(Q) = ~a% (£(DALQD) + (DA, =0  (2.3.14)

olur. Bu denklemin baslangi¢ kosullar1 (2.3.12) ve (2.3.13) denklemlerinden

f2(Dlg=x—0=0
RO __, (23.15)
a( {=x—-0

olarak elde edilir. Bu yiizden f,({,x), V," operatériiniin { degiskenine gore Cauchy
fonksiyonudur. Ispatlanabilir ki f,(, x), x degiskenine gore V operatoriiniin Cauchy

fonksiyonudur.
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3. SONUCLAR

Bu calismada genel lineer operatdr denklemler igin temel ¢6ziim kavrami tartigilda.
Daha sonra ara nokta kosullarma sahip lineer degisken katsayili denklem icin es
problem olusturuldu. Bu es problem yardimi ile Green Fonksiyoneli tanimi verildi.
Son olarakta lineer denklemin katsayilarmin yeterince tiireve sahip olduklari
varsayilarak klasik problemlere ulasilabilecegi gosterildi. Bunun i¢in ikinci
mertebeden lineer degisken katsayili denklem icin Once basit smir kosullar1 ele
almarak Green Fonksiyonu, basit baglangi¢ kosullar1 ele alinarak Cauchy
Fonksiyonunun klasik yollarla bulunusunu verecek problemlere ulasilabildigi

gosterildi.

Bu yontemde operatdriin katsayilarinin integrallenebilir olmasi yeterlidir. Ayrica
sinir kosullarmin yerel ve homojen olmasina gerek yoktur. Biitiin problem homojen
olmayan problem olarak g6z oniine almir. Kosullar ise yerel olmayan ¢ok noktali

kosullar olarak ele alinabilir.

Elde edilen es denklem ya da es sistem bilinen yontemlerin aksine en fazla integro-
cebirsel sistemdir. Bu da bize ¢oziimiin varlig1 ve tekligi bakimindan énemli bilgiler

edinme imkan1 vermektedir.

Ayrica yerel olmayan (nonlineer) smir deger problemleri buradaki metod yardima ile
yerel olmayan integral denkleme doniistiiriilebilir. Bu integral denklemler belli

kosullar altinda sayisal olarak ¢oziilebilirler.
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