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ABSTRACT

In this work the influence of an initial stretching or compressing of a composite thick plate
containing a cylindrical hole on natural frequency has been examined using the Finite Element
Method. The mathematical formulation of the corresponding boundary-value problem is presented in
the framework of the Three-Dimensional Linearized Theory of Elasticity (TDLTE). The material of
the plate is selected as transversally isotropic. The numerical results have been shown in tables. From
the numerical results, it was observed that the natural frequency of the plate with cylindrical hole was
changed significantly with initial stretching force.
Keywords: initial stretching force, natural frequency, cylindrical hole, finite elements method

OZET

Bu ¢alismada yapisinda silindirik bogluk bulunan kompozit kalin plagin dogal titresim
frekansina o6ngerilmenin etkisi sonlu elemanlar y6ntemi kullanilarak incelenmistir. Uygun
sinirdeger probleminin matematiksel formiilasyonu Lineerize Edilmis Ug Boyutlu Elastisite
Teorisi gercevesinde yapilmigtir. Plagin malzemesi transversal izotrop olarak alinmugtir.
Sayisal sonuglar tablolar halinde verilmigtir. Elde edilen sayisal sonuglardan, ngerilmenin
silindirik bosluk igeren plagin dogal frekans degerlerini Snemli 6lgiide etkiledigi goriilmiigtiir.
Anahtar Sézciikler: Ongerilme, dogal frekans, silindirik bosluk, sonlu elemanlar yéntemi

1.GIRIS

Cesitli nedenlerle yap1 elemanlarinin igerdigi stireksizliklerin, bu yap:r elemaninin
statik veya dinamik davranigina etkileri elastisite teorisinin temel problemleri arasinda yer
almaktadir. Siireksizliklerin boyutlar1 yapi elemani boyutlari mertebesinde oldugu (makro
lcekli) durumlara ait bazi ¢aligmalar [1-8] ve digerleri olarak verilebilir. Bu g¢alismalarda
yapi elemaninin gesitli geometrik formda (dairesel, eliptik vb.) delik igermesi durumlarinda,
bu siireksizligin yap1 elemaninin statik veya dinamik davraniglarina etkisi diizlem elastisite
teorisi ger¢evesinde analitik veya sayisal ¢oziim yontemleri kullanilarak ele alinmigtir.

Bu ¢alismada, yukarida verilen galigmalar geligtirilerek, silindirik bosluk igeren kalin
plagin dogal titresim frekanslarina dngerilmenin etkisi incelenmigtir. Ongerilmenin matematik
modellemede gbz oniine almabilmesi, Lineerize Edilmis Ug Boyutlu Elastisite Teorisi
(LEUBET) yardimiyla yapilmigtur.
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2.PROBLEMIN MATEMATIKSEL MODEL]

Ele alinan galismada, koseleri yuvarlatilmis dikdértgen kesit alanli silindirik bosiuk
igeren Ongerilmeli kalin plagin ilk iig dogal frekans degerlerine, ongerilmenin etkisi
incelenecektir. Bu incelemeler, ele alinan kalin plagin iist yiizeyinde normal dogrultuda
zamana gore periyodik degisen dis kuvvet etkisindeki zorlanmus titresim problemi yardimiyla
yapilacaktir. Kalin plagin iist yiizeyine etki eden dinamik yiiklemeden dogan yer degistirme
yayilisina yapidaki ongerilme etki gosterdiginden, bu etki her iki dig yiklemenin ayri ayrn
etkilerinin superpozisyonu ile belirlenememektedir. Bu nedenle, ele aliman problemin
matematik modeli LEUBET gergevesinde yapilacaktir. Buna gbre ¢Oziim iki asamada
belirlenecektir. Birinci asamada karsilikli iki kenarmdan diizgiin yayili normal dis kuvvet
etkisinde yapida olusan gerilme (6ngerilme) yayilisi, ikinci asamada; ele alman kalin plagin
tist ylizeyine normal dogrultuda etki eden ve zamana gore periyodik degisen ilave dinamik
yiik etkisinde yapida olusan yer degistirme yayilimima, birinci agamada bulunan yapidaki
dngerilmelerin etkisi incelenecektir. Belirtelim ki, ele alman simir deger problemine ait
asagida verilen matematiksel modellemede; birinci asamaya ait biiyiikltikler iist indis (0),
ikinci asamaya ait biiyiikliikler iist indis (1) ile gSsterilecektir.

Ele alinan problemin Q ¢6ziim bdlgesi; x; yoniinde £y, x3 y6niinde ¢3 uzunluguna

ve Xy ybniinde h kalinligina sahip, yapisinda kdseleri yuvarlatilmig dikdorigen en kesitli
silindirik bosluk bulunan, dikdértgen kalin plagi temsil etmektedir (Sekil 1). Problemin
¢oziimiinde ilk asamaya yani, yapidaki 6ngerilme yayiliminin belirlenmesine ait matematiksel
model asagida verilmisgtir.

("}UEI-U]
e =0
oxj
0 0 0 0 0 0 0 0
O'fl) = A”agl) +A]28(22) +A]38g3), 0'(22) = A1281(]) +A228(22) +A238§3),
0 0 0 0 0 0 0 0
0':(;3) =A138§1) +A238(22) +A338§3), 0'53) =2A448(23), 013 =2A55813, 052) =2A668](2)
1[ou®@  au'®
g(o) = —1 4 J (])
Y 2 E‘\l ax;
ve birinci asamaya ait sinir kosullari;
WO O e Y
x;=0;4, X3=0;¢4 x;=0;¢, X7 =0;h
0 - (0) .
(¥ =0, 0:"n;| =0,i;=1,2,3 2
3 X3=0;{3 U s ! @

dir. (2)’de S yap1 elemanimin igerdigi silindirik boslugun yiizeyini, n; silindirik bosluk

ylizeyine ait dis birim normalin bilesenlerini gostermektedir.
Ikinci agamaya ait matematiksel model asagida verilmistir:
~ (1) ~2 (1)
o ou; .
200 o | 07 ®
X j OXn ot”

biinye denklemleri, geometrik ilgiler sirasiyla (1) de verildigi gibi ancak, iist indisleri (1)
olarak alinacaktir. Ikinci asamaya ait sinir kosullari;
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olarak verilebilir.
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Sekil 1: Ele aliman kalin plak ve bazi geometrik verileri

G

Yukarida verilen (1)-(4) denklem ve bagintilarinda m=0,1 igin om , gerilme tansorii

bilesenlerini; ei(jm), sekil degistirme tans6rii bilegenlerini; ui(m) ’ler, (i, j=1,2,3) yer

ij

degistirme vektorii bilesenlerini ve t zamani gdstermektedir. Buna gore ele alinan problemin
birinci agamasina ait matematiksel model (1) ve (2) sinir deger problemi yardimiyla, ikinci

agamaya ait matematiksel model

(3) ve (4) siur deger problemi yardimiyla verilebilir.

Belirtelim ki, ikinci asamaya ait simir deger problemi ele alinan kalin plagin zorlanmig
titregimini temsil eder. Eger (4) smir kosullar1 i¢in x, = h’da verilen simir kosulunda p=0
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secilirse, bu durumda problem ele alinan plagin dogal titregiminin matematik modelini temsil
eder.

2. agamaya ait problemin ¢6ziimii i¢in, (3),(4)’deki denklem ve ifadelerde yer alan
aranan biiyiikler
10850, 1= {6, €, T, }exp(imt) (%)

ij* ij?

olarak temsil edllll‘ (5)y'de ©;,&; ve u;’ler uygun biiytikliklerin genligini gostermektedir. (5)

u’
ifadeleri (3),(4)’de yerine yalelr ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, (3)’den genlikler igin
agsagidaki denklemler elde edilir.
aa,

—L+po’W, =0 (6)
ox
(1) de verilen ve ikinci asama iginde gegerli olan biinye denklemleri ve geometrik ilgiler
genlikler icin de aynen saglanmaktadir. Ayrica, (4) simir kosullarindan x, =h’da verilen

kosul harig, genlikler i¢in aynen saglanir. Bu kosul ise,

~0, 0 |
Sjk +On ox, |
Xp=h
olarak elde edilir. Boylece ele alinan problemin 2. agamasina ait incelemeler, uygun
biiytikliigiin genlikleriyle yazilmis (6),(4) denklemleri ile (7) sinir kosullan gergevesinde
incelenmesine doniistiiriilmiis olur. Belirlelim ki, her iki agamaya ait verilen matematiksel
modelin ¢oziimii sonlu elemanlar yontemi kullanilarak [1,9], tarafimizca yapilan algoritma ve
programlar yardimiyla yapilmistir,

= p5% ™)

3. SONLU ELEMAN FORMULASYONU
Ele alinan problemin birinci agamasina ait sonlu eleman formiilasyonu

n® - mc“’) Daq - jjc(o)n u@ds, ®)

q
fonk51yoneh ve ikinci agamaya ait sonlu eleman formiilasyonu igin,
(n )

E‘lm
nﬂ)z_m +poo?aalV dQ—HT inads, )
2 Sp
(9)°da
=), (0 auy
Tijzc'u +0C U ax (]0)

fonksiyoneli ve Ritz teknigi yardimiyla yapilmigtir. (8)’de, Sq yapidaki 6n gerilmeyi
olusturan dig kuvvetin etki ettigi yiizeyi, (9)’ da Sp plagn ist yiizeyini yani, ilave dinamik

dis kuvvetin etki ettigi yiizeyi gostermektedir.

Sonlu eleman ¢dziimii igin, ¢6ziim bdlgesi sonlu adet alt bélgeye yani, sonlu elemana
(Q(k), k=1,2,...,M) ayriklastirilir. Yani,
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M
o=, dir (11)
k=1

2 0

Sekil 2: Silindirik bosluk civarindaki sonlu eleman ag!

Sonlu eleman ayriklastirmasinda, silindirik bogluk civarinda eprisel kenara sahip
figgen prizmatik sonlu elemanlar (bes yiizlii), geri kalan kisimda dikdértgen prizmatik sonlu
elemanlar kullanilmistir (Sekil.2). Dikdértgen prizmatik sonlu elemanlar igin kogelerde olmak
kosuluyla 8 adet diigiim noktasi (nod), bes yiizl sonlu elemanlar igin kogelerde 6 nod
alinmistir (Sekil.3). Dikdértgen sonlu elemanlar iizerindeki sayisal islemlerde normalize

edilmis koordinatlar, bes yiizlii sonlu elemanlarda alan koordinatlar1 kullanilmistir [9].
-1,1.1) (1,1,1) (X6 Y6 'zﬁ)
6

(X g ¥y Byl §
4 (Xg ¥z +Z5)

, 2
(X4:¥2 +Z3)

(1-1-1) 1,-1-1) (X1,¥) +Z1)

Sekil.3 Ornek sonlu eleman ve nodlarin konumu

Her iki asamaya ait sonlu eleman g¢oziimiinde ayni sonlu eleman ayiklagtirmasi
kullanilmigtir. Coziim yodntemi geregi, her bir sonlu elemanda aranan yer degistirme
fonksiyonu polinom geklinde kabul edilir. Bu fonksiyonun, nodlarda bilinmeyen degerler ile
segilen elemanin nodlarinda tammlanan sekil fonksiyonlari ile ifadesi;

ull) ~ N(k)a(k), k=1.2,..M (12)

olarak segilir. Burada a(k), NE) ye &) matrisleri;

T
k kK ok ok .k k k ok .k _k
(ﬂ( )) ={ 11,‘121,U31,ulz,422,u32---:u1p,u2p,03p}
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JN{‘ o o N5 o o NE 0o
T
(N(k)) =lo N 0o o Nk o o NK o
k k k
lo o Nf o o N5 .. 0o o NK
T .
(u(k)) ={u:((XI,XZ,X:;),ulz((X],X2,X3),U'3\(X1,X2,X3)} (13)

dir ([1, [9]). (13)’ de k indisi uygun biiyiikliklerin ~Qj elemanina ait oldugunu,

a() vektsriiniin bilesenleri ise ) elemamin nodlarindaki aranan yer degistirmeleri
gostermektedir. Ayrica p alt indisi iiggen prizmatik (dikdortgen prizmatik) sonlu elemanlar
igin 6 (8) degerini almaktadir.

(12) ifadesi, birinci asama igin (8) fonksiyonelinde, ikinci asama igin (9)
fonksiyonelinde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa; 1. asamaya ait problemin ¢6zlimi

Ka=r (14)
denklem sisteminin ¢oziimiine, 2. agamaya ait problemin ¢éziimii
(K—a)zM)a =r (15)

denklem sistemlerinin ¢6ziimiine indirgenir. (14) ve (15) esitliklerinde K Rijidlik matrisi, M
kiitle matrisi, a nodlarda bilinmeyenleri igeren matris ve r sag taraf matrisini gostermektedir
[1,9].

(14) ve (15) cebrik denklem sistemlerinin gdziimiinden sirasiyla birinci ve ikinci
asamaya ait yerdegistirme fonksiyonlari belirlenir. Ancak birinci asamaya ait gerilme dagilimi
ikinci asamada problemin formiilasyonuna dahil oldugundan, birinci asamada yapida olusan
gerilme yayilimmnin belirlenmesi gerekmektedir. Bunun igin (1) bagintilari yardimiyla birinci
asamaya ait ¢6ziim bolgesindeki gerilme (6ngerilme) yayilimi belirlenir [1].

Belirtelim ki, (15) denkleminde bulunan @ dis kuvvetin frekans degeri, plagin dogal
titresim frekansina (w¢, ) yaklastikga, yerdegistirmeler sonsuza gider. Bu &zellikten

yararlanilarak, ele alinan problemin dogal titresim frekans degerleri elde edilecektir.
5. SAYISAL COZUM

Plak malzemesinin birbirini tekrarlayan iki izotrop, homojen levhadan olusmug ¢ok
katli kompozit malzeme oldugu kabul edilmektedir. Bu malzemelerin stirayla Lame sabitleri
AsAy; Kayma modiilleri pyj,uy; Young Modiilleri E;, E,, Poisson oranlari Vi, vy ile
gosterilmistir. Problemin x; = ¢/2’ye gore simetri 6zelliginden yararlanilarak, ¢oziim bolgesi
X1 ybniinde 20, x, yoninde 12, x3 ybniinde 20 dikdortgen prizmatik sonlu eleman ve
silindirik bosluk etrafinda bir katmanda 16 bes yiizlii prizmatik sonlu eleman olacak sekilde
toplam, 4760 dikddrtgen prizmatik, 320 bes yiizlii prizmatik sonlu elemana ayriklagtirilmigtir
(Sekil 2 ve Sekil 3). Ele alinan durumda sonlu eleman modellemesi 5880 digiim noktasi
(nod) ve 16.568 serbestlik derecesi (NDOF) igermektedir. Belirtelim ki, ¢6ziim bdlgesinin
sonlu eleman ayriklagtirmasi, pek gok sonlu eleman ag igin bulunan degerlerin literatiirdeki
uygun degerlere en iyi yaklagimi saglayan sonlu eleman ag1 arasindan secilmigtir. Ayrica,
tablolarda boyutsuz biiyiikliikler verilmigtir. Buna gére boyutsuz dogal frekans

62=(mzp€1/A22 dir. Diger problem parametrelerinin degerleri tablolar iizerinde
verilmistir,
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Ele alinan problem igin yap: elemaninin malzemesi, simetri ekseni Ox, olan transversal

izotrop malzeme olarak modellenmistir. Bu durumda, kompozit malzemenin normalize
edilmis mekanik sabitleri, asagidaki bilinen formiiller yardimt ile elde edilir {1].

(A + 211 )= (hg +2u5) ]
Ayy =A, =Am +Amy — A=A : = = A=A
23 12 mi +A2M2 nmz( 1 2(7LI 20 )na 4 (g 'iuz}m 11 33
2
1( ) (. —22 )"
—l\A AL l=A+2 Ay +2 - :
AR (i 2y + (02 + 202 ) (Ag +20 2 + (Ra + 202 )y

Hay -Ay)- PR 17 _
5 A m Ay ST Mo Age = Agq = T e Ass S TR+ TR

A+ 201 )= (0 + 215 )
(A22)=(M+2u1)m+(7~z +2M2)T12—Tlmz((( L+ 2m)- (4 21) (16)

A +2up g + (g + 20 g
Tablo 1 de, bazt E5/E;| ve £3/¢; degerleri igin birinci dogal frekan (602” ) degerleri
h/¢; =0.1 durumunda verilmistir. Tablodaki verilerden her bir E,/E;degeri igin, £5/¢,

orant arttikga elde edilen kritik dogal frekans degerinin, diizlem sekil degistirme durumunda
elde edilen Akbarov vd. (2000) kaynagindaki uygun degerlere yakinsadigi goriilmektedir. Bu
sonuglara dayanarak, tarafimizdan yapilan algoritma ve programlar yardimiyla bulunan
sonuglara giiven saglanmaktadir.

Tablo 1 : Bosluk igermeyen kalin plakta 602” parametresinin
farkli E,/E|ve £5/¢; igin degerleri

£5/E, 3/t Akbarov vd. (ZQOO)
(Duizlem sekil
1 2 3 4 degistirme durumu)
1 0.23 | 0.09 | 0.08 | 0.07 0.06
10 | 0.56 | 0.24 | 0.21 | 0.19 -
20 | 0.93 | 0.41 | 0.35 | 0.33 0.31
50 192 | 0.8 0.7 | 0.67 0.62

Tablo 2 de yapt elemanmin igerdigi silindirik boglugun hacminin biiylimesinin ele
alinan kalin plagin dogal frekanslarina etkisi, plagin izotrop (E,/E;=1) ve anizotrop

(E;/E;=10) olmasi durumu, h/¢;=0.1,¢5/¢; =1,ha =hy =5R,R/¢, =8333*107 ve
farkh ongerilme degerleri i¢in verilmistir. Tablodaki verilerden bogluk hacminin (Vg)
biiylimesi birinci dopal frekas degerini diisiirmekte; anizotropinin (E,/E;) artmasi,

artirmakta ve dngerilmenin artmasi birinci dogal frekas degerini artirmaktadir.
Tablo 3’de plagin izotrop (E,/E{=1) ve anizotrop (E,/E; =10) olmast durumlarinda

farkli ongerilme degerleri ve h/¢; =0.1,43/¢; =1, hs =hy =5R,R/#; =8.333*1073,

Vg/V (*10_2 )=6.6707 igin plagmn ilk ii¢ dogal frekand mod degerleri verilmigtir. Yapida
gekme Ongerilmesi (q/E; >0) (basing &ngerilmesi (q/E; < 0))olmasi, plagin dogal mod
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degerlerini, q/E; =0 yani yapida ongerilme olmamasi durumuna gore onemli Slgiide
artirmaktadir (diigtirmektedir).

Tablo #de h/€;=0.1,63/¢; =1,h, =hy =5R,R/¢; =8.333%1073,

Vg/V (*10_2)=6.6707 ve farkli ongerilme degerlerinde ele alinan kalin plagin silindirik

bosluk icermesi ve igermemesi durumlarinda ilk ti¢ dogal titresim frekans (mod) degerleri
verilmistir. Tablodaki verilerden silindirik boslugun olmasinin, olmamasi durumuna gore
yapinin dogal titresim frekanslarini gok etkiledigi kargilagtirmali olarak goriilmektedir.

bosluk hacmi

Tablo 2: Vg /V [ ], E;/E|ve q/E; degerleri degisiminin

bosluksuzplak hacmi

602“ degerlerine etkisi

vg/vbio2)| YR | Ea/Er — o.omq/E] 0.005_[ 0.010
2577|8195 [T osi [ osne |06 | oias
47| 1417 5o osis | 0a66 ] 0.
L L Y Y TR
7198 | 8855 oot | oats | oasr | ourr ]
107688 | 595294 [ 61035 aasi | oare | oarr

I | 0122 | 0.36 | 0.190 | 0.257

12.8178 422352

10 0.288 0.294 0.319 0.349 |

Tablo 3: q/E| parametre degigiminin Eczr_ degerlerine etkisi

q/E1 | E2/E| | l.mod | 2.mod | 3.mod
1 0.096 | 0.316 | 2.423

-0.010 10 0.421 | 1.304 | 4.190
1 0.155 | 0.503 | 2.674

-0.005 10 0.450 | 1.402 | 4346
0,001 1 0.202 | 0.648 | 2.854
' 10 0.473 | 1.479 | 4.471

0 1 0.213 | 0.684 | 3.326
10 0.479 | 1.499 | 4.502

1 0.225 | 0.720 | 3.413

0.001 10 0.485 | 1.518 | 4.533
1 0.271 | 0.861 | 3.761

0.005 10 0.508 | 1.595 | 4.657
1 0.328 | 1.033 | 4.189

0.010 10 0.536 | 1.691 | 4.812
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Tablo 5°de £3/¢;=1,hs =hy =5R,R/¢; =8.333*1073 vB/v(*10‘2)=9.7443 igin
silindirik bosluk igeren ve igermeyen kalin plak igin kalin plagin Ox, dogrultusundaki

katmhg artirtlmasi durumunda 1. mod (602,_1) degerleri verilmistir. Buna gore h//) orani

arttik¢a dogal titregim frekanslari artmaktadir.
Tablo 4: q/E; ve E,/E, parametre degisimlerinin

cr. ] degerlerine etkisi

_2 ( silindirik bosluk iceren plak icin !
bosluk icermeyen plak icin

q/Eq | E2/E; | 1.mod | 2.mod | 3.mod
. 0.213 | 0.684 | 3.326

0 0.238 | 1.389 | 5.014
o 0.479 | 1.499 | 4.502

0.566 | 3.099 | 10.335

| 0.225 | 0.720 | 3.413

0.245 | 1.418 | 5.080

0.001 1 0.485 | 1.518 | 4.533
0.570 | 3.153 | 10.372

: 0.271 | 0.861 | 3.761

0.274 | 1.535 | 5.344

0.005 1 0.508 | 1.595 | 4.657
0.586 | 3.217 | 10.518

: 0.328 | 1.033 | 4.189

0.311 | 1.682 | 5.676

0.010 10 0.536 | 1.691 | 4.812
0.606 | 3.298 | 10.700

Tablo 5: Bazt q/E| ve E5/E| degerleri igin h/¢| parametresi degisiminin

&2 silindirik bosluk iceren plak icin
Yer.

- — } degerine etkisi
bosluk icermeyen plak icin

h/¢,
OB | B2/ =T o0z T oas | 020
1 0.161 | 0219 | 0.317 | 0.501
0 0232 | 0321 | 0.469 | 0.742
o | 0363 0495 0716 | 1117
0552 | 0.760 | 1.107 | 1.731
1 0223 | 0279 | 0373 | 0.552
0.005 0269 | 0357 | 0.505 | 0.778
o | 03% [ 0527 | 0746 | 1145
0.572 | 0.780 | 1.127 | 1.751
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Tablo 6’da (£3/¢;=1,h, =hy =5R,R/¢, =8.333%1072, Vg/V (*]0_2 ): 9.7443)
ve farkli dngerilme ile E, /E; igin silindirik boglugun konumunun, énceki konumuna paralel

olacak sekilde plagin iist yiizeye yaklastirlmasi durumunda, 602” degerleri verilmistir.

Tablodaki verilerden bosluk iist yiizeye yaklagtikga yani h, /R oram kiigiildiikge, 602”
degerleri diismektedir.

Tablo 6: Bazi q/E; ve E;/E degerleri igin h, /R parametresi
degisiminin 602,.1 degerine etkisi
h, /R
E E,/E 4
a/Ey | E2/E; 1 i
0 1 0.161 | 0.161 | 0.158 | 0.145
10 0.363 | 0.362 | 0.353 | 0.308

1 0.223 | 0.220 [ 0.217 | 0.211 |
10 0.396 | 0.393 | 0.385 | 0.354

0.005

Bu ¢aligmamin gergeklestirilmesinde bizden yardimlarini esirgemeyen hocamiz Sayin
Prof. Dr. Surkay D. AKBAROVa ve finansal destegi nedeniyle TUBITAK a tesekkiir ederiz.
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