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ONSOZ

Tezde, lineer cebrin araglarindan olan Tekil Degerlere Ayristirma (TDA) islemi,
simdiye kadarki uygulama alanlarindan farkli olarak yapisal sistemlerin tasarim
duyarlilign  analizine uygulanmigs ve bunun neticesinde tekil degerlerin
ayrigtirilmasina dayali duyarliik yontemi gelistirilmistir. Bu nedenle tezin ele
alinmasinda TDA ve tasarim duyarlilig1 konular: baslangicta kendi alanlari igersinde
ayn boliimler halinde tanitilmig, daha sonra her iki kavram birlegtirilerek gelistirilen
yontemin esaslar ortaya konmugtur. Ayrica farkl: duyarlilik tiplerini igeren sayisal
drneklerlede ulagilan sonuglar desteklenmigtir. Calisma bilinen bir yontemin yeni bir
alana uygulanmasi geklindedir. TDA burada bilinen yOntemi, yapisal sistemlerin
tasarim duyarlilig1 da yeni uygulanan alani temsil etmektedir.

Doktora tezi gibi uzun siireli sayilabilecek ¢aligmalarin neticesinde ortaya gikan
sonuglarin sadece akademik anlamda ve teoriye degil, aym zamanda uygulama ve
endiistriyede katkilarimin olmasi, kaynaklarin efektif kullanimi agisindan énemlidir.
Tez elde edilen sonuglar gerek simdi gerekse gelecekteki bilimsel yayinlara temel
teskil edecek bilgileri biinyesinde barindirmaktadir. Ayrica endiistriye olan katkisi
bakimindan da o©nde gelen miihendislik tasarirm ve analiz programlarmn
algoritmalarinda yer alabilecek 6zelliklere sahiptir.

Tezde uygulanan bakig agis1, yani bir sisteme ait transfer fonksiyon matrisinin giris
ve ¢ikig vektorleri ile olan iligkisinin TDA aracilifiyla sekillendirilmesi, sadece
yapisal sistemler ile siurli degildir. Buradan hareketle s6z gelimi iktisadi veya
biomedikal bir sistemin girig-¢ikis iligkilerinin belirlenmesi ve sekillendirilmesi gibi
farkli alanlarda ileride yapilabilecek ¢aligmalarada yol gdsterici nitelige sahiptir.

Tezin hazirlanmasinda biiyiik yardimlari olan danigmamim Dog. Dr. Ata Mugan ile
tez izleme komitesi iiyeleri Prof. Dr. Tuncer Toprak ve Prof. Dr. Erhan Altan’a
tesekkiirli borg bilirim. Ayrica ¢alisma arkadaglarim Dilek Bayrak, Ali Aydeniz,
Deniz Birkan, Yusuf Ciinedioglu’na ve bana her konuda destek olan aileme
sevgilerimi sunarim.

Mayis, 2003 Hakan Ersoy
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KISALTMALAR

SVD : Singular Value Decomposition
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YAPISAL SISTEMLERIN TASARIM DUYARLILIGI ANALIZLERININ
TEKIL DEGERLERE AYRISTIRMA (TDA) METODUNA DAYALI
OLARAK YAPILMASI

OZET

Bu tezde, Tekil Degerlere Aynstirma, TDA (Singular Value Decomposition, SVD)
islemi yapisal sistemlerin (structure), tasarim duyarlilifi (design sensitivity) alanina
uygulanmis ve tekil degerlere dayali duyarhilik analizi yontemi geligtirilmistir.

Yapisal sistemlerin tasarim duyarlilif: analizi, tasarim parametrelerindeki degisime
karsilik sistemin buna verdigi cevabin mekanik kurallar1 ¢ercevesinde incelenmesine
dayanir. Yapisal sistemlerin tasarim degiskenleri olarak kesit atalet momenti, plaka
kalinhig1, ¢ubuk elemanlarin kesit alani, elastisite modiilii gibi degerleri alirsak,
sistemin cevab1 olarak sekil degisimi, gerilme biiylikltigt, dogal frekans, burkulma
yiikii gibi kavramlari ornek olarak gosterebiliriz. Bir sistemin olusturulmas:
esnasinda tasarimei konu ile ilgili bilgi, tecritbe ve sezgisel kavramlarin yam sira,
tasarim parametrelerindeki degisimlerin etkisini gosteren duyarlilik analizi sonuglar:
ile desteklenirse, daha az deneme yamilma, diigiik hata oram1 ve daha kisa tasarim
sliresinde sonuca ulasabilecektir. Duyarlilik analizlerinden elde edilebilecek sonuglar
dogrudan bir {iriiniin tasariminda kullanilabilecegi gibi optimizasyon alaninda da
iterasyonlan azaltic1 degerleri vermesi agisindan 6nemlidir.

Matris cebirinin islemlerinden olan TDA son zamanlarda artan bir 6nem kazanmis ve
genis uygulama alanlari bulmaya baglamistir. Kontrol teorisi, sinyal ve goriinti
isleme, numune tammlama, ses analizi, zaman serisi analizleri, elektriksel sebeke
teorisi ve biomedikal mithendisligi gibi konular mevcut uygulama alanlarina 6rnek

olarak verilebilir.

Herhangi bir A matrisinin, A=UZV’" seklinde ii¢ ayr1 matrisin garpim seklinde
ayristirilmast miimkiindiir. Burada U ve V unitary, X ise diogonal matris 6zelliine
sahiptir. (Eger A reel ise *=T, transpoz, eger A kompleks ise *=H, eslenik
transpozdur.) U’nun ve V’nin kolonlari sirasiyla sol ve sag tekil vektorleri
biinyesinde barindinrken X‘min kosegeni ise tekil degerleri igerir. Bu ayrigtirma
islemi tekil degerlere ayristirma veya A’nin TDA’s1 adin1 almaktadir.



TDA ¢ok degigkenli kontrol sistemlerinin girig-¢ikis iligkilerinin incelenmesinde
kullanilan gii¢lii bir aragtir. Buradan hareketle, yapisal sistemlerin G=UZV’ seklinde
transfer fonksiyon matrislerine TDA’min uygulanmasi halinde duyarhilik analizi
agisindan degerli bilgilere ulagilabilmektedir.

Tezde, konular - ele alinirken ilk olarak duyarlilik kavrami tamitilmig ve mevcut
duyarliik analizlerinden Ornekler verilmistir. Daha sonra TDA’mn cebirsel
agiklamasi yapilmig ve uygulama alanlari tamitilmistir. Kullamlan sonlu elemanlar
ifadelerinin agiklanmasindan sonra, TDA’nin zamana bagli ve zamandan bagimsiz
denklemler iizerine uygulanmasina gegilmistir. Takip eden bdliimlerde TDA’ya
dayali duyarlihk analizi ile mevcut duyarliik analizi teknikleri olan statik cevap
duyarliligi, 6zdeger ve dinamik cevap duyarhiliginin karsilagtirmalar: yapilmigtir.

Tekil degerlerin kareleri bir sistemin girig-gikis vektorleri arasindaki gii¢, enerji ve
gii¢ spektrumu oranlarinin smirlarim teskil etmektedir. En biiylik ve en kiigiik tekil
degerler sirasiyla 61%(jw) ve o, (jw) olarak enerji oranlarimn st ve alt sinirlaridir.
Tekil degerler sistem kazancim verirken karsilik gelen sag tekil vektorler giris, sol
tekil vektorlerde ¢ikig dogrultulanim temsil etmektedir. Yiiklemenin birinci sag
vektor dogrultusunda olmast iist siri, son sag tekil vektdr dogrultusunda olmas: da
alt simn vermektedir. Boylelikle, tasarim parametrelerinde yapilan degisimler
araciligayla tekil degerlerin sekillendirilmesi ile aslinda sistem cevab: sekillendirilmis
olmaktadir.

Tekil degerler ve vektorlerin o;, u; ve v; fonksiyonlar1 tasarim parametrelerindeki
degisim Ab;lere gore siireksizlikleri sebebiyle genellikle tiirevlenebilir ifadeler
degildirler. Bu nedenle, sayisal olarak sonug lireten Gateaux tiirevleri kullamlmigtir.
Analizler esnasinda eger yapisal sistemin sinirlar ile ilgileniyorsak sadece en biiyiik
ve en kiigiik tekil degerlerin ve onlara kargilik gelen tekil vektorlerin bulunmasi
yeterli olmaktadir. Arada kalan digerlerinin bulunmasina gerek kalmamakta, bu da
islemci hesaplama siiresini ve hafiza kullammmim 6nemli 6Slgiide diigtirmektedir.
Sistemin en kétii yiikleme halinin bulunmasinda bu fark daha artmaktadir. Y6ntemin
performans: statik, dinamik cevap duyarliligi, 6zdeger duyarlihigi, en kétii ylkleme
kosulu, ¢oklu yiikleme hali, yapisal giirbiizliik gibi konular igeren sayisal Srnekler
iizerinde denenmistir. '

Gelistirilen yontem farkli bir yapisal sistem olan karma malzeme (kompozit) lamel
katmanlarimin tasarlanmasina da uygulanmigtir. Mevcut halde lamel sistemlerinin
tasarim islemlerinde parametrelerin optimizasyon islemi, belli bir yiikleme hali,
ortalama gerilme degerleri ve bunlardan dogan moment ve gerilme sonuglari esas
almarak yapilmaktadir. Bunun sonucunda elde edilen optimal yap1 sadece
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hesaplamalarin yapildig1 belli bir ylikleme hali i¢in gegerli olmaktadir. Halbuki
uygulamada yapisal sistem, degisen servis yiikleri, farkhi simir kosullan ile gesitli
gerilme ve uzama sartlarina maruz kalmaktadir. Bu yiizden en genel hal igin
optimum yapmnin aranmasinda sadece bir yiikleme kosuluna bagh kalinmamasi
gerekir. Tezde ayr1 bir bslim olarak TDA’ya dayali yontem lamellerin tasarimina
uygulanmig, en kotii yiikkleme haline karsiik gelen optimum lame] tasarimi, bir
minimaks problemi olarak ele alinip tekil degerlerin minimize edilmesiyle sonuca
ulagilmigtir. Degisik ve en kotli ylikleme sartlarinda lamel sistemlerinin
davramglarmin nasil olacagi sayisal bir ek lizerinde izah edilmistir.

Bu alanda da TDA kullaniminin baz 6zellikleri goze ¢arpmaktadir. 1k olarak, en
biiyiik tekil degere karsilik gelen sag ve sol tekil vektorler sirasiyla en kétii yiikleme
kosulunun elemanlarimi ve bu kosul altinda lamel sisteminde gergeklesen birim
uzama veya gerilme bilesenlerini vermektedir. Buradan hareketle en biyiik tekil
degerin minimize edilmesiyle, sistemin enerji séniimleme oram arttirilarak sistem
cevab1 yani birim uzama veya gerilme degeri diistirtilebilmektedir.

Sonug¢ olarak TDA’ya dayali duyarlilik analizi klasik y&ntemlerle mukayese
edildiginde daha fazla bilgi vermesinin yam sira, zellikle ¢oklu ylikleme kosulu ve
en kotli ylikleme halinin bulunmas: bagta olmak tizere hesaplamali alanda islemci
(CPU) siiresi ve hafiza kullaniminda biiyiik avantajlar1 da beraberinde getirmektedir.
Gelistirilen ydntemin uygulanabilirlik agisindan bir diger avantajida stirekli
ortamlarin modellenmesinde etkin ve yaygin olarak kullamlan sayisal metodlarin
basinda gelen sonlu elemanlarin denklemleri ile gosterdigi uyum ve birlikte
kullanilabilir olmasidir. Bu nedenle yéntem sanayide yaygin olarak kullamilan ticari
analiz programlarimin  (Ansys, Nastran, vs.) duyarllik ve optimizasyon
algoritmalarina dahil edilebilme sansina sahiptir.
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DESIGN SENSITIVITY ANALYSIS OF STRUCTURES BASED UPON THE
SINGULAR VALUE DECOMPOSITION

SUMMARY

In this study, the singular value decomposition (SVD) is employed for design
sensitivity analysis of structures and design sensitivity analysis based upon the SVD

is developed as a new method.

Structural design sensitivity analysis concerns the relationship between design
variables available to the engineer and structural response or state variables that are
determined by the laws of mechanics. The dependence of structural response
measures such as displacement, stress, natural frequency and buckling load on design
variables such as truss member cross sectional area, plate thickness and component
shape is implicitly defined through the state equations of structural mechanics.

One of the most common methods of structural design involves decisions made by
the designer based on experience and intuition. This conventional approach to the
structural design can be substantially enhanced if the designer is provided with
design sensiﬁvi\t}7 information that explains what the influence of design changes will
be without requiring trial and error.

The SVD has become an effective tool in handling various important problems
arising in a wide variety of application areas such as control theory, signal and image
processing, identifications and estimation, speech synthesis, pattern recognition, time
series analysis, electrical network theory and biomedical engineering.

Every matrix A can be decomposed into A=UZV’ where U and V are unitary or
ortogonal and X is a diagonal matrix (if A is real *=T, transpose, if A is complex
*=H, conjuqate transpose). This decomposition is called the singular value
decomposition or the SVD of A.

The SVD is a very powerful tool that is utilized for studying input-output properties
in multi-variable control systems. Applying the SVD to the transfer function matrix
G=UXV" of a structure gives us some valuable information about sensitivity analysis

of the structure.
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In the text comparisons are made of the proposed sensitivity analysis based upon the
SVD with the conventional techniques. Firstly, basic ideas of the finite element
structural analyses methods are presented, then conventional techniques such as
design sensitivity analysis of static response, eigenvalues, and dynamic response are
introduced. Following, the SVD is utilized in finite element analysis is presented for
time-independent and time-dependent problems. It is shown how singular values can
be used to give a frequency domain characterization for the limits to some
appropriately defined gains. As the squares of the singular values are the bounds of
power, energy and power spectral density ratios between the input and output
vectors, biggest and smallest singular values respectively 6,%(jw) and cnz(iw) as the
limits to the average power ratio for periodic input signals and the energy ratio for a
periodic input signals. The upper bound is achieved if the input is placed in the
direction of first right singular vector, and the lower bound is achieved if the input is
placed in the direction of the last right singular vector. Hence, shaping the singular
values of a structure is equivalent to shaping the structural response.

The singular values are not in general differentiable. Therefore Gateaux differentials
of the variables ;, u; and v; for the design variable Ab; are used which is numerically
more stable and computationally cheaper then computation of the SVD of G for each
design variation Ab;. There is no need to take the matrix inversion operation to find u;
and v; of G. On the other hand, since we are interested in the bounds of the structure
response, it is sufficient to compute only the largest and smallest singular values and
corresponding singular vectors rather than computing all of them, which is
significantly reduces the computational cost. Several numerical examples are
presented in different sensitivity analysis areas such as static response, dynamic
harmonic response, worst case loading, multiple load cases and structural robustness.

As a structure analysis technique, the SVD is also applied to optimum laminate
design problem of composites. So far, it is common that parameters of laminates are
optimized for certain load cases and investigations on designing composite materials
employ some average stress values, constant stress resultants, moment resultants
and/or shear resultants in designing the laminates, hence such designs are only
optimal for the load case for which they are optimized. In practice, a structure to be
designed is subjected to a variety loads and boundary conditions. Hence optimal
constitution of a laminate in a structure cannot be sought by considering the laminate
subjected to a priori stress and moment resultants, and multitude of stress states may
exist in a structure. Therefore, another design criteria, called minimization of
stiffness or stress for the worst possible load case emerges to account for all possible
load cases motivated by this fact. Optimum laminate design problem for the worst

Xiv



possible load case is formulated as a minimax problem, whose solution is shown to
be equivalent to a singular value minimization problem; subsequently, singular

values are employed for designing laminates.

Using the SVD has the following some advantages also in this area. Firstly the
largest singular value and associated left and right singular vectors give the worst
possible load case to which the laminate can be subjected and associated strains of
the laminate respectively. Second, minimization of the largest singular value
guarantees the minimization of strains in response to the worst possible load case

Also the SVD based analysis is well suited to study input-output directional
relationships; associated singular vectors tell us how the outputs (strains or stress) are
related to the inputs (loads). A numerical example is also presented to illustrate the

proposed approach.

As a result, the SVD based analysis compared with the classical techniques yield
more information and computationally advantageous particularly in case of multiple
load cases and finding worst case loading and sensitivity bounds of a structure.
Another advantage of this method is that it is well suited for finite element method
equations which is the most popular method among numerical methods especially in
modeling continuous structures. That’s why the proposed method can be applied to
sensitivity and optimization algorithms of well-known commercial analysis
softwares (Ansys, Nastran etc.).
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1. GIRIS

1.1 Giris ve Cahsmanin Amaci

En genel anlamda sistem, tammlanmis bir grup gorevi yerine getiren varliklarin
birlikteligi olarak tanimlanmaktadir. Ornegin, otomobil yolcularin bir yerden bagka
bir yere taginma goérevini yerine getiren bir sistemdir. Bu anlamda s6z konusu olan

sistem girdilere bagli olarak sonuglari ¢iktilar olan bir fonksiyon veya prosesin

ylirlimesini saglamaktadir.
= — = Sistem —

Girigler .. Cikislar
—p Fonksiyonu —_—»

Sekil 1.1 Sistemlerin genel gésterimi

Bir yapisal sistemin tasarlanmasindaki temel noktalardan birisi tasarim
parametrelerindeki degigime karsi sistemin verdigi cevaptir. Tasanm duyarlilift
analizi, sistem parametreleri ile sistemin belirli alanlardaki performanslari
araciliftyla tamimlanan sistem cevabi arasindaki iligkileri agiga cikarr. Yapisal
sistemin tasarim degiskenleri olarak kesit atalet momenti, plaka kalinhigi, cubuk
elemanlarm kesit alan, elastisite modiilii gibi degerleri, sistem cevabi olarak sekil
degisimi, gerilme biiyiikliigii, dogal frekans, burkulma yiikii gibi kavramlan &mek
olarak gosterebiliriz. Duyarhilik analizlerinde, tasarim parametrelerindeki degisime
kars1 sistem cevabinn bulunmasi, baz1 performans degerlerinin belirli parametre
degisimlerine kargi gosterdigi degisimin belirlenmesi ile olmaktadir. Bu iglemler
cebirsel denklemlerin ¢6ziimii, 5zdeger problemleri, matris cebri, veya diferansiyel
denklem  ¢oziimleriyle gergeklesmektedir. Yapisal duyarlilik analizlerinde
kullamilmakta olan gesitli klasik yontemler mevcut olmakla birlikte yapisal
sistemlerin tasarim duyarhlik analizlerinin yapilmasinda simdiye kadar sistemin tekil

deger ve tekil vektdrlerinin davramslarina bakilmamigtir.



Halbuki Tekil Degerlere Ayristirma, TDA (veya Singular Value Decomposition,
SVD) islemi ¢ok gesitli alanlarda kullaniliyor olmasinin yani sira sistemlerin giris-
¢ikis iliskilerinin incelenmesinde de oldukga basarihdir. Ozellikle bir yapisal
sistemin tekil degerleri 6zel bir anlama sahiptir. Clinkii tekil degerlerin kareleri ile
giris-cikig vektorlerinin giig, enerji ve gii¢ spektrumu arasinda oransal bir bag vardir.
Buradan hareketle sisteme ait tekil degerlerin bigimlendirilmesi ile sistem cevabi
sekillendirilebilmektedir. Ayrica, tekil vektorler, giris ile ¢ikig degerleri arasinda
nasil bir iliski oldugunu bize s6yleyebilmektedir.

Bu c¢alismada, ¢ok degiskenli kontrol sistemlerinin giris-gcikis Ozelliklerinin
incelenmesinde kullaniimakta olan TDA metodu, hesaplamali mekanik ve sistem
teorisi disiplinlerinin Karsilikli etkilesimi altinda, yapisal sistemlerin tasarim

duyarlilig1 analizine uygulanmistir.

Caligmada, sonlu elemanlar denklem sistemleri kullanilarak yapisal sistemlerin statik
ve dinamik duyarlilik analizleri TDA’ya dayali olarak ¢ikariimigtir. Tezde gelistirilen
TDA temeline dayanan duyarlilik analizi ile diger mevcut olan klasik duyarlilik
tekniklerinin Kkargilagtirmas1 yapilmistir. Ayrica metodun performans: farkl

duyarlilik analiz tiplerini igerecek sekilde sayisal rnekler {izerinde gosterilmistir.

Tezde, konunun siralamasi su sekildedir; tasarim duyarlhilifi kavramimn ifade
edilmesi, mevcut duyarlilik analizlerinin tanitilmasi, TDA’nin cebirsel agiklamasi,
TDA’nin mevcut uygulama alanlar, tasarim duyarlilig: ile tekil degerlerin iligkileri,
TDA’nin sonlu elemanlar ifadelerine uygulanmasi, tekil degerler ve vekttrlerin
duyarlili@idir. Son kisimda metod statik, ozdeger, dinamik harmonik, en kotii
yiikkleme durumu, goklu yiikleme kosulari, yapisal glirbiizliik gibi analiz alanlarinda
farkl: sayisal 6rnekler iizerinde denenmigtir. Ayrica degisik bir alan olarak ortotropik
lamelli karma malzemelerin tasarimi iizerine de metod uygulanmis ve bununla ilgili
sayisal bir 6rnege de yer verilmistir. Sonu¢ kisminda, gelistirilen yontemin mevcut
yontemlere kiyasla olan iistiinliikkleri ve getirdigi avantajlar yam sira, gelecekteki

muhtemel uygulama alanlarida anlatilmgtir.



2. TASARIM DUYARLILIGI ANALIZi

Bir yapisal sistemin tasarim agamasinda iken giris ve ¢ikis parameterlerinin
arasindaki iligkinin bagtan bilinebilmesi halinde rtiniin nihai performansinin
yiikseltilmesi, tasarim siiresinin kisaltilmasi ve prototip adetinin diigiik tutulmasi

konularinda Snemli ilerlemeler saglanabilecegi agiktir.

Duyarlilik kavrami, sistem cevabindaki degisim miktarinin, bu degigsime sebep olan
tasarim parametrelerindeki degisime oram olarak tarif edilmektedir. Bunu, en genel

anlamda,

A Sistem cevabi

Duyarliik = A Girig parametresi

seklinde ifade edebiliriz. Bu tanimlama, ayn1 zamanda duyarlilik ifadelerinin tiirevsel

denklemlerle geliseceginin de gostergesidir.

Diger tarafdan, tasarim duyarlilifn ve optimizasyonu birbirlerinden ayn konular
olmakla birlikte, yakin iligki i¢erisindedirler. Optimizasyon iglemi belirlenen kisitlar
dahilinde en iyi tasarimi elde etmeye galigirken kendi algoritmalarinin igerisinde

duyarlilik katsayilar1 ve sonuglarim da kullanabilmektedir.

2.1 Mevcut Duyarlilik Metodlan

Duyarhiik metodlan statik, dinamik veya 6zdeger duyarhilif: gibi analizin tiirline
gore bazi farkliliklar gdstermekle birlikte, matematiksel olarak matris ve vektor
tiirevleri olarak gelismektedir. Problemin tipine bagli olarak elde edilen differansiyel
ifadesinin ¢dziimiinde dogrudan tiirevleme veya adjoint degiskeni metodlari

kullamlmaktadir [1].



2.1.1 Statik Cevap Tasarim Duyarhhg:

Par¢a boyutlarimin tasarim degiskenleri olarak alinmasi durumunda genellestirilmis

global katihk matrisi ve sekil degistirme vektérii tasarim degiskenlerinin fonksiyonu

olmaktadar.
Ke=Kq(0) (2.1)
zy =7Z4(b) (2.2)

Burada b=[b,,b,, ..... bk]T seklinde tasarim degiskenleri bir vektoriin elemanlarim

olusturacak tarzda yazilabilir.

Yapisal sistemlerin optimum tasarimlarinin yapilmasinda izlenen yol; belirli simr
kosullan altindaki sistemin tasarim degiskenlerine bagh olarak tamimlanan maliyet
veya temel fonksiyonunun minimize yada maksimize edilmesidir. Buradan hareketle

yapisal sistemlerde,

v = (b, zg(b)), (2.3)

seklinde tanimlanan genel bir performans 6l¢tim fonksiyonunu ele alirsak, tasarim
duyarlilign bu fonksiyonun girig paramerelerindeki degisime karsi verdigi cevaptir.
Bu durum, en genel halde dy/db tiirevinin bulunmas: olarak tanmimlanabilir. Bu tiirevi

hesaplamak i¢in iki metod mevcuttur.

2.1.1.1 Dogrudan Tiirevleme Metodu

Sistem denklemlerine simir kosullarinin tanitilmasiyla ifade,
K(b) z =F(b) 24

bi¢iminde yazilabilir. Burada K(b) indirgenmis global katiik matrisi, F(b) ise
indirgenmis yiik vektortdiir. K(b) matrisi pozitif belirlidir ve dolayisiyla tekil
degildir. K(b) ve F(b)'nin elemanlarinin tasarim parametrelerine gore “s” kere
tirevlendigini varsayarsak, (2.4) ifadesindeki z = z(b) ¢Ozlimli de “s” kere
tirevlenebilecek demektir. Buna bagh olarak y = wy(b, z4(b)) fonksiyonunun da

tasarim parametrelerine gére olan tiirevleri alinabilir.



Tiirevdeki zincir kuralim uygularsak y fonksiyonunun b tasarimina gére olan tiirevi

dy oy oy dz
— + — —
db _ob oz db 2:5)
olur. (2.4) ifadesinin her iki tarafinin b’ye gore tlirevlenmesinde
dz 0 ~. . OF(b)
K(®})—=-—(X(®)z)+
( )db 6b( (0)z) b (2.6)

elde edilir. Buradaki tilda “~” kismi tlirevdeki sabit olarak alinacak parametreyi
gostermektedir. Sinir kogullarinin uygulanmasi neticesinde K(b)’nin tekil olmamasi

sayesinde, (2.6) ifadesinden dz/db ¢o6ziilebilmektedir.

dz .., [0F®) 8 ~
E_K ' ){ T b(K(tb)z)} 2.7)

olarak bulunan bu sonug (2.5) denkleminde yerine konursa,

dy _ow 0y -
b ob oz - K 1(b) [F(b) K(5)7)] (2.8)

sonucuna ulasilir. Katihk matrisinin K 1(6) seklinde tersinin gercek sistemlerde
hesaplanmas1 matris boyutunun biiytikliigtinden dolay: pratik degildir. Bu yiizden
(2.8) denklemi kullamsh bir ifade olarak kabul edilemez. Bunun istesinden gelmek
icin iki yol vardir. Bir tanesi (2.6) denklemi dz/db igin sayisal olarak ¢zdiiriillip
(2.5)°de yerine konur, buna dogrudan tiirevleme iglemi denilmektedir. Diger bir yol
ise adjoint degiskeni kullamilmasidir.

2.1.1.2 Adjoint (Bitigik) Degiskeni Metodu
Bu ySntem matematiksel iglemleri kolaylastirmak igin adjoint (bitigik) degiskeni A
tammlamaya dayanmaktadir.



T
oy L1 -
=|—K ()| =K (b)—/—
[az (b) (b) Py 2.9)
Bu yoéntemde K matrisinin simetrik olma 6zelliinden yararlanilmaktadir. A'nin (2.9)
denkleminde K!(b) hesaplanarak bulunmasindan ziyade (2.9) denkleminin her iki
yam K(b) ile ¢arpilirsa iginde A bulunan adjoint ifadesi

K®)r=0y' /0z (2.10)

elde edilir. (2.10) ifadesi A’ya gore ¢oziildilkten sonra (2.9) denklemi kullanilarak

(2.8) ifadesinde yerine konursa,

dy oy, r[OF®) 8 .. .
TR [ b b (K(b)z):l (2.11)

bulunur. Hesaplamalar kolaylastiracak tarzda diger bir yazim sekli,

dy _ov
Y2 [TRe) -1 TK )] (2.12)

bigiminde verilebilir. Bu yol, tasarim duyarlilik analizinin adjoint degiskeni metodu

ile hesaplanmasi olarak adlandirilmaktadir.

2.1.1.3 Genellestirilmis Global Katihk Matrisi

Sinur kosullarimu belirleyen kinematik iligkilerin ozellikle cok noktadan mesnetleme
durumlarinda, indirgenmis K(b) matris ve F() vektorlerini agik bir gekilde elde
etmek miimkiin olmayabilir. Bu durumda (2.6) ve (2.12) ifadelerinin sag
taraflarindaki kismi tiirevleri hesaplamak giiclesir. Bunun yerine dogrudan tekil
haldeki genellestirilmis global katilik matrisini igeren bir formiilasyon kullanilmas:

zorunlu hale gelir. [1]°deki ifadeler neticesinde global matris ve vektdrleri igeren

zgxg(b)—-—=———(' K, (b)7,)+ -~ (‘EF(b)), i=1,...k @.13)



denklemine dogrudan tiirevleme y&éntemi ile ulasilmaktadir. Ifadede 0z,/0b; sayisal
olarak ¢ozdiirtilillebilmekte, islemin her bir /=1,2,.....k i¢in tekrarlanmasi halinde z,

nin b tasarimina gére olan kismi tiirevlerine ulagilmaktadir. Burada z, keyfi virtiiel

yer degistirmeyi temsil etmektedir. Adjoint degiskeni kullaniimasi halinde ifade,

d‘l’ oy ~ =T
-gg"a—l;[l g(b)zg)-lgFg(b)], (2.14)
seklinde olmaktadir.

2.1.2 Ozdeger Tasarim Duyarhhg:

Bir yapimin dogal frekansi ve burkulma ylikii hesab: tasarim parameterlerine bagh
genellestirilmis bir 6zdeger problemi olarak karsimiza ¢ikar. Indirgenmis global

katilik ve kiitle matrisi kullanimiyla genel 6zdeger ifadesi,

K(®)y = M(b)y (2.15)

seklinde verilebilir. Burada M(b) kiitle, K(b) katilik matrisi, { O6zdeger, y

ozvektdrdiir. Buradaki y 8zvektorii agagidaki sekilde normalize edilebilmektedir.’

y M®)y=1 (2.16)

Ifadelerdeki global katilik ve kiitle matrisleri pozitif belirli ve tasarima gore
tiirevlenebilmektedir.

Bu noktada konu ile ilgili teoremin ifadesi su sekildedir; K(b) ve M(b) matrisleri
pozitif belitli, simetrik, siirekli ve tasarima gére tiirevlenebiliyorsa, ayrica 6zdeger C
basitse (yani tekrarlanmayan ise), (2.15) ve (2.16) ifadelerindeki 6zvektdr tasarima
gore siirekli ve tiirevlenebilirdir. Temel alman (2.15) ifadesinde bu teorem

cercevesinde yapilan ara islemlerden sonra [1]

;‘f) o 9 Bkl cg%[yTMaaﬁ] @.17)

sonucuna ulagilmaktadir. Burada 6nemli olan nokta, dzdegerin tasarim vektdriine

gére olan tirevinin adjoint degiskenine ihtiyag gOstermeden hesaplanabiliyor



olmasidir. BOylece tekrarlanmayan yani kath olmayan 6zdegerlerin bulunmas: igin
tirevleme iglemi (2.17) denklemi araciliiyla dogrudan yapilabilmekte ve
performans Olgiim  fonksiyonunun tlirevine goére daha basit sekilde
bulunabilmektedir. Kiitle ve katilik matrislerinin indirgenmis hale getirilememesi ve

global halde kullamlmas1 durumunda ifade, [1]

db ab[yg ()yg]C [yg g(b)yg] (2.18)

seklinde olmaktadir.

2.1.3 Dinamik Cevap Tasarim Duyarhhg:

Yiiklerin zamana bagh degisimi ve baslangic kosullarimin sifirdan fakli olmasi

durumunda genel hareket denkleminden,

M(b)Z + C(b)z + K(b)z = F(t,) (2.19)
yola gikarak ve baslangi¢ kosullarini
2(0)=2°", #0)=z2° (2.20)

alirsak, yapisal sistem cevap fonksiyonunu en genel halde

y =g(z(T),b) + fG(z,b) dt (2.21)

formunda yazabiliriz. Burada T siire sonudur ve
Qz(M),z(T),b)=0 (2.22)

seklinde ifade edilen bir fonksiyon ifadesi igersinde yazilmaktadir. Verilen bir b
tasarimu igin (2.19) ifadesi (2.20) sartlan altinda entegre edilebilir. T degeri ise (2.22)
denklemi aracihigiyla bulunabilmektedir. (2.22) ifadesi igin ise,



Q—%9 (T)+a—Q #T)#0 (2.23)

yazilabilir. Burada konu ile ilgili teorem, eger M() matrisi tekil degilse, M(b), C(b),
K(b) matrisleri ve F(t,b) vektorii b tasarnmima goére “s” kere siirekli ve

tiirevlenebiliyorsa, z = z(t,b) ¢6ziimii de b’ ye gére “s” kere stirekli ve tlirevlenebilir

seklindedir [1]. Bu teorem neticesinde ulagilan dinamik duyarlilik ifadesi

dy _%g oG oR s
TN —(z(T),b) + _{ [ b (z,b) + b (A1), z(1), z(1), Z(t),b)}dt

_[_Z(T) +G(Z(T),b)][i‘s-/n) (2.24)

formunu alir. Burada A = A(t) olarak adjoint degigkenidir. Denklemdeki R,
R=%TF(t,b)— A M) Z— 1 C()z— 1 "K(b)Z (2.25)

ifadesi ile tamimlanmaktadir. “~” kismi tiirevler sirasinda sabit olarak alinacak

degiskeni gostermektedir.



3. TEKIiL DEGERLERE AYRISTIRMA ISLEMI “TDA” ( Singular Value
Decomposition-SVD )

3.1 TDA'nin Cebirsel A¢iklamasi

Reel veya kompleks en genel haldeki her matris
A 20=U mym E mxn V*nxn 3B.1D)
[Matris]=[Ortogonal/unitary].[Diagonal].[ Ortogonal/unitary]

seklinde {i¢ ayr1 matrisin ¢arpimi olacak tarzda ayristirilabilir. Eger A matrisi reel ise
* = T (tranpoz), eger A matrisi kompleks ise * = H (eslenik transpoz) olacaktir
Ayrica A matrisinin reel olmasi durumunda ortogonallik, kompleks olmasi

durumunda unitary matris s6z konusudur.

(3.1) ifadesinde U’nun kolonlari sol tekil vektdrler, V’nin kolonlan sag tekil

vektorler, X’nin diagonal elemanlari ise tekil degerleri igerir.

Ad1 gegen tekil deger ve vektorlerinin bulunmasi: Matrisin reel ve boyutunun m>n
oldugunu varsayarsak ATA matrisi (n>m halinde AAT alinacaktir.) nxn boyutunda
kare, simetrik ve pozitif belirlidir (definit). ATA’nin Szdegerleri igin A; =o1%,
A2 = 62 s .= 0n olarak yazilabilir. Aralarindaki iligki pozitif belirlilikten
dolay1n 61> 03 > ... > 0: >0 Ve 6141= Or2= ceevnnn = o, =0 seklindedir. Burada
'r =Rank(A"A), bulunan 6zdegerler ATA ‘min 6zdegerleridir ve bunlara kargilik gelen
Szvektorler vy, va, ........ , vy olarak bulunabilir. Bunlar V matrisinin kolonlarim sag

tekil vektorler olarak olustururlar. Ortonormal olmalar: sebebiyle,

ATAv;=cvV; i=1,......,.0 (3.2)
viiATAV; =62 #0, it (3.3)
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vi'ATAv; =0, i=l,nl;  j#i (3.4)
ifadelerini saglamaktadir [2].

Vi=(¥V1,eeees¥s),  V2=(Vpil,.....,Vn), olarak yazabiliriz. Buradaki v,’den v,’e kadar olan
vektérler sifirdan farkl: A;......... A 6zdegerlerine karsilik gelmektedir. Diger grupta

kalan vyi1,.....,vy sifir 8zdegerlere karsilik gelen vektorlerdir. Bunlar igin ,

V,"ATAV, = V,TATA(Vy1,.....,V0) = V21(0,0,........0) = 0 (3.5)
yazilabilir. AV, =0 veya

Avi =0, k=rt+l,r+2, ....... n (3.6)
Buradan hareketle sifirdan farkli {u;} sol tekil vektdr setini tanimlayabiliriz.

1 .
u; =—Avi’ l=1, .......... r (3°7)

i

u;’ler i=1,.....,r ortonormal set formundadir. Clinkii

uju; =i(A.vi)T —I—(A.vj)
1

_ TAT
T, A AT (8
_,0 i#j
={ i=]

U= (.. ), ler yukarda aciklandigi sekilde bulunurken, U=(U;U,)’nin

ortogonal olmasi sebebiyle U= (Ursiseeeenllm), bOlimil ortogonallik kuralim

saglayacak tarzda belirlenir. Herhangi bir k > r igin,
wAvi=oinw=0, i=1...r (3.9)
(3.7) ifadesinin Av; = o olarak alinmasi ve U’nun vekitdrlerinin ortogonalligi

sebebiyle

11



u Av; =0, i=r+l,. n (3.10)

yazabiliriz. Diger tarafdan V = (V1,V,) olsun,

—l—v,TAT
O
I 1.1
—vTA
“;r | Y
T :
UTAV = “:2 AVysennV2) =) 1 L AV V) 3.1D)
: —ViA -
un %1
ll-r{-+l
up
(1
_012 0
O
1 5
- o r=(Z 0
0 0 (3.12)
L
cr
0 0

burada  X=Diag(c1,62,.....0) ve rank icinde yazlabilecek ifade
rank(A)=rank(UEV")=rank(Z)=r seklindedir. Elde edilen A = UZLV' ifadesi tekil
deperlere ayrigtirma “TDA”(Singular Value Decomposition SVD) olarak adlandirilir.

Y. matrisinin diagonal elemanlar 61,63,.....,0;, A matrisinin tekil degerleridir. Bu tekil
degerler her durumda pozitif ve reeldir. U’nun kolonlan sol tekil vektorler, V’nin
kolonlar: ise sag tekil vektorler olarak amlir. Burada k=min(m,n) olmak iizere A’nin
r tane tekil degeri vardir. Bunlar ATA’nin (veya AA") matrisinin 6zdegetlerinin
karekokleridir. Kalan (k-r) adet tekil degerler r<k olmak izere sifirdir. Buradan
hareketle, tim tekil degerlerin tek olarak hesaplandigt sifira karsilik gelen tekil

vektorlerin de ortonormallik gergevesinde belirlendigi goriilmektedir.
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3.2 TDA'nin Mevcut Uygulama Alanlar

TDA’nin sahip oldugu &zelliklerin son zamanlarda daha iyi anlasilmasi ile birlikte
¢esitli alanlarda bir arag olarak kullanimi hizla artmaktadir. Mevcut uygulama
alanlar1 olarak kontrol teorisi, sinyal isleme, goériintii isleme, 6rnek tanimlama, ses
sentezi, zaman seri analizleri, elektriksel sebeke teorisi, biomedikal miihendisligi gibi
konular sayilabilir [2]. Sinyal ve ses isleme alaninda TDA genellikle kullanilan ses
sinyali ve istenmeyen giiriilti verilerinin birbirlerinden ayrilmasi veya
filitrelenmesinde kullanilmaktadir. Ornegin, bir konusma sirasinda kelime ve ciimle
aralarindaki durmalar sebebiyle ses sinyali toplam konugma siiresinin ortalama
%50’sinde kesilmektedir. Bu esnada arka fondan gelen fan, trafik v.b. gibi giiriiltiiler
ses sinyalinin olmadig: anlarda daha etkin hale gelerek anlagilabilirligin kalitesini
diigiiriir. TDA’nun  filtreleme 6zelligi, bu gibi durumlarda etkin bir sekilde
kullamlabilmektedir. Benzer bir uygulama biomedikal alanda, anne karnindaki
bebegin elektrokardiograminin alinmasinda yapilmaktadir. Yapilan islem bebekten
gelen kalp sinyallerinin anneden gelen sinyallerden daha diisiik olmasina ragmen

TDA yoluyla ayiklanarak izlenebilir hale getirilmesidir.

3.3 TDA'nin Gériintii isleme Alaninda Kullaniimasma Dair Bir Ornek

TDA goriintii iglemede genellikle verilerin transferinde kolaylik saglamak amaciyla
kullamlmaktadir [3]. Ornek olarak uzaydaki bir uydunun gektigi resimleri diinyaya
gondermek istedigini varsayalim. Goriintti piksellerinin matris formunda oldugunu

dfistintirsek, bu matris elemanlar1 piksellerin renk ve goriintiistinii temsil eden sayisal

1 3 2 1 3 3 4 5 6 )
1 26 8 4 5 6 4 4 1
1 23 5 25 8 5 4 3 2
223 6 13 4 5 4 4 2
3 2 4 3 3 15 9 5 3 2
A=11 23 45 2 24 8 6 4 3
2 3 4 4 24 3 3 5 6 2
2 32 2 2 2 33 3°5
156 4 7 7 1717 2 4
L3 4 5 7 9 9 6 5 5

Sekil 3.1 A matrisinin sayisal degerleri.
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elemanlara sahiptir. Normalde bdyle bir resime ait matris boyutlar1 binler
mertebelerinde olmasina karsin izlenebilirlik agisindan $ekil 3.1°deki 10x10

boyutunda 100 elemanli A matrisini ele alalim.

Sekil 3.2 A matrisinin grafiksel goriintiisii.

Bu matrisin grafiksel goriintiisii Sekil 3.2°de ¢izdirilmigtir. A matrisinin MathCAD
programi kullamlarak bulunan tekil deger ve tekil vektSrleri Sekil 3.3-3.6° de

verilmistir.

o] o o] o 0 0 0
0[37.477 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0] 17.669 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0| 9.625 0 0 0 0 0 0

y = 0 0 0 0| 5538 0 0 0 0 0] 1

0 0 0 0 0| 3712 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0| 2.595 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0| 1.435 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0| 0767 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0| 0.238

Sekil 3.3 Tekil degerleri késegeninde bulunduran X matrisi.
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Sekil 3.5 Sol tekil vektorleri igeren U matrisi

Sekil 3.6 Sag tekil vektorleri iceren V matrisi

Tekil degerlerden ilk ikisini ve onlara karsilik gelen iki sol ve iki sag olmak iizere

dort tekil vektorii alarak toplam 42 eleman kullanarak (3.13) ifadesi geregince yeni
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bir 100 elemanli matris elde ederiz. Orjinal 100 elemanli A matrisin gériintiisii ile, 42
eleman kullanilarak elde edilen 100 elemanli B matrisin grafiksel goriintiilerinin

kargilagtirmasi Sekil 3.7°de verilmistir.

svd(A); B=u;0; v, +tuy6,vy" (3.13)

Orjinal gorantl 100 elemanli SVD géruntisi 42 elemanl

Sekil 3.7 Orjinal A matrisi ile TDA aracihifiyla tiretilmis B matrisinin
grafiksel goriintiilerinin karsilagtiriimasi.

Burada goriildiigli {izere her iki goriintii arasinda biiyiik bir benzerlik vardir. Yani
hemen hemen aym goriintii 100 yerine 42 say: kullamilarak elde edilmistir. Gergek
bir fotograf karesinde kullamlan matris boyutunun binlerce hatta onbinlerce piksel
icerdigi diistiniilirse aralarindaki fark artacak ve ¢ok kii¢lik bir yiizde oranindaki veri
ile orjinaline oldukga yakin goriintiilerin elde edilebildigi gortilmektedir.
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4. SONLU ELEMANLAR IFADELERI

Bu kisimda sonlu elemanlar modellerinde kullamilan kiris (beam) ve kafes (truss)
elemanlara ait ifadelere yer verilmigtir. Yapisal sistemlerin sonlu elemanlar metodu
ile analizlerinin yapilmas: elemanlarin model igerisindeki davramglarinin bilinmesini
gerektirir. Elemanlarin denklemleri bir kez belirlendiginde tiim yapinin davramisina
ulagilabilmektedir. Sistem denklemlerinin enerji metodlar ile elde edilebilmesi igin
birim uzama enerjisi ile kinetik enerjinin yam sira egilmeden dolayr dis boyutlarda
olusan degismelerinde tamimlanmasi gerekir. Eleman gekil degistirme
fonksiyonlarina, elemanlarn diigiim noktalarindaki yer degistirmelerden yola
¢ikilarak ulagilmaktadir [1].

‘;z Qs
) g f
% “?Q;?"'x qe)_.%

Sekil 4.1 Dogrusal kirig eleman.

4.1 Kiris Eleman Katilik Matrisi

Dojgrusal bir kirig eleman igindeki herhangi bir x noktasimin (0<x</) boylamasina

birim sekil degigimi,

(x—f)_{_q x

7 47 “.1)

s(x)=-q;

seklindedir. Burada g1, ¢», g4 ve gs dogrusal elemamn ug¢ noktalarimn yer
degistirmesi g3 ve g¢ ug noktalarin dénmeleri, ¢ eleman boyudur. Bu ifade kesit
genisligi degismeyen ve eksen iizerinde yayili yiik bulunmayan bir eleman igindir.

Dikkat edilecek nokta s(x)'in sadece boyuna sekil degistirmeleri igerdigidir. Diger
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taraftan aym1 x noktasimn diigiim noktalarimin yanal yer degistirmesinden olusan

yanal birim sekil degisimi,

w(x) =%—(2x3 3052 +E3)——Z—:(2x3 ~30x2)

(4.2)
+%(x3 Y +€2x)+j—g(x3 _x?)

Bu ifade kiris eleman kesitinin sabit olmas: ve yanal yiik olmamasi durumunda
yazilmigtir. Kiris (beam) elemandaki toplam sekil degistirmeler neticesinde ortaya

¢ikan birim uzama enerjisi "strain enerji",

¢ 2 ¢ 2. \?
SE=1J’hE§) dx+-1-IEI-d—K dx
2 J dx 2 Jb i’

2
1t qy 494 1 (¢ qs qs

—_ ‘ hE| 2L _ 24 Z ‘ 42, - 15 _

5 b (f ‘ dx+2 oEI(g3 (12x - 64) /3 (12x - 64) (4.3)

+ 83 (6x - 40) + I8 (61~ 207 ax
, ¢ ~

ifadede gegen h kirigin kesit alani, / kesit atalet momenti, E elastisite modiiltidiir.
q=[q1,92,.-.-- ,q6]T oldugu diigiiniiliirse, integral igleminin sonucu,

1
SE ='5quBq (4.4)

olarak ifade edilebilir. Buradaki kg, kiris (beam) eleman katilik matrisidir.

h* 0 0 h* 0 0
121 64 0 121 6l
i 401 0 -60 20°I
B~ £3 hz2 0 0 (45)
simetrik 121  -641
i 4071 |
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4.2 Kafes Eleman Katiik Matrisi

Eger bir kirig eleman {izerindeki egilme etkilerini ihmal edersek kafes (truss) eleman
davramisim elde ederiz. Bu durumda sadece g; ve g4 koordinatlari birim uzama
enerjisini (strain enerji) etkilemektedir. Bunun sonucunda (4.4) denklemi ile verilen
birim uzama enerji denklemi formunu korumakla birlikte kafes eleman katilik matrisi

yeni seklini alir.

(=
o OO
— 0 O

(4.6)

OO OO
SO O OO

simetrik

0]

ifade icersinde sadece q; ve g4 koordinatlarinin birim uzama enerjisi tizerinde etkili
oldugu goriilmektedir. Analizlerde ¢3=gs=(¢gs-q2)/¢ olarak dénme degiskenleri
bastirilmakta ve egilme olmamaktadir. Ayrica ky’nin ranki sadece 1 dir.

4.3 Kiris ve Kafes Eleman Katilik Matrislerinin Ozellikleri

Kiris eleman katilik matrisinin ifade edildigi (4.5) denklemi eleman boyu £, kesit
alani A, kesit atalet momenti 7 ‘ya baghdir. Eger kiris elemanin kesit dlgiileri tasarim
degiskenleri olarak alinirsa, bu durumda katilik matrisi tasarim degigkenlerinin bir
fonksiyonu olmaktadir. Yapimin geometrisinin degismesi halinde, eleman boyu ¢ ‘de
tasarim degiskenlerine bagli olacaktir.

Hesaplama islemlerinin sonucunda (4.5) denklemlerindeki katihik matrisinin pozitif
yari-belirli (semidefinit) ve rankinin 3 oldugu goriilmektedir. Matris ranki ii¢ adet
kat1 cisim serbestlik derecesinin gdstergesidir. Bu durumdaki bir elemam herhangi
bir deformasyona ugratmadan dolayisiyla birim uzama enerjisi olusturmadan bir
diizlem dahilinde Gi¢ kinematik serbestlik derecesi ile hareket ettirmek miimkiindiir.
Diger taraftan eger kiri§ elemann sol tarafim ¢:=¢2=¢3=0 olacak sekilde baglarsak
(4.4) denklemi ile hesaplanan strain enerji g, gs V€ g6 degiskenleri i¢in pozitif belirli

olmaktadir.
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4.4 Kiris ve Kafes Eleman Kiitle Matrisleri

Eleman kesitinin dénme ataletlerinin ihmal edilmesi halindeki kirig (beam) elemanin

kinetik enerjisi,

. 2 2

() () e

0 dt dt

_1 ¢ I x—4 Ny x 2
2 b a1 —f d4 I}

+{-‘i§—(2x3 —30 + )+ L 20 -30)
¢ ¢

@.n

. . 2
+2;—(x3 - 20x? +£x)+q—g(x3 —fxz)jl }dx
14 l

burada p eleman malzemesinin kiitlesel yogunlufu () zamana gore tiirevi

gostermektedir. Islemler neticesinde

L.or .
KE=5quBq (4.8)

formunda yazlabilir. Buradaki mg kiris eleman kiitle matrisi adim alir.

140 0 0 70 0 0 |

156 22¢ 0 54 -13¢

_ pht 4> 0 13 -3¢
M8 =420 140 0 0 (4.9)

simetrik 156 -22¢

4¢0*

Eleman kinetik enerjisinin pozitif olmas: ve her hangi bir g;#0 durumunda mg pozitif
belirlidir ve dolaysiyla tekil degildir. Bu ozellikler analitik olarak da teyit
edilebilmektedir. Kafes (truss) eleman igin egilme etkileri ihmal edilerek ve
w(x)=g2+(gs-g2)x/ £ almarak (4.7) denkleminin integrali (4.8) ifadesini aciga

cikarmakta ancak bu kez kafes elemanin kiitle matrisi

(2 0 0100
2 0010
phi 0 0 0O 4.10
mT ——‘6—' 2 0 0 ( * )
simetrik 20
0
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olmaktadir. Ifadelerde dikkat edilecek husus, §,veq, degerleri kafes elemanda
bastirnlmigtir. Buna karsilik ¢,ve g5 degerleri 6nemli rol {istlenmistir. mt matrisinin

ficlincli ve altinc1 kolonlarinin sifir olmasindan dolayr matris tekildir. Gergektende
mr’nin ranki 4’diir. Bir diger husus ise birim gekil deZistirme enerjisi

hesaplamalarinda 4 ve ¢ tasarim degiskenlerinin fonksiyonu olmaktadir.

4.5 Kiris Elemanlarin Geometrik Katiik Matrisi

Kiris elemanda yanlamasina egilmeden dolay: kaynaklanan A £ kisalmasi,

. 3 1/2
M=e-.|[1—(d—wj } dx
0 dx

2
v/
zji(ﬂ) g
02\ dx

- . @.11)
_ 2 (62 95 6.2 _
= J; [£—3(6x —60x) - e (6x2 - 60x)
2
+i;%(3x2 —4ex+£%) +%g—(3x2 N ux)] dx
olmaktadir. Integrasyon neticesinde
Al=q"dgq (4.12)

formunu alir. Burada dg kiris eleman geometrik katilik matrisi olarak adlandinlir.

0 0 0 0 0 0
3 1 4.3 L
5¢ 20 5¢ 20
Lo, L L
50 20 60
dg = 0 0 0 (4.13)
imetrik i ——1-
5 5¢ 20
£
I 15

Bu matrislerde anilan parametreler (£, p, ...) tasanim degigkenleri olarak duyarlilik

analizleri sirasinda tekil degerlerin sekillendirilmesinde kullamlacaktir.
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5. TDA'NIN SONLU ELEMANLAR DENKLEMLERINE UYGULANMASI

Bu bélimde TDA’nin zamana bagh ve zamandan bafimsiz problemlerde sonlu
elemanlar denklemlerine nasil uygulanacag: iizerinde durulacaktir.

Onceki bolimlerde agiklandign iizere u; ve v; ‘lerin sirasiyla AAM ve AM"A‘nm

ortonormal 6zvektorleri oldugundan hareketle
UUP=] ve AAPU=UT? (5.1)
vVi=] ve AFAV=VZ? (5.2)

ifadeleri yazilabilmektedir. I birim matrisi goéstermektedir. Sonlu elemanlar
ifaderindeki katilik matrisinin kare oldugunu diisiiniirsek, bunlara ilave olarak A
matrisinin kare olmasi1 durumunda A=UZV" ise

Al=viyf (5.3)
olur. Her ne kadar A matrisinin tekil degerleri tek olarak belirlenirken, 6zvekttrler
tek degildir.
Eger A=UXV" ise A =UZV'¥ yazilabilir. Burada U’'=Ue',V'=Ue" degerlerine
sahiptir [4].

Sonlu elemanlar ifadelerinde kullamlan,

K d=f (4

dogrusal denklem sistemini ele alirsak, burada, en genel halde, Ke C™ olarak
sistemin katilik matrisi, de C" sekil degistirme vektorii ve fe C” sistemin girigini
temsil eden yiik vektord, olacak tarzda d = K f seklinde ifade edilebilir. K" ‘nin
TDA’s1 igin K'=U I VY, yazlabilir. Burada Ue C™, ZeR™ ve VeC™ dir.
Sistemin farkli giris dogrultularinda farkli kazanglarmin oldugunun gisterilmesi
amaciyla K *in TDA’s1 diyatik formda yazilabilir.
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n
K=Y ouv}! (5.5)
i=1

fiziksel sistemlerde tekil degerlerin ayr1 oldugundan yola ¢ikilarak, kuvvet vektorii

fin k.nc1 sag tekil vektore esit olmasi halinde f= v i¢in
n

d=Z°i“iVIHVk (5.6)
i=1

ifadesini elde ederiz. v; ‘lerin ortonormal olmasi sebebiyle vl vy = u yazilabilir.

Burada dJj kronecker delta fonksiyonudur. Boylece

d=oyu; (5.7)
[dll2=0% (5.8)

olur. Bu ifadelerden anlasilacag: iizere, fin v ile aym dogrultuda olmasi halinde
(5.7) denkleminden ¢ikis durumunda olan d vektorli u; dogrultusunda olacaktir. (5.8)
ifadesi ise sistemin kazancinin oy olacagmi gostermektedir. Boylece her bir sag tekil
vektorle temsil edilen girislerin ne sekilde bir gikisa sebep olacag: sol tekil vektorler
araciliftyla ortaya konmaktadir. Karsilik gelen tekil degerlerde girig gikis arasindaki
kazang faktdriinii belirtmektedir [5]. TDA’mmn yapisal dinamige ait uygulamast igin,

Md+Cd+Kd =f (5.9)

matris denklemini alirsak. Burada MeR™ kiitle matrisi, Ce R™ viskoz sdniim
matrisi, Ke R™ Kkatilik matrisi, f € R" dis kuvvet vektorii, d,d ved e R" sirasiyla
sekil degistirme, hiz ve ivme vektdrleridir. (5.9) ifadesinin Laplace dontistimiini

alirsak,

D(s) = G(s)F(s) (5.10)

clde ederiz. ifadede s kompleks Laplace doniisim degiskenidir. D(s) ve F(s)

vektorleri sirasiyla d(t) ve f(t)’nin Laplace déniistimleri, G(s) transfer fonksiyon

matrisidir.
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G(s) = (Ms” + Cs + K)™! (5.11)

seklinde tammlamir. o frekansindaki f = fsin(wt) sinuzoidal girige sistem cevabi olan

D(jw) siirekli rejim ¢ikist

D(w)=G(jo)f (5.12)

ifadesi ile verilir. Burada T giris vektdriiniin siddeti, j kompleks degiskenidir. (5.12)
denkleminde D{jw) siddeti ¢gikis vektorii d ‘nin Zinci elemaninin siddetine kargilik
gelmektedir. Bu esnada Dy(jo) ‘nin faz agis1, d ¢ikig vektdrii ile f giris vektdrlerinin
i.inci elemanlanmn arasindaki faz a¢isi kadardir. Statik durumdakine benzer sekilde,
eger f giris vektdrii v, dogrultusunda ise, D(jw) cevabi o; kazanci ile wy
dogrultusunda olacaktir. G(jow)’ nin tekil degerleri ve tekil vektorleri tahrik frekans:

w‘nin  fonksiyonudur. Tekil degerler arasindaki siralama 0,20, 220

seklindedir.
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6. TDA VE DUYARLILIK ANALIZi

Yapisal sistem denklemlerinin ifade (5.10) daki gibi Laplace degiskenlerini
icerdigini ve w frekansina sahip tahrik uygulandifini varsayarsak, (kisa gosterim
amaciyla s=jw yazilmayacaktir.) G‘nin TDA’s1 G=UZV" seklinde yazilabilir. Bir

sisteme herhangi bir girisi, {v;} vektoriinii temel alarak,

F=Yav, 6.1)
i=1

formuyla temsil edebiliriz. Buradaki @; katsayisi, v; ‘lerin ortonormal olmas: 6zelligi

kullarularak,

a; =<v;,F> (6.2)

seklinde hesaplanabilir. < > i¢ carpimi, Ust ¢izgi ise eslenigi gOstermektedir. D

¢ikisi,

D=[Zn:oi“iviﬂ]F=Zn:aiaiui (6.3)
=1

i=1

ifadesi ile hesaplanir. Ayrica i.inci gikis ile j.inci giris arasindaki transfer fonksiyon

matris elemaniari,

aD. & _
Gij =t = Zamum,i Vm,j (64) .
OF; &=

ile bulunabilir. Burada D; , D matrisinin i.nci elemani, #,;, U, ‘in incieleman, on

ise G’nin m.nci tekil degeridir. Dikkat edilecek bir nokta G;; , o, ile dogru orantili
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oldugudur. Ayrica ifadelere bakildiginda giris~¢ikis duyarliliinin dogal olarak tahrik

frekansi w’nin bir fonksiyonu oldugu goriiliir.

6.1 Enerji Yaymnimi ve Tekil Degerler

[6] ve [7]’de tekil degerlerin frekans alamindaki davramiglar belli kazang limitleri
dahilinde g6sterilmistir. Ifadelerde w frekansina sahip periyodik bir f giris sinyalinin

bir periyodluk alan i¢in stirekli rejim ¢ikislarinin, dg, ortalama degerlerinin toplama,

. w 27/ w T 1 Tere
SMSVO =— d, ( nNdt=—f"S(jw)f
o)== [ a4, a0 dr =2 175G w) 6.5)

olarak verilmektedir. Burada,
S(io) =—;-[G”(iw)c(iw)+cﬂow)c(iw)] 6.6)

seklindedir. Diger taraftan girige ait ortalama degerlerin toplamu bir periyot igin,

SMSVI=——L £ (O dr =—£TF
o (D) > (6.7)
veE
s SMSVOG®) 5.
o o) 22 =201 o) (6.8)

olarak yazilabilir. Periyodik olmayan bir giris i¢in ( 6.8) denklemi,

ldGo) 12

I £Go) 113

ol (jw) 2 207 (jo) (6.9)

olmaktadir. Burada

14Ge) 15 _ D9GP 6.10)
TG Y (f ()P
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=(w frekansindaki enerji ¢ikiglar toplami) / (w frekansindaki enerji girisleri toplama)

anlamini tagimaktadir. Ifadedeki sapkali degiskenler Fourier donligimii yapilmis
degiskenleri tanimlamaktadir.

fiGw)= j:ﬁ(t)e‘j“”dt 6.11)

Stochastic bir girig sinyali i¢n (6.8) ifadesi

2 ,. iz Pd(jCO) 2 .
UIGQ))Z?ZWZ a,,(]co) (612)

olur. PAjw) ve Pfjw) giris ve ¢ikis vektorlerinin covarians matrislerinin Fourier

doéniistimleridir. Ispatlar [6] ve [7]” de verilmistir.

(6.8) ve (6.9) ifadelerine bakildiginda o1%(jw) ve 6,°(jow) nin periyodik giris sinyalleri
icin ortalama gii¢ oranlarinin, periyodik olmayan sinyaller igin ise enerji oranlarimn
simrim olusturdugu goriilmektedir. Girigin v; dogrultusunda olmas: durumunda Ust

sinir sart1, v, dogrultusunda olmasi halinde ise alt sir sart1 gergeklesmektedir.

Boylece yapisal bir sistemin tekil degerleri sekillendirilerek diger bir degisle tekil
degerlerin sayisal biiylikliiklerine mudahale edilerek yapisal sistemin cevabr

belirlenmis olmaktadir.

6.2 Tekil Degerler ve Vektorlerin Tasarim Duyarlibig

Yapisal bir sistemin, G=U X VH seklinde transfer fonksiyonu matrisinin TDA’ sim
ele alirsak (s=jo ;yl kisa gésterim amaciyla yazmadigimiz1 diisiinerek ) b’yi tasarim
degiskeni olarak kabul edelim. Buradaki tnemli bir nokta oy(b) ifadeleri genellikle
tiirevlenebilen ifadeler icermemektedir. Ancak o;, w;, ve v; fonksiyonlarimn Ab

tasarim degiskenine gore sayisal olarak sonug tireten Gateaux tiirevleri mevcuttur [5],

[8].
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de,(b+eAb) o,(b+eAb)—o,(b)

8o,(b:Ab) = i lg=g = lim . (6.13)
du;(b+eAb . u;(b+eAb)—u,;(b
ou b: 85) =TI | i D) 6.14)
e e—0 €
av;(b+eAb) . V;(b+eAb)—-v,(b
6vi(b:Ab)=—-l(—'—|s=o=hm ( )= v.(0) (6.15)
de g0 €

n
Dyatik formda yazilan G =Zui0' Vi transfer fonksiyon matrisinin Gateaux

i=l

tiirevini alirsak,

SG(b; Ab) = Zn:(a(u,.(b;Ab))a;vf‘ +1,0(0, (b AB)V] +u;0,6(v] (B;AD))) (6.16)

i=]

ifadesini elde etmis oluruz. Diger taraftan do,(b;Ab) ifadesinin tiirevi [8]

do ;(b; A b)=R[u?5[G(b;A b)]vi] (6.17)

seklindedir. Buradaki R[] parantez igersindeki ifadenin reel kismi temsil etmektedir.

du,(b;Ab) ifadesi i¢in u; denkleminin her iki tarafimin Gateaux tiirevlerini alirsak,

[5]
5(GG H (b; AbY)u, + GG Héu,(b;Ab) = 20,u,60,;(b;Ab) + o2 ou,(b;Ab) (6.18)

bulunmaktadir. Bu ifadenin diizenlenmesiyle,

(Gd{ ~1pu(:AB) =200, (b;Ab)—é[Gd*(b; Ab)] u, (6.19)
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elde edilmektedir. Benzer sekilde bu ifadeninde Gateaux tiirevieri alinarak

diizenlenmesi sonucu,

(GHG - o?l)ﬁvi (b; Ab) =20,v 30,(b; Ab) -a[GHG(b; A b)]v,. (6.20)

denklemine ulasilmaktadir. Boylelikle bir kez JG(b;Ab), S[GPG(b;AD)] ve
S[GGM(b;Ab)] hesaplandiktan sonra (6.17), (6.19) ve (6.20) denklemleri kullamlarak
sirastyla  do{b;Ab), ouyb;Ab) ve Ov(b;Ab) degerleri bulunabilmektedir. Tekil
degerler ve tekil vektorlere ait Gateaux tiirevlerinin bu sekilde bulunmas: (6.13)-
(6.15) denklemlerinin kullamilarak bulunmasina gore ayrica sayisal olarak daha
kararl1 ve hesaplamali alanda CPU stiresi ve hafiza kullammi bakimimdan daha

avantajhdir.

Bu tarzda yapilan hesaplama islemlerinde her bir tasarim parametresindeki Ab
degisimine kargilik G’nin TDA’smin tekrar hesaplanmasi zorunlulugu ortadan
kalkmaktadir. Ayrica (5.3)’deki ozellik sayesinde, G‘ye ait u; ve v;’leri bulmak igin
(5.11)’deki matris tersi alma iglemine de gerek kalmamaktadir. Diger taraftan yapisal
sistem cevabinin simurlan ile ilgilenilmesi durumunda sadece en biiylik ve en kiigiik
tekil degerler ile onlara karsilik gelen tekil vektorleri hesaplamak yeterlidir [9]. Diger
tekil deger ve vektorlerin hesaplanmasina gerek yoktur. Bu durum, hesaplama siiresi

ve hafiza kullanimi agisindan biiyiik avantaj saglamaktadir.
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7. YAPISAL SISTEMLERE AIT DUYARLILIK ANALIZLERI VE SAYISAL
ORNEKLER

Bu bsliimde, tezde gelistirilen yontem, ¢esitli duyarlilik analiz tiplerini i¢erecek
sekilde sayisal 6rnekler tizerinde izah edilmis, karsilagtirmalar yapilmis ve yontemin
avantajlar1 ortaya konmugstur. Hesaplamalar ve diger islemlerde Matlab, Matematica
ve Mathcad gibi yazilimlardan faydalanilmigtir. Orneklerde anilan islemci hesaplama

stireleri (CPU time) Intel 166MMX islemcisinde gergeklesen degerlerdir.

Ik olarak Sekil 7.1°de gosterilen ii¢ gubuk kafes sistemine ait tekil deger ve tekil
vektor tasarim duyarlilifi iizerinde durulmustur. Bu kafes sisteminin, statik cevap
duyarlilig1 ve 6zdeger tasarim duyarlihigi [1]°de verilmistir. Burada, tezde olugturulan

TDA’ya dayah tasarim duyarhiligi ile adi gegen klasik duyarlihlk metodlarimin

kargilagtirmas: yapilacaktir.

[ 24 25
23 l_‘ 25

2 fa

Sekil 7.1 Ug gubuk kafes sistemi.
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0 = 45° ve a = 30° i¢in yapisal sisteme ait sonlu elemanlar denklemleri su sekilde

olusmaktadir [1].

Mi +Kz = f (7.1)

Genellestirilmis global katilik matrisi,

-

I byc’s bycs® 0 0 —be’s  —bes®

bies*> b+bst 0 —b  —best  —bys’
El 0 o B 2 0
= — 4 [
Kg (b) [ 0 _ bl 0 b] 0 0 (7.2)
—byels  —byes® - b 0 b +bcls  bycs?
c c
- bies? —bys® 0 0 bycs? bys’ J

Burada c=cosf ve s=sinf dir. Diigiim noktalarinin kinematik bag, indirgenmis kiitle

matrisi, indirgenmis katilik matrisi ile sekil degistirme ve kuvvet vektorii ifadeleri

7={ zgeR6 1 2z3=124 =0, zscos0, + zgsina = 0 } (7.3)
AL \2b, 0 0
M(b;) = %‘ 0 by +2bs 0 (7.4)
0 0 4(b, ++2b,

2| B b W3-Dh
Kb)=-r| b 22h+b  (3-Dh (7.5)
A (B-h (3-Dby 22h+@-230,

2=[z) » 25]T (7.6)

f=[f £ O]" (7.7

seklindedir. Burada E Elastiklik modiild, £ birinci cubugun boyu p cubuk

malzemesinin yogunlugu, b; i inci gubuga ait kesit alam ve f; dis kuvvetlerdir.
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7.1 Statik Cevap Tasarim Duyarhhgi Analizi

Sekil 7.1°deki ii¢ gubuk kafes sisteminin statik cevap tasarim duyarlihifi analizinin
performans 6l¢tim fonksiyonu olarak w(bgz(bx))=21, yani birinci diiglim noktasinin
yatay yer degisimini alarak yapalim. Once klasik yontemle baglarsak, [1]°deki

ifadeler neticesinde,

z yerdegistirme vektorii

z=£[<2ﬁbnbz+4blb3—2ﬁblb3+bzb3)ﬁ-bzbgfa hifi A=A

7.8
E bbb b b 79
fi=/fo=1lve £ =1 alinmas1 durumunda,
T
z={4—2\/§+2\/5 0 l—ﬁ:l (7.9)
Eb,  Eb, Eb,
olur. Performans fonksiyonu y = z; i¢in (2.10) adjoint ifadesi,
Koa=0y70z=[1 0 0] (7.10)
¢oziim sonrasinda,
T
po| L 4m208 22 1 1-43 71D
Eb  Eb, Eb, Eb Eb,
indirgenmis katilik matrisi, z ve A ‘mun kullammuyla,
T
dv __ 2 g =lo 2B mLi 2‘/2 (7.12)
db b Eb? Eb?

bi¢iminde elde edilir. Analizde tasarim parametreleri olarak gubuklarin kesit alanlar

b/leri alalim. Bilinmeyenlerde dig kuvvetler f; ve f; olsun. Dig kuvvetlerle birlikte
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performans ol¢iim fonksiyonu wy’nin tasarim parametreleri olan b,’lere gore olan

tiirev ifadesi,

dy 2 fi-fi Li@3-4 -2 713
db E| p}? b} b} (7.13)
olarak bulunmaktadir.
Genellestirilmis global formiilasyon durumunda z, vektori,
T
zg=[4_2‘/§+3‘/—5- 000 1-43 ———3“‘/5] (7.14)
Eb,  Eb, Eb,  Eb,
olur. dzg/db; (i=1, 2, 3) degerlerini hesaplarsak
d
e Joooo o of
db,
dz; [243-4 Si-1 3-3]

B 000 —5 7.15
db, | Eb: Eb?  Eb? (7.15)
dz, [ T
92 | 22 (54
dby | Eb?

bulunur. Bu ifadelerde her bir tasarim parametresinin yer degistirme vektorii

iizerindeki etkisi goriilmektedir.
Tekil degerlerin tanim ifadeleri geregince kuvvet vektérit igin f = le a;v, , ¢ikigi

temsil eden yerdegigtirme vektdril igin z= " a,0,u, ifadeleri yazilabilir. Buradan

anlagildigina gore, efer biz tekil degerleri minimize edersek, diger bir degisle tiim
tekil degerlerin {ist sinir1 yani en biiyiigii olan oy ‘i minimize edersek ¢ikis vektorii
elemanlar1 ve dogal olarak performans Olgiim fonksiyonu, ¢ =z; ‘de minimize
olacaktir.
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Tablo 7.1 fi =f, =1 ve Ab;=0.05b; i¢in birinci ¢ikis, 8z;(b;;Ab;) ve tekil degerler
dox(b;;Ab)) ait Gateaux tiirevleri.

i 1 2 3
801(bi;Ab)) -8.0166 x 102 42961 x 102 -3.8168 x 10
862(bi;Ab;) -1.7446 x 107 -3.2554 x 107 0
8o3(bi;Ab)) 2.3877x 107 -1.2798 x 107 -1.1832x 102
8z1(b;;Aby) 0 2.6795 x 107 -5.0000 x 107

TDA’ya dayali tasarim duyarlili1 analizinin avantajlarindan birisi de g¢oklu yiikleme

durumunda ortaya ¢ikar. Buradaki &; katsayilarimin b; tasarim parametrelerinden

bagimsiz oldugundan yola ¢ikarsak

0z(b;; Ab;) = Z aké["k (b;;Ab;) uy (b;; A, )] (7.16)
k=1

yazilabilir. 5[0 (b3 Ab;) uy (b;; Ab; )] ifadesi birkez hesaplandiktan sonra statik
(TDA sabit) ve dinamik harmonik (TDA tahrik frekansi @’ mn fonksiyonu)

duyarlilik analizleri, @; Kkatsayisinin (7.16) ifadesinde yerine konmasi ile goklu

yiikleme (multiple load case) konumlari i¢in dogrudan hesaplanabilir. Ayrica

(b1, z(by)) performans Sl¢iim fonksiyonu ifadesinin Gateaux tiirevleri,

é\v(b;;Ab;)=%Abi +%5z(b,.;Ab,-) (7.17)

4

seklinde elde edilir. Buradaki dz(b;; Ab;) ifadesi (7.16)’da verilmistir

by=by=1,b3=2+2 ,E=1ve £=1 degerleri igin, birim yiikleme durumu fi=f;=1
olmas: halinde z; ve o, ‘nin Gateaux tiirevleri Tablo 7.1°dedir. Burada tasanm
parametrelerindeki degigim %5’lik olarak Ab; = 0.05b; seklinde géz Oniine
almmustir.

Tablo 7.1 incelendiginde i = 1, 2, 3 igin dy/db; = dzi/db; = 0 ve dz;(b1;Ab1) = 0 iken
da(bi;Aby) # 0 dir. En biiyiik tekil deger o;°in minimize edilmesi demek aslinda tiim
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yapisal sitemin statik cevap biyiikliigiiniin minimize edilmesi demektir. Bu aym

zamanda sistemin katiligimin artirilmasi anlamina gelmektedir.

Tablo 7.1°den herhangi bir yiikkleme kosulunda yapisal sistemin sekil degistirmesi
{izerinde en etkili tasarim parametresinin b; oldugu Jo1(b;;Ab;1)’in tablodaki en
diisiik deger olmasi sebebiyle anlasilmaktadir. Bir baska degisle gubuk kesitleri goz
Oniine alindiginda birinci ¢ubugun Kkesitinin arttinlmasi yapimun rijitliginin
arttinlmasi iizerinde en etkili olamidir. Bu sonuca ulagilmasinda hesaplama siiresi
0.3713 saniye islemci zamamdir. Eger klasik usuldeki direk yaklasimla hesaplama
yapilsaydi her bir b; tasarim parametresi i¢in miimkiin olan tiim yiikleme durumlan
icin hesaplama yapmak gerekmektedir. Bu hesaplama sirasinda kuvvet arttiriminin
0.01 olmas: ve —1 den 1‘e kadar degismesi halinde 34.335 saniye islemci siiresi
gegecektir. (Bunun 34.330 saniyesi maksimum yerdegistirmeyi veren kuvvetin
bulunmasi, 0.005 saniyeside duyarhiliklarin hesalanmasinda gecen siiredir.)
Problemin boyutunun artmasi ve ylik adetinin ¢ogalmas1 halinde TDA’ya dayal
analizin iglemci zamam ile klasik tekniklerin arasindaki siire fark: dogrusal olarak

artmaktadir.

7.2 Ozdeger Tasarim Duyarhhg: Analizi

Bu kisimda tekil degerlerin kullamm: dinamik harmonik analiz {izerinde
gOsterilecektir. Bunun i¢in tekil degerler tasarim duyarlihig analizi, klasik yontem
olan 6zdeger tasarim duyarlilig1 analizi ile kargilagtinlarak Sekil 7.1°deki fi¢ gubuklu
kafes sistem lizerine uygulanmistir. E=1, p=1, by = by =1 ve by =242 degerleri
icin genellestirilmis global kiitle matrisi

—bl + \Ebs
by +~2b, 0

/ b
M, (6 =2 bitby bt (7.18)

0 b, +2b,

I By +/2b, |

Diigiim noktalarinin kinematik yerdegistirmeleri,

Z={ys € R®:y3=y4=0, yscosa + yesina =0 }
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0 =45° o = 30° degerleri igin Ky(b) positif belirlidir. Indirgenmis kiitle matrisi,

, b ++/2b, 0 0
M(5) =”? 0 b ++2b, 0 (7.19)
0 0 4, +2by)

olarak bulunur. Yapisal sisteme ait temel 6zdeger ve karsilik gelen normalize edilmis

Ozvektor sirast ile [1]°den £ =0.08038 ve

y=I[y1 2 ys1"=[-0.3496 0.08451 0.2601]" (7.20)

seklindedir. Aynm1 gekilde bu sisteme ait temel &zdeger igin Ozdeger tasarim

duyarliligy;

df 0o .1 ~ 0 ,~T ~ .
—=—(F KO®Yy)-{—(F M(@®

TR ¢ K©®Y)-¢ T (y "M(@)y) (7.21)
d¢ T

b [0.001944 0.05678 -0.02076] (7.22)

olarak bulunur. Genellestirilmis kiiresel formiilasyon halinde normalize edilmis 6z

vektor,

ye=[-0.3496 0.08451 0 0 0.2601 -0.45051]" (7.23)

olmaktadir. Ozdeger tasarim duyarliliinda ifadeler

d 0 .~ ~ 0 . ~

D= 23, K 0F )~y M (B)F) (7.24)
dg T

-d—b = [0.001944 0.05678 -0.02076] (7.25)

seklindedir. Global formiilasyonun kullanimi ilede aym sonuglara ulagilmaktadir.

Sisteme olan girisler £; and £ (fs = 0 ¢ dir. Bu yiizden formiillerde yer almamistir.)
cikiglar ise z;, z» ve zs olarak TDA hesaplamalarina dahil edilmigtir. Tahrik frekansi
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o =g ,=+0.08038 = 0.2835 rad/sn icin sistemin tekil degerleri ve tekil vektorleri su
sekilde bulunmaktadir. Tekil degerler; 01=6616.05 ve 0,=1.23524, tekil vektorler;

u;=[-0.78479 0.19711 0.58758]" (7.26)
w,=[0.22541 -0.79237 0.58758]" (7.27)
v;=[0.96985 -0.24369]" (7.28)
v,=[-0.24369 -0.96985]" (7.29)

Sisteme ait tekil degerler ¢; ve oy ‘nin tahrik frekans1 w’ya gore deBisimi Sekil

7.2°de verilmistir.

10 T T

107 + -

10° i

Tekil Degerler

10 ™ // AY
\N YN

———
s e o e e

107 |

10°
102 10" 10 10

Sekil 7.2 Yapisal sistemin tekil degerlerinin @ frekans alanindaki
degisimi.
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10 r

; do1(by; Aby) .

0 | - 01 (ba; Aba) e
o1 (bs; Abs) e
7
10° ! /// ’
: I,/

4| H e i

10 {J /

Gateaux Tilrevleri

N

-

-10* b ! .
1
-10° | 7
8 1
.10 1
102 10" 10° 10'

w

Sekil 7.3 ©;'in by, by ve b3' e gore Gateaux tlirevlerinin w frekans alanindaki degigimi.

10

10 ' r
e
Soa(by; Aby) s
100 | - Soa(bz; Aba) P
05(ba; Abs)
10° b
‘B
= 10*}
g
[—1
% 10° |
o..

>
P
——
——— e ——
1

w

Sekil 7.4 ©,'in by, b ve b;' e gbre Gateaux tiirevlerinin o frekans alanindaki
degisimi.
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Gateaux tiirevleri ise sirasiyla Sekil 7.3 ve Sekil 7.4’dedir. Cikiglarin Gateaux
tirevleri Jdzy(b;Ab;) Sekil 7.5-7.7°de  f; = f, =1 birim yiik degerleri igin
gosterilmektedir. Buraradaki Gateaux tlirevlerinin hesaplamalarinda tasarim
parametrelerinde %5 lik degisim Ab; = 0.055; olarak alinmis ve sonlu farklar formiili
kullanilmistir. Gateaux tirevleri doy(b;Ab;) ve dzy(b;;Ab;) ‘nin frekans alamindaki
davramiglarina baktigimizda, rezonans noktalarinda sigramalarin meydana geldigi
goriilmektedir. Jdow(b;Ab;) Ozellikle sistemin enerji ve gii¢ aktarim oranlarimn
duyarliligidir. Diger taraftan ozi(b;Ab;) yapisal sistemin k.nc1 serbestlik derecesine
ait titresim genliginin duyarliligidir. Bunun sonucu olarak eger biz @ frekansina
sahip dis kuvvetlerin yap: {izerinde olugturdugu titresim genliklerini minimize etmek
istiyorsak yapmamiz gereken ilgili w frekansidaki ©; yani en biyiik tekil degeri
minimize etmektir. Bu ise en duyarli tasarim parametresine yapilacak miidahale ile

miimkiin olacaktir.

10 T L
b2zy(b1; Aby)
------- 6z1(bz;Abz) |
10* 621 (by; Abg)
10
g
% 10* |
8
|
10® L N
-10° N
.40% L L
10* 10" 10° 10

Sekil 7.5 z,'in by, b, ve b3' e gore Gateaux tiirevlerinin w frekans alanindaki
degisimi.
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10 ; a2

San(br; Aby)
------- )
-————= &zg(b3; Ab3)

Gateaux Tiirevleri

L0

10 —_— ;
bz5(by; Aby)
------- 65 (ba; Ab)
T bzs(by; Abg). |
E ]
:
5
g 1
S
\ i
.10 + 4
-10° . .
10? 10" 10° 10'

w

Sekil 7.7 Zs'in by, b, ve b;' e gore Gateaux tiirevlerinin o frekans alamndaki
degisimi.
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—— | Gu(w) |
"""" | Guiw)| | 4

—————

Matris Eleman Siddetleri

10
10°+
10 0T
RN
-5 { L
10
10 10" 10 10’

@

Sekil 7.8 Transfer fonksiyon matris elemanlarinin siddetlerinin 'nin
fonksiyonu olarak degigimi.

—— | Ga(jw) |

Matris Eleman Siddetleri

10

Sekil 7.9 Transfer fonksiyon matris elemanlarinin siddetlerinin w'nin
fonksiyonu olarak degigimi.
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Ug cubuk kafes sistemine ait temel ozdeger [1]’de A; = w? = 0.08038 olarak
verilmistir. Bu deger Sekil 7.2°deki o; ‘in birinci tepe noktasina  =+0.08038 =
0.2835 rad/sn. de karsilik gelmektedir. Boylece tekil deger analizi esnasinda sistemin

rezonanslann hakkinda da bilgi edinilmektedir. Ozdeger tasanim duyarlihif

sonuglarina TDA duyarhilik analizi ile de ulagilmis olunmaktadir.

Gorildiigi tizere o ve doi(b;Ab;) ‘mun grafik tizerindeki degisimi bize yapisal sistem
frekans cevabini tiim frekans alanim kapsayacak sekildevvermektedir. Buna rezonans
frekanslar1 ve bu frekanslardaki duyarliliklar da dahildir. Halbuki klasik yontem olan
dzdeger tasarim duyarliligy sadece rezonans frekanslarinda gegerlidir. Tekil deger
tasarim duyarlihif1 ise tiim frekans alaninda kullanilabilmektedir. 61 ‘in gizimindeki
fic tepe noktasi sistemin serbestlik derecesini ve rezonans frekanslarmi isaret

etmektedir.

10 T T

— | Gu(w) |
T [ el Sttt | Gra(dw) | | A

Matris Eleman Siddetleri

10 1 1
10 10 10

Sekil 7.10 Transfer fonksiyon matris elemanlarinin siddetlerinin @ 'min
fonksiyonu olarak degisimi.
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Ayrica (6.4) ifadesi ile tamimlanan transfer fonksiyon matris elemanlarinin
buytiklikleri |Gyw)| Sekil 7.8-7.10°da verilmigtir. Bunlar incelendigi zaman
|Gi(w)I'nin ve ow)’mn benzer karekteristie sahip oldugu goriilmektedir. Dahas:
rezonans frekanslari da gakigmaktadir. Benzer sonuglar 86,(b,, ; Aby) ve 8|Gy|(byn ;
Ab,)‘in grafiklerinde de gériilmektedir. Bu arada 6, ve 6, ’nin degisimleri @=0.7997

rad/sn degerinde temas edip ayrilma davrams: gostermektedir.

7.3 En Kitii Yiikleme Durumu

Yapisal sistem mekanifinin temel konularindan bir tanesi de olabilecek cesitli
ylikleme kosullarindan en kétiisiiniin tespit edilebilmesidir. TDA’ya dayali analizin
bu konudaki uygulamasini Sekil 7.11°deki titresim yapan “n” adet kiitleli sistemin

tasarim duyarliligini inceleyebiliriz.

/]

/]

A >k 4
j ¢ m; e 00 o | my
ik —1

) () J)_C)
77777777 7777777777 777777777

N\

Sekil 7.11 n adet kiitleye sahip bir titresim sistemi.

Bu sisteme ait global katilik, séniim ve kiitle matrisleri su sekildedir.

ko +ky, ~ky 0 o 0 0
—ky kytky ~k3 - 0 0
wo| .30
0 0 0 - kyy tk, -k,
0 0 0 - -k, Kk
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CI +Cz "‘Cz 0 e 0 0

'_02 02 +03 _C3 A O 0
Cc=l . SR . (7.31)
0 0 0 - cyytec, -c,
0 0 0 -c, Ch
Ve
M = Diagonal { m;, my , .... my } (7.32)

Sayisal hesaplamalar i¢in k; = 1, ¢; = 1 ve m; = 1 alarak, @ = 5 rad/sn‘lik tahrik
frekansindaki en kotii yiikleme halinin bulunmak istendigini varsayalim. TDA’ya
dayal1 analizde en biiyiik yapisal sistem kazanci diger bir degisle sistemin hareketi en
kotii yiikleme sekline karsilik gelmektedir. Bu da sistemin transfer fonksiyon
matrisinin en biiyiik tekil degeri o; ile temsil edilmektedir. Transfer fonksiyon
matrisi G = (-Mw? + joC + K)’ye ait o; veya (-Mow® + joC + K) ‘e ait 6, ‘nin
bulunmas: énem kazanir. Bylece ikinci halde matris tersi almak gibi hesaplamali

islemlerde zahmetli olan bir iglemin 6niine gegilmis olur.

Yiikleme durumunun G’nin ilk sag tekil vektdrii vi dogrultusunda olmasiyla (veya-
Mo+ joC + K ’nin u, ) sistem kazanci maksimum olacak ve en kot yiikleme

kosulu meydana gelecektir.

Tablo 7.2 n=20 kiitleli titregim sisteminde en kot yiikleme kosullarimn
islemci hesaplama stireleri (CPU sn.).

Yiik Sayisi TDA Dogrudan Metod
2 1.5368 77.55
3 1.5820 1.864698 x 10*
4 1.5620 3.63813 x 10°
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Diger yandan dogrudan metod da ise her sefer tek bir ylikiin olugturdufu hareket
dikkate alinacak tarzda Gauss eliminasyon metodu ile denklem sistemi
¢ozdiiriilmiistiir. En kotii yiikleme halinin bulunmasinda TDA ve dogrudan metodun
karsilagtirilmas:  islemci “CPU” siiresi olarak Tablo 7.2°de verilfnistir.
Hesaplamalarda n=20, kuvvet tarama araligi —1 den 1 ‘e, artinm miktar1 ise 0.01
alinmigtir. Tablo 7.2°de karsilagtirma yiikk sayisina bagli olarak yapilmaktadir.
TDA’ya dayal1 analizin burada da belirgin bir iistiinltigii oldugu goriilmektedir.

7.4 Coklu Yiikleme Hali

Bu boliimde tekil deger tasarim duyarlilik analizi $ekil 7.12°de goriilen 11 elemanh
koprii kafes sistemi tizerine uygulanmigtir. Kuvvet tatbiklerinin diigiim noktalarina
gelecek sekilde yapinin goklu yiikleme sartlar altindaki davranis analizi yapiimagtir.
D1s kuvvetlerin, koprii lizerindeki arag hareketlerini temsil edecek tafzda Zs, Zg, Zg VE

z10 dogrultularinda etkidigini varsayalim. Sayisal hesaplamalarda elastisite modiilii

E; =1, yogunluk p; = 1, eleman boyu ? = L= 2, kesit alam1 #; = h =1 (i kafes

eleman numarasim temsil etmektedir.)

Sekil 7.12 Koprii kafes sistemi

7.4.1 Yapisal Sistem Giirbiizligii

Sistem mithendisliginde aragtirilan 6zelliklerden bir tanesi de sistemin (Bu kontrol
sistemi veya konstriiktif yapisal sistem olabilir) giris parametrelerindeki degisime
kars1 verdigi cevaplar arasindaki farkin buyuklugudur Bunu yapisal sistemler igin

biraz daha agacak olursak, bir yap: belli dogrultularda yapilan yiiklemeye kargilik
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oldukea kat1 (veya esnek) davranirken degisik yiikleme dogrultularinda tam ters bir
davranis gosterebilir. Buradan hareketle ortaya su problem atilabilir: biz yapisal
sistemimizi Oyle tasarlayalimki degisik yiikleme dogrultularma verdigi cevaplar
arasindaki fark minimum olsun. Iste bu hal sistemin giirbiizliigli (robustness) olarak

adlandlrllmaktadlr.

Tablo 7.3 Koprii sisteminin tekil deger ve tekil vektorleri.

o) oy C3 4
16.3838 6.4338 2.4508 0.8418
M) Vs V3 Va4

0.2037 -0.5092 0.0147 0.8360
-0.6317 -0.2550 -0.7320 0.0115
0.4335 0.7114 -0.1347 -0.5366
-0.6096 -0.4118 0.6677 -0.1141
u, u, u, u,
0.2666 -0.1937 0.0707 0.1987
-0.2555 -0.0156 -0.3296 -0.2109
0.1218 -0.3243 0.0272 0.7532
-0.4407 -0.2183 -0.6436 0.0130
0.1786 -0.3040 -0.1795 0.1154
-0.4723 -0.2517 -0.0166 0.2487
0.2622 -0.4257 -0.0524 -0.3809
-0.4229 -0.3437 0.5644 -0.1704
0.0916 -0.4330 00100 -0.0827
-0.2240 | -0.1905 0.3096 0.1138
0.3057 -0.3612 -0.1471 -0.2818
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Sekil 7.12 deki kafes koprii sisteminin tasarim parametrelerine miidahale ederek
yapinin glirbiizltiginii arttirmak istedigimizi varsayalim. K&prii sisteminde dort girig
(diigiim noktalarina zs, zg, Z9 ve zjo dogrultularinda etkiyen arag yiikleri) ve onbir
¢ikis (diigiim noktalarimin yerdegisimi) vardir. Sistemin tekil degerleri ve kargilik

gelen tekil vektorleri hesaplanarak Tablo 7.3°de verilmistir.

Diger taraftan kopriiniin frekans cevap duyarhilifimi dogrudan metod araciligiyla

referansta verildigi bi¢imiyle ilgili denklemlerin tiirevlenmesi ile bulabiliz.
(-0’M + joC + K)d=f, (7.33)
(-0™M + joC + K)Ad = Af - (-0® AM + joAC + AK)d, (7.34)

burada A tasarim parametresine gore olan tiirev (0/0b,)’yi gostermektedir. Dogrudan
metodda (7.33) ve (7.34) denklemleri her bir tahrik frekansi, ylikleme durumu ve

tasarim parametresine gére ¢oziilmelidir.

Yapisal sisteme ait genlik ilgili tekil deger tarafindan temsil edildigine gore, yéplnln
giirbiizliigiiniin maksimum olmas: en biiyiik tekil deger o, ile en kiigiik tekil deger 64
arasindaki farkin minimize edilmesiyle miimkiin olacaktir. (61/64 = minimum)
Tasarim parametresi olarak kabul ettigimiz. Cubuk kesit alanlarindaki =+%50 lik
degisimlerin tekil degerlerin Gateaux tiirevierine olan etkisi Tablo 7.4 ‘de
gosterilmigtir. Buradan hareketle, mevcut yani orjinal durumdaki oi/c4 = 16.3838 /
0.8418 = 19.4636 oranini yeni Kesit alanlar1 araciligiyla o) /64 = 18.7423 / 1.1944 =
15.6914 degerine getirebiliriz. Bu esnada kesit degisimleri, /n=1.54, h=0.5h,
h=1.5h, hy=1.5h, hs=0.5h, he=1.5h, h;=0.5h, hg=1.5h, hy=1.5h, h1p=1.5h,
hi1=1.5h, seklinde olmaktadir. Boylelikle (ikinci durumda) yap: daba yiiksek bir
glirbilizltige ulasmaktadir.

Bunun disinda sistemin rijitligini topyekiin arttirmak isteyebiliriz. Yani herhangi bir
yilkleme karsisinda yapimn sekil degisiminin minimum olmasi istensin. Bu ise
tasarm parametrelerine yapilacak miidahale ile dfiglim noktalarmin yer
degisimlerinin en aza indirilmesi ile miimkiin olacaktir. Bu problemin tekil deger
analizine dayal1 ¢6ziilmesi halinde, en bityiik tekil deger o; ‘in diistirtilmesi gerekir.
Kesit alanlarinda  7;=1.5h, hy=0.5h, h5=1.5h, hy=1.5h, hs=0.5h, he=1.5h, h7=0.5h,
hg=1.5h, ho=1.5h, hy=1.5h, hy;;=1.5h, seklinde yapilacak degisikliklerle o,
16.3838den 10.9213‘c diigmektedir. Bunun anlami en kot yiikleme halinde sekil
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degistirme miktarlarinin %33.34 oraninda diismesi demektir. Tekil degerlere dayali
olarak yapilan hesaplamalarin siiresi 1.26 islemci (CPU) saniyedir. Ote yandan (7.33)
ve (7.34) ifadelerinin aracilifiyla dogrudan metodla hesaplanmas: halinde -1 , 1
araligimn 0.01 artim degeri ile taranmasi durumunda islem siiresi 9.3078 x 10°

islemci (CPU) saniyedir.

Tablo 7.4 Koprii sisteminde Ah~=0.54tasarim parametre degigimi i¢in
do1(hi; Ahy) ve dos(hy; Ah;) tekil degerlerinin Gateaux tlirevleri.

Tasarim Parametre Degisimi (-) do; o0,

A =0.5h 1.2757 0.0042
Ah=0.5h 3.3298 0.2231
Ahy=0.5h 0.8503 -0.0129
Ahy=0.5h 1.4473 0.0096
Ahs=0.5h 4.3298 0.5515
Ahg=0.5h -0.0014 -0.0163
Ah7=0.5h 0.0079 0.0114
Ahg=0.5h 14113 0.0378
Ahy=0.5h 0.6493 -0.0147
Ahy=0.5h 1.3576 0.0131
Ahy=0.5h 1.7261 0.0350

7.4.2 Duyarhhk Smmrlarn

Duyarlilik analizleri esnasinda diger 6nemli bir konu gikislar {izerinde en etkili olan
tasarim degisikligi dogrultularimn bilinmesidir. Klasik y&ntemlerde Au’nun verilen

bir yiikleme durumunda maksimize (veya minimize) edilmesi igin (7.33) ve (7.34)
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denklemlerinin AM, AC ve AK’ya gére ¢6ziilmesi gerekmektedir. Ancak bu islem

hesaplamali alanda oldukg¢a maliyetli sayilabilecek bir yontemdir.

Halbuki TDA bu analizi 6nemli oOlgiide basitlestirebilmektedir. (oj,u;,vy) ve
(on,un,Vy) nin transfer fonksiyon matrisi G’nin sirastyla ilk ve son tekil degerleri ile

tekil vektorlerini gosterdigini kabul edelim. « tahrik frekansinda (7.34) ifadesinin

sag tarafi,

Af - (-0> AM + joAC + AK)d = v, (7.35)
veya

Af = (-0 AM + joAC + AK)d = v, (7.36)

seklinde olusur. Burada, her iki halde de || Af - (-w* AM + jwAC + AK)d|,=1, ayrica
Ad=cu; ve ||Ad|p=0; dir. (benzer sekilde Ad=cmu, ve [[Ad|,=c,) Bunun anlam
sistemin cevap duyarhiliun maksimize (7.35) (veya minimize (7.36) )

edilebilmesidir.

Bu ifadeler sayesinde bir yapisal sistemin belli bir frekanstaki tasarim duyarliligi,
sistemin tekil degerleri araciliiyla bulunabilmektedir. Sekil 7.12°deki kafes koprii
sistemini gdz 6niine alirsak duyarlilik sinirlari, Tablo 7.3°de verilen ilk ve son tekil

degerler ile onlara kargilik gelen tekil vektorler yardimiyla elde edilebilmektedir.

Belli bir w tahrik frekansinda ve verilen yiikleme kosullarinda duyarlihk simirlarim
ac1fa ¢ikaran tasanm degisikligi (7.35) ve (7.36) denklemlerinin AM, AC ve AK’ya
gbre ¢ozlilmesi ile bulunur. Diger taraftan AM, AC, AK tiirevleri ve o frekansi
durumunda duyarlilik sinirina kargihik gelen yiikleme kosulunun bulunmasi i¢in 6nce
(7.35) ve (7.36) ifadelerinden d vektdrii elde edilir, daha sonra (7.33) denklemi
kullamlarak f vektdrii hesaplamir. Burada da Onceki kisimlarda agiklandign gibi
TDA’mn hesaplama teknigi agisindan olan tistiinltigi goriilmektedir.
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8. TDA'NIN LAMELLI KARMA MALZEMELERIN TASARIMINA
UYGULANMASI

Lamelli kompozit yapilar uygulamada genellikle yiiksek dayamimlarina karsilik
hafiflikleri sebebiyle yer bulmaktadir. Lamel sistemlerinin tasarim ¢aligmalarinin bir
¢ogunda lamel parametrelerinin optimizasyonu islemi belli bir yiikleme hali,
ortalama gerilme degerleri ve bunlardan dogan moment ve gerilme sonuglar: esas
almarak yapilmaktadir. Bunun sonucunda ede edilen optimal yapi, sadece
hesaplamalarin yapildig1 belli bir yiikleme hali igin gegerlidir. Uygulamada ise imal
edilmis olan sistem farkli yiikler, degisik sinir kosullar: ile gesitli gerilme ve uzama
sartlarina maruz kalmaktadir. Bu ylizden en genel hal igin optimum yapinin

aranmasinda sadece tek bir yiikleme koguluna gore hareket edilmemesi gerekir.

Bir diger tasarim kriteri de yapmn en kotii yiikleme halindeki performansinin
maksimize edilmesidir. Bu ise ancak olabilecek tiim yiikleme kosullar1 dikkate

alinarak yapilabilir.

Bu boliimde, en kotii yiikkleme haline kargilik gelen optimum lamel tasarimi bir
minimax problemi olarak ele alimp tekil degerlerin minimize edilmesiyle sonuca

ulagilmug, ayrica sayisal bir rnek iizerinde uygulama yapilmgtir.

8.1 Karma Malzemeler (Kompozitler) Hakkinda Genel Bilgi

Yapisal sistemlerin tasarimlarinda miimkiin olan en iyi tasarma en az kaynak
kullanim1 ile ulasilmaya galigilir. Elde edilen tasarimin performansi, kullanilan
kaynak olarak kabul edilen agirlik veya maliyet gibi kavramlarla karsilagtirilir. Bu
noktada tek bir tiir malzeme kullanmak yerine farkli gruplardan iki veya daha fazla
malzemeyi birlikte kullanarak daha yiiksek performans elde etmek mimkiin
olmaktadir.
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Malzemelerin birlestirme igleminin atomsal veya molekiilsel diizeyde olmas: ile
alasimlar olusurken ozellikle farkli gruplardan malzemelerin makro diizeyde
birlestirilmesiyle karma malzemeler (kompozitler) elde edilirler. Bu islemin amaci
bilesenlerin en iyi taraflarinin bir araya getirilmesidir. Hatta zaman zaman elde
edilen 6zellikler bilesenlerinkinden daha iyi olmaktadir. Karma malzemeyi olusturan
bilesenlerden génellikle bir tanesi (fiber) sistemdeki dayamimi, rijitligi saglarken
digeri daha yumusak bir malzeme olarak fiberin formunun korunmasim, dig

etkenlerden uzak tutulmasim saglayan dolgu (matris) malzemesidir [10].

Fiber ve matris tiirleri ile bunlarin genel yapi igersinde diziligleri bakimindan bazi
gruplamalar yapmak miimkiindiir (Sekil 8.1). Bu yapilar icersinde matematiksel
modellemenin daha basarili bir sekilde yapilabilen lamelli kompozitlerdir.

Digerlerinde ise deneysel ¢aligmalar 6n plana ¢ikmaktadir.

Fiber takviveli Lamel tabakali

Sekil 8.1 Karma malzeme (kompozit) tipleri.

8.2 Ortotropik Lamelli Karma Malzemeler

Malzeme &zelliklerinin yonlerden bagimsiz olmas: izotropik, tim yOnlerde farkli
olmasi anizotropik hal olarak adlandinlmaktadir. Anizotropinin 6zel bir hali olarak
birbirine dik iki dogrultuda farkli dzellik gdstermesi ortotropik durumdur. Siirekli
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fiberlerden olusan yapilar bu davramig tarzina sahiptir. Tabakalarin {ist tste
yerlestirilmesiyle kullamilirlar. Uygulama alanlar1 olarak havacilik sanayi, yiiksek

mukavemetli roket gévdeleri ve arag lastikleri sayilabilir.

Sekil 8.2 Fiber takviyeli ortotropik kompozit tabalalarin elastik
ozellikleri

Bu tiir yapilarda ¢ogunlukla matris ve fiber ayri ayn izotropik 6zellik gosterirken
meydana gelen karma malzeme ortotropik olmaktadir. Notasyon olarak bir tabakada
fiber dogrultusu x,, fibere dik dogrultu x; ile gésterilmekte ve asal dogrultular olarak
adlandiriimaktadir. Fiber dogrultusunda yapilan yliklemelerde yapi daha fazla
dayamim gosterirken, dik dogrultuda daha diisiik dayamm gosterir. {lk durumda fiber
ikinci durumda matris malzemesinin Ozelliklerine benzerlik goriilmektedir.
Katmanlarin malzeme &zellikleri E; ve E, fiber ve ona dik dogrultulardaki elastiklik

modiilii, G, kayma modiili, vy Poisson oramdir (Sekil 8.2).

8.2.1 Lamel Tanimlamasi

Bir lamel sistemi, tabakalarin (ply) Ust iiste getirilmesiyle olusturulmaktadir.
Tabakalara ait fiber acilarimin Sekil 8.3°de gésterildigi gibi belirlenmis bir referans
dogrultusundan saat yoniiniin tersi pozitif yon olmak lizere yazilmasi ile lamel

sistemi tanimlanmaktadir [10].
[30/ 90,/ 45/ 0 /45] 8.1)

Tabakalardan her hangi birisinin fiber agilari 6=0° veya 6=90° olarak referans

dogrultusu ile ¢akigmas: halinde eksen iistii tabakas1 olarak adlandirilir. Birbirlerini
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takip eden ve aym fiber agis1 degerine sahip tabakalarin agilar altina indis olarak
tekrarlama adeti yazilmaktadir.

Agilar

45° 30’

; [ 11

2

45° —— f’\ Y y
A@L\\g =\ maarmezna/; :

90° AWNN—————————— 7 Fx

90°

Tanimlama: [30 / 90,/ 45/ 0 /45]
30°

Sekil 8.3 Lamellerin yapigma sirasina gore sistemin tanimlanmasi.

8.3 Lamellerin Dayanim ve Katihk Tasarimi

8.3.1 Klasik Lamel Teorisi

Bu kisimda [10] ve [11] dogrultusunda klasik lamel teorisinin genel hatlan {istiinde
durulacaktir. Diizlemsel davranmis kabulii geregi z dogrultusunda kuvvet etkimedigi
varsaymmindan hareket edilecektir. Bu durumda o, T, Ty, nin degerleri bu
yiizeylerde sifirdir. Bir diger kabul tabakalarin birbirlerine miikemmel olarak

birlegtirilmis olmasidir.

Yiikleme altinda sekil degisimine ugrayan elastik yapinin x, y ve z dogrultularindaki
kiigiik yer degisimlerinin sirasiyla u, v ve w oldugunu varsayarsak, birim sekil

degistirmeler i¢in (8.2) denklemleri verilmektedir

(8.2)
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burada &y, &, &, sirastyla X, y, z, dogrultularindaki birim uzamalar1, Yyz, Yzx, Yxy birim

kayma sekil degisimlerini gostermektedir.

Elastisite problemlerinin ¢6ziimii igin gerilme ve birim uzama iligkilerini igeren
ifadelere ihtiyag vardir. En genel haldeki ii¢ boyutlu ve anizotropik lineer elastik

ifadeler matris formunda

¢6=Cg (8.3)
ve
s 3 - - 3
Ox Chi Cp C35 Cy Cs Cplf |8
Oy Chp Cyp Cp Gy Gy Cy y

= RN
vz Cis Cy Cy Cu Cys Cy szr (8.4)

bigiminde verilebilir. Burada simetriden dolay1 21 bagimsiz malzeme sabiti vardir. C
malzeme katilik matrisi, ¢ ve € strasiyla gerilme ve birim uzama elemanlarmi igeren

vektorlerdir.

Ug boyutlu izotropik halde ise (8.4) ifadesi,

[C;; C Cp 0 0 0 ]

s,] |C Cn Cn 0 0 0 5,)

o'y C12 C12 Cll c OC 0 0 Ey
jo:l_| 0o 0 o —“;—‘2— 0 [Je:|

t. (" 17,z 8.5)
zy: 0 0 0 0 Cu-Cp 0 " (

= 5 Pax

= le 0 o 0 o Lu 2C12 o

formuna indirgenebilmektedir. Bu durumda bagimsiz sadece iki tane Ci; ve Ciz

sayilari vardir. Bunlarda elastisite modiili E ve Poisson oram v ile ifade

edilebilmektedir.
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(1-v)E vE

Ch=—"——72, Cpp=———
(1+v)(1-2v) (1+v)(1-2v)
(8.6)
cC,-C E
Cyy=Cec =Cpp =—11 712 =G
4“4 TS T es 2 2(1+v)
o

Sekil 8.4 Ug boyutlu genel hal ve iki boyutlu diizlemsel gerilme durumlarindaki
gerilme elemanlar:.

8.3.2 Diizlemsel izotropik Tabakalar

Ince tabakalardan meydana gelen yapilar temelde yiikleri iki ayri tip mekanizma
seklinde tagirlar. Bir tanesi tabaka diizlemindeki ¢ekme ve basma yiikleri, digeri ise
tabakalarin biikiilme halidir.

Ince plakalarin diizlemsel gerilme kabuliinde yiizeyin z normali dogrultusunda

herhangi bir kuvvet etkimedigi varsayimindan hareket edilir. Bu durumda

0,=0, Tyz= Tox =0 (8.7)
yazilabilir.

Kalan oy, 0y ve Ty gerilmeleri tabaka diizlemindedir. Burdan hareketle diizlemsel

gerilme halinde

- T

v v
Cll_—CIZ C'12“1_vcl2 0

o, l;v v Eyx
o, =|Ci2 "T:CIZ Ci "ITv"Clz 0 €y (8.8)
e 0 0 E_|"»

2(1+v)

olmaktadir. Cj; ve Cj, yerine kargiliklari kondugunda
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Ox On O O
o, =% 9u 0 {je (8.9)

™

Ty 0 0 O]y
elde edilir. Burada,
E vE E
Qn—l_v2 ) le—l—vz ve Ogs —G_2(1+v) (8.10)
seklindedir ve matris notasyonlarinin kullanilmasiyla,

olur. Buradaki Q indirgenmis malzeme katilik matrisi olarak adlandiriimaktadir.

8.3.3 Ortotropik Halde Klasik Lamel Teorisi

Diizlemsel gerilmenin bir difer sonucu gerilme ve uzamalarin tabaka kalinlif:

boyunca aym olmasidir. Kirchoff-Love ifadeleri geregince k.nc1 tabaka igin, sirasiyla

& ve x sabit olan birim uzamay ve orta diizlem egimini gostermek iizere [11]

0y = Qe = Qqiy (e° + 2x) (8.12)
burada,

ow=lox 0 on1w (8.13)
=[50 &° o1 (8.14)

(8.15)
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_ |9 22 O
Qu={Q12 Y D (8.16)
Ois O Des ®

Ql = Q“cos40+ 2(Q1; +20¢s )sin20.00s26 + szsin49

0p, = (0y; + Oy — 4044 )5in>60.cos%0 + Oy, (sin*8 + cos*6)

522 =, lsin40 +2(012 + 204 )sin26.00s20 + Q22c0s40

O16 = (O11 — O1 ~ 2046 )sinf.cos6 +(Qyy — Oy + 2044 )sin’6.cos6 (8.17)
O = (11 ~ Q1o =~ 2046)s5in’0.c050 + (s ~ Do + 20s)sind.cos’6

§66 = (Qll + Q22 - 2Q12 - 2Q66 )Sinze.cosze + Q66 (Sin46 + COS46)

ve
E E
O = ] — O = 1 2
—V12V21 —ViaVa
(8.18)
12 = 2k vaky s Qse =Gy
1=vpvy  1-vpvy

Burada z kalinlik boyunca olan koordinat, indis % ilgili £.nc1 tabakayi, 6 tabakanin
fiber agisim, E; ve E, malzeme asal eksenlerindeki elastisite modiiltinii, G2 kayma

modiillini, ve vy, ile v2; Poisson oranimi gostermektedir.
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Sekil 8.5 Ortotropik bir tabaka i¢in malzeme yon dogrultular.

Klasik lamel teorisinde, gerilme bilesenleri N ve moment bilesenleri M birim tabaka

uzunlugu igin tammlanmaktadir.

Sekil 8.6 Bir lamel tabakasina etkiyen kuvvet ve moment bilesenleri.

N=[Nx N, ny]r___r_/z ["x Ty ”w]TdZ=A8°+BK (8.19)

veE

12 4 0
[ax o, oxy] dz=Be +Dk (8.20)
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Burada

Ay A Ay By B By Dy Dy Dy .
A=|4dp Ay Ay|, B=|By By By| C=|D;p Dy Dy (8.21)

Aig Az Ags Big By Bgs Dyg D,ys Dgg

N
4y = Z(Qij)(k) (2 —2¢1) (8.22)
k=1
I~ 22
By == @ - i) (8.23)
k=1
In — 3.3
Dy ='§Z(Qij)(k) (z; —zja1) (8.24)
k=1

ve N tabaka sayisi, z kalinlik boyunca olan koordinat, # malzeme kalmmhgidir. (8.19)
ve (8.20) ifadelerinin doniistiiriilmesi ile [11]

&? A" B'||N
1

elde edilir. Buradan,
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A=A -B'D"ICc*' =A"+B'D"B"T
B'=B'D"' =-Dp"!c’ =D"'B"
C'=-D"'D" =B"

D'=D"!
A'=A" (8.26)
B'=-A"'B

C'=BA”' =(-B")T
D' =D-BA'B=D+BB’

verilmis olan gerilme bilesenleri N ve moment bilesenleri M igin diizlemsel
elemanlar (8.12) ve (8.25) ifadelerinin asagidaki gibi diizenlenmesi ile
bulunmaktadir.

= A" B'|[N ,
U(k)=Q(k)[I33 ZI33II:CI D'}{M} 8.27)

burada Iy, € R ™™ bigiminde birim matrisdir.

8.3.4 Gerilme ve Sekil Degisimlerinin Minimize Edilmesi

Sadece belli bir yiikkleme hali igin elde edilen optimum tasarim diger yiikleme
hallerinde gegerli olmayabilir. Bu durumda yapilacak olan en kotii yiikleme haline
karsiik gelen maksimum gerilme veya maksimum sekil degistirme vektoril

siddetinin minimize edilmesidir.
Yani N ve/veya M‘ye karsilik gelen
Minimize maks||6]l, veya minimize maks||gf}> (8.28)

minimize edilmesi gerekir. Burada sistem girig-¢ikis iligkisinin g&sterilmesi

agisindan |N|jz ve [M]|; uzunluga gore normalize edilmistir.
[NJ=1, [[M>=1 (8.29)
Yapilacak olan minimize iglemi, girisler (N ve M) ile gikislar (¢ veya €) arasindaki

transfer fonksiyon matrisi G’nin en biiyiik tekil degerinin minimize edilmesidir.
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(Not: Bu boliimde gerilme ile karigmasini 6nlemek i¢in tekil degerler u notasyonu ile

gosterilmektedir.)
ur=maks{||G x| : x e C", ||x|=1},Burdan x,=||G w\||> , w; : birimsel vektor, w; e C"

uor=maks{||G x|, : x e C", ||x|,=1,x L+ w;},Burdan 4=||G w|| , w» : birimsel vektor,

wre C", Wy LW

wemaks{||G x|, : x eC", |x}=1,x L Wy,... W, },Burdan 1,=||G W}, , Wi : birimsel

vektor, wie C* , Wi L Wi,...., Wi

(8.28) ve (8.29) ifadeleri ile tamimlanan minimaks probleminin ¢6ziilmesi yerine
transfer fonksiyon matrisinin en bilyiik tekil deferi w,’in minimize edilmesi
yeterlidir. Ciinkii sistemin en kotii yiikleme durumu igin yapilacak olan tekil
degerlerin optimizasyonunda, olduk¢a uzun bir iglem olan en kotii yiikleme halinin
kendisinin bulunmasina gerek yoktur. Tekil vektorler yapimun cevabin temsil eden
degerleri biinyesinde barindirmaktadir. Birinci ve en biiytik tekil degere karsilik
gelen birinci sag tekil vektdr v; en kot yiikleme dogrultusunu vermektedir.
Boylelikle orjinal minimaks problemi hesaplama teknigi agisindan ¢ok daha avantajli

olan minimizasyon problemine indirgenmis olmaktadir.

Tekil degerlerin minimize edilmesi problemi igin girisler ve ¢ikislar arasindaki
transfer fonksiyon matrisi dnceki béliimde verilen ifadeler araciligiyla asagidaki gibi
¢ikarilmaktadir.

Eger gerilme degerleri ¢ikis olarak isteniyorsa,

=G’ Bﬂ (8.30)

Eger birim uzamalar ¢ikis olarak istenirse,

8=G8B‘H (831)
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ifadeleri kullanihr.Gf,, matrisi 6nceki bdlimde verilen gerilme-birim uzama

denklemleri araciliftyla agagidaki formda bulunur.

ax
Ty —G(k)[M} (8.32)
o 1wy

Burada G, su sekilde tammlanmaktadir.

- A B
(k)=Q(k)[I33 21331[@ D']w (8.33)

Amlan W matrisi, N ve M‘in elemanlann arasinda agirlik matrisi olarak gorev

yapmaktadir.

8.4 TDA'mm Lamelli Karma Malzemeler Uzerine Uygulanmasi

Bu kisimda TDA’nmin lamel tasarimina uygulanmas {izerinde durulacaktir.

Sy =Gl (8.34)
ifadesini géz Oniine alirsak klasik lamel teorisinde (tabakalarin ince olmas: nedeniyle
kayma etkilerini ihmal ederek) G{,, € R, 6y e R} ve =[N M)]" e RS seklindedir.

Gf,, matrisinin TDA’smin G, =USV" oldugunu varsayarsak burada Ue C™",

Se R™" ve Ve C™ boyutundadir (Kayma etkilerinin ihmal edilebildigi durumlarda

klasik lamel teorisi geregi m=3 ve n=6 dir).

Sistemin farkli giris dogrultularinda farkli kazang degerlerine sahip oldugunu

gostermek i¢in G§, nin TDA’sim dyadik formda yazabiliriz.

G =D vy (8.35)
i=1
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Kuvvet vektorii f ’in ¢.nci sag tekil vektdre esit oldugu varsayilirsa f=v,

durumunda

Oy = Z/‘f“i"?ve (8.36)

ifadesi elde edilir.

v; ‘lerin ortonormal olmalar1 nedeniyle vFv, =4, dir. ifadedeki J,, Kronecker delta

fonksiyonudur. Bylece

61 = Kol (8.37)

Ibwm2=”f (8.38)

(8.37) denkleminin gosterdigine gore eger f vektdrii v, esit olursa o, cikist u,

dogrultusunda olacaktir. Yapinin kazang faktorii ise 4, ile temsil (8.38) edilmektedir.
Boylelikle dnceki bslimlerdede gosterildigi gibi her bir sag vektor v; ne sekildeki bir
girisin ne sekilde bir ¢ikig iiretecegini yani gerilme veya birim uzama vektor
elemanlarinin olugsumunu sol tekil vektSr u; araciliiyla gosterirken u; degeri ilede

sistemin kazancim g&stermektedir.

Tekil degerler ile enerji dagilim iligkisi onceki 6.1 boliimiinde, agiklanan formunu

lamellerin optimizasyonu konusunda da korumaktadir.

8.5 Karma Malzemeler Uzerine Sayisal Ornek

Bu boliimde, gelistirilen TDA’ya dayali metodun optimum lamel tasarimi iizerinde
ne sekilde sonug verdigine dair sayisal bir &rnek iizerinde durulacaktir. Ornek

{izerinde gerilmelerin bulunmasi ve bunlarin genel notasyonlarminda “6” olmasi

sebebiyle bu drnekteki tekil degerler “4” notasyonu ile gosterilmektedir.

Kompozit yaptya ait gerilme birim uzama denklemlerinden yola ¢iktifimizda,

buradaki en biiyiik tekil deger fmax ‘in minimize edilmis hali kendine kargilik gelen
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tekil vektdrleri agiga ¢ikarmaktadir. Bu vektorler yiikkleme dogrultulart ve gerilme-
sekil degigtirme degerlerini veren elemanlar1 igermektedir. Buradaki Ornegimizde
katli lamel yapisina sahip kompozit sistemlerin en ko&tii yiikleme halindeki

performanslarina tekil degerleri araciligiyla ulasilmaya galisilacaktir.

Omek olarak Grafit/Epoksi lamelli yaptyr gbz oniine alirsak, malzeme
Ozellikleri;

E;=18.5 x 10° psi, E;=1.89 x 10® psi, G2=0.93 x 10°, v;3=0.3, va;=vp2E,/E; ve
tabaka kaliligi t = 0.005 in. olacak tarzdaki tabakalarin olusturdugu ii¢ ayri lamel

sisteminin verildigini varsayalim.

i) [0]s  ii) [+45)4  iii) [+45/90/0], bu lamel sistemlerinin herbiri i¢in en kotii
yilkleme hallerinin bulunmasi ayrica agsagidaki yiikleme durumlarninda en iyi

performans gdsteren sistemin segiminin yapilmas: istensin.
Durum 1: Gerilme N ve moment M ait tiim elemanlarin mevcut oldugunu varsayalim

W = Diag{1,1,1,1,1,1} (8.39)

Durum 2: Sadece gerilme elemanlar1 Ny , Ny ve Ny, mevcut olmas: halinde, W’nin

sadece Ny , Ny ve Nyy ‘ye karsilik gelen elemanlar 1, digerleri O dir.

W = Diag{1,1,1,0,0,0} (8.40)
Durum 3: Sadece moment degerleri My, My ve M,y mevcut ise
W = Diag{0,0,0,1,1,1} (8.41)

olacaktir.

Herhangi bir bagka yiikleme gekli, W ‘mn elemanlarmi kombinasyonu ile
gerceklestirilebilir. Burada herbir lamel sisteminin i¢ adet tekil degeri u; ve
dolayisiyla onlara kargilik gelen tig adet sol ve sag tekil vektdrleri (sirastyla u; ve vi )
vardir. Herbir lamel sistemi i¢in hesaplanan G® ‘nin en biiyiik tekil degeri tmax ve

onlara karsilik gelen tekil vektorleri Tablo 8.1, 8.2 ve 8.3‘de her {i¢ yiikleme hali igin

listelenmistir. Lamel sistemlerinin yiikleme durumlarina bagli olarak birbirleri ile
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olan mukayeseleri maksimum gerilme vektérii biiyiikliigii |low)l. ile birlikte Tablo
8.4’de OGzetlenmistir. Tablolardaki tekil degerlerin ve vektorlerin alt indisleri ait

olduklari tabaka numarasini gostermektedir.

Tablo 8.3‘lin incelenmesiyle [£45/90/0], lamel sisteminin her {i¢ yiikleme halinde de
en diisiik maksimum tekil degere sahip oldugu anlagilmaktadir. [0]g lamel sistemi,

maksimum tekil deger ymax ¢ sahip olmas1 minimum gerilme vektor siddeti |jogqll ‘y1

ortaya ¢ikarmaktadir. Burada dikkati ¢geken noktalar [+45/90/0]; sistemine ait G’ ‘nin

Umax degeri minimum iken [0]g sisteminin G® ‘nun Hmax’1 maksimum olmaktadir.

Yine Tablo 8.4°de en bilyiik |log)l> degeri yani gerilme [+45/90/0], sisteminde
goriillirken en diisiik [|og||2 degeri [0]s lameline aittir.

Tablo 8.1, 8.2 ve 8.3’iin kullanilmasiyla lamel sistemlerin en kétii yiikleme sartlart
hakkinda bilgi edinilebilmektedir. Ornegin, [0]; igin birim uzamaya ait maksimum
tekil deger tmax= 0.004 diir ve buna karsilik gelen giris vektorii £=[0 0 0.0067 0 0
-17%, birim sekil degistirmeler ise [ex & 7x] = [0 0 1] dir. [#45]s sisteminin
“Durum 1” yiikleme kosulunda olugan en kotii yiikleme halinde birim uzamamn
maksimum tekil degeri Umax= 0.002 ( [0]s sisteminin yaris1 kadar ) olmaktadir. Bu
haldeki girig vektorii, £ = [ 0.0047 —0.0047 0 -0.7071 0.7071 0 ]" ve birim gekil
degistirmeler [ex & Yx] =[ 0.7071 -0.7071 O ] olur. [+45/90/0], sisteminde ise en
kotii yiikleme durumunu temsil eden maksimun tekil deger pimax= 0.0014 ([0]s in tigte
biri) , buna karsilik gelen yiikleme girig vektori f = [0.0023 -0.0021 -0.0008 -0.7819
0.6109 0.1242 ] ve birim sekil degisim vektorii [ex & Yxy] = [0.7819 -0.6109 -
0.1242] . Bu sonuglarin irdelenmesi neticesinde en kotii ylikleme hallerinde [0]g
sisteminde sadece kayma sekil degisimi varken, [£45]4 ‘de kayma gekil degisimi hig
goriillmemektedir.

S6z gelimi sadece diizlemsel yiiklemeye maruz kalacak bir lamel sistemi tasarimi
yaptigimizi varsayalim. Bu durumda servis ylikleri Ny, Ny ve Ny seklinde
olusacaktir. Buradaki en iyi se¢im ii¢ lamel sistemi arasindan minimum pimax
degerine sahip olan [+45/90/0], lameli olacaktir (Tablo 8.4). Ny ve Ny ‘nin her
ikisininde aymi yonde oldugu yani aym igareti (pozitif veya negatif) tagimasi
durumunda, Tablo 8.1, 8.2 ve 8.3’iin incelenmesiyle en iyi segimin [0]g sistemi

olacag1 anlasilmaktadir. Bunun sebebi tablolarda diizlemsel yiikleme durumuna

65



kargilik gelen, “Durum 2” i¢in sag tekil vektor v; ‘nin elemanlarinin ilk iki satir1 Ny
ve Ny ‘ye kargilik gelmektedir. Bunlardan aym isarete karsilik gelenler; [0]s igin p3 =
1.34 x 10, [245]4 igin 3= 2.3 x 10, [+45/90/0], igin p3 = 2.302 x 10 dir. Bunlar
arasinda en diigiik tekil depere sahip olan [0]z lamelidir ve dolayisiyla en 1iyi

performans: géstermektedir.

Tablo 8.1 [0]s lamel sistemine ait gekil degistirme transfer matrisi Gnun
maksimum tekil degerleri ve tekil vektorleri.

Yikleme Maks “ u v
Durumu - ‘
0 0.0002  0.0067 ]
0  -0.0067 0.0002
0.004 0 00341 09994 gesy . ; '
0 ~0.0341 -0.9994
0.002 0 -0.9994 0.0341
0.0002 1 P o 0 0.9994 —0.0341
1 ) 13 . 18 -1 0 o
0 0.0002  0.0067 |
0  ~0.0067 0.0002
0.0067 0 0
0 0.0341 0.9994
0 ~0.9994 0.0341
1 0 0 i
: 0 0.0341 09994] .
2.688x107 0 0.0341 09994 0 -0.9994 0.0341
2 1.324x10° 0 -0.9%994 0.0341 1 g 0
' 1.34x10° 1 0 0 0 0
Tom Tom 0 o 0
0 0 0 i
o 0 0
0.004 0 0.0341 0.9994 0 ] 0
0.002 0 -0.9994 0.0341 6 -0 0
0.0002],, 1 0 0 |, 0 -0.0341 -0.9994
3 ’ 0 09994 -0.0341
-1 0 o |
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0.0341 09994
0 -0.9994 0.0341
1 0 0 s

66



Tablo 8.2 [+45], Lamel sistemine sekil degistirme transfer matrisi G° 'nun
maksimum tekil degerleri ve tekil vektorleri.

Yikleme u v
" Maks. Mmaks
‘ 0.0047 -0.0006 -—0.0068
-0.0047 -0.0006 -0.0048
0.002 07071 -02215 -0.6715 o~ 00054 -0005
0.0009 ~0.7071 -02215 —0.6715 —0.7071 02215 06715
i 0.0003, 0 0949 —03133 0.7071 02215 0.6715
J 18 0 -0949% 03133 |
0.0047 - 0.0006 - 0.0048
-0.0047 -0.0006 -—0.0048
0 0.0054  —0.005
0.7071 -0.2215 -0.6715
-0.7071 -0.2215 - 0.6715
0 0.9496 -0.3133 |,
0.7071 0 -0.7071
1.344x 107 07071 0 -0.7071 -0.7071 0 -0.7071
2 5.15x10°8 -0.7071 0 -0.7071 o 1 0
23x10° e 1 0 o 0 0
= o o o0
' o o0 0 .
, 0 [} 0
0.002 0.7071 -02216 -0.6715 0 0 Y
0.0009 ~0.7071 -0.2216 -0.6715 0 0 0
0.0003 ] , 0 0.9496 _0_3133}Ia -0.7071 02216 0.6715
3 v y 0.7071 02216 0.6715
0 -09496 0.3133]
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0.7071 -02216 —-06715
~0.7071 -02216 -0.6715
0 0.9496 -03133),

Karsilastirmas1 yapilan lamel sistemlerinin sadece Nyy kayma gerilmesine maruz

kaldigim varsayarsak, en iyi performansi [+45]s lamel sisteminin gdsterdigi

goriilmektedir. Tablolardaki Durum 2’ye baktipimizda v; ‘nin elemanlar1 sadece

Ny’ye karsilik gelir. Sistem [0]s i¢in birinci sag tekil vektSr vi’in tekil degeri

1,L1=2.688x10'5 , sistem [+45]s ikinci sag tekil vektSr v ve onun tekil degeri

l,L2=5.15x10'6 , [£45/90/0}, igin ise birinci sag tekil vektor vy ve tekil degeri

w,=8.638x10°° dir.
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Verilen bir yiikleme durumunda en diislik pmas degerine sahip olan lamel sisteminin
en iyi performansi gosterdiginden yola ¢ikilarak seg¢im yapilabilmektedir. Bu

diisiinceye bagli olarak herhangi bir yiikleme kosulu igin islemler benzer sekilde

yapilabilir.

Tablo 8.3 [+45/90/0], Lamel sistemine sekil degistirme transfer matrisi G® 'nun
maksimum tekil degerleri ve tekil vektorleri.

Yiikleme Maks. L u . v
Durumu '
0.0023 -0.0001 -0.0039
-0.0021 00009 -0.0056
0.0014 0.7819 00486 -0.6215 —~0.0008 -0.0089 —0.0061
-0.7819 -0.0486 0.6215
0.0009 -0.6109 02584 —0.7483
0.0003 —0.1242 -0.9648 02318 06109 -0.2584 0.7483
1 3 18 : 18 01242 09648 02317 |
0.0023 -0.0001 - 0.0039
-0.0021 0.0009 - 0.0056
. -0.0008 - 0.0089 - 0.0061
0.7819  0.0486 - 0.6215
~0.6109 02584 - 0.7483
~0.1242 -0.9648 -0.2317 |,
0 07071 -0.7071
8.638x10°¢ 0 07071 -0.7071 0 -0.7071 -0.7071
2 4319x10° 0 -0.7071 -0.7071 1 0 0
2.302x10° 1 0 0 0 0 0
U It = 0 o0 0
0 o0 N .
0 0 0
0.0014 -0.7819 -0.0486 0.6215 0 0 0
0.0009 06109 ~-0.2585 0.7483 0 0 0
0.0003 | , 0.1242 09648 02318}, 07819 0.0486 ~0.6215
3 : : -0.6109 02585 -0.7483
-0.1242 -0.9648 -02318),
0 0 0
0 0 0
0 0 0
-0.7819 -0.0486 0.6215
06109 -02585 0.7483
0.1242 09648 02318},
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Tablo 8.4 En koétii yiikleme kosullari altindaki lamelli sistemlerin G’ 'na ait
maksimum tekil degerleri ve gerilme siddetlerinin karsilagtirilmas.

Yiikleme Durumu [0]s [+4514 [45/90/0];
Durum 1: Maks. deger gmaxs 0.004 0.002 0.0014
Durum 1: Maks, deger |logi2 3776 4235.1 4309.92
Durum 2: Maks. deger ymaks 2.6882x 10° | 1.3441x10” | 8.6376x 10°
Durum 2: Maks. deger ||oq)|l 25.0459 39.4696 66.1986
Durum 3: Maks. deger #maks 0.004 0.002 0.0014
Durum 3: Maks. deger |log)k 3776 4235.1 4309.47

Lamel sistemlerinin yiikleme kombinasyonlarina gore tekil deger ve tekil
vektorlerinin aldif1 tablolarin incelenmesiyle goriilen, en iyi lamel sisteminin hangisi
oldugunun yiikleme durumuna gore farklilik gosterdigidir. Buna karsihik en kotii

yiikleme halinde en iyi performansi veren sistem tek olarak belirlenebilmektedir.
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9. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu ¢aligmada yapisal sistemlerin (structure) tasarim duyarhilig: analizi matris cebirin
araglarindan olan tekil degerlere ayristirma TDA’ya (singular value decomposition-
SVD) dayali olarak yapilmigtir. Bunun neticesinde mevcut klasik duyarlilik

metodlarina ilave olarak TDA’ya dayali1 tasarim duyarlilig1 yontemi gelistirilmigtir.

Gelistirilen bu yontem klasik duyarliik metodlan ile gesitli analiz tiplerinde
karsilagtirilmig, konu agiklamalarinin yan: sira yontemin performansi sayisal 6rekler

iizerinde de gosterilmistir.

Bir yapisal sistemde, tekil degerlerin kareleri sistem giris ve ¢ikis vektorleri
arasindaki gii¢ enerji ve enerji dagilim oranlarimin smnirlan ile bagintilidir. Frekans
alaninda ise tekil degerlerin konumlar: ile transfer fonksiyon matris elemanlarmimn

siddetleri arasinda iliski oldugu gériilmektedir.

TDA’ya dayali olarak yapilan statik ve dinamik cevap duyarlilik analizlerinde, tekil
degerler yapisal sistemin ¢ikis genliklerini temsil etmektedir. Buna bagli olarak
yapinin statik veya dinamik cevap bilyiikliiglintin distirtilmesi, en biyiik tekil

degerin minimize edilmesi ile miimkiin olmaktadir.

Diger taraftan bir yapisal sistemde, girig-gikis dogrultular1 arasindaki iligkinin
sistemin tekil vektorleri tarafindan temsil edilebildigi goriilmektedir. Sag tekil vektor
elemanlan giris veya yiikleme kogullarini biinyesinde barindirirken, kargilik gelen sol
tekil vektorler ¢ikis degerlerinin elemanlarimi igermektedir. Ozdeger tasarmm
duyarlilig1 ile yapilan kargilagtirmada klasik metod sadece rezonans ferkansinda

gegerli iken tekil degerlere dayali duyarlilik analizi tiim frekans alaninda sonug

vermektedir.

Ayrica karma malzemelerde lamel agilariin diizenlenmesinin sistemin genel
performansina olan etkisi, TDA araciligiyla incelenmistir. Uygulamada lamelli bir

sisteme etkiyen yiiklerin stirekli degismesi sonucu ortaya ¢ikan farkh gerilme ve
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uzama kosullar1 nedeniyle lamelli yap: tasarimimn en kotii yiikleme hali igin
yapilmas1, herhangi bir kuvvet ve moment altindaki hesaplama ve tasarima gére daha
gercekcidir. Burada da TDA kullamminin bazi avantajlan goze ¢arpmaktadir. Ik
olarak en biiyiik tekil deger ve ona karsilik gelen sol ve sag tekil vektorler sirasiyla
yapimn maksimum kazancini en kotii yiikleme halinin nasil olduunu ve bunun
sonucunda ortaya ¢ikan gerilme/uzama durumunu vermektedir. Tasanm degigkenleri
araciligiyla en biiyiik tekil degerin minimize edilmesiyle en kotii yitkleme kosuluna
karg1 en iyi direnci gosteren tasarimi elde etmek miimkiin olmaktadir. Burada, en
bityiik tekil deger minimize edilirken yapinn enerji séniimleme kapasitesi arttirilmig
olmaktadir. Konu ile ilgili ele alinan 6rnekte tasarim degiskenleri olarak kompozit
agilari dikkate almarak analiz yapimistir. Buna ilave olarak tabaka kalinhig,
malzeme ozellikleri gibi diger parametreler kullamlarak da analizler yapilmas:

miimkiindiir.

TDA’ya dayali yontemin klasik ydntemlere nazaran daha genis bilgi icermesi yam
sira ozellikle coklu yitkleme durumu bagta olmak iizere iglemci hesaplama siiresi ve
hafiza kullammi agisindan avantajlara sahip oldufu goriilmektedir. Metodun
kullanighilik agisindan bir bagka avantaji da siirekli ortamlarin modellenmesinde en
etkin yontem olan, sayisal metodlarin basinda gelen sonlu elemanlar ifadelerine
uyarlanabilmekteki basarisidir. Bu da gelecekte, yontemin &nde gelen (Ansys,
Nastran, gibi) ticari analiz programlarimn algoritmalanna dahil edilmesinin yolunu

agmaktadir.
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