/558345

1STANBUL TEKNIK UNIVERSITEST X INSAAT FAKULTESt

TEK SIMETRl EKSENLI VE SIMETRI EKSENI OLMAVAN, INCE
CIDARLI AGIK ENKESITLI GUBUKLARIN, IMPULSIF YUK ALTINDA
LYAPUNOV ANLAMINDA STABILITESININ INCELENMESI

Istanbul Teknik Universitesi Ingaat Fakiiltesince «Doktor»
payesinin tevcihi igin kabul edilen tezdir.

Y. Mith. Erdogan UZGIDER

Tezin Dekanliga Verildigi Tarih : 10 Ocak 1973
Tezin Miidafaa Edildigi Tarik : 19 Nisan 1973
Doktoray1 Yéneten Profesor : Prof. Fahrettin ARDAN

Diger Jiiri Uyeleri : Prof. Adnan CAKIROGLU
Prof. Dr. Sacit TAMEROGLU

RKIvE
BIAL!;M“?EL ve TEKNIEK
n ‘RMA KURUMU
I\UTUPHANESI

ISTANBUL TEKNIK UNIVERStTES!
INSAAT FAKULTES! MATBAASI
1973



Bu calismayi ybneten ve calismalaram boyunca biliylik
destegini gdrdiigiim Sayin Hocam Prof.Fahrettin ARDAN' a,
kiymetli. fikirlerinden faydalandigim Sayin Dog¢.Dr.Hilmi
DEREN' e, caligmami basindan sonuna kadar, yakin ilgi,
degerli fikir ve yardimlari ile biiylik Slglide destekleyen
kiymetli biiyliglim Sayin Dog¢.Dr.Vural CINEMRE' ye,niimerik
hesaplarda emegi bulunan kaymetli arkadasim Dr. Yavuz
ONDER'e ve formiillerin yazilmasinda emegi bulunan kiirsii
arkadasim Y.Miih.Nesrin TURKMAN'a tesekkiirlerimi sunmayi
borg bilirim.



3.1

3.2.

3.3.

I1¢INDEKILER

Sayfa No.
BOLUM 1

OZET

Tarihge ve konu 1
Problemin takdimi 5
Problemde yapilan kabuller ve ihmaller 6
Simetrik olmayan agik kesitli ¢ubuklarda

statik stabilite ifadelerinin ¢aikarilmasa 7

BOLUM 2

SIMETRIK OLMAYAN AGIK KESITLI CUBUKLARIN EKSENEL
DEGISKEN YUK ALTINDA HAREKET DENKLEMLERININ

CIKARILMASI 16
Sistemin potansiyel enerji ifadelerinin
gikarilmasi 17
Sistemin kinetik enerji ifadelerinin
¢ikarilmasa 18
Hareketin diferansiyel denkleminin ¢ikarilmasi 23
Baslangi¢ sartlarinin tanima 36
Titresim denklemlerinin vektdr matris
notasyonunda ifadesi 37
Sistemin enerji ifadelerinin kareler toplami
haline getirilmesi 38
Diferansiyel denklem tak1m1n1n modal sekli 42
BOLUM 3

HAREKETIN DIFERANSIYEL DENKLEMININ INCELENMESI 46

Hareketin diferansiyel denkleminin belirli

bir ¢Szilimiinlin stabilitesinin incelenmesi 47
Otonom halde hareketin diferansiyel denkleminin
triviyal ¢Ozimliniin stabilitesinin incelenmesi 48
Lyapunov'un direkt metodu 50



Sayfa No.

BOLUM 4

4, - KONSERVATIF SISTEMLER VE LYAPUNOV FONKSivONU 52
BOLUM 5

5. LYAPUNOV'UN DIREKT METODU ILE IMPULSIF AKSIYAL

YUKLERE MARUZ, SIMETRiK OLMAYAN AGIK ENKESITLI
IKI UCU MAFSALLI GUBUKLARIN STABILITESININ

INCELENMESI 55
5.1. Bir eksene gbre simetrik agik enkesitli gubuk

hali 56
5.11. Lyapunov fonksiyonunun saptanmasi 71
5.111. Otonom halde Lyapunov fonksiyonunun saptan-

masi 71

© 5.112. Otonom olmayan halde Lyapunov fonksiyonunun
saptanmasi ve kritik yiik genliginin elde

ediligi 76
5.113.. Elde edilen stabilite kriterinin yorumu 84
5.1131. Tek simetri eksenli agik enkesitli cubugun

modal cevap analizi 85

5.1132. Tek simetri eksenli agik enkesitli iki ucu
mafsalli cubugun modal stabilite kriterlerin-
den, ¢ubufun biitlin modlari igin gegerli tek
bir stabilite kriterine gegis 88

5.114., Amplifikasyon sinirinin tanimi 90

5.115. Direkt metod ig¢in diisiiniilen genel yaklasim 96

5.116. Miisaade edilen deformasyon sinirindan

amplifikasyon sinirina gegis .98
5.2, Simetri ekseni olmayan agik enkesitli gubuk
hali 104
BOLOM 6
6.1. Sayisal uygulama 109
SONUGLAR

LITERATUR



O0ZET

Bu c¢alismada, simetri ekseni olmayan ve tek simetri ek-
senli olan ince cidarli agik enkesitli iki ucu mafsalli na-
rin qubuklarin, impulsif eksenel yiik altinda, Lyapunov anla-
minda stabilitesi i¢in bir kriter arammistar.

Calisma Holzer'in (18) simetrik eksenli gubuklarin
Lyapunov anlamindaki stabilitesine ait galigmasinin, simet-
ri ekseni olmayan ve tek simetri eksenli kesitli gubuklara
tesmilidir.

Calismanin birinci bOliimlinde, konu ve tarihgesi hakkin-
da bilgi verilmis, problemin ana hatlari ve giidiillen amag
belirtilmigtir. Ayrica bu bdlimde yapilan kabuller ve s&z
konusu c¢ubuklara ait kisa blr statik stabilite etiidii veril-
mistir.

Ikinci bdliimde bu gubuklarin impulsif yiik altinda hare-
ket denklemi ve enerji ifadesi ¢ikarilmisg, bunu takiben de
elde edilen kuple denklemler ve enerji ifadeleri modal for-
ma indirgenmistir. Bunun ig¢in iki ucu mafsalli simetrik ke~
sitli gubugun yiksiiz haldeki serbest titregim probleminin &z
fonksiyonlari koordinat fonksiyonu olarak kullanilmis ve bu-
nu takiben normal koordinatlara gegisi ve bu suretle denklem
sistemindeki kuplaji kaldiran bir transformasyon matrisi ta-
nimlanmigtar.

U¢lincili bslimde hareketin diferansiyel denkleminin belir-
1i bir baslangig deferi igin ¢&ziimiiniin stabilitesi hakkinda,
matematik ySnden bir tanim verilmis ve bunu takiben de Lya-
punov anlaminda stabilite tanimlanmis ve ispatsiz olarak
Direkt metod ve kullanildifi teoremler tanitilmigtair.



Dordiincli bbliimde konservatif sistemlere ait bir tanaima
takiben, bu sistemlerde toplam enerji ifadesi ile Lyapunov
fonksiyonu arasinda bir benzesim ortaya konmustur.

Besinci bbliimde bu galigmanin konusu olan tipteki gubuk-
larin direkt metod yardimi ile stabilitesi incelemmistir.. B&-
lim 5.1 de bu inceleme, tek simetri eksenli gubuklar igin ya-
pilmis ve Holzer'in ¢ift simetri eksenli ¢ubuklar igin buldu-
gunun aksine (16), tek simetri eksenli gubuklar igin tamamen
modal formda bir stabilite kriteri elde edilmistir. Yine bu
bolimde, bu modal stabilite kriterlerinden gubuk igin - tek
bir stabilite kriterine geg¢ilmigtir. Bumu saglamak ig¢in, cu-
bugun dinamik yiiklemelere karsi modal cevap probleml incelen-
mistir.

B&liimiin sonunda ise amplifikasyon siniri tanimlanmis ve
ongériilen deformasyon sinirindan amplifikasyon sinirina gegls
saglanmistir.

B6lim (5.1) ve (5.2) de varilan sonuglarin, simetri ek-
seni olmayan ince cidarla, agik kesitli, iki ucundan mafsalli
gubuklar ig¢in de gegerli olacagi gOsterilmistir.

Altinci bdliimde tek simetri eksenli ince cidarli agik .
kesitli, iki ucu mafsalli, impulsif bir yiikle eksenel olarak
yiikld, cubuk ig¢in sayisal uygulamaya hazirlik yapilmis ve ar-
kasindan sayisal uygulamaya ge¢ilmistir.

Bu boliimiin son kisminda ise elde edilen sonuglara ait bir
elestiri yer almisgtar.



SUMMARY

In this study, a stability criteria in the sense of
Lyapunov for bars with thin walled, open cross-sections
under impulsive axial loadings was worked out.

The cross~section of the bars are either symmetric
with respect to one axis or not and the bars are pinned
at each end.

This work is the extention of the paper by Holzer(18)
in which bars with symmetrical cross sections were studied.
The principles were extended to the case of the unsymmetric
bars or to bars symmetric with respect to ane axis.

In the firs section, the background of the problem
has been given, the main feature and the proposed goals
are displayed. Further more the assumption of our calcu-
lations and a short account of the static stability of the
mentioned bars are given.

The second section deals with the study of those bars
under 1mpulsive loadings, namely with the equation of motion
and energy. First of all these last equations have been
obtained and then the coupled equations have been reduced
to modal form. To reach this aim the free vibrations forms
of the unloaded, symmetrical pinned bar were used as
coordinate functions. Afterwards a transformation matrix
operating the shifting to normal coordinates and thus
canceling the coupling inherent to the system of equations
is defined.

In the third section, the stability of the solution
of the differential equation of motion undetr certain initial
conditions and the stability in the sence of Lyapunov are
defined and the direct method with its principal teorems
are given without proof.



The fourth section deals mainly with the total energy
expression in conservative systems and further a similarity
between this expression and the Lyapunov function is worked
out.

In the fifth section, the stability of the bars which
we are studying is analyzed with the help of the direct
method. The paragraph (5.1) deals with bars whose cross-
section are symmetrical with respect to one axis.

The proposed stability criteria is the contrary of
the Holzer's in this sense that it is entirely in modal form.
Pursuing, a single stability criteria is reached through
the use of those modal criterias. To this a modal response
analysis of the bar has been made.

Toward the and of the section the amplification bound
is defined and the shifting from the maxsimum allowable
lateral displacement and angle of twist to the amplification
bound is assured.

It is proved that the results reached in paragraphs
(5.1) and (5.2) are equally valid for bars with unsymmetric,
thin walled, open cross sections and pinned at each end.

In the sixth section, the numerical calculations
for a bar symmetrical with respect to one axis and with a
thin-walled, open cross-—section and also pinned at each and
axially loaded are carried out.

Further a discussion of the theoretical and numerical
results takes also place at the end of this section.



BIRINCI BOLUM
GIRIS

1.1.- TARIHGE ve KONU

Ince cidarli agik kesitli gqubuklar, yiikk tasiyici yapi
elemanlari olarak, son zamanlarda bilhassa A.B.D. de endiist-
ri yapilara alaninda genis uygulama sahasi bulmustur.Gerek
im8l kolayligi ve gerekse hafifligi ydniinden, hadde profil-
lerine olan ustinliigli nedeniyle, ¢elik konstriiksiyonlarda
aranan elemanlar haline gelmeleri, bunlar tizerine insaat mi-
hendisliginin muhtelif konularinda arastlrmalar yapilmasina
yol agmistir. Ornegin burkulma konusunda oldukga 6nemli prob-
lemler ortaya ¢ikmistir. Bu kesitlerde, diisiik burulma rijit-
likleri ve agak ke31tler1 nedeniyle, burulmali burkulma mo-
du kritiktir.

Bu tlp gubuklarin simetri ekseni olmayan kesitlileri
icin sabit yikler altinda elastik burulmali burkulma etiidii
detayli olarak N.J.GOODIER (1), TIMOSHENKO, S., GERE (2)
J.M.VLASOV, V.Z.(3) tarafindan ele allnmlst1r. )

Tek simetri ekseni olan ince cidarli agik enkesitli gu-
buklarin aksiyal ylik altinda statik stabilite problemi ince-
lenmig ve gubuk dizayni igin gerekli pratik bilgi elde edil-
migtir. ‘

Bu sahada, CHAJES, A. ve WINTER, G (4), KLOPPEL, K. ve
SCHARAT, R.(5), PFLUGER, A (6), CHILVER, A.H. (7) gibi yazar-
larin g¢alismalarina literatiirde rastlamak miimkiindiir.

Statik yiikler altinda burkulma problemi y&niinden bir hay-
1i elestirilmis durumda olan bu tip kesitleri haiz basing gu-~
buklarinin, dinamik yiikler altinda ¢8ziimlenmemis problemleri
mevcuttur,



Buna karsilik dinamik tesirler ¢elik yapilarda sik sik
karsilasilan ve lizerinde Onemle durulmasi gereken bir fak-
tordiir. Ayrica bu tesirlerin gok gesitli karakterlerde ele
alinmasi gerekmektedir.

Dinamik yiikler sz konusu oldugunda, sadece yiikiin pe-
riyodik olmasi halinde, tek simetri ekseni olan ince cidar-
11 agik enkesitligubuklarin stabilitesi, GOLDENBLAT (8) tara-
findan 1947 de yayinlanan makalede incelenmis, BOLOTIN (9)
tarafindan, simetri ekseni olmayan ve tek simetri ekseni in-
ce cidarli agik enkesitli gubuklar igin, lineer ve nonlineer
baza gore, ele alinmistar.

Periyodik olmayan defisken eksenel yiik hali ig¢in = tek
simetri ekseni veya iki simetri ekseni olan ve simetri ekse-
ni olmayan, ince cidarli, agik enkesitli gubuklara ait di-
namik burkulma incelemesi, ilk olarak 1969 yilinda MARTIN.
L.MODDY (10) tarafindan ele alinmistair. ‘

Calisma,basit mesnetli g¢ubugun iki ucunu birbirine gd-
re& sabit hizla hareket ettirecek sekilde degisen eksenel
yik altinda dinamik cevabin incelemesi seklindedir.Burada
ilk kusur olarak eksenel egrilik ve burulma deformasyon de-
gerleri g6z Oniine alinmigtair.

Bu arada, kisa siirede etkiyen geg¢ici eksenel yiikler al-
tinda veya bagka bir deyigle impulsif yiikler altinda bu tip
gubuklarain dinamik burkulma incelemesine ait bir ¢alisma 1li-
teratiirde mevcut degildir. Mevcut galismalar daha fazla diiz-
lem burkulma hali ig¢indir.

Bu konuda ugrasan daha Onceki arastiraicilar, en kesidi
gift simetri eksenli olmayan gubuklar:i ele almamislar,galig-
malari sadece diizlem dinamik burkulma alaninda olmustur.Ya-
ni ele aldiklari gubuklar, simetri diizlemi iginde burkulan
ve yeter derecede burulma rijitlifi olan en kesitli olarak
sinirlandirilmislardair.

Agiktir ki, bu $artlér bir ¢ok agik kesitli ince cidar-
11 gubuk tarafindan saglanmaz.



Cubuklarin bir diizlem igindeki dinamik burkulmasi,
J.TAUB ve C.KONNING, 1934 (11), J.H.MEIER 1945 (12),
J.F.DAVIDSON 1935 (13) adli yazarlar tarafindan incelenmis
ve calismalarda temel Euler modunun gecici eksenel yiiklere
karsi cevabi ele alinmistir. Bu calismalarda amag, gegici
yikte Euler yilikini asan artimlari, ylikin kisa siirede etkime-
si halinde belirlemektir.

N.J.HOFF, 1951 yilinda yayinlanan ¢alismasinda (14),
diizlem dinamik burkulma halinde, ¢ubuk uglarinin birbirine
gbre sabit hizla hareket ettiren karakterde bir ylikleme du-
rumunda, benzer problemi ele almistuir.

EUGENE SEVIN 1960 yilinda yayinlanan galismasi (15)ile
dinamik burkulma probleminin sonucunun, esas olarak eksenel
atalet kuvvetlerinin de hesaba katilmasindan etkilenmiyece-
gini gOstermistir.

Yiiksek modlarda gegici eksenel yiiklere karsi cevap
LAVRENTIER ve ISHINSKY'nin 1949 da yayinlanan makalesinde
(16) ele alinmistir.

Benzeri sekilde bir galismaya H.E.LINDBER'in 1965 de
yayinlanan makalesinde (17) rastlanmaktadir. Galismada ve
bu arada yapilan deneyler sonucunda, eksenel dalga yayilimi-~
nin, g¢ubugun burkulma formunu ve bu forma ait dalga uzunlugu-
nu etkilemedigi ve bunun gelik malzemede daha belirgin oldu-
gu sonucuna varilmistir.

Bu arada, diizlem dinamik burkulma halinde, basit mesnet-
1li ve impulsif yiike maruz ¢ubuklarin dizayn kriterini genisg-
letmek amaci ile S.M.HOLZER tarafindan bir ¢alisma yapilmis-
tir (18). Bu ¢alismada dizayn yiikii, kabul edilebilecek mak~
simum lateral deformasyonla sinirlandirilmistair.

S6zli edilen dizayn kriteri, gubugun responsu ig¢in diisii~
niilen sinir, baslangic¢ pertiirbasyonlari ve verilen impulsif
yiikiin tesir siiresi ile genlifi arasinda miinasebet kurmakta-
dir,

Burada s8zili edilen baslangi¢ pertiirbasyonlari, gubuk yii-
kiinlin tatbiki esnasinda, ¢ubufun kendi ideal konumundan sapma-
s1 ile husule gelir. Yani; qubuk ekseninden egrilik,uygulanan



yikteki eksantrisite ve bu partiirbasyona yardimci olan, be-
lirlenemiyen impulsif yilikler gibi.

HOLZER'in galismasinin temel amaci, daha evvel de belir-
tildigi gibi, baslangig¢ partiirbasyonlari ile pertiirbe olmus
harekete ait sinir arasindaki bafintiyi kurmaktir. Bundan da
dizayn kriterini elde etmek miimkiin olmaktadir ki bu da Lya-
punov anlaminda stabilite kriteridir. Bdylece bu bagintinin
kurulmasi, problemin ¢Szlimi olur. Bu ¢o8ziim ise, adi gegen
calismada, Lyapunov'un Direkt Metodu yardimiyla elde edilmek-
tedir.

Direkt Metoda ait gerekli bilgilere ge¢meden evvel Lya-
punov anlaminda stabiliteden ne anlasildifini belirtmek ge-
rekir.

Lyapunov anlaminda stabilite; pertiirbe olmus hareketin
denge konumunun yakin civarinda hapsolmasi anlamindadir.

Lyapunov'un Direkt Metodunda, ¢8ziime ait bilgi olmadan
pertiirbe olmus hareketin diferansiyel denkleminden direkt
olarak stabilite halini incelemek ic¢in 6zel skaler fonksiyon-
lar kullanalir ki, bu fonksiyonlara Lyapunov fonksiyonu de-
nir ve bu metod uyarinca, Lyapunov fonksiyonunun varolmasi
stabilite icin yeter sarti ifade eder.

Direkt Metod ayrik sistemler igin uygun bir vasita oldu-
gundan, slirekli sistemlerin bu metodla incelenmesi modal ana-
liz ile miimkin olmaktadir.

Bu. ylizden ¢alismada silirekli sisteme ait diferansiyel
denklemden, uygun koordinat fonksiyonlari kullanarak ayrik
sisteme ait modal diferansiyel denklemlere geg¢iliyor. Modal
denklemler birbirinden bagimsiz oldugundan her biri ig¢in bir
Lyapunov fonksiyonu tanimlamak ve bOylece yine her birisi
igin bir stabilite kriteri vermek s6z konusu olabilirken,
HOLZER'in elde ettigi modal stabilite kriterlerinin her biri
modlardan bagimsiz oldugundan, herhangi birini'ele‘allp gubuk
igin stabilite kriteri olarak diisiinmek mimkiin olmaktadir.

HOLZER ¢alismasinda (18), SEVIN'in calismasindan yarar-
lanarak, (15) atalet kuvvetlerinin eksenel birlesenini ihmal
ediyor, benzeri sekilde LINDBERG'in ¢alismasindan (17) fayda-



lanarak da eksenel dalga yayilimlarini isin igine sokmuyor.
Dizayn kriterinin elde edilmesinde ise LAVRENTIER, ISHINSKY
nin ¢alismasindan (16) hareket ediliyor.

Halbuki MOVCHAN, A.A., vyapmis oldugu gallsmalarla (19)
Direkt Metodu siirekli sistemlere genisletmis, KNOPS,R.J.,ve
WILKERS,E.W. (20), Movchan'in stabilite teoremlerini eles-
tirmisler ve daha uygulanabilir hale getirmislerdir. Movchan
in metodunda, Direkt Metod'daki Lyapunov fonksiyonuna karsa
gelen bir fonksiyonel tanimlanmis ve bunlar yardimiyla, ha-
rekete ait parsiyel diferansiyel denklemden direkt olarak
stabilite halini elde etmek miimkiin olmugtur.

HOLZER!S.M., 1971 yilinda yayinlanan (21) calismasinda
Movchan'in teoremlerinden yararlanarak, daha evvel s&zii edi-
len galismayy bir kere daha ele almistair.

1.2 - PROBLEMIN TAKDIMI

Burada takdim edilen g¢alismanin temel amaca HOLZER'in
(18) diizlem burkulma hali ig¢in ele almis oldugu problemi,yi-
ne impulsif yiikleme altinda fakat burulmali burkulma hali
ig¢in incelemektir. Bu amag¢ ile tek simetri eksenli ince ci-
darli ve agik enkesitli, iki ucundan mafsalli, gubuklar igin
benzeri sekilde bir dizayn kriteri aranmistar. S5z konusu
olan dizayn kriteri bu halde sdyle ifade edilebilir : Bu kri-
' ter, gubufun maksimum lateral deformasyon cevabi ve ayni za-
manda maksimum burulma cevabi ilizerine diisiinlilen sinir (buna
cevap siniri da diyebiliriz), baslangi¢ pertiirbasyonlari(ek-
senel egrilik ve ayni zamanda burulma) ve verilen impulsif
yiikiin tesir miiddeti ile genligi arasinda baginti kurar. Bu
kriter yardimiyla da, s8zli edilen cevap  sinirinin kabul
edilebilir bir degeri ig¢in yiikiin genligi belirli bir kri-
tik deger ile sinirlanabilir. Bu durumda yikiin genliginin bu
kritik degeri asmamasi halinde, Lyapunov anlaminda bir stabi-
lite hali s8z konusu olmaktadir., Yani b8ylece Lyapunov anla-
minda bir stabilite kriteri elde edilmis olur. Ayrica bu kri-
tik yiik degeri, kabul edilebilir cevap sinirina bagli olarak,
temel moda ait statik burkulma yiikiiniin belirli bir kati ola-
bilir.



Buradan su pratik sonuca ulagilmis olur; gubuk iizerinde,
bagslangigta mevcut kusurlarin, elastik bélgede kalmak sar-
tiyla, konstriiktif yonden tolere edilebilir bir mertebede
"amplifike edilmesi hali ig¢in gubufu,genligi temel moda ait
statik burkulma yikiinlin belirli kata olan, bir impulsif yik-
le yiiklemek miimkiindiir.

Calismada yukarida lizerinde durulan cevap siniri, deger-
ce egilme ve burulma deformasyonlari ig¢in ayni alinmistir.Ak-
si halde arzu edilen dizayn kriterini istenilen formda elde
etmek miimkiin olmamaktadir.

Problemin ¢8ziimii, HOLZER'in ¢alismasinda oldugu gibi(18)
Lyapunov'un Direkt Metod'u yardimi ile elde edilmistir.Ciinki
bu gubuklar icin elde edilen diferansiyel denklemler (hareket
denklemleri) kuple oldugundan MOVCHAN'in (19) tanimladigi
fonksiyonellerin, bu problem i¢in elde edilmesinin, yapilan
arastirmalar sonucunda, ¢ok gﬁg olacagi neticesine varilmis-
tir. '

Problemin ¢6zimii i¢in gubugun impulsif yiikleme altinda
modal ihcglemesi yapilmis, yani gubuga ait kuple, degisken
katsayili parsiyel diferansiyel denklem takimi modal forma
indirgenmigtir. BOylece elde edilen modal denklemler igin,
modal stabilite kriterleri elde edilmistir. Bu kriterler
HOLZER'in (18) calismasindakilerin aksine modlara bagli ¢ik-
migtir. Bunu takiben bulunan bu netice simetri ekseni olmayan
agik enkesitli, iki ucu mafsalli gubuklara genisletilmistir.

Bu tip gubuklar ig¢in genel bir stabilite kriteri vermek,
simetrik kesitli cubuklara nazaran daha gii¢ olmugtur. Bunun
igin LAVRANTIER ve ISHINSKY'nin ¢alismasindan (16) hareketle
bu tip gubuklar igin bir modal cevap analizi yapilmis ve bun-
dan yararlanarak bir kriter elde etmek miimkiin olmustur.

1.3 - GALISMADA YAPILAN KABULLER ve IHMALLER

Yapilan kabuller :

B

A) Gubugun malzemesi homojen ve lineer elastiktir.

B) Yer degistirmeler gubugun boyuna nisbetle kiigiiktiir.



©)
D)
F)

" Yapilan

Yiikleme sirasinda kesit, diizlemi icerisinde ¢arpil-
maz fakat kesit dlizlemine dik ¢arpilma mevcuttur.

Cubuk iki ucundan mafsalli ve bu uglar burulmaya

karsi tutulmustur.

Yik ekseneldir ve yiikleme sirasinda dogrultusunu de-

gistirmez.

ihmaller :

I

II

III

v

(B) kabulii kinetik ve potansiyel enerji ifadelerin-
de yliksek mertebeden terimlerin ihmaline imkan ve-
riyor. Boylece kiigiik titresimler teorisi s&z konusu
oluyor.

- (A) kabulii ile bagaimli olarak SEVIN'in galigmasin-

dan (15) hareketle, atalet kuvvetlerinin eksenel
birleseninin ihmal ediyoruz.

Yine (A) kabuli ile LINDBERG'in g¢alismasi (17)bize
eksenel dalga yayilimlarinin problemin iglenisginde
ihmaline imkdn veriyor.

gubugun‘kesit boyutlari, boyuna gﬁfe kiiciik oldugun-
dan, lokal burkulma tesiri gdz &niine alinmamistir.

Kesme kuvvetlerinin egrilik bagintisina etk1s1 ih~-
mal edilmistir. :

1.4- SIMETRIK OLMAYAN ACGIK KESITLI GUBUKLARIN STATIK STABI-
LITE IFADELERININ CIKARILMASI. :

1.4.1 -

Simetrik olmayan agik kesitli gubuklarin emerji ifa-
deleri

Konsantrik yilikle yiiklii gubugun icsel deformasyon

enerjisi

‘Egilme ve burulmaya maruz agik, simetri ekseni olma-

yan enkesitli gubuklarda elastik b&lgede igsel deformasyon
enerjisi su ifade ile verilir (31)



L

U_—_LZS(EJ u+EJ viE EP@"%—GK@’+EA&) (1.1)

o .
Burada; EJ, =zayif eksen etrafindaki egilme rijitligi,EJk
kuvvetli eksen etrafindaki efilme rijitligi, EI garpilma
rijitligi, GK  Torsiyon rijitligi, &  aksiyal deformas-
yon ve . , v , g 1ise kayma merkezinin yer degistirmelerini
ifade eder. “

Burkulma deformasyonu esnasindaki enerji defisimini
inceleyecegimizden (1.1) ifadesindeki EA€® terimini ter-
ketmek kabildir. Bu durumda (1.1) ifadesi asagidaki hale ge-
lir. '

L
U=%S(Ej,diEj,v”iar*@”iekﬁz)Az (1.1a)
2 | ‘

Konsantrik yilikle yiikli cubugun dis kuvvetinin potansi-
yel enerjisi ifadesi :

Bu ifade kii¢iik deformasyonlar{halinde asagidaki sekilde
belirlenmistir (31)
L
2 12 W /¢t 2
V=,_%S(u VA 2y uR_2x, VB + € T&E)“(Z (1.2)
9
1.4.2. Konmsantrik yiikle yiikli, simetrik olmayan agik enkesit-

1i gubuklaran burulmal: burkulmasina ait diferansiyel
denklemlerin g¢ikarilmasi.

Toplam potansiyel enerji ifadesi ;

z " Y / ’ ‘
Ur=U+v= iS(EJ,d’JrEJxviEF@’ieriPu_zpvi

_2Py‘,up+2Pxovp pJe (3)47_ (1.3)

Stasyoner potansiyel enerji teoremine gdre Ur minimum
olmalidair. U; nun ili¢ degiskeninin fonksiyonu olusu hatirda
tutularak ve variyasyon hesabi esaslarina gdre ii¢ Euler denk- «
leminin gergeklenmesi halinde U; nun stasyoner olabilecegi
hatairlanarak (31)



g
EJ w4+ P$+Py°pl=o (1.4a)
EdvE PF P 0 (1.4b)
. o
Pyall — P,V Epﬁm+(P%f—6K)Bn= 0 (1.4¢)

Bu ii¢ simultane denklem simetri ekseni olmayan kesitli
gubuklarin konsantrik yiik altinda burulmali burkulmasinin
diferansiyel denklemini verir.

Burada J, , S kayma merkezine gbre kesidin polar ata-
let momentidir. X, , V¥, ise kayma merkezinin koordinatlari~

dir (Bak.Sekil 1).

Sekil 1
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Tek simetri eksenini haiz kesitlerde (1.4) denklemleri, -
kayma merkezi simetri eksenleri lzerinde bulunacagina gbdre,
koordinat eksenleri kesidin agirlik merkezinden geg¢tigini ve

X . ekseninin kesidin simetri ekseni oldufunu diislinerek, Se-
kil 2 ye gbre Y,=0 koyarak gegerli olur.

Bu durumda Sekil 2 deki gibi tek simetri eksenli kesi-

di olan gubuklar igin burulmali burkulmaya ait diferansiyel
denklemler su sekli alir :

EJ,LP+P&I=0 (1.52)

E3V% PV Pxf =0 (1.5b)
hid U I :

- Px,V+EMB +(Pr-GK)p=0 (1.5¢)

Sekil 2



11

(1.5) denklemlerinden son ikisi simultanedir.Birinci
denklem bagimsizdir ve Y-y ekseni etrafinda diizlem bur-
kulmay: ifade eder. (1.5b, 1.5¢) simultane denklemleri ise

Y dogrultusundaki burulmali burkulmayi ifade eder.

Elde edilen bu lineer denklemler, kiigilk deformasyonlar
hali ve elastik b&lgede kalindigi kabullerine dayanmaktadir.

1.4.3 - Diferansiyel denklemlerin ¢Oziimii, simetrisiz ve tek
‘ simetri eksenli acik kesitli gubuklara ait kritik

yiklerin tayini.

$imdi asafidaki denklem takimini ele alalim :

EJ,U+PU +Pyg =0 (1.4a)
EJx Vi PxogIl =0 (1.4Db)
Pyl PuoY 4 EFE(PI_GK)g=0 (1.40)

Bu simultane denklem takimini sagliyan U , V , 2 g6~

ziimlerini W (0)=V(0)=g(0)=U(L)= V(L)=g(L)=0
sinir sartlari iginm

knz _ k k
U.=C4 sin T V_— C25|n . E-Z €=Css\n ?;Z- (1.6)
seklinde yazabiliriz.

Bunlari (1.4) denklem takiminda yerine koyarsak :
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EJ.C, li—2—45% krliZ_C4 1‘1” Psin €1Z l‘”Z ~PyC, l‘z" sin 1‘[‘_7- o}

E]XCZE‘%““S,H knz ¢ &2 n Pein knz+Px°C kntomknz_ o
1*

T
_PyC_ lch $lhk”Z+PxC.k"sml.‘_Z+Er\C k4n E‘L‘

—(Pi— )Cs%fsmt_‘lll_é=o

Boyle bir ¢&ziimin mevcut olabilmesi igin (4, C,, Cy
sabitlerine ait katsayilar determinantinin sifir etmesi 13-
zimdir. >, = kn/L dersek gerekli sadelestirmeleri yaparak
katsayilar determinantini sOyle yazabiliriz j

EJ N _p 0 ~ Py,
o) EJO% P Px, =0
_ Py, Px, EFA.Z‘—(P%:-GK)

katsayilar determinanti agilirsa :
(R P)(Bu=PNBiP) - P (B P) P (RumP) =0 (1.7

seklinde kiibik bir denklem elde ederiz. Bunun k8kleri olan
R. degerleri gubugun miimkiin olan ii¢ burkulma yiikiini verir.
BuradaQK,P ve F, parametreleri sirayla su anlam ve
forma sahiptirler; P« , PR, asal eksenler etrafindaki bu-
rulmasiz burkulma yilikleridir, P, ise kayma merkezi ekseni
etrafinda burulma burkulmasi yikiidiir. Bu parametrelerin for-

mu ;

pxt(:‘ kzﬁz.ij /‘3 (l . 8a)
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Ry = Kn*E), /L (1.8b)
Bu=L(GK+EM Kn/ ) © (1.80)

- seklindedir.

Burada ' kayma merkezine gdre kesidin atalet yarigapi-
ni gosterir ve

2= jx +j)’

r 4_xf4-7§

seklindedir. Baska bir deyisle, eger c¢ubuk kayma merkezi ek-
seni etrafinda burularak burkulmaya karsi tutulursa Ry ve.
R« asal eksenler etrafindaki burkulma yliklerini ifade
eder. p,_  1isej gubuk lateral deplasmanlara karsi tutuldugun-
da kayma merkezi ekseni etrafinda burulma burkulmasi yikidir.

Eger kesit bir simetriyi haiz degilse (1.7) denklemi ba-
sitlegstirilemez ve ii¢ P, kokiinden her biri Py , Pyx ve
B nin fonksiyonlaradir. Bu tip kesitler ig¢in sadece nor-
mal burkulma veya sadece torsiyonel burkulma sz konusu ola-
maz ve her bir P, burkulma y{kii burulmali burkulma tipin-
dedir. Bunlarin degerce en kiicligii i¢in sistemin burkulmasi
sbz konusudur. Ayrica bu yik B, , R, ve Fy paramet-
relerinden kii¢iiktiir ve bu her zaman gdsterilebilir (31).Eger x
ekseni simetri ekseni ise (Bak.$ekil 2) bu durumda Y,=0
olmaladir. Bu durumda (1.7) denklemi su sekle indirgenebilir.

( P_ Pvn)[rz(p—&KX = eﬁK)"szﬂ =0 (1.9

Bu durumda yine {ig ¢Bzlim mevcuttur. Bunlardan viri P=R,

dir ve y_y  ekseni etrafinda gubugun normal burkulma yiikii-
diir. Diger ikisi kdseli parantez ig¢indeki ikinci derece ifa-
denin sifaira esitlenmesinden elde edilen denklemin kdSkleridir
ve iki burulmali burkulma yiliklinli gésterirler. En kiiglik burul-
mali burkulma yiiki £, ve @K degerlerinden kii¢lik ola-
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caktir. Bu yiik ayrica P den biiylik veya kiigciik olabilir.
y y YK y §

Bu durumda tek simetri eksenini haiz kesitler iki mod-
dan birinde burkulurlar. Biri simetri eksenine dik eksen
etrafinda diizlem burkulma, digeri ise burulmali burkulmadir.
Burkulmanin bu modlardan hangi birinde olacagi kesidin sek-
line ve geometrik boyutlarina bagladzir.

Eger kesit iki simetri eksenine sahipse bu durumda kay-
ma merkezi ile agirlik merkezi {stiiste ¢akisacagindan X,=¥%=0
olacaktar.

Bu durumda (1.7) denklemi su sekle indirgenir ;
(PR P-B)(P-By)=0 | (1.10)

Bdylece ig muhtemel burkulma yiki B¢=Rm ,&1==RK

veya ﬂz=F%K olacaktzir.

Kesit sekline bafli olarak bunlardan biri en kiigik de-
geri haiz olacak ve burkulma modunu tayin edecektir. Bu hal-
de {i¢ burkulma modunun birbirine etkisi yoktur.

Simdi (1.9) denklemini ele alalim :

R (PR )P-R,)- P =0 (1.9)

bunun kdkleri

Ree= Rx | (1.9a)

e(¢qz: P¢K+E(K—\§EK+EK)2“4K8KPXK , (1.9b)

burada
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K= B/r" = 1 (%) - (1.9¢)

olmalidair.
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BOLUM 2

2.~ SIMETRIK OLMAYAN AGQIK KESITLI GUBUKLARIN, EKSENEL
DEGISKEN YUKLER ALTINDA EGILMELI-BURULMA TITRESIM
DENKLEMLERININ GIKARILMASI

Hareketin diferansiyel denklemini tayinde, ufak titresim-
ler teorisi ile ugrastifimizi goz OSnlinde tutarak, uygun koor-
dinat fonksiyonlari secip, Lagrange denklemlerinden hareketle
neticeye gidebiliriz. $6yle ki ;

Uzt)=> f 0 2e) (2.1a)
k=1

ﬂKH) burada HJ boyutundadzr.

Vizh) E.‘(u(t)% (z) (2.1b)
burada &J boyutundadlr

pzt) =.< FhOZE) (2.1c)

4

(2.1c) de .%_ katsayisi £K&) yi ﬂj boyutuna getirmek
igin kullapnilmistir.

Burada yﬁﬁkz)fonksiyonlarl, problemin sinir sartlarina
saglamasi1 gereken, uygun koordinat fonksiyonlaridir. Bunlar
tam bir ortogonal sistem teskll edecek sekilde segilecekler-
dir.

ﬁéf) 3 (L=412/3),(k=@~v“) carpanlari ise zamanin tayin
edilmemis fonksiyonlaraidir.

Bbylece sistemi, slirekli bir sistem olmaktan g¢ikaracak
ayrik bir sistem haline getirecegiz.

Ote yandan ;
tZ

o : (2,2)
Variyasyon problemi bizi, ¢ok iyi bilinen LAGRANGE denklemle-
rine gdtiirlir.
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d (aLy_2L _q. (=1,2,. ... , s,
] ' E(—a—'—qt) gqt—O.L ('t 4)21 ﬂ) (2.38)
urada ;
_ Q; =2V (2.3b)

dir ve genellestirilmis kuvvetler olarak adlandirilir. Bu ifa-
dede \/ das kuvvetlerin potansiyel enerjisidir.
(2.3a) ifadesinde,
L=T-U (2.3c)

gseklindedir. Burada | sistemin kinetik enerjisini, U ise
sistemin i¢ kuvvetlerinin potansiyel enerjisini belirler.

Yine ayni ifadede 9§, ler ise genellegtirilmis koordi-
natlardir. Bu problemde {éﬂ leri genellestirilmis koordi-
natlar olarak ele alirsak,

fWld=q =9, f®=q (2.3d)

Boylece (2.3a) ifadesini agik olarak s8yle yazabiliriz :

d a1y 2U_v " ({423, (2.4)

2.1.- GUBUGUN POTANSIYEL ENERJI 1FADELERININ GIKARILMASI

$imdi B6liim 1.4 de verilen enerji ifadelerinden yarar-
lanarak U ve \/ potansiyel enerjilerini yazalim. Bu hal-
de yer degistirmeler u(zt) , vty , g(zt)
$ek11nde hem Z ve hem +t nin fonksiyonu oldugu g&z &niinde
tutularak ve (l.la) ifadesinden yararlanarak sistemin i¢ kuv-
vetlerinin deformasyon enerjisini soyle yazabiliriz ;

2
U= —;_-S[EJY( g‘“ +E( iﬁ-}lf+gr (2D ) J oK 28 (2£zt) [ ]dz

"(2.5a)
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Ote yandan dis kuvvetlerin potansiyel enerjisinin ifadesi
(1.2) ifadesinden yararlanarak,

V. P®) S[KQU(Z,t) av<zt)§

+zy(9u<z,t) )(awzg) (V(z.t))( a(zz,t)

(268,
( B(Zt J‘fz (2.5b)

2.2.,- QUBUGUN KINETIK ENERJISININ HESABI
Bunun ig¢in cubugun kesitinin agirlik merkezinin U

ve v, yer degistirmelerini kayma merkezinin yer degistir-
mesi cinsinden ifade edelim. $ekil 3 den faydalanarak,

Vo =Y, 4+ Vg =Y COSPg — %, SINGg

kiiciik yerdegistirmeler teorisi gegerli oldujundan

cos@s= 1 SN B =B,
olmalidar.

Buradan Vg =V Bs=p denirse;

Vo= Yok VYo —X,8

V= VX8
6= V%P (2.6a)

Ug= Xo + Us +, SIN@g — X 0SB

Kﬁgﬁk yerdegistirmeler gegerli oldugundan ;

cos@ = 4

SINBe o2 B,

olmalidir.
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Sekil- 3
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UG=><°+U5 +Y, 8¢ — X,

Ug = U
=8
denirse

Ug=U+Y, (2.6b)

$imdi sistemin T kinetik enerjisini T=T,+ T, +T;
olarak bir toplam seklinde diisiinecek olursak

T, KINETiK ENERJISININ HESABI

Bu enerji gubugun kesitinin agirlik merkezinin Ug
yerdegistirmesinden dolayi ortaya g¢ikar. Bu yerdegistirme
yukarida (2.6b) ifadesi ile belirlidir. Bu durumda kinetik
enerji ifadesi

L .
T=mCout _ mouzt v 2842
_ TZN\5 )Jz——z- ( =% +Y, —%#—’-)dz (2.7)
o [o]
T2 KINETIK ENERJININ HESABI

Bu kinetik enerji gubufun kesitinin agfirlik merkezi-
nin V, yerdegistirmesinden meydana gelir. Bunun ifadesi
(2.6a) formiili ile belirlidir. Bu durumda kinetik enerji ifa-
desi ;

L=z S(a\é d=1 Sél(zdl % 82y (2.8
(o}

Ta KINETIK ENERJININ HESABI

v Bu kinetik enerji cubugun agirlik ekseni etrafinda
yaptigl: 8= B =R dénmesinden meydana gelir. Bu du-
rumda kinetik enerji ifadesi
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T

L
2
3= mr‘;z 95(&9)&2 (2 ‘9)

ot

o]~

(o)

Simdi sistemin kinetik ve potansiyel enerjilerini toplu ola-
rak yazalam :

(2 5a) dan
S[EJ,( Jua U@J)+ EX 92@) + EP<91_ES_&1>+ eK(282) f}iz
(2.5b) den

Vet 1 Pi) S[ U(Zt av(z,t) )2+2Y (aua(z;) )(2%%_:&)

_ 2x°(2%}§l><9_%)%ﬂ>+ra< 9(59(zz,t) )2}41

(2.7), (2.8), (2.9) dan kareleri agar ve diizenlersek,

T=T+T+T,
L
T= 42 m S[( SUégc,t) ) (awz‘t) > +r‘( 2B(zA) >
[o]
+2Y, (%(zt))(?@(:cz, )

_2x (svud))( 28 9(3) )]Az

B6ltm 2 nin basindaki (2.1la), (2.1b), (2.1lc) ifadelerini,ener-
ji ifadelerinde yerine koyarsak ;

U=4 [EJEZL; £z 42 35S 14 cumuzg+
Y_ M'ﬂcdz dz 4,:4]::'\21'74(&2 dz%

'r URKIYE
BILIMSEL ve TEKNIK
ARASTIRMA KURUMU
I\UTUPHANES!
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PSS 2 I 165 S 4, 48 4

3
=1 k=A K dz2 422 dz

olur.
2. d%e
V=14 P(t)S[ >2 _‘Fﬂ{mé—- LK
SS §.f 51_794& 2SS [ 4% dZ_
+ﬁzk—4zcm * 4242144 %z dz
)(o 7C Zk AZL AZ\L
—EF Z}_—M TQ’J’z”ﬂ T
olur.
L
1 (S S i dhe L oy o J;; df;
1= 2" SZZA d&t cltZ/Z clt A’fzz + A?:L _j:kzz +
,,clh %o 3y db g
+2Y g _E%ZZK— Xo S8 X )Jz
olur.
Bu ifadeleri daha diizenli yazarsak
: i 4%
U=i%2(gyggk+m MRMEN N )o = :E‘Z‘Jz.{-

___§ E GK{‘BL{?’KS CJZL AZKC‘Z

{4 k=g



olur

olur.

olur.
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L

U= 4[> 2> (Bt Elbuitoct £ El"{ugkls %_Z_ AA

NN

£dz

\

Nolk

-+ ?,zzzGK-ng 3KS§“? %Az]

1=1 k=t

n n

V=4 P(‘c)EE( 4K+ le(r-‘f ‘EH;K—ZE«(?? Lkt
L
: dZ: 3%
+ {aﬂtskls Et EK dz

n n
_ bt | dhi b, dfsi df
=z %%[ &R R TR AT

L
420 = JI %f_s_z 2’?"5}; ijc»z SZLZKAZ.

2.3.- HAREKETIN DIFERANSIYEL DENKLEMLERININ GIKARILMASI

Yukariki enerji ifadelerinden ve LAGRENGE denkleminden

hareketle ;

4 _9_T_>_2 (T-u)=2% (j=123)

(1=1,2,3,...,n)



j:ﬂ i¢in enerji ifadelerinden yararlanarak, sunlari ya-
zabiliriz.

L.
o7 dhe Yo d,
EM mg( xT g’%?ﬁ% b

Ote yandan

dt< )mgsa‘r“P’:%‘g)Sz;%kdz (L=1,2,-- 1)

d% a?Zg dz. 1=1,2,...» 1)
4(,—2 Ejy w) iz a7 (

/11.

n
4{_'3\/ p(t)kzs [+ Y fyy) SAZL d% 45 (i=1,2,...,n)

Bu ifadeleri j==4 i¢in Lagrange denklemine koyarsak,

n L L
1K 0‘(14 S 2y 42
%g:rn {é} 4’\L ddéL S;QQSZKAZL+:§:EJY£KS;i%%%(%%%‘ﬂz
(0]

1

L
= P(ﬂz wt -——T;k_ Clz" Clz“dl

(1=4,25.-5n) (2.10a)

ifadesini buluruz.

j 2 igin enerji 1fadeler1nden yararlanarak, sunlari
yazabiliriz :

[
T rdhye % Cor
;52;{-"’%éfzﬁj r'§¥'gf;ggtgzkdz'



S o> -2 Sa e
L
Wonal i
(-
Quim P = P2 (6, -2 ) SA% dZy;
Bu ifadeleri 4=2  igin Lagrange denklemine koyarak :

L
S (P x 4% S < AZLAZ
%{m( i + A.tLK Z,Q_ZKC{Z + % ij‘FzK 2_ T ‘,‘_‘Ci

_P(t)E( Xo f ) ‘JZ“ ‘437?&1 (1=1,2,..,h) (2.10Db)

2T T 3Kk c‘Z

ifadesini buluruz.

1=3 i¢in enerji ifadelerinden yararlanarak, sunlari
yazabiliriz :

L
E(J%‘“"yﬁ &m &%L%K SZiZKJZ‘

9(
J o7 _ > dz‘{at Yo Jz‘ﬁk 5947'-[1& p ryd
g s
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POS (Lt f % ey ,_
Q*"Q (= P(t)gsgﬁ £, % ,EZKS

Bu ifadeleri j-—3 igin LAGRANGE denklemlerine koyarsak,

E( Az;sk+\a,4\‘«a 39 atz SZZ dz +

e dtr Ut

1< Py Py cm A%
T k:,EP‘(BSS dzt Iz d1+4 GK{BK e "‘\‘AZ

n L .
= P(t)gﬂ(#&{-:fr_o_‘fm_ 5;;%)5 43%& %%_’K dz (2.10c)

ifadesini buluruz.

(2.10a,b,c) ifadelerini toplu halde yazar, dC )/dt

operatdriinii, [ d&*( )/t operatbrimi DZ ile gdsterir-

sek, ayrica,

. v
A= S%ﬂ,io\z (2.11a)
sza d*%
= . Jz? TIZZ AZ. (2.11b)
[
¢ < &id%y, (2.11c)

w=)dz dz
[#]
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notasyonlari kullanilarak (2.10a,b,c) ifadeleri asagidaki
hali alir :

1]

n n
% m D&“PL:' Dz‘csk)awr% 4E]Y‘[mb1;|<= Pm%g‘[m +2% 1) Ci

n ‘ n
(e D) 02> B0 b= PO (e )i

4

M5

(2.11d)

i) n
(Dbt Ye B, % [f{u)aikw—ﬂ%i;r‘ﬁs,‘biﬁ %z% ?Kﬁkcm

M5

1

n
= P(t)%fﬁ.ﬁ\-’r%im—’é’@)cik (i=1,2,... - ,n)
veya

; J:(m Dza‘u{" Edyby — P(ﬂcik){m + 0.5 +

—!—(m\-ff Dlaik—-YT‘: P(t)cik)‘FsJ:O 7 (2.11e)
. 2
%1 [O o+ (m Da, +E]x by, —Pl) C(u)Izt -

2 .

> [l Bou—peytec ) (e Do P
+(mDZa;K+”?zEP by, + 4, Gk ¢ —PWE) CiK)‘Fsk]:o

((::'1,2}....,”)
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B6yle¢e 3n adet kuple diferansiyel denklem takimi elde
edilmis oldu.

Ote yandan,

Pu; —mBay, £ ET by —POIC, (2.12a)
Qu=m-e Dy, — % Pl c (2.12b)
o m quin“" Edb, —Prcy, (2.12¢)
54a=—(m’{302am— 2Py, ) | (2.12d)
Q=M % Dzaik —Pe)lecy, ~ (2. l.2e)

2
Up=mDag+ L EMb, +4 6ke~P) Gy (2.12£)

(2.12a,b,c,d,e,f) notasyonlari kullanilarsa yukariki denklem
takimi asagida gdriilen vektSr-matris denklemi geklinde yazila-
bilir.
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/%\ (o
”
’(34 O
ﬁz =] O
f o
%z O
k- ./ \

'/

(2.13)

Boylece (2.13)kdenklemini kisa olarak sdyle yazabiliriz ;

. Burada ;

1

3

K

12 . 3,

22 . 2
32 . 3

\

A

\ -/

(2.14a)
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/ \ /4 \
I 0 I «
9 s Ui £

\ K ® / k 3K/

$imdi gubugun iki ucunun mafsalli oldugu halini ele alalim;
bu durumda sinir sartlara $0yle olmalidir ;

2 2
Uot=vior)=pOt)=2UoN . VO - JBOb o, .

. _ 2Pl _ V(LA _ 9B
V) = V(Lt)=B(Lt)= a(zLZ): a(z?ﬂ_ 2%(22 =0 (2.15b)

Bu sinir sartlari gergevesinde, koordinat fonksiyonlari ola-
rak simetrik kesitli gubufun serbest titresim formlarini alir-
sak ; (10)

Z‘K(Z)r- sin ’i',T_—Z (k=4,2,-~-',n) (2.16)

Sistemin ¢Oziimii (2.la,b,c) den hareketle sbyle yazilabilir ;

UGzit)= hy () sin k2 (2.17a)

V(zt)= Lutt) sin Lz (2.17b)

Bzt)=1{ tysin 'ﬂr‘:._z (2.17¢)
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Gubugun serbest titregim formlari ortogonal bir sistem meyda-
na getirdiginden

k7éi igin
Ssm mLz sin ‘.‘—“_7: dz=0 (2.18a)
o
k=4. igin L
inz knz 4, _ L N
S SN SN+ dz=7% (2.18b)
o}
Benzer sekilde (o5 ‘ﬂ% (k=t2,.... ';“} sistemi de orto-
gonal bir sistem meydana getirdiginden
kst i¢in
L , :
S cos 11Z oe, K12 d7 _ o (2.19a)
L T »
0
k=1 igin
L
Sc.o:a.ml_Z cosiriz: dz .—_% (2.19b)
o
olur.

Bdylece F(ik matrisinin elemanlarini asagidaki sekilde
hesapliyabiliriz : :

2

fo=mDay +EJ, b, - Py,
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Ote yandan,
L
()

bu durumda

L
inz . knz
am= SS\n —-—C sn __l: dz

o

olduguna gdre sunlar s6z konusudur :

aik =0 1.3“(
qik-_—"l‘i - 1=k

Ote yandan,

oldugu bilindigine gdre ;

Benzer sgekilde,

£ (kn : . Loz
_._—2—.—‘-— T)s\n —
bbylece 22 =
. o
bm__(%g)f;swﬂ%%sw1k%%dz_
Q
olur.
b,=© 14k
4
ki :
dersek,
4L
biz"" >\K A

(2.20a)

(2.20b)

(2.20¢)

(2.204)
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. ,_.S 47 %& dz (2.20e)

olduguna gére,

dZi_ ku s k1

PP T
2 p- '
o (kn M2, e KTZ
Ccu—<"z)SCOST°°°T dz
o
olur.
' = ko
Ap= -
dersek,
C..o= 0 A4k
W * (2.20f)
2
CLK=>\'<I:Z 'L=‘<

Bsylece K«LK matrisi su hale gelir, 4i=k icin
fis O 9

K1‘.K=KKK= S Yey Skx , (2.21a)

riz ;

R 2 4
Py=mD & +Z‘§—LE3 XLl pw
2 4 2 .
fue=mDb 4+ 2L gy Nk pit) | (2.21b)
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2 4 L 2 LONIL
U= mB5 + 2 EML 4 2 6K — 2L Pt

i#k  icin, (2.12) ve (2.20a,....,f) den :

O » »

o o (2.22)
o)

oldugu goriliir.

Bdylece (2.13) ifadesi su hale gelir,

o 3, o o o-Y(4)(°)
o A S 0 o o % ©
9  Su Uy o o o - {3 o
o o o By 0 9, 1, _ o
o o o o e S e o
(o) o O % S, Uy, éz (0]

(2.23)
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Bu durumda (2.13) ifadesindeki lineer operatdr, quasi-
diyagonal forma gelmis olur. Yani 3n adet (2.1le) kuple
diferansiyel denklem takimi bu sekilde kendi aralarinda kup-

le {i¢ denklemden olusan n adet ayraik denklem takimina d&-
niismiis olup.

S6yleki :
&Jm+ﬁmﬁk=o

R Fau + 5&&‘[% =0

(2.24a)
Qo+ Syt UisFa=0 (k=4,2,....,n)
veya daha agik :
4
Eﬁ >\—K2-l—'Ejy—->\nL P('t)]ﬂk-\-[mY_lf li \_(igp(.t)xkl-]‘f k-‘o
EﬂDL >\\<L E—Jx._,_F__. P('t)_-]fZK l:mép L—Z.__X___Ya_: P(t)>"‘|- 'FBK— (2.24b)

£ % o € © >\2 L {
[m¥8y —te pyllr, [ By Xepw Xl +
2
P Y A Y o TR AN ) e

Diizenlersek ;

: |
JJJE‘: 4mle %%K +>? Elbu- PON a4 T2 ) =0

2
m%_m)%éji‘;-*_)\ktj foc— PN (=X £, ) =0 (2.24c)
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ml %rfﬁ mi Sgm St (E +6*<X7‘)£.<

R Pt e - 2] =0
( k=1,2,...,n)

2.4. - BASLANGIC SARTLARININ TANIMI

. (2.24c) diferansiyel denklemlerinin g¢ikarilmasinda, dii-
siinlilen sinir sartlari ve ilgili koordinat fonksiyonlari ile,
bunlar yardimi ile bulunan Uzt) , V(Z4) , g(z,t) fonk-
siynlarinin seriye acilmis sekli evvelki b&liimde ele alinmisg-
ti.

Simdi benzer sekilde baslangig¢ sartlarini tesbit edelim.

u(z,0)=9,(z) V(zZ,0)=¢(z) B(z0)=9,2)  (2.25a)
’aU(ZH (Z't
(P90) g (BE0)ye () g @
Burada 0Lz <& L dir.
Bunlari koordinat fonksiyonlari yardimiyla seriye agar-
sak ; : '
n n
DD Bt , BDDHen ) gaSta R (2,250
= k=1

Benzer sekilde

—\‘/4 (z) —Z’\HKSIN _l?_. WZ(Z)—ZW SN === '<TIZ %(Z)_%’\V A sin KNz kﬂZ (2.25d)
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2.5.- TITRESIM DENKLEMLERININ VEKTOR~-MATRIS NOTASYONUNDA
GOSTERIM1

Titresimin li¢ simultane denklemini vektSr-matris notas-

yonu kullanarak tek bir diferansiyel denklem geklinde yazabi-
liriz. S$oyle ki:

/)
4K
.FK= fu (k=12,..,n) (2.26a)
fo
L
\
(1 o %
=
F:; o A e (2.26b)
e
Liﬁ &=F
/
(., )
EJ, A o o
Rx= o ijﬁ,‘ 0 (2.26¢)
\ 0 0 %Z(Er’}\t-I-GK)\i)/

Boylece (2.24c) denklem takami tek bir matris denklem olarak
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mE é;’;fi JR-%PwF=0
(k=123,.--n) (2.27a)

seklinde veya
J"w[" FR- AP0 LEN=0 (‘<=4»25""”) (2.27b)

seklinde yazailabilir.

2.6.- GUBUGUN ENERJI IFADELERININ KARELER TOPLAMI HALINE
GETIRILMESI

Simdi (2.24c) denkleminin tanimladigi sisteme ait ener-
ji ifadelerini ele alalim. BoSliim (2.1), (2.2) ve (2.3) den,
Kinetik enerji ig¢in :

2 .2 .2 . o e e
TK=.‘2-[£K+¥“ +¥3K+§‘I_°£h¥w_3?ﬂ,}3;_] (k=12,-5")  (2.28a)

1¢ kuvvetlerin potansiyel enerjisi igin :
=-44[>\4E]¥ +>\KEJX{2K+ >\4EF¥ +>\K4,:ZC:KF3K]  (2.28b)

ifadelerini yazarsak; ayrica bunlari matris-vektSr notasyo-
nunda gdsterirsek,

1=%£[ml=j£ (k=142,3,..,n) (2.29a)

. _
Ue=%F R4, (k=12,3,...,n) (2.29b)
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Su ifade geklini kullanarak

B(EE)=£ [F1E, (k=t,2,..,m) (2.30a)

Al £ )=ERS. (k=4,2,...,n)  (2.30b)

veya belirli bir Kk i¢in (bdylece gegici olarak k endisi-
ni kaldirabiliriz)

B-~F (2.31a)
A=RK ' (2.31b)

denirse,

B(f.¢)-f Bf (2.310)

AlES) - £AS | (2.320)

Ote yandan (2.29a) ve (2.29b) kuadratik formlari pozi-
tif definittir. Bu 6zellik problemin karakterinden gérmek
kabildir. $6yle ki; kinetik enerji daima pozitiftir ve sade~
ce sifir hizlar i¢in saifairdar. Potansiyel enerji ise denge
konumunda bir minimumu haizdir, dolayisi ile pozitif definit-
tir. ‘

Bu iki reel kuvadratik form A(f§)-\B(f§)
seklinde bir kuvadratik form demeti belirlerler.

B(E;) kuvadratik formu daima pozitif definit oldugun-
dan AlEE) - XB(EF) form demeti regulardir de-
nir. Ayrica
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|A_>\B|=o (2.32a)

denklemi, A(‘,f)—AB(‘F;F) kuvadratik form demeti-
nin karakteristik denklemi olarak adlandirilir. Ote yandan
s6zli edilen kuvadratik form demetlerine ait su teoremleri
ele alalim :

Teorem (25) (Vol.l, s.310, Teo.8)

A(X,X)_)\B(X,X) formunun regular bir deme-
tinin |A - 2AB|=0 karakteristik denklemi daima
Z (245,205,235, zn;)  (4=4,2,...,n) asal vektdrlerine te-

kabiil eden n tane reel Ak kdkiine sahiptir.
4 3 . '
Az-)Bz (§=1,2,3,..--»n) (2.32b)

Bu asal vektdrler Oyle segilebilirler ki, S,{j Cronecker
deltasi olmak {izere

B(ZSZ)- 5,

i (Lj=1,2)....,n) (2.32¢)

bagintisi saglanir.
Teorem (25)(Cilt 1, s.314, Teo. 9)

Eger Z=[Zy) , A(X,X)-AB(X.X)
formunun regular bir demetinin bir asal matrisi ise, bu durum-
da

X =2'§ | (2.33a)

transformasyonu, A(X,X) ve B(X,X) formlarinin her
ikisini birden kareler toplamina indirger :

n 2 n 2
X% 2% (2.33b)

§=1
burada PYD VORI Y A(X,X) - AB{X,X)

o i
SRV L RN
oo /
5
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14 2 n
demetinin Z in Z,Z,.. ... iy A kolonlarina tekabiil
eden karakteristik degerleridir.

Bu iki teoremden yararlanarak su neticelere gelebili-
riz.

Oyle bir
'F =T7- (2.34a)

nonsigular transformasyonu mevcuttur ki, bu transformasyon
(2.31c) ve (2.31d) deki A(F$) ve B(§f)  kuvadratik
formlarinin her ikisini birlikte kareler toplami haline ge-
tirir. :

A(Z,Z‘)=§%52,- | (2.34b)

. ;3
B(ZZ ) =5Z1 z? (2.34¢)

Burada Xi ler

|BA-)E|=0 (2.34d)

denkleminin kékleridir.

: 4

Yani, >\,j ler BA matrisinin karakteristik deger-
leridir. Bu karakteristik degerlere T matrisinin t‘, tz,-ts
kolonlari tekabiil eder.

Baska bir deyisle | matrisi A(E;)—AB(,’:{)

form demetinin asal matrisidir.

Bu matrise ait asal vektdrler Oyle segilebilir ki,

TUORKIYERE
BILIMSEL ve TERNIK
ARASTIRMA KURUMU
KUTUPHANESI
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% N AR L
B(tt)=tBt=¢; (4i=1,2,3) (2.34e)
sarti saglanar.

OtF yandan birinci teoremden su neticeye variriz :(2.34d)
deki BA matrisinin daima A, , X, , N3 seklinde, {i¢ reel
birbirinden fark11 karakterlstlk degerleri vardar. Bunlara te-
kabiil eden t , ¢, £ karakteristik vektdrlerine ait karak-
teristik kolonlar (2.32c) sartini saglarlar ve tam,ortonormal
bir sistem teskil ederler.

Bdylece yukarida Szelliklerinden s6z edilen koordinat

‘transformasyonu yardimi ile kinetik ve potansiyel enerji ifa-
deleri degisik k sayilara igin :

.2 .2 .2
TK=i4_[_24K+ZZK+Z'3K

(k=4,2,.. ,n) (2.35a)

U= 402+ A Zat MZad (2.35b)

seklinde yazilabilir.
2.7.- DIFERANSIYEL DENKLEM TAKIMININ MODAL SEKLI

Simdi (2.27b) denklemini ele alalim ve gdyle yazalim:

ﬂ’ﬁl“ FR‘ >\ Pt) ¥ (o) (k=12,...,n) (2.36a)

Ote yandan dyle bir koordlnat sistemi segmek miimkiindiir ki
bu koordinat sisteminde 4 F R« matrisi diyagonal forma
gelir., Simdi s6zii gegen koordlnat sistemine geg¢isi sagliyan
non singular transformasyonu sdyle yazalim ;

£-T.z, (k=42,....n) (2.36D)
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Béylece (2.36a) diferansiyel denklemi su forma.dBnﬁsﬁr ;

2 - ) '
-';%—’L%K-‘_ jrﬁ F RJKZK'— >\ZK P&)—:;,TK'ZK':-O

Ote yandan 1; nonsingular bir matris oldufuna gbre ;

ajtzzK_‘_T@ FR T Z, _,>\ Pt)LZ,=0 (2.36c)

(2.36c) ifadesindeki ikinci terimin
—4 i 4
Tk(mFRK>TK=
gseklinde yazilabilmesi igin

(%Tﬁsz"kE;>TL=<>

olmaladar.

11 nin nonsingular bir matris oldugu hatlrlanécék
olursa = :
L E |
4 FR.-}E|=0 (2.36d)

seklinde ilgili matrisin karakteristik denklemi elde edilir.
Ote yandan B8liim 2.6 da (2.34d) denklemi ile bu b&liimdeki
(2.36d) denklemi aynidir.

$oyle ki: Bolém 2.6 ; (2.3la) ve (2.31b) den dolayir

-1 4 ;
BA-LER, , (2.36e)



44

oldugundan, bu iki denklem ayni karakteristik degerleri vere~
cek bdylece karakteristik vektdrler de ayni olacaktir. Bu du-
rumda, BSlim 2.6 da enerji ifadelerinin her ikisini de birlik-
te (2.35a), (2. 35b) geklinde kareler toplamina indirgeyen
koordinat transformasyonu ile, bu bdliimde s&zii gegen koordi-
nat transformasyonunun ayni oldugu gdriilmektedir.

Bu demektir ki enerji ifadelerini kareler tdplamlna ge-
tiren transformasvon diferansiyel denklemi de asagldakl for-
ma 1nd1rger H

z, / 2 ' .
‘J—CI%Z"‘+\X"»7_1K—~>‘KP&)4?“Z&'—=O (i,k=1,...,n) (2.37a)

‘Burada A{ degerleri (2.34d) veya (2.36d) denklemlerinin k&k-
leridir. BSlim 2.6 da s8zii edildigi gibi bu kokler; ilg, reel
birbirinden farkli kdktlir ve bunlara, komple ortonormal karak-
teristik vektdrler karsi gelir.

Ote yandan bdyle bir transformasyon, gdriilecegi gibi,cu-
bugun yliksiiz halde serbest efilmeli-burulmali titregimini
koordinat fonksiyonu olarak diisiinmeye denktir.

$oyle ki : cubugun yiliksliz halde serbest egilmeli-burul-
mali titresiminin diferansiyel denklemi ;

éi{n+4_|_:1R{,=o (\g=4,2,,..,n) (2.37b)
gt T MmN ‘ . . _

oldugu agiktir. Eger

f-z sn(ntix) (2.37¢)

ifadesi (2.37b) denkleminin bir ¢&ziimi ise, ki burada
zk=(zm, Z1 Zxs) sabit genlik vektdriidiir (kolon vektdr)
Q. frekans, o« ise titresim baslangi¢ fazidar.

Eger (2.37c) yi (2.37b) de yerine koyarsak :

(L FR 'Q'KE)Z-K ”(k=4,z,...,n) (2.374d)
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veya,
-t 2
.ﬂn,‘FRsz—_—_D.KZK (k=1,2,...,n) (2.37e)

Béylece, (2.37d) denkleminden faydalanllérak, egilmeli-bu-
rulma serbest titresim frekanslarini asafidaki denklemden
elde edibiliriz.

|LFR,-%E|=0 (k=t,2,...m) (2.38a)

buradan 05 , O » (5 olarak biitin kékler tesbit edi-

lir.

8te yandan (2.38a) denklemi (2.34d) ve (2.36d) denklem-
leri ile ayni oldufu agiktar.

Boylece, sunu yazabiliriz ;
2 2

2
N=Slyo M=, 5, N=L1y (2.38Db)

-0 halde (2.37a) dan

2 .
%‘K+ QyZae~ o P('t)é'n Zy=0

87,y &z, Nplz, -0
—AE"'-'+ w Caw— M P 5 2o = (2.38¢)

2 2 2
%& + D5z N PBL 2 =0

(k=41,2,...,n)

seklinde ifade etmek kabildir.
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BOLUM 3

HAREKETIN DIFERANSIYEL DENKLEMININ INCELENMESI

$imdi (2.38c) denklemlerini ele alalim. Bunlar normal
koordinatlarda kolonun egilmeli-burulma hareketini ifade eden
tic adet ikinci mertebeden denklem takimidair.

Ileride gdriilecegi gibi, uygun degisken doniisiimleri ve
matris vekt8r notasyonu kullanarak bu denklem takimini asagi-
daki formda basit b ir sekle indirgemek kabil olacaktir.$im-
di. E;: uzayinda sdzii edilen formu,

X=%(xt) (3.1a)
seklinde ifade edebiliriz. Burada X :x,,%, . ------ s Xp,
bilesenlerine (+ nin fonksiyonu olarak)sahip bir vektdr,ay-
ni gekilde yine 9, : Kogo%ps™ogy -+ -+ .- s % Dilesenlerine X

ve + nin fonksiyonu olarak sahip bir vektordiir.

Ayrica (3.la) denklemini E: uzayinda, sadece X in
fonksiyonu ve fakat ekspilisit olarak + ye bafli olmadiaga
halde su formda yazmak kabildir ;

X =%,(x) (3.1b)
h+4

(3.1a) da Yo~ E. , QC Exe
seklinde lineer bir operator, (3.1b) de ¥%: L —» E
Il(:: Ex seklinde yine bir lineer operatdrdiir.

Ote yandan hareketin diferansiyel denkleminin (3.la)for-
muna otonom . O lmayan, (3.1a) formuna ise o t o-
nom ayrica FE, wuzayina hareket wuzayi, E]
uzayina ise f a z  uzaya diyecegiz.
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$imdi yine hareketin diferansiyel denklemini ele alalim
ve bu diferansiyel denklemin ¢dzilimlinlin varlaga, tekligi ve
ayrica baslangig degerlerinin siirekli bir fonksiyonu oldugu
hakkinda (24) teoremini hatirlatalaim,

Y
RKys Xp» Xgpooreooes »Xn 2t koordinatina ait uzay Ext
ile gbsterilsin. ) ise bu uzayin bir bdlgesi olsun.

CAUCHY-L1PSCHiTZ TEOREMI

Farzedelim ki {1 nin biitiin noktalarinda &%, /gx, siirek-
1i parsiyel tiirevleri mevcut olsun. Ayrica (Xﬁig), K¢l
bslgesinin bir noktasini ifade etsin.

Bu durumda (3.la) denklem sisteminin tek bir X(i)
¢bziimii vardir. Oyle ki XK(t,)= X’ bu durum biitiin
bslgesine genigletilebilir ve bu ¢bzim (X 1,)
noktasinin, bu nokta () bblgesi icinde gezindikge siirekli
bir fonksiyonudur.

Simdi (3.la) denkleminin bir ¢dziimi ¥(t) olsun bu
¢Sziim E:m uzayinda bir egri tanimlar ve bu egriye (3.la)
denkleminin entegral efrisi denir. (3.1b) denkleminin enteg-
ral egrisi, (2.la) denkleminin entegral efrisinin E; uza-
yindaki izdiigiimiidiir. Buna hareketin y 8 riinge e g r i-
s 1 denir. '

3.1.- BAREKETIN DIFERANSIYEL DENKLEMININ BELIRLI BIR ¢OZUMU-
NUN STABILITESININ INCELENMESI

$imdi bu denklem sisteminin belirli bir ¢dzimiinlin sta-
bilitesinden s8z edelim.

_(3.1a) sisteminin belirli b ir ¢ozimi X (t) olsun.
Bagka bir deyisle ;

T+
Belirli b ir O (_ E,,; bblgesi iginde CAUCHY-
LIPSCHITZ teoremi (3.1a) denklemi ic¢in gerceklesiyorsa, bu
N bdlgesinin belirli bir (X ,t,) noktasi ig¢in (3.la)
denkleminin ¢6zimi X(t) olsun. Yine bu teoreme gbre ¢dzilm
(xito) noktasi igin tektir.
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-2 . 3 3 3 n+1
Ote yandan sunu sdyleyebiliriz j Ex¢ uzayinda

(x°,to) noktasindan bu nokta igin (3.la) nin X(t) ¢dzi-
miine karsi gelen tek bir ¥ entegral egrisi geger. E:
de bu entegral egrisine T yoriinge egrisi (X%t,) noktasi-
na ise R° noktasi karsi gelir ve %X’ dan yine tek bir I
yoriinge egrisi gecer. I ya (3.1b) nin X° noktasi icgin
¢oziimiine ait entegral egrisi goziiyle bakabiliriz.

Ote yandan .1" nin kendisi ve civari E: de (3.1b)
denkleminin ¢Szlimidir. Simdi, I egfrisinin baslangica
olan X° noktasinin yeter derecede yakinindaki bir X
noktasindan baslayan (3.1b) nin baska bir ¢dziimiiniin P*
yOriinge egrisini gz oniine alalim. Buna E:: uzayainda 5*
entegral egrisi ve (1  bGlgesinde (X’t,) noktasina yakin

bir ()fd%) . noktasi karsgi gelir.

*
$imdi soru sudur ; t arttikga I yOSriinge egrisi,
nip yakininda mi kalir, yoksa ondan uzaklasir ma?

Birinci hale (X,t,) e karsi gelen XI(t)
¢Ozlimlinlin stabilitesi, ikinci hale ise instabilitesi karsa
gelir. -

Bu demektir ki ; (3.la) veya (3.1b) nin belirli bir ¢&-
zimiine, ¢&ziim baslangi¢ deferlerinin siirekli bir fonksiyonu
olduguna gore, belirli bir baslangig¢ pertiirbasyonu verildigin-
de bu ¢&zimlin stabilite veya instabilitesi sz konusudur.

3.2, - OTONOM HALDE HAREKETIN DIFERANSIYEL DENKLEMININ TRIVIAL
COZUMUNUN STABILITESININ INCELENMEST

$imdi belirli bir O :IXI<T A acik kiiresel
bdlgesi i¢in varlik teoreminin (3.1b) denklemi ig¢in gergek-
lestigini diislinelim. Bu durumda (1 bolgesinin her ¥
noktasindan tek bir [ entegral egrisi veya ySriinge egri-
si geger. $imdi (3.1b) denklemini ele alalim :

X=X(x)
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Bunun trivial ¢dzimii -t X(t) =0 t>o0
seklindedir. Bu ¢8zim Exe uzayinda bir yarim dogru,
E. uzayinda ise bir nokta ile gdsterilir. Denklemin bu
¢bzimline ¢ubugun ideal denge konumu kars:i gelsin. Safir ih-
tiva eden N C::E: bélgesinde bu ¢Gziime ait entegral efri-
si X=0 noktasindan ibarettir.

Baska bir deYimle € nin her deferi ic¢in yOriinge e§-
risi bir nokta olarak belirir. ‘

Simdi X =0 noktasi ve bunun {2 civari (3.1b) dife-
ransiyel denkleminin ¢Oziimii oldugu hatairda tutularak sunu
sbyliyebiliriz : Q(CE; bdlgesi i¢inde X =0 noktasi
yaninda bir X =@ noktasini ele alalim. Bu nokta gubukta
baslangicta mevcut olabilen eksenel efrilik, kesitte mevcut
donme, eksantrik yilikleme gibi baslangi¢ pertiirbasyonlari
sebebiyle gubufun ideal denge konumundan bir miktar uzak-
lasmasina karsi gelsin.

Bu durumda varlik teoremine gdre X-=-Q noktasindan
(3.1b) nin bu nokta i¢in ¢Oziimiine tekabiil eden tek bir*
yoriinge egrisi geger. $imdi t arttikga bu yodriinge egrisi-
nin X =0 noktasina gdre davranisi nasil olur?

£
Eger I yoriinge egrisi t arttikga bu noktadan uzak-
lasilirsa bu durumda s8zii edilen baslangig pertiirbasyonu
altinda (3.1b) sisteminin trivial ¢6ziimii instabildir.

Baska bir deyimle, szl gegen kusurlari haiz cubugun
egilmeli-burulma hareketi t arttikg¢a ¢ubugu ideal denge
konumundan uzaklastairar.

Ote yandan m* ydriingesi t arttikg¢a bu noktanin be-
lirli bir civarainda kaliyorsa, bahsi gegen baslangig¢ pertiir-
basyonu altinda (3.1b) denklemini trivial g¢bziimi stabildir.
Yani adi gegen kusurlari bulunan bir gubugun egilmeli-burul-
ma hareketi, + arttikga, ideal denge konumu civarinda kalir.

Simdi stabilitenin arastirilmasinda kullanilan pertiir—

basyonlarin ciimlesine e: IXl< B
kolonun egilmeli-burulma hareketini sinirlayan bdlgeye de
KR): [X] <R dersek, gubuk i¢in miisaade edi-~

len belirli bir R mevzubahis oldugunda, buna karsi gelen
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B/R degerini belirlemek bu galigmada ele allnan proble-
min amaglarindandir.

3,3,~ LYAPUNOV'UN DIREK METODU

Lyapunov'un direk metodu, hareketin diferansiyel denk-
leminin ¢8ziimi nakkinda herhangi bir bilgiye ihtiyag¢ olmak-
sizin bu denklemin triviyal ¢dzlimiiniin stabilitesi {izerine
bir kriter kurar. Yani direk metod, diferansiyel denkleme
ildveten faz ve hareket uzayinda tariflenen uygun fonksiyon-
lar kullanarak stabilite kriteri kurar.

iste bu fonksiyonlara Ly pun ov fonksiyonu denir.
Genel olarak stabilite arastirmasi ig¢in Lypunov fonksiyonla-
rinin isareti ve diferansiyel denklemi ig¢in bunlarain zamana
gbre tiirevlerinin isareti irdelenir (24).

Surasi bilinir ki fiziksel sistemlerin denge konumuna
yakin konumlarda, sistemin enerjisi azaliyor ise, bu denge
konumu stabildir. Lypanov teoremleri bu fikrin genellestir-
mesidir. '

Bu teoremler sunlardir :
I) OTONOM HAL 1giN STABILITE TEOREMI (24)

Eger orijinin Q gibi belirli civarinda, bir
Lyapunov fonksiyonu mevcutsa orijin stabildir.

Teoremde or131n‘sistem1 tr1v1yal ¢6zlimiinli ifade ediyor
ve V(R) Lypunov fonksiyonu ile de asagidaki 8zellik-
leri haiz skaler fonksiyon kastediliyor.

Bu 6zellikler sunlardir :

a) Pozitif definit olmaladar.

b) Orijini icine alan belirli bir (r agik bdlgesinde

‘birinci mertebeden parsiyel tiirevleri ile birlikte
siirekli olmalidar.
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c) V(O) =0 olmalidzir.

d) Belirli bir {2 agik bdlgesinde (3.1b) diferansi-
yel denkleminin entegral egrisi boyunca zamana gore
tiirevi sifir veya sifirdan kiiclik olmalidir. Yani :

V(X)=N,.crap\V < 0

olmaladzir.
I1) OTONOM OLMAYAN HAL i(;]"_N STABILITE TEOREMI (24)

Bu hal igin stabilite teoreminin ifadesi otonom halde-
kinin aynadir. Su farkla ki ; bu halde,

).§=X(X.+.) (3.1a)

sistemi ele alinir ve bu sistem ig¢in ) : |]x|l<A,{>o

de varlik ve teklik teoremi gecgerli olur. Ayrica t >0
igin %{O,t)=0 ifadesi sistemin trivial ¢bzimiini tes—
kil eder.

Lyapunov fonksiyonunun bu halde sahip oldugu Gzellikler
ise sunlardar.

a) V(X,t) ~  fonksiyonu biitin t>0  lar igin
L)L bdlgesi iginde tanimladar.

b) Biitiin - t> 0 lar ig¢in \/(O,t)=_0 olmaladir.

c) VI(X,t) fonksiyonu pozitif definit belirli
bir \/\/(X) fonksiyonundan biiyik olmalidir;yani
O igindeki biitin X ler ve. t> 0 lar igin

\/(X,t)}\/\/(x) Olmalldlr.

d) £ bolgesi iginde \/x t)=2Y
dae. ginde VX t)= S +%K-croV o
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BOLUM 4

KONSERVATIF SISTEMLER VE LYAPUNOV FONKSIYONU

$imdi hareketin otonbm halde denklemini ele alalim ve

n [}
operatdriinin E, icinde herhangi bir X igin siirekli ol-

dugunu farzedelim, ayrica E: i¢cinde bu %X° igin :
X =, (X) (4.1)

sistemi tek bir gb’ziinﬁi sahip olsun. Bu ¢oziim X(£)=X(X,,t)
seklinde baslangi¢ sartlarinin fonksiyonudur ve +t=0 da
R(Kqt) = X, 6zelligine sahiptir.

simdi  V : D(C Er; =R fonksiyonu DCE: bdlge-
sl iginde, eger \/ birinci mertebeden parsiyel tiirevi ile
birlikte siirekli ise ve V  fonksiyoneli D(_ Ej iginde
agik bir climle iizerinde sabit degilse, ayrica \/ (4.1) denk-
leminin herhangi bir ¥ (t) ¢&zilimi boyunca sabit ise, buna
(4.1) denkleminin entegralidir denir. (23)

v nin birinci mertebeden parsiyel tiirevi havi olmasa
gerektiginden son 6zellik bundan yararlanarak s8yle yazilabi-
lir :

M (X)erapV = 0 (4.2)

' h
Boylece (4.1) sistemi Ex i¢inde yukarida tariflenen bir
entegrale sahipse konservatif bir sistem olarak adlandirailar.

Hatirlanacafi gibi problemin hareket denklemlerini kurar-
ken Lagrange ifadelerinden faydalanilmasgtz.
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$imdi Lagrange dinamigine gbre ele aldifimiz problem
igin durumu gdzden gegirelim.

Otonom hal igin Lagrange denklemini yazalim :

d oL _aL_
dt‘gﬂ Qﬂ (4.3a)
Burada L, L= T(§) —V() seklindedir ve kiiiik tit-

resimler teorisi gegerlidir. | (9) kinetik, \/(9q) 1ise
sistemin potansiyel enerjileridir. Ayrica daha evvelce de
belirtildigi gibi, q genellestirilmis koordinatlari, q
ise genellestirilmis hazlari karakterize eder.

Simdi (4.3a) denkleminin her iki yanina q ile garpalim,

d oL
9 X294 q (4.3Db)
" N 2L cqa .
Ote yandan (4.3b)’e ve = ilave edip ¢i-
¢ikaralim, ﬂ aq 2ﬁ
_q%% +a\%%+qi§;_q@_!_q y2k-gk—o (4.3¢)

Ote yandan

dL 3
7= 2555 a3

oldugundan, (4.3c) ifadesini asagidaki formda yazabiliriz.

qdaL ol dl _ s
455 +15 55+ ST =0 ‘

Yani,
(qal- L)+991£- (4.3e)

Ote yandan inceledigimiz problemde Otonom hal ig¢in Lagrangian
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formundadar.

(4.4) ifadesinden Lagrangianin otonom halde explisit
olarak 1 ye bagli olmadifi gdriiliir.

Bu durumda SL /2t=0olmalidir. Bdylece (4.3e) denklemi-
ni su formda yazabiliriz :

%{(ﬁ%’L)zo_ (4.5a)
Yani,
' oL N
495 -L=X (4.5b)

Bu durumda (4.5b) ifadesi, (4.3a) denkleminin herhangi bir
¢bzlimii boyunca zamana gore entegraldir ve sistemin toplam
enerjisine esittir,

S6yle ki :
~AaTa_1g
=29 19414 Pq
oldugu bilindigine gire

BL% =Tq (4.6)

olacagi tabiidir.

S$imdi L .ifadesini ve (4.6) ifadesini (4.5b) de yerine
koyarsak,

K=24Tq+4qPq LT

olarak sistemin toplam enerjisi elde edilir.

Bdylece bu bdliimden g¢ikan sonuglar sirasiyla sunlardir:
Problemimizin Otonom halde hareket denklemleri konservatif bir
sistem teskil ederler.Ayrica toplam enerji ifadesi, otonom hal
ig¢in BSlim 3.3 de Lyapunov fonksiyonelinin saglamasi gerekli
sartlar olarak belirlenen sartlari tamamen saglar.
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BOLUM 5

LYAPUNOV'UN DIREKT METODU YARDIMIYLA IMPULSIF YUKLERE MARUZ,
SIMETRIK OLMAYAN AGIK ENKESITLI IKI UCUNDAN MAFSALLI CUBUK-
LARIN STABILITESININ INCELENMESI

Burada problem simetrik olmayan agik enkesitli iki ucun-
dan mafsalli c¢ubuklarin denge konumunun Lyapunov anlaminda
stabilitesinin incelenmesidir. Adi gecgen denge konumu, tam
mandsi ile dofru eksenli lineer elastik, ekseni boyunca bir
burulma deformasyonunu haiz olmayan ve tam mandsi ile ekse-
nel bir basaing kuvveti altindaki ¢ubugun denge konumu olarak
disiintilecektir.

Pratikte bOyle ideal bir konumdan uzaklasma, hér zaman
miimkiin olabilir.

Ornegin, cgubuk ekseninde baslangi¢ta mevcut bir egrilik
veya ekseni boyunca bir burulma deformasyonu, keza bunlara
idantik tesirler meydana getiren eksentrik yiikleme, denge
konumundan uzaklastirici sebepler olarak gdsterilebilir.

Kusursuz bir denge konumundan, yukarida bahsedilen ve~-
ya benzeri sebepler dolayisi ile uzaklagilmasi halinde, im-
pulsif karakterdeki eksenel yiikiin etkimesi, gubukta yanal
bir hareket veya bunun ile birlikte bir burulma hareketi,ya-
ni bir egilmeli-burulma hareketi meydana getirecektir.

Bu hareketin denklemi BSliim 2.3 de ¢ikarilmis, ayrica
B6lim 3 de, bu denklemin uygun bir formunun, ¢&zlim ve ¢dzilim-
lerinin stabilitesinden sbz edilmisti.

Boylece sbzii gegen hareket, cubugun denge konumunun ye-
ter derecede yakin civarinda tutulabiliyorsa, impulsif ekse-
nel yiik altindaki c¢ubuk Lyapunov anlaminda stabildir, aksi
takdirde stabil degildir.
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Bu durumun arastirilmasinda Lyapunov'un direk metodu
kullanilacaktir. BSlim 3 de bu metoddan ve bu metodun kul-
lanildigi Lyapunov fonksiyonupun 8zelliklerinden bahsedil-
misti.

5.1.~ BIR EKSENE GORE SIMETRIK ACIK ENKESITLI GUBUK HALI

Bu halde (2.24c) ifadelerinde Y,=0 koyarsak, bu du-
ruma ait hareket denklemlerine gegebiliriz : '

2
m%{%-}-EJ Mg -P(t)>\2,<‘&.<=—_0 (5.1a)

Y KM

3 2
m%f_ % %%;J,EJXX1{¢K,kiP(fs[¥2K—>%FBK =0 (5.1b)

2 ' 2 $
il dbi L e e SRR =0 (510

Bu durumda (5.la) bagimsiz bir denklemdir ve simetri
eksenine parelel dogrultuda egilme titresimine tekabiil eder.
BOylece bu gubuk tipinde efilmeli-~burulma titresim denklem-

leri (5.1b ve 5.1c) simultane denklemleridir.

BSylece (2.26) denklemi su hale gelir :

{‘ZK

{;= (k=1.2,---50)  (5.2a)
£
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\
(El\ﬁ 0
RK== : ' (5.2b)
\ 0 %;(Emhemi)l
\
f 1 L. (k=1,2,....n) (5.2¢)
r
F-
_ X 4
N " y

Bu durumda (5.2) ifadelerinden yararlanarak (5.1b ve
5.1c) denklem takimini asagidaki sekilde ifade edebiliriz.

mF j%f +HRe- kiP{ﬂF]Fﬁo

Bagka bir formda :
-4 2
I [AFR- A PobElE-0 (530

Ote yandan BSliim 2.6 ve 2.7 den bilindigi gibi (2.34a) trans-
formasyonunu uygularsak :

fk_—J;‘zK (k=12,....,n)

(2.29b)
(5.3a) denklemi su forma gelir :
2
2 2
| %7%2‘ + Sy XKP(t)%‘ Zq=0
(5.3b)

2
édltz; + 2y Zo R P)L 2, =0
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2 2

Burada 2., L, degerleri bu hale karsi gelen
egilmeli-burulma serbest titresimine ait frekanslardir ve
bunlar, yine B3liim 2.7 den bilindigi gibi,

T4n" ﬁRK— iE

denkleminin ¢oziimiinden elde edilir.

=0 ‘ (5.4a)

Bu denklemi s8yle de yazabiliriz :
) 'RK.__QszFI.—_-O (k=4121~~~-1n) (5.4b)

Yukaridaki denklemi agik olarak yazarsak :

E]th_.n1ﬁli n1§?572

T (5.40)
mEQ, L(EPNAOKAS ) _m O |

veya
r\ipxm—mﬂi m ir"ﬂzk
=0
m%e X -m -4
(k=1,zhnqn)

(5.4d) determinantini agarsak

2
( >\2:<P)<(K) ~m ffKX %(v.) >\i - mﬂi)-’ Z—)l(,e,,ﬂt =0

degisik bir formda yazarsak :
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2z 2, 4
(Q(K)_%X%(K)—m%)—gm%‘=o (k="’2""’") (5.4e)

Bu denklemi (1.9) denklemi ile kar$11a$t1r1rsak gorilir
ki, cubupun burulmali statik burkulma yiikii mQ%/)\: ye esittir.
Boylece m£Q%/N. yerine P koyar denklemi ¢éziirsek

P = Baa+ B +\Fan<)+F3m) 4 R B _P
2= 212/ r* = Xl (5.5a)

Yani :

p“’ _ mQ, p‘z) _ mQa (k=A,2,......0) (5.5b)

XBK) — N XU )\‘z‘.
L

$imdi (5.3b) denklem takimindan hareketle (5.5b) ifadelerin~
den yararlanarak :

(1) 4
AZ‘Z“-F-Q Z1k—>‘u'P'ay R 17 Zae =0
dt xo0)

2 Plt)
dZZK +Q sz_ =@ Pxﬂk)%zu—:‘o

ae amws
Boylece

djt;wﬂ Zy -0 T8 24=0

c‘zzzz
o 7, _t Z,,=0
—a{f +30 Loy 2¢ &M‘) 2K

(k=t,2,...,n)
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veya )
A_ZM +-ij( 1By )Zm"_‘o

)

dt? XPUW
(5.5¢)

d7 ? p
0Zuw 4 @, (4 _ P ) Zp=0
dt* Fepen

Simdi birinci mod'a ait titresim denklemini ele alalim.Uygun
.bir degisken doniistmi ile,

o)
Xk =Zax

(5.5d)
[O))] Z :
(5.5¢) ve (5.5d) den :
Otonom olmayan hal icin :
0) w .
d X Xon - (5.6a)

t
dxal — _ O* (4P y
=_ — ) ) =1,2,...,N
g Ak E(gzw) 1% (k )

Otonom hal ig¢in (yani PH)=0 halinde)
(5.6b)

Vektdr-matris notasyonu kullanarak (5.6a) ve (5.6b) denklem
takimini gdyle yazabiliriz :
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o / (
() 0 1) xjﬂ
dt
= (k=t:2)--n)  (5.7a)
) @)
/7 \ /N
veya asagidaki notasyonu kullanarak
(o ) ( \YA
X(,‘:Z( 0 1 o™
@ ) , 9
X, = K (X;t)= | =Hx,
W 2 o) «)
Xop ,‘Q4K(1_‘;(§l ) X
k / \ XPCK) / \ /
(5.7b)
4 )
o A
) ) @
Wo(X)= =H_ x. (5.7¢)
2 ‘ )
~ﬂn< O || Xa
\ / (k=1,2,...,0)
Otonom olmayan hal ig¢in :
) )
xK = XK(X,t) “<=1,2’-“-an) (5.88)
ve otonom hal igin :
) (4)
XK='><'K(X) (k=1,2,....,n) (5.8b)
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matris denklemi elde edilir.

ifkinci mod'a ait titresim denklemini ele alalim, benzer
tarzda uygun bir degisken doniislimi ile,

(2)
X/lK =Zx
(5.9a)
@  dzp
=T
Bbylece birinci mod igin izlenen yoldan giderek :
() / \/ )
xi? o i | ™
(2) @
X, = ')<,K(x.t)= (5.9b)
@ o 4_ﬂ:% ) oll @
- Rt » .
\" / \ /\ 7/
0 A X
@
K%)= (ketzeat)  (5.90
2 @
L2y O || *x
\ : /
buradan; otonom olmayan hal igin:
. (@) @ ‘
X =X (X1) (5.10a)
ve otonom hal igin :
L@ @
X, — ’)('K(x) (5.10b)

matris denklemleri elde edilir.
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Yiikiin tesir seklini s0yle tanimliyalim :

Pe)=Raw >0 (5.11a)

Burada @(t) fonksiyonu yiikiin degisimini karakterize eder
ve t 20 bOlgesinde tanimli, siirekli ve kisml olarak tiirevli-
dir. Ayrica, asagiki 8zellikleri haizdir :

oot  [oty] (5.11b)
Ft)=0 | t >ty _ (5.11c)
@

Bu durumda (5.7b) ve (5.9b) deki X (X,‘l’_) niatrisleri
su formda yazilabilir; )

(L3

)Qq(x"f)= | (5.12a)

2
| “
L_Qm("—-i,&,,mt)) ofl <%
) /

(5.12b)
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Ote yaﬁdan (5.5¢) modal denklemlerine karsi gelen karsai
gelen modal enerji ifadelerini ele alalim :

B6lim 2.6 dan biliyoruz ki hareketin diferansiyeli denk-
lemini modal forma getiren transformasyon, enerji 1fadeler1—
ni de karaler toplami haline getlrlr

S$oyle ki, konservatif halde :

Sistemin kinetik enerji ifadesi su formdadir :

T=4[Z,+2) (2.35a)

Sistemin i¢ kuvvetlerinin potansiyel enerjisi ise, agagaidaki
gsekilde yazilabilir ;

K— 4[ﬂ1KZ4K+ ﬂ ZZJ » (2 035b)

Burada (), ve (), tek simetri eksenli acik kesite sahip
iki ucu mafsalli cubuga ait egllmell-burulma serbest titre-
sim frekanslarldlr.

Buradan modal enerji ifadelerine gegmek miimkiindiir.S$6yle
ki :
Birinci mod igin kinetik enerji ifadesi :

“)

T =22 (k=t2,....n (5.14a)
K 4 4K

Birinci mod igin ig¢ kuvvetlerin potansiyel enerjisi :
O 1 ‘
UK:ZQ Z'AK (‘<=4,2,.....,h) (5.14b)

Ikinci mod igin kinetik enerji ifadesi :

.2
Te=1Z,  (k=t2, ") (5.14c)
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Ikinci mod igin i¢ kuvvetlerin potansiyel enerjisi:

UK =%Q2Kzzx ( k=4,2,...... ,n ) ) (5.144d)
2 . : W W d
) $imdi E, iki boyutlu EUCLID uzayinda )(J>§K,£2)
1=1,2 X vektdriinlin bu uzayin belirli bir baz siste-

mine itibarla bilesenlerini ifade ettifine gbre X bu vek-
torin koordinat vektoériidiir. ve bir kolon matris seklinde
ifade edilir. Bdylece tanimlanan uzaya faz uzayi diyorduk.

5 Bu uzaya ilaveten Xu » X 0 degerlerine ait

E&t iic boyutlu uzayi, yani hareket uzayini da ele almak
gereklidir. Bu uzayda X=¥@*),t ¢ifti bir egri cizer ki
buna hareket egrisi denir. :

Simdi (5.10a) denklemini ele alallm, eger ROAX»C::EXt
ise, ayrica burada R(A,0) bdlgesi |IX[<A ,t>0
gseklinde tanimlansin ve A  degeri, kiiclik yer deglstlrmeler
teorisinin sinirini ifade etsin; bu durumda (5.10a) denklemi

Q(A\OX:::EX¢ alt uzayinda gubugun egilmeli-burulma-
11 hareketini ifade eder. \

Bu dzellikleri haiz olan (5.10a) denklemine, BSlim 3
den OTONOM OLMAYAN SISTEM dendigini biliyoruz.

Benzer sekilde (5.10b) denklemini ele alalim. Eger R(A)
CE ise, ayrica burada R(A) bslgesi |RI< A
seklinde tanimlansin, ildveten A  degeri kiiglik yerdegistir-

meler teorisinin sainiraini teskil etsin, bu durumda (5.10b)
denklemi Q(A)C::Ez alt uzaylnda gubugun egilmeli-burul-
mali hareketini 1fade eder.

Yine B6liim 3 den bu denklem sistemine OTONOM sistem den-
digini biliyoruz.

S$imdi (2.34a) daki .TL transformasyon matrisini tayin
edelim.

B6liim 2.5 ve 2.6 dan yararlaﬁarak enerji ifadelerini
transformasyondan evvelki hali ile sdyle yazalim :

(2.28a,b) den tek simetri eksenli késitler igin kinetik
ve potansiyel enerji ifadeleri : -
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Ta=—45,5(£v£) (kets2,....,n) - (5.159)
UK‘—"%A({,{‘) - {k=12,....n) (5.15b)

Burada (ff ) ve A('f

(2.30a,d) den”

8(t.£)-£.Bf,
A £) fAf (k=25 m)

K) ifadeleri

Yine burada,

/
m _n1é;
B-_-[mF]= (5.15¢)
——mﬁ’ m
A ) /
A2 R, o)
A_R
R" (5.15d)
0] >‘2an&
\ -/

BSlim 2.6 ve 2.7 den biliyoruz ki bu transformasyonla
enerji ifadelerinin her ikisini birden kareler toplamina ge-
tirebildigimiz gibi, hareketin diferansiyel denklemini de
modal forma getirebiliyorduk. $imdi bu Szellikteki T,
transformasyon matrisini elde etmege galigsalim.(2.32b) den
sunu yazabiliriz,

i L .
At -uBt , w,-0,; i-12 (5.16a).
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Boylece A ve B matrislerini asagidaki sekilde diisii~
nerek :

Q41 0 bﬂ k ‘342

A=" ’ B= , (5.16b)

(5.16a) ve (5.16b) den hareketle agik olarak yazilirsa
igin: ‘

Oy ol ty by b42 y
=w,
(5.16¢)

o % {ﬂ b12 h‘ ‘ta
veya '

Aty byty + bty

= UJ1

Aate bty + k’1‘\Jt21

buradan,

(aﬂ = 1511){41 - wqbaz{a =0

Ote yandan denklemin katsayilar determinantinin sifir
oldugu (5.4c) ve (5.4d) ifadelerinden agiktar.

Bu durumda f“ i keyfi barakip birinci denklemi atarak,

#“

'Eu’-" iy E'IZ -[»_

o,y —W, by (5.16d)

Ayni seyler 1=2 ig¢in yapilacak olursa
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telfay © by be t,
=, ’ (5.17a)
teflo b by ez
veya ;
@ p 'L.qa laﬂ'tt + E”_fu
= qu
Atz botye + btz
buradan

(aﬂ - wzbﬂ ){42 -W, Laz{n’ 0

"u’al"«at‘z +(a, —welo, Jtp=0

Bu denklemin katsayilar determinanti da,' (5.4¢c) ve (5.44d)
den agikca bellidir ki, sifardar.

BSylece ikinci denklemi atip t,, yi keyfi birakarak :

= Webee t
42 Ly ___u)z by ‘22

Ote yandan BSliim 2.6 da Teorem 8 den biliyoruz ki,
T -
Bitt,)-t,Bt, - 54

olmalidar.

(5.17b)

. 1 4 .
Boylece, B(t, )='1 olacak sekilde (2.16d) den
yararlanarak t, i bulalim.

Kuvadratik form demetinin asal matrisi 1; yi sbyle yaz-
mak miimkiindiir :
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( \ / b \
e te] | el b
11== == (5.17¢)
W, l?’n t t |
\ -tz1 {22_/ \ azz —U.)4 bM M 22 )

2
Bu matrisin birinci kolonu 1; ikinci kolonu 't asal vek-
toérlerini gdsterdigi bilindigine gdre :

T
T t, b,

b )( t4
14 1 g of " L | e
B(t.t)=t Bt-
abe vl |k
Olgp _u)1b 2. | oy (]

-

2 2 2
“-)4 b B Wy bu b $
nt 2 M
_ w«bﬁ ( Ay ~ UJ4 bM)

[ ma

B

» 41 11

Gerekli degerler yerine konup ara islemler yapildiginda :

)

— P
-t —_ Pxx X9 1K)
M \/ p om S (5.18a)
m( - 2% rzﬁpm) o+ g £ n)
(5.16d) de yerine konursa,
“)
_ -3 E (K) (5.18b)
%= .18b
/(B2 5 B Rt B )

) 2 2
Benzer sekilde (5.17b) den yararlanarak B( ;t)==1
olacak sekilde t, yi bulalim :
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Web b b, wp be
2
__1_4__}27_ A4 A2 —1__——5—{:”_

%, 2 be » b“' ta

2 2 2 _ 2
Blet)= ebie { p tebe b bt

(O =W, b)Y &7 “ay —Woby | Oy —waby

Gerekli degerler yerine konulup ara islemler yapildiginda :

2)
BK - E(¢(K)
1= 5 — (5.19a)
\/ (P ZP(UO xKrz e:»o‘;a)

(5.17b) de bu deger yerine konursa:

P
= v
(5.19b)
\/ m Qg z ?xmx)e(k—— + F;:)(:) r;:)
Bbylece asal matrisi yazarsak, k ya bagli oldugundan k
endisi kullanarak,

/ B Bawo (1) =¥ Bow
SRR RS R EL) (R 2B B A B E)

T- | (5.20)

P¢(K) , ’ XK. )(I(K)
\ R n iy e Z%«>Bx~+%’«°3ﬁ>/

(kat2seiioal)
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5.11.- LYAPUNOV FONKSIYONUNUN SAPTANMASI

Evvelki bdliimden de anlasilacagi gibi, ele alinan ¢ubu-
gun efilmeli-burulmali titresimini ifade eden denklemler de-
gisken yikiin tesiri altinda OTONOM OLMAYAN bir sistem teskil
ederler. Kuvvetin tesiri kalktigi anda OTONOM bir sistem
teskil ederler.

Burada Lypunov fonksiyonunun teskili i¢in gbyle bir yol
izlenecektir (22). Evveld OTONOM hal ig¢in bu fonksiyon bulu-
nacak OTONOM OLMAYAN faz ig¢in genisletilecektir. Bu durumda
OTONOM OLMAYAN fazda bu fonksiyon, zamanin bir fonksiyonu
ve OTONOM fazda bulunan LYAPUNOV fonksiyonunun bir araya gel-
mesinden olusacaktair.

Genel halde, zamana bagli bu fonksiyonu tam mandsiyla
bulmaya imk&@n yoktur. Yalniz otonom olmayan fazda Lyapunov
fonksiyonunun, stabilitenin miimkiin olmas: ig¢in gercgeklegtir-
mesi gerekli sartlar dolayisi ile, zamana bagli bu fonksi-
yonu bir fonksiyon ailesi seklinde tanimlamak suretiyle el-
de etmek miimkiin olacaktir.

5.11.1- OTONOM HALDE LYAPUNOV FONKSIYONUNUN SAPTANMASI

Bu hal ic¢in hareket denklemi daha evvelki b&limlerden
de bilindigi gibi,
W o M0

X= xk(x) (i=1,2) (k=4,2,.....,n) (5.15)

sistemin konservatif oldugu daha evvelki bsliimlerden agiktar.
Ayrica BSlidm 4 den bilindigi ilizere, sistemin toplam enerji
ifadesi bu hal ic¢in Lyapunov fonksiyonu olarak teklif edile-
bilir.

Bdylece sistemin modal toplam enerji ifadesi,
) 2 . @ W)
2 2 .
UT(K)=%(QiKZiK+ Zi)= U+ T (i=12) 6
(l<=1,2-,--,n) (5’1 a)

(5.5d) degisken donilislimii uyarinca (5.16a) ifadesi su hale ge-
lir :
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Una= L x& e )= (i=1.2)

(k=1,2,....... .n) (5.16b)

Burada C sabit pozitif bir sayidir. Buradan Lyapunov fonk-
siyonuna gbyle gecebiliriz : N pozitif bir sabiti gdstermek
iizere: . ‘

)

2
VK(X) N(-Q X4K+X:\l) (i=1'2) (k=4,2,..~~.,h) (5.16¢)

Bu ifadede 4 egilmeli-burulma titresiminin modlarini ka-
rakterize ediyor. BSylece Lyapunov fonksiyonu egilmeli-burul-
ma titresiminin modlarina gore :

Birinci mod ig¢in :

) e _af w?
\, ()= N2 X + X)) (k=1,2,.....,n) (5.17a)

Ikinci mod igin :
12) .
V (X)=N N(2 2KX1K+X2K) (k=4,2,...... aN) (5.17b)

Birinci modu ele alalim. Bu halde hareketin diferansi-
yel denklemi :
. (1) a :
Otonom halde Xy= XK(X) (5.18a)

Ayrica bu mod igin Lyapunov fonk51yonu vektSr-matris
formunda :

T
X:?( ‘Q:K 0 X::c)
\/K(X-X)’=N (5.18b)
o e '
veya
. ,
VX, %) =NX, ka ey (k=42,.....n) (5.18¢)

Burada :
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N,- (kA2 ne o) (5.184)

Goriiliiyor ki, (5.18c) ifadesi 2 ©boyutlu faz uzayinda
kuvadratik bir form ifade ederler. ’

Simdi (5.18c¢c) ifadesinin otonom halde bir Lyapunov fonk-
siyonu olabilmesi igin gergeklestirmesi gerekli sartlar,Bo-
liim 3 den bilindigi gibi :

a) Pozitif definit olmalidir,

b) QCA) agcik b8lgesinde birinci mertebeden parsiyel
tliirevleri ile birlikte silirekli olmaladir.

c) X=0 da V=0 olmalaidir.
d) R(A) bblgesinde \ —XKcraDVL 0 olmalidir.

a) Sartinin tahkiki :

i

\AKX.X) kuvadratik formunun pozitif definit ol-
masi1 ig¢in, gerek ve yeter sart J.J.SYLVESTER (27) tarafindan
verilmigtir. Bu sart ise PJK simetrik matrisinin determinan-
tinin ardisgik mindrlerinin pozitif olmasaidir.

Yani IB|=| b‘l]i ise,

by
by by " °n
bﬁ>o ; >0 } ~0
bﬂ }322_ . ‘ :
Em' N .
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Ote yandan r¢x simetrik matrisinin determinantinin bu sar-
ti saglayacagi agiktir.

b) sartinin tahkiki :

\4(7‘,)() kuvadratik formu R(/\) b&lgesinde birin-
ci mertebeden parsiyel tiirevleri ile birlikte siireklidir.Ciin-
ki bu ifade sistemin potansiyel enerjisi ile kinetik enerji-
sinin toplaminin bir sabitle carpimina esittir.

Ote yandan konservatif bir sistemde bu toplamin B&liim
4 den bilindigi gibi parsiyel tlirevleri ile birlikte slirek-
1i oldugu asikardar.

¢) Sartinin tahkiki :

\4()(,)() ifadesi sistemin toplam enerjisinin bir
sabitle garpimi olduguna gdre BSllim 4 den bilindigi  gibi
X=0 ic¢in potansiyel ve kinetik enerjinin sifir olmala-
r1 gerektiginden /(XX ) ifadesi de sifir olur.

' d) Sartinin tahkiki :

Ry “ )
Bunun ig¢in \/ X ) GRAD \/K< 0 oldugunu gdsterme-
liyiz.

Bunun igin (5.18¢) ifadesinin zamana gdre tiirevini ala-

\'/ __N<XH)N (4) u)N m) (k=1,2""""n)

K

lim : °

(5.18a) dan hareketle sunlari yazabiliriz

T ayl

)‘u‘)‘= K’(x) (k=1,2,.....,n) (5.192)
Simdi (5.7a,b,c) den,

U R

X=X Heo  (k=n,2,....,n) (5.19b)

Bunlar tiirev ifadesinde yerine konacak olursa :

V= NXTHIND X2+ xINCHE X2) (5.15¢)
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Ote yandan su ifadeler s8z konusudur :

A
o’ [© — ) ’Q:-k 0 1
“KD= K=
4 o o y
W ow [0 (o, o o -2,
H.N.- _ (5.19d)
A
1 (631 {s) 1 Qo 0 )
Nk‘h ) Q:( oo 1 0 Szi&
k Flo= , . = . (5.19e)
o A - 0} S 0
(5.19d,e) ifadeleri (5.19c) de yerine konursa
T O. _ Q_z' + [o Q2
(¥ 0] ) ®l “ * @
=N X, Xk N X X (5.20
2 2 .20a)
o o - L2 o
yani
. W) :
\[ (X, X)=0 (5.20b)

Béylece (d) sarti saglanmis oldu. Ayrica bunun bdyle olacaga
B6liim 4, (4.5a) dan bellidir. '
)

Bu durumda .\4 fonksiyonunun otonom hal igin bir
Lyapunov fonksiyonu oldugu sonucuna varilmis oldu. Bu demek-
tir ki (5.18a) denkleminin orijini, yani X=0 ¢&ziimi,t >ty
igin stabil bir denge konumu ifade ediyor.
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5.112- OTONOM OLMAYAN HAL ICIN LYAPUNOV FONKSIYONUNUN SAP-
TANMASI VE KRITIK YUK GENLIGININ ELDE EDILISI.

Bu halde Lyapunov fonksiyonunu sSyle saptayalam :(5.18c)
ifadesini ele alalim, bunu asafidaki sekilde otonom olmayan
hal ig¢in genisletelim (18)

fonksiyonunu gdz Oniine alalim. Bdylece :

VRt)= K )ONDXY (et ny (5.210)

(5.21b) ifadesinin otonom olmayan hal ig¢in bir Lyapunov fonk-
siyonu olmasi su sartlarin gercgeklenmesi ile miimkiindiir. Bu
sartlar B6lim 3 den bilindigi gibi sunlardir :

a) V(X,t) ve \./(X,‘l:) fonksiyonlar:i R(A,O)
b6lgesi i¢inde siirekli fonksiyonlar olmaladar.

b) V(X,t) fonksiyonu, pozitif tarifli bir W(X)
fonksiyonundan R(A,0) bélgesi icinde biiyiik olmalidar.

c) t >0 icin MO1)=W0)= olmalidair.

d) V(%)= t4—’)(, eRAD V<L 0 N olmalidar.

(5.21a) ifadesinde N  pozitif bir sabittir, 9({) ise simdi-
ki halde bilinmeyen bir fonksiyondur. (5.21b) fonksiyonunun
bir Lyapunov fonksiyonu olabilmesi ig¢in, saglamasi gerekli
doért sartin koydugu sinirlamalarla g(t) fonksiyonunu bir
fonksiyon ailesi olarak tanimlamak mimkiin olacaktair.

§imdi (5.21b) skaler fonksiyonunun adi gegen sartlari
saglayip saglamadifini arastirmadan Gnce \'/(x,t) tiirev
ifadesini yazalim.

Bunun igin (5.21b) ifadesinin zamana gdre tiirevini ala-

rak :

V( =KX N xk+K(t)x“’N x“.2+K(t)x‘.1’N v (5.21c)
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(5.7b, 5.8a ve 5.12a) dan,
o} A

)
) X HK{;X(I:) ) u)(t"—

(4 —%r;wdm)) o

oldugunu biliyoruz.

‘Béylece (5.21c) den hareketle,
. {

N )=k XN Y + KD HIENSX + N, He X

Ote yandan,

H(«)Nu) fO —Q4.(4—T§.,¢(t) Q:‘ 0
L1 oo 1
-{1) ) ( 0 'Q’i (1"' _%(4) ¢(t)) )
llmqu=
: rﬂi o

9. Q: o)(o K
hdklllf=
o 1 Q,b- ¢uﬁ o
Q ol
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Tlirev ifadesinde yerine koyarsak :

2
kX = ° X+
g 1
+K(t)>zmr0 SR (2
' o 0 0
o Qg
+K(t)X(: ‘ X'

oy -%—2)(?;&)) o

veya gerekli sadelestirmeleri yaparak :

/-
K({)_Q:‘ K@) Q4 KE_«) ¢H:)
+ :
.0 w )
A = L X K ( 5.22 a)
KD, %, o Ket)
VO % /

Bbylece tiirev ifadesini kuvadratik form olarak elde etmis
olduk,

Simdi (5.21b) skaler fonksiyonunun otonom olmayan halde
bir Lyapunov fonksiyonu olabilmesi ig¢in gergeklestirmesi ge-
rekli sartlarin arastirmasini yapalim.
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a) sartinin tahkiki :
o) :
\/K(x,{:) skaler fonksiyonunun R(A,0) bélgesinde
siirekli bir fonksiyon olabilmesi ig¢in, K) fonksiyonunun
t>0 i¢in, t nin slirekli bir fonksiyonu olmasi 1l3zimdar.
$8yle ki (5.21b) ifadesini ele alirsak :

) Tia gt :
va,t)._.Kmx:zN: W (k=t,2,......on) (5.21b)

formundadir. Ote yandan otonom halde \/:‘&)=N>Z‘2N2x‘:2
fonksiyonunun R(A)(C E> bblgesinde siirekli oldugunu bili-
yoruz. Otonom olmayan halde \/{X,t) nin, R(A,0)C Ei't
b&lgesinde silirekli olabilmesi ig¢in K(¢t) nin, t >0 ig¢in

1 nin siirekli bir fonksiyonu olmasinin gerekliliji agiktar.
Bdylece bu sart (a) sartinin gergeklesmesi igin birinci sgart
olarak ortaya c¢ikar.

.

Ote yandan \/K(x,t) nin R(A,0)C E:,t
btlgesinde siirekli olabilmesi ic¢in, @) fonksiyonunun t >0
igin slirekli bir fonksiyonu oldugu B6liim 5.1 den bilindifine
gbre, asagiki tiirev ifadesi tetkik edilecek olursa :

W ) (:-) _Q_:L (6] 7 lo} = ‘Q':-\c('t"g'n)¢ (t)) .
V(X it) — Kev) X, ) KR X, X,
o 1) o °
T 0 ‘Qfx
4L KOXS X,

2
-'Q«(" -~ ‘%’ﬁmﬁ(ﬂ) 0

K(t) nin t >0 igin t nin siirekli bir fonksiyonu ol-
mas1 sartina ilaveten, K(t] ninde t >0 igin t nin
siirekli bir fonksiyonu olmasi, ikinci sart olarak ortaya gikar.
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b) Sartinin arastirilmasi

) .
Burada [(X) fonksiyonu olarak \/ (X) ifadesini ele
alalim. Yani :

I
WX = NszTX‘g | (5.22b)

M(X) nin pozitif definit oldugu otonom halde gbsterilmig-
tir., MX,t) nin R(A ox_ Ext bdlgesinde bundan biiyiik
olabilmesi igin, t),r44_9gu ifadesinde, g(t) fonksiyonu-
nun [Otd] araliginda = gy) >0 olmasi gereklr Burada N,
keyfl pozitif bir sabittir.

' 3
Bdylece, )20 sarti gergeklendifinde, R(AOICTEL,

bélgesinde,
“) =

V (X,t)= [N+9(t]x” X > WA(X) (5.22c)

egitsizligi yazilabilir.
¢) sartinin arastirilmasi

) (ah .
W(X) ve \/(X,t) ifadeleri tetkik edildiginde t>O
ig¢in \/(:))(olt),_\y/(d'j’:o esitliginin varlaginin asikd3r oldugu
ortaya g¢ikar.

d) sartinin arastirilmasi

Bu sart (5.22a) kuvadratik formunun matrisinin (~1) ile
¢arpimindan meydana gelen matrisin elemanlari ve dolayisi ile
K(t) fonksiyonu {izerine bazi kisitlamalar koyar. $8yle ki,

kuvadratik form teorisinden hareket edildiginde -\/M(X,t).
ifadesinin, —\/“)(x,t)>o olmasi ic¢in yine K(t) ve
K (+t) fonksiyonlari belirli &zelliklere sahip olmalidair.

Bdylece (5.22a) dan hareketle,
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Ket) Qe

- @ ©

MARE) =%,

- K(Uﬂik—%— B)

)

RPUK)

(5.224d)

“,n)

(5.22b) kuvadratik formunun pozitif olmasi i¢in,J.J.SYLVESTER
(27) tarafindan verilen gerek ve yeter sarti kullanalim. Bu
sart kuvadratik formun matrisinin determinantinin ardisik
asal mindrlerinin sifirdan biiyiik olmasi idi.

$imdi ardisik asal mindrlerin pozitif olmalari igin ge-

rekli sartlari saptiyalim. Bunun i

ni yazalim.

_KweL,

2
| B
_ngwﬁym

XB(K)

_Kwak >0

— K -O-i.‘—g— o |

_K)

")
B

¢in matrisin determinanti-

(5.22¢)

(5.23a)
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bu esitligin mimkiin olabilmesi igin KWt)O olmalidir.

K, - l&t)sz‘*% B> 0 © (5.23b)

XS

bu egitsizlikten ise su netice g¢ikar: esitlik halinde,r((t)
yani g(t) i o) safir olmadikga, sifir olamaz.

Esitsizlik halinde ise su mevzubahistir :

2
“) '
<|<lfs)+> %:“’ (ket2s)  (5.24a)
AL

Béylece (5.23b) deki egitsizligin saglanmasi ig¢in gereken si-
nirlama

. ") .
| Kl Rao ,
k< KOgw Q. (keti2,n) (5. 24p)

olur. Buradan sunu sdyleyebiliriz: egilmeli-burulma titresi-
‘min ikinci normal mod'u iginde ayni seyler gegerlidir. Bu du-
rumda :

‘ @)

KO By, '
—x) =1,2, .09 .24
Pl T (k=1,2 n) (5.24¢c)

@
$imdi  \/{X.t) i=%Z  skaler fonksiyonunun OTONOM
OLMAYAN halde bir LYAPUNOV fonksiyonu olabilmesi igin
K(’c)=N+9(t) fonksiyonunun saglamasi gerekli sartlari Szetle-
yelim.

a) 9t) , t20  dgin t nin siirekli bir fonksiyonu
olmalidair.

b) gty , 30 i¢in t nin silirekli bir fonksiyonu
olmaladair.

c) f}(t) » t>0 igin 9(‘L)<0 D) =

<o D) £ 0
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d)  g@>o olmalidir [O0,t;]  igin.
e) gi)=o0 olmalidir t2>0 igin:
$imdi yukaridaki Szelliklere éahip q(t) fonksiyonu ai-

lesini tanimliyalim. Bunun ig¢in asagidaki Szelliklere sahip
bir F(t) egri ailesi diislinelim (18).

=) F), t20 bolge51nde tarifli ve siireklidir.

g ) (Ot)) araliginda Ft) >0 ‘dar. |

¥) t>t igin F=0 dar.

8) %%— » t2>0  icin sonludur.

$imdi G¢t) fonksiyonu ailesini, yukaridaki doért sar-
t1 sagllyan egri a11e31nden yararlanarak tanimliyabiliriz,
sbyle ki :

3&) ———SF(g)Ag (5.25a)
dersek turev1ni alarak, : _ ~ :
BSylece tanimlanan 90& fonk31yonu a11e81(a, ----- »e)

sartlarini saglar.

Simdi (5.24b) ifadesini ele alalim :

“)

K B
< Kt)ygit) Qu

( k=1,2, ...... )

veya
(1)

ﬁ(-t) ‘ Pxiu:) 42
E< K(t)ﬁ(t) "()“‘K (l{—". ,--.‘..,n‘)

~ Bu ifadeye‘(5.25b)vyi koyarsak :
' 0

Ote yandan :
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OB A ) (3:23¢)
dersek ve
%= suP[B() 1 0<k <] (5.25d)
denirse
)]
1__Rew
— 280 (k=1,2, ...... N
AN T ) (5.25e)

Benzer sekilde :
(Z)

x’“‘) =4,2y .. sN (5.25f)
t< G o [k )
Bu ifade form olarak Siegfried M.Holzer'in (18) iki simetri
eksenini haiz kesitli gubuklar igin bulmus oldugu ifade ile
aynidir. Yalniz sz konusu galigmada ifade modlardan bagim-
s1z gikmigtir. Halbuki (5.25e,f) ifadeleri modlara bagiladar.

Bbylece (5.25) esgitsizlikleri saglandifinda s8z konusu
mod LYAPUNOV anlaminda stabildir. Bu su demektir; &yle bir
baslangig¢ pertiirbasyonu cilimlesi mevcut olabilir ki, bunlara
karsi gelen model hareket belirli bir sinar iginde hapsedl-
lebilir.

Galigmanin bundan sonraki bSlimlerinde yukarida sdzii
gegen sinir ve bu sinira karsi gelen baslangig pertiirbasyon-
lari cilimlesi arasinda bir bajinti kurmaya galaigilacaktar.

5.113- ELDE EDILEN STABiLiTE KRITERINEN YORUMU

$imdi B&liim 5.112 deki stabilite sartlarainia ele alarak
gdyle bir yorum yapabiliriz :

Serbest titresimin k=N nci moduna ve egilmeli-burulma
titresiminin 1. ve 2. moduna ait modal hareket denklemlerinin
¢Oziimiiniin stabilitesini miimkiin kilan gartlar sirasiyla
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)

P 4 P><¢(n) . (5 .25
t < f'td Q’m . e)
y {2)
xgn)
E<:§td Q,n (5.25£)

dur.

Bbylece genligi yukarki sartlari saglayan impulsif bir
yik ig¢in i1lgili modal hareket denklemlerinin, yani sirasiyla

(4) )
=X (x | (5.258)

(2)

x = (X.t) , (5.25h)

stabilitesi saglanmis olur. Ote yandan bu demektir ki(5.25e,
f) kriterleri sadece N nci mod i¢in bir manad ifade etmekte-
dir. N den biiylik ve kiiglik modlar ig¢in bu kriterler gecerli
degildir. BOylece buraya kadar, biitiin modlar ig¢in tek bir
stabilite kriteri vermek miimkiin olamamistair,

BO6yle bir kriterin bulunabilmesi i¢in 6nce ¢ubugun im-
pulsif yiilkleme halinde modal cevap karakterlnln bilinmesi
gereklidir,

5.1131- TEK SIMETRI EKSENLI AGIK ENKESITLI QUBUGUN IMPULSIF
YUK ALTINDA MODAL CEVAP ANALIzZI

Cevap analizine, gubugun modal hareket denklemlerini ele
alarak baglayalim.

Bu denklemler :

AZZ‘,K Q'zlk( 1_ F%

X S5 8W)Zy =0 (5.26a)

$B0<)

(i,=1v?-) k(.k-..—-_1,a,. .. ..,n)
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Burada (1) normal mod numarasini, k ise serbest titresim
modlarinin numarasini belirlemektedir.

S$imdi mevzu, R: nin belirli degerleri ig¢in maksimum
amplifike edilen modun(cevabi en fazla olan mod) numarasinin
saptanmasidir. Ote yandan H.E.LINDBERG (17), darbeli yiikleme
halinde ve 6zellikle ¢elik malzeme s&z konusu oldugunda, bur-
kulma dalga boyunun veya baska bir deyimle burkulma modunun
saptanmasinda aksiyal dalga yayiliminin tesirinin ihmal edi-
lebilecegini, yani yiiklin gubuk boyu sabit oldugunu diisiin-
menin yeterli olacagini teorik ve deneysel ydnlerden gdster-
migtir.

Bu durumda burkulma dalga boyunun saptanmasi ig¢in(5.26a)
denklemini s&dyle yazmak yeterlidir :

) .
d;‘«; 4+ 21 - ——%—@ )Zi=0 ((ik=:.2) " (5.26b)
B =Tg.rsennn ?

Béylece LAVRENTIER, M.A. ve ISHINSKY, A.V. nin (16) maksi-
mum amplifike edilen modun saptanmasinda kullandigi metodu
benimseyerek, bu hal igin maksimum amplifike edilen modu
tanimliyalim.

2
°<z“< =‘-Q|'.K(_Pt"&— { )

(5.26¢)
XB(K)
dersek, (5.26b) denklemi su hale gelir :
Jzz'ik 2 y
—_ o(.mzi‘< =0 (1.‘-‘-1:2) (k=4’20 """ ’n) (5 .26d)

dat*

Bu denklemden ve (5.26c¢) den yararlanarak su irdelemeyi yap-
mak miimkiindiir :

) 2 : '
a) Eger e > fim ise °<1',K> 0 dir. Bu du-
rumda (5.26d) denkleminin ¢&ziimii hiperbolik formdadir. Yani
exponansiyel artim sdz konusudur.

"y 2
b) Eger B< Ea(x) ise °<u<<o dir. Bu du-
rumda (5.26d) denkleminin ¢dziimii bir siniis ve kosiniis fonksi-
yonudur. Yani titresim hali sz konusudur.

NP

CENA L
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@

c) Eger E:Eﬂn ise K= 0 dir. Bu durum-
da (5.26d) denkleminin ¢8ziimi t ye gdre birinci derece bir
polinomdur ve bu hal (a) ile (b) arasindaki siniri ifade
eder.-

$imdi (a) hali igin (5.26d) denkleminin gﬁzﬁmﬁpﬁ yaza-
l1im ; Normal koordinatlara indirgenmis baslangi¢ degerleri:

Z'\K(O)=Uik :Z‘ix(o)=0'n<« ise ¢dzim : (5.27a)

Z = Ui coshot, b + U"‘ ¢ sinhott (5.27b)
z, =Uyg cosh[ﬂi,d /%?m_1 ]‘c +

gnh[ .J : ]t (5.27¢)

EO- \/ Pu) ] ) pn :

XgK)
(5.27c) ifadesinden yararlanarak maksimum amplifike edilen
mod ig¢in sunlar sz konusudur.

Maksimum amplifike edilen mod H==—jiw— sayisini
minM >1  yapan moddur. Gergekten R o<, >0 degeri
min M >1 sartini saglayan H lar i¢in maksimumdur.Giinki
Q. degerleri modlarla M ye kiyasla daha hizli artar

ve § vye kiyasla deferce ¢ok biiyiiktiir.

i degeri biiyiidikge belirli bir t=t; zamani icin
(5.27b) ifadesi benzer sekilde biiyliyen degerler verir.Bdyle-
ce max oy >0 igin maksimum amplifikasyon elde edi-
lir.

Buradan su neticeye gelinmis olur :

- Impulsif yiikleme altinda ele alinan gubufun maksimum
amplifike edilen modu, burkulma yiiki E amplitiidiine en
yakin fakat ondan ufak olan moddur. Bu ise minp >1 sarti
demektir. ~

Ote yandan benzeri gekilde (b) hali igin (5 26d) denk-
leminin ¢&ziimiinii yazalam.

TURKIYE
BIiLIMSEL ve TEKNIEK
ARASTIRMA KURUMU
KLTUPHANEsI
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Yine normal koordinatlara getirilmis baslanglg degerle-
ri :

Z, (0)=Uy Z,,(0)="Uy, (5.27d)

Denklemin ¢Oziimii :

Z, = Uy o8l fA— Pm]t 4——7—5-"] sm[ﬂ-,. f1— ;w]t (5.27¢)

Bu halde bir serbest titresim s8z konusudur. (c¢) haline ait
¢6zlimi ise gOyle yazabiliriz :
ZiKzAt"\"B (5.27f)
5.1132 - TEK SIMETRI EKSENLI AGCIK ENKESITLI IKI UCU MAFSALLI
GCUBUGUN MODAL STABILITE KRITERLERINDEN, CUBUGUN

BUTUN MODLARI IGIN GEQERLI TEK BIR STABILITE KRITE-
RINE GEGLS

$imdi her bir modal denkleme karsi gelen modal stabili-
te kriterini ele alalim,

P@
P< m(ca)—é_.t' R (#=1,2) (k=1.-..,0)
(5.28a)

Bu ifadede 1/%td sayisi impuls fonksiyonununysekii, ylikiin
tesir miiddeti ve OngOriilen amplifikasyon siniri ile degisir.
Buna karsilik modlarla degismez.

Ote yandan :
E3

2 N ") @
Q=2 Bow 1 =M/t Do (5.28b)

) '
oldugundan £, , (K) arttikca Emm den daha hizli artar.
Bu durumda P , (k) arttik¢a azalir. Buna karsilik (i)
ile bu degisim s&yle ifade edilir :

E?«m) <R 2K(R) (5.28¢c)
Bu neticeyi niimerik hesapla saptamak kabildir. Bdylece maksi-
mum amplifike edilen modun numarasi (K) ise K{mink=Kq,

olmak sartiyla (k.,) numarali mod'a ait (5.28a) stablllte
kriterine gubuBun biitin modlari i¢in gegerli bir stabilite
kriteri gézii ile bakalabilir.
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Burada kQQ maksimum amplifike edilen moddan biiyiik fa-
kat ona en yakin mod numarasaidar. ‘

Gergekten E< l:i?«m),kﬂgg sarti saglandiginda e< Bcenr »
(k=4,........,K)sartlar:i otomatikman saglanmis olur. Clinkii
daha evvel de bahsedildigi gibi (k) arttikc¢a aza-
lair. C :

R(cn.) ’

S$imdi yukarida tanimlanan l&g numarali mod'a kritik
mod dersek, bu mod'a ait sart da kritik stabilite sarti olur.
Ote yandan belirli bir impuls fonksiyonu igin karsi gelen
kritik modun ve bafimli olarak kritik stabilite sartinin ta-
nimlanmasi s6z konusudur. Bu durumda 4/<gtd==b4 dersek, im-
puls fonksiyonunun belli olmasi, M sayisinin belli olmasa
demektir. 1, ( 1=1,2) nin belirli bir degeri ig¢in, maksimum
amplifike edilen mod kavramindan hareketle sunu sSyleyebili-
riz :

Kritik mod serbest titregim frekansi deferce M sayisi-
na esit veya ondan kiigiik olan mod'dur. Yani :

max Q < M (=42) (k=125 n) (5.28d)

sartini saglayan moddur. Buna karsilik i{=1, 1=2
normal modlari ig¢in (5.28d) sarti :

max.ﬂm< M, max.Q.m< M (k=4,2+--.... .n) (5.28e)
haline gelir.

Bu demektir ki her iki sarttan elde edilen kritik mod
numarasi degisiktir. Fakat buna karsilik bu sartlari saglayan
Q,, ve Q,n degerleri birbirine yakindair.

Bu durumda sz konusu olan stabilite kriterlerini yazip
‘karsilagtirirsak ve M/£,, ve M/Q, sayilarinin birbirine
yakin sayilar oldugunu diiglinlirsek :

. M (1) M 2} ‘
Euca) = '_(—;_:n an) < FaJmtr-u)f' —-ﬁ'_am Emm) (5.28f)
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. @)
egitsizligi s6z konusudur.Giinkiil=2 halinde E¢m) burkulma
yilkkleri 41=1  halindeki E;&) burkulma yiiklerinden daima
biylktir.

Bu duruma gbre gubugun genel stabilite sartinin .saptan-
masinda {i=1 haline ait kritik modun ele alinmasi yeterli-
dir. Ote yandan (k) kritik modundan biiylik modlar igin
kritik stabilite garti saglandigindan, yine stabilite sdz
konusudur. Zira (Kg) kritik modu veya k¥ mink=kegsartini
saglayan herhangi bir modun maksimum amplifike edilmesine
karsalik (k) dan biliyiilk numarali modlar gok az amplifike
edilirler.

5.114 - AMPLIFIKASYON SINIRININ TANIMI

Egilmeli-burulma11 titresimin birinci modunu ele alalim:
(5.18¢) kuvadratik formundan hareketle,

B4 . (01’ A) ) .
VK=NXKNKXK ( l(='1,2, ...... ,n)

Buradan su ifadeyi yazalim :

T
@) 2z 4)
T4 | RO 0 X:& ”
X‘Z NK X‘l’ = ; =B(X.X) (5.29a)
xaJl O 1 ) %o

Bu ifade incelenecek olursa, X vektériinin £, iki bo-

yutlu EUCLID uzayinin ortogonal bir baz sistemine gdre, uzun-
lugunun karesini verir. Ote yandan nonsingular bir koordinat

transformasyonu diislinelim. $6yle ki :

W) \ [0)]
X 1 O %

= (k=1,2,.....sn)  (5.29b)

x,‘;’ o] Q zf)
Bu transformasyonla gegilen Ei iki boyutlu EUCLID uzayinin

diger bir baz sisteminde, (5.18c) kuvadratik formu su hale
gelir :
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(4) ’l:) 1 0 Q:I‘ O 1 O X:)
\ N
% o a o No S
Buradan :
o (e opny T N O
V&$=N ' \4==N§t;
wlo &l who L

Ote yandan sunu yazabiliriz :

% )4 oY%

B(X‘«,)X:‘))— (k=4,24- - +N)
)

Y ) O Ay (5.29¢)

2
ve sunu sdyliyebiliriz. (5.26c) ifadesi, Y vektorinin E,
iki boyutlu EUCLID uzayinin ortonormal baz sisteminde normu-
nun karesini verir. Yani

(4)

YK'YK —-u Ym” (k=42,......o0) (5.30a)

Ayni seyler egilmeli-burulmali titresimin ikinci modu igin de
sbylenebilir. BOylece :

B Y, )=

Ote yandan (5. 18c) formu bu halde s8yle yazilabilir :

i

(keAyZ,.... 1) (5.30b)

\/ NCEY, (kmts2seoo. ) (5.31a)
Benzer gekilde :
@ @
V=N Y (kef,2......on)  (5.31b)

BSylece (5.29b) transformasyonu ile titresimin birinci ve ikin-
ci modu ig¢in sirayla sunlar:i yazabiliriz :



)

d

= howd
AE‘Z’ 01—
JX.K Q5
szn

~0,{1— -E
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& gw) v

Eﬁ(u)

(k=4,2,...

@ gt)) ‘/4.4

x¢(k)

Otonom halde bu denklemler su hali alar :

@ o
j’{ﬂ—( == 'Q1 K\/EK
)
% ' —Q'ﬂ( >/4(K1)
@)
%Z«_m ~ Q0
I,

$imdi (5.532)

I

(o]
dt
= Q«
“)
é‘zﬂ '—( 1— —'P;—u) ¢(t))

*$K)

(5.32a)

)

(5.32b)

(5.33a)

(5.33b)

denklemlerini vektSr-matris formunda yazalim :
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) (O 1)
dt
Dl | 2
o ~(4= ) Y,
dt ( Rotw ) ON"=
(5.33) denklemini ayni notasyonla yazarsak :
£ dvie) )
=ﬂ4\<
e 0
\dt ) -4 o yak
£y YA
‘ék? 0 { %
=0,
E)> @
olur. QR,) =i O e

(5.34b)

(5.35a)

(5.35b)

Diger taraftan agagidaki notasyonlar kullanilarak,

[ 1)

y4K . \/ﬂ(
1) ()
- L
W) )
‘YIK [
fo 4 . fo

“) @

N N.=

o (0 D ‘ CRE

N

PQR Y %Qu 0

(5.36a5

(5.36b)

(5.36¢)
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(5.35a) ve (5.35b) denklemleri asagidaki hale gelir :

. ) 9w v P @ .
y NKty ’ YK:‘_'NKtx (k=4,2., ..,I’\) ‘ (5.373)

RO @
me s yk~_-. wo M (k=1,2,.-----sn) (5.37b)

Simdi otonom olmayan halde (5.3la,b) ifadelerini $oyle yaza-
biliriz : S

) ‘

(Yt = k22 ¥ | (5.38a)

@

V) KON (ketze on)  (5.38b)
Ote yandan | Y“)Hg s olelA bngoriilen siniri gdster-
sin ve, o

A BT A A (5.39a)

olsun.

R(A, O) icinde (Yt)} W/Y) oldugunu bildigimize gére,
baglangi¢ kusuru olarak alabllecegimiz deger \/V, 0) ifadesi-
ni W/(Y)=¥ dan kiigiik yapmamalidir. Bdylece ; \/(Q,t)=
oldugundan ve \(Yt) nin, R(A.,0) ©bélgesinde siirekli
bir fonksiyon olusu yiiziinden, siireklilik teoremi uyaranca &y-
le bir §(¥,0) ,sayisi bulunabilir ki :

"y':“__o"<8 : (5.39b)

. [0)]
ifadesine uygun gelen biitiin yk ler igin :

IV (r%0) =\ %0.0)| <38 (5.39¢)

olur (18)



95

Buradan sunu yazabiliriz :

Y =6 igin  \[(y0)-8

L)
N
N

(5.39b)

Sekil 4

Bdylece, Lyapunov stabilite teoremine gore (5.37a,b)
denklem sistemine ait, |YY|<§ i=t,2 agik b&lgesinde basli-
yan her yoringe |Y* "(1 i=,2 agik bdlgesi iginde hapsolunacak-

tar.

Burada g, =€/8& amflikasyon sinirini gdsterecektir.

$imdi 8 vyi soyle tanimliyalim : k=n halinde :

IYl=&  dein WL )=NELE=D

bV

oldugunu biliyoruz. G = 9(0) olduguna gbre :

)
IV l=6  igin \[(O)=(v6)Q2 85

oldugu yine bizim ig¢in bellidir.

(5.40a)

(5.40Db)

Ote yandan (5.39a,b) den yararlanarak sunu yazabiliriz:
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. _
\ilY0) NI 6T g (5.40¢c)
WHY) NG, € |

2 N1G (5.404d)
(§]-51- > 8=V

Bdylece gdriilmektedir ki d; amplifikasyon siniri modlardan
bagimsizdar. :

5.115 = DIREKT METOD IGIN DUSUNULEN GENEL YAKLASIM

Holzer, S.M. in (18) diizlem dinamik burkulma halinde
ileri siirdiigli yaklasim metodunun, bu galismada ele alinan
problem igin gegerli oldugu (5.111, 5.112, 5.114) bdlimle-
rinden gdriilmektedir. Glinki tanimlanan F fonksiyonu ai-
lesi her iki halde de aynidir. Bu metoda kisaca gdz atacak
olursak, (5.40d) denkleminden,

- 5 L a >1 (5.41a)
N ai—1 ¢
Burada 6:9(0) dar.

B6lim (5.112) den biliyoruz ki g(t) fonksiyonu, tanim-
lanan F  fonksiyon ailesi ile tayin ediliyordu.

Ote yandan,
- 13 ,
e(‘t)—('\H’G)T (5.4lb)
fonksiyonu,

£ = sup[aw): o<t < 1] (5.254)

geklinde ifade edilebilen bir en kiiglik list limiti haizdir.
Bdylece bu ‘% degeri ile,
0

EL:%%u% (i=1.2)  (k=h2s-on) (5.41c)
i —d

LS

ifadesinden EL yik genligfini tayin etmek kabil olur.
fonksiyon ailesine ait yle bir egri segilebilir ki bu
degerini minimum yapar. Dolayisi ile de BR degerini maksi-
mum yapar. Fakat [ fonksiyonu ailesi ¢ok genis oldugundan
bu egriyi aramak zordur. Dolayisi ile arastirma bu ailesinin
bir alt sinifi ig¢in sz konusu olabilir.
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Holzer s&zii edilen galismasinda (18) sonlu siireli  yiik
hali icin,

{0 o< X< ¢ x=1X

F=l fw P XA ﬁ=(1_x)P (5.42a)

P-1

0 X 21 {?_:(4_,4) (1-%)

iki parametreli egri ailesini secgmigtir.

Yine Holzer bu galaismasinda B6lim. 5 (5.1la,b,c) de
tanimlanan @(t) fonksiyonunun

BR)=4X(1_X) - Xx=1
tq

seklinde segilmesi halinde @;=50 icin bu aileye ait bir alt
sinif1 tarayarak 1/%==443 bulmustur.

Bu aileye ait p=p=1 ye tekabilil eden tek bir fonksi-
yon halinde :

4-X oL xK 1
F= (5.42b)

o) X>1  x=tA

fonksiyonu s6z konusudur. Bu halde,
oM=2x[8+(1-x)] o x <1
b=zt &>
) —
olduguna gbére ‘g yi sbyle hesaplamak miimkiindiir.

C(q) eger B<nt-m

‘= ) ‘ (5.42¢)
eg eger g>nt-n) :
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Burada, v
=4 /AT3) a0

Ote yandan 8,=50 igin 1/%=340 bulunur. Buradan
¢ikarilan netice ‘€, yi minimum yapmak igin F ailesine
ait bir alt sinifin taranmasi daha iyi sonug¢ vermektedir.

5.116 - MUSAADE EDILEN DEFORMASYON SINIRINDAN AMPLIFiKASYON
SINIRINA GEGIS

Boliim 2.4 (2.25¢), 2.25d) ifadelerinde, denge konumunun
perturbasyonunun lateral yerdegistirme, kayma merkezi etra-
finda dénme ve bunlara karsi gelen hizlar seklinde tanimlan-
mig, baslangig¢ degerleri olarak asagidaki sekilde verilmisgti:

n
V(Z,0)=¢g(z) = é Dy SN '_‘lL‘-_Z-l
Li

= @,Z)=> 4 knz
3(2,0)__¢5(L) g?q)%sm T

(5.43a)
V(z,0) —:_'\l{a(z)=‘=kz=1 Y, SN _k_er;
. n .
@(Z,O) —-=’\l/3 (Z)—._—.sz’\%KS\n ‘5_1_\[_2
Burada, kd.
‘FZK(O) = ¢2|( LQK(O) =wa<
| ' (5.43b)
£0) = By, £,0) =y
dir.

Bu durumda baglangigta gubufun yiiksiiz halde serbest tit-
resim hareketini haiz ve P(t) yiikiiniin tatbik anina karsi ge-
len bir t=T aninda ¢ubuk iizerindeki hiz, yerdegistirme ve
donmelerin (5.43a) ifadesindeki gibi oldugunu diiglinmek hakki-
na sahibiz.

Boylece baglangigtaki bu serbest titresimin hareket denk-
lemini agik8r olarak g8yle yazmak kabildir :

d ‘K 5L FRE=0 (5.430)
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Bu hareket igin baglangig¢ degerleri igin :

-‘:ZK(O) = ¢2K<O) “;K(O)=’\V2K(O) (5 .43d)
Jr;ky(o) = %3 (0) | ‘F;K(O) = W, (0)
seklinde tanimlansin.
Burada, ,
Bovgenivy = 'Ezk(am.ik) Bavceeniivg™= ‘famsuum (5.43e)

olacagi agiktar.

Ote yandan, P(t) yiikiiniin tesir siiresi sonunda, yani
t 2t icin yine:

df 1 ¢ «
Atfk +LERf-0 (5.44a)
denklemiyle karakterize edilen bir serbest titregim hareketi
88z konusu ve burada baslangig deferleri,

L) =20 ) - R =Y@)

. . (5.44b)
'raz('td) = ¢3K({J) ﬁx(f.;) = \yszuﬂ)
seklindedir.
Biz biliyoruz ki
ﬁk _t«(u) chi(lq 2«
= (5.44c)

{“ tMlK) +12ll) Zay,

transformasyonuyla 7, normal koordinatlarina gegiliyor.
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@)

;k 1 0 %u
_ (5.44d)

(@)

transformasyonuyla ise faz diizlemine ge¢iliyor.

Bu s8ylenenleri gbz Oniinde tutarak, hareketin faz diiz-
lemindeki tasvirinden, (Sekil 5 )

)
P

A

A t=ty
W
120 Yau
! ) "

Sekil 5
W
t=0 jcin Y, (0)  vektériiniin normunu yazabiliriz :
) W . .
SK(O)=HX(0)]]= Yo )+ Y0 (5.45a)
t=t; igin Y:()ta) vektdriinlin normu

) () T = .
S t)=[Yt =/ ST (1=42) (ket,.0n)

(5.45b)
) @)
Agiktir ki Sk“» ve 5KCQ) degerleri hareketin genlik
degerlerine karsi gelir.

(5.44d) den gdrilér ki :
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@
B Oy
z4) o o lo
(5.45¢)
ve .
“)
Zw(o 1 0 6K(O
. (L=12)
Z,[0) o] 'Qi.K 0O

(k=12,.....,n)
yazilabilir. Buradan :

)
Z, ) =8,

{GENLIK)

W
zik(o). = 6K (0)
GBI

Yani normal koordinatlarda yerde§istirme genlik degeri ile
faz diizlemindeki yer degistirme genlik deferi esittir. Bura-
dan hareketle (5.44c) den faydalanarak :

@)

W
&0) JcMu() o) 00 L [ty tewl[b
= = (5.45d)

() 2)

£9] o 1 S0 £49) |t 5?@
yazilabilir. :

Bbylece,
fo -t Soit 3 f ¥ @
ﬂ‘(mi{)= MGk + 4201 40) 2:(&;'3&24«)&(@""'{42&) gk(td)
i w 0 ® (5.45e)
2= Lo 5_59) "(“25,2.), = Ty Sl Y880

Ote yandan &; modal amplifikasyon siniri ise (Bak.5.40b)
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“ “

6 (t)=8,8,00) (5.46a)

@ @)
6, ) =8, 6,0

egitlikleri yazilabilir. Bunlar (5.45e) de yerine konursa:
) @)
'Eu(f:ﬁ) = a{({mm 8.‘(0) + tmk) Sn (0))
o " o (5.46b)
£ =8t 80+ 1,0 8,00)

ifadeleri yazilabilir.

Buradan (5.43e) ifadelerinden faydalanarak :

0 -8 {0 .

K eauin)
( (5.46¢)
'F%K(g‘igwfa{ “é-gl)ﬁ!)

egitliklerini yazmak kabildir.

Yine b8liim (2.2) (2.26a, 2.26b) ifadelerinden su yazi-
labilir : '

Ve L el KA
= (5.464d)
&) \° 1)ies
yine bu bdliimden biliyoruz ki :
(5.46e)

| V5 =V @sgp
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Burada V,, B¢ kesit afirlik merkezinin lateral dep-
lasmani ve kesitin agirlik merkezi etrafinda donmesidir.
Vs Be ise kayma merkezinin lateral deplasman1 ve

kayma merkezi etrafinda donmesidir.

(5.45e) den :
V.= V_X,
¢ e (5.46£)

pe=f

Y, ve @ nin pratik degerlerinin olusu bunlarin sinirlan-
masinin akla yakin olacagi neticesini getirdifi icin, ’

Ve i¢in sinir Zﬁ\g

@G igin sinir Zl@e olsun,
Bu durumda (5.46a) dan faydalanarak V ig¢in sanara,

| AVAVAVAIAY. I | (5.47a)
seklinde tanimlayabiliriz.
(5.45f) den @ i¢in deformasyon siniri

| A§=Ap6 (5.47b)
seklinde tanimliyabiliriz. | “

Ote yandan (5.1131) ve (5.1132) bélimlerinden bilindigi
'gibi sistemin P=F, kritik yiik amplitiidii altinda gergek
amplifikasyon karakteri gdyledir ; bu amplifikasyon kritik
mod civarinda maksimum, difer modlarda ise azalan gekildedir.
Halbuki yine ayni b&liimlerden anlasalair ki, kritik modun amp-
lifikasyonu ve bagimli olarak diger modlarin amplifikasyonu-
nu, P<;{3 sartini temin ederek, P, degerinin tesbitinde
g8z Oniine alinan amplifikasyon sinirinin altinda tutma imka-
nimiz mevcuttur., Bir an kritik modun amplifikasyonunun 8ngé-
riillen bu 8; amplifikasyon sinirina esit oldugu diigiiniiliirse

P< B,  sartinin saglanmasi (5.43a) serilerinin terimle-
rinin farkli isaretli olacagi nedeniyle :
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a, = mh(a;v’ a49) (5.47c)

CH— JAYS
Ag s knz
;;r e N =T

geklinde tanimlanan & amplifikasyon sinirinin asllmas1n1
tnleyemez.

Bu aksakligin giderilmesi nedeniyle (5.46d) ifadesinde
belirtilen amplifikasyon sinirini su sekilde tanimlamak uygun-

. dur :

Av ~
{
VV/ZE:(ﬂ skat? ¥
a"“ min (a‘v;a{p )

E&.= 8 (5.47d)
"2 e

Bbylece (5.46c) ve (5.47d) ifadelerinden faydalanarak sunla-
r1 sByleyebiliriz ; maksimum amplifike edilen moda ait ampli-
fikasyon katsayisini, kritik moda ait stabilite kriterini
_kullanarak (5.47d) ile tanimlanan gubufun amplifikasyon kat-
say151n altinda tutmak miimkiin olur.

5.2 - SIMETRIK EKSENI OLMAYAN ACIK ENKEsi'rLi GUBUK HALI

Bu hal igin hareket denklemleri (2.26a,b,c) ve (2.27a,b)
den :

LR NPOLEN=0  (t2on)

(5.48a)
Burada
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‘f £ (k=1.2, .- »N) (5.48b)

B5liim 2.6 ve 2.7 den (5.48a) hareket denklemi ve buna ait
kinetik ve potansiyel enerji ifadelerinin

{m tu(x) -"ﬂ“‘) 'tmo Z
{& = t‘\(ﬂ tzz“) tgga) ZZZ v ( 5 . 4 8 c)
fx taw taw taw )l 2 x

transformasyonuyla, sirasiyla

2 2 2
s 4 Dz, KPOL 2,0

2
%& + ngKZzK —_ ngﬂ‘.)-:i Zy= 0 (k-‘l,z,,‘ ..,N)

5.49
% + QyZae — XPOL 2, =0 N
hareket denklemleriyle,
4 X3 o2 -2
T 4Bt 2+ 73] (5.49b)
U= 4ot BB+ 2, 2 (5.49¢)

enerji ifadeleri yazilar.

Burada tek simetri eksenliden farkli olarak x:g i
kapali olarak elde etmek miimkiin degildir. E, degerlerini
Bsliim 1.4 de (1.7) numarala {igiincii derece denkleminden sayi-
sal olarak elde etmek miimkiin olmaktadir. Bagaimli olarak Q%
deferleri iginde ayni seyler s6z konusudur.



106

Boylece 1; transformasyon matrisini, bu halde sadece
niimerik olarak elde etmenin miimkiin oldugu neticesine wvarilar.
B5lim 5.1 de tek simetri eksenli keside ait 7, transfor-
masyon matrisinin bulunusu incelenirse durum agik olarak go-

riilebilir.

Ote yandan (5.116) dan goriiliiyor ki '1: matrisinin te-
rimlerini kapali olarak veya niimerik olarak tanimlamak prob-
lemin gidisini etkilememektedir.

B8ylece (5.49a) modal hareket denklemlerine B&liim 5.1
deki (5.5d) degisken déniigiimii uygulanirsa

w = Zi
w .
X .jtﬁn. - (5.50a)
) ;
X o
(1) d)
i:m =0, (128 )%
X@(k)

(t=12,3) (k=12,.....a0)  (5.50D)
elde edilir.

Otonom ve otonom olmayan haller igin (5.50b) ifadesi vek-
tér matris formunda :

A
X‘IK
. L (]
x(: =XK(x) xK:
e
(5.50¢)
0 1)
()
X X)= ol ketzen)  (i=t23)
2
Qo OJ
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seklinde ve

&)

| ey

0 1
')(::(x,t): (5.50d)
2 P)
-%t—ga )

(=12.3)  (k=4,2,3,.......,D)

seklinde yazalabilir.

Ote yandan B6liim 5.111 dekine benzer sekilde bu denklem-
ler i¢in otonom halde Lyapunov fonksiyonu olarak su ifade se-
gilebilir : :

o 2wt Wt
V‘ (x'x)= N (Qixx(m + x;\: )
(i=1,23)  (k=4,2,.01) (5.51a)
Otonom olmayan hal igin (5.112) ye benzer sekilde

@ 2 Wi w?
\/K (x,‘t) =Kt) (nix X + X )
‘a,ﬁzg) (km4y2y .- .. ) (5-51b)
ifadesi Lyapunov fonksiyonu olarak segilebilir.
Boylece B8liim (5.112) de s8ylenenlerin hepsi bu hale de

genigletilebilir. Bu durumda stabilite kriterleri (5.25c¢,d,e,f)
den
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4 Bew
<3t a.  (5.52a)
(3)
1 [?muo
p —
t<€td ‘Qak

(k=A,2030. ... ,n)

Ayrica BSliim (5.113) den bu bdliime kadar tek simetri
eksenliler icin sUylenenlerin hepsi bu hal ig¢in aynen geger-
lidir. Buradan stabilite kriterleri i¢in sunlar sdylenebilir:

l%n=r\ kritik mod ise gubuk i¢in stabilite kriteri :

)
Bo(n)

1
fe = 9T e (0 keitik moddur)  (5.52b)
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BOLUM 6

SAYISAL  UYGULAMA

Burada uygulama tek simetri eksenli, agik enkesitli ve
iki ucundan mafsalli bir ¢ubuga aittir.

Uygulamada tatbik edilecek sira sdyledir :
I) Qubugun geometrik Szellikleri tanimlanacak

II) GQubugun iizerinde mevcut konsantrik yiike ait fonksiyon
tanimlanacak

III) Gubuk iizerinde mevcut ilk kusurlar, gubuk ekseni bo-
yunca birer fonksiyon olarak belirli olduguna gdre,
a, amplifikasyon katsayisi saptanacak

IV) Bu 9; ye gobre EE;_hA sayis1i hesaplanacak
V) M sayisi yardimiyla, kritik mod ve buradan kr1t1k
yiik amplitlidi bulunacak

VI) Bu kritik amplitiidi ile baslangag degerleri olarak da
normu bir olan bir vektdrlin bilegenleri alinarak, gu-
buga ait hareket denklemleri [O.t;] araliginda sayi-
sal olarak entegre edilecektir.
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I) QUBUGUN GEOMETRIK OZELLIKLERT

J 5
e=—=—ge—=ux)
_ Y | 1
| | I s
) | W
b ]
|
|
|x
Sekil 6
2hob, t=ty=t - «=k p=h (6.1a)

(6.1a) ve (1.8a, 1.8, 1.9b, 1.9c) formiillerinden hareket-
le, o '

K e
P =D@— g EP
ER F(z) (6.1b)
Px= = £ | G ]

P‘m,-ma[a PV (Rut B B@ BBy ]

ve (5.5b) formiliinden
. Ao
)
Q4K= c@ “[ Esx(x] (6.1c)

formiillerde mevcut katsayilar,
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D(2) = 2.666666 x (3.14159272)2

F(2) = 0.3846153 x 1.333333

G(2) = 0.291666 x (3.141593)2 :
E(2) = 1.1614583 A (6.1d)
A(2) = 1.1614583/1.5416666

B(2) = 3.083333/1.1614583

Cc(2) = 7.388235x 102

Se¢ilen ¢ubuk igin :
(=120 p=17  h=10cm

olarak se¢ilmigtir. Bu durumda kesitte ;

h=10cm b3=20cm t=06cm

gubuk boyu;
L' =1200cm

II) GQUBUGUN UZERINDEKI KONSANTRIK YUKE AIT FONKSIYON

Sekil 7

Yiike ait tesir fonksiyonu,

F)=4ax(1_%x) x=2L
ty
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olarak disiiniilayor.

III) QUBUK UZERINDEKI ILK KUSURLARIN (}UBUKFEKSEN]'Z BOYUNCA
TANIMLANMASI

A5(z.0)
B(2.0)

Sekil 8

V(2,0)= 8,2) =402 (z-€)(2-9)(Z~12)

@(Z,O ¢3(7_).___z(z 3)z- 12)

Burada I+ kayma merkezine gbire kesidin atalet yarigapzi.
Bu ifadeleri Furye-siniis serisene acarak; furye katsayllarlnl
VIZ,0)  igin :

Byp = 220[0.0252¢-1)- 0.0468 — 20350 [ 4 1]]

B( i,O) igin:

k .
¢K3=2-E3.§>[o.ooaz<—1)+o.ooao] (ke 1,2,....,1)
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seklinde buluruz.
Bu durumda bu fonksiyonlarin furye-siniis aginimlari

V(z,0)=-0.0186 sin 1Z __ 0, in 21z _ anz __
) 86 - 0251 sin > 0.0219 sin 2.4 =

0.0032 sin %Z_ _ 0.00565In 54_2_7- —0.0009 sin 6TTZ+

0.0004 ¢ 3NZ
77

ve
_0.0on2 nz 0.0084 2nz
((2,0)=~ = s+ = sm—4z -
0.0011 41z 0.0001 snz , 0.0003_emmz
= 5w1757._ F— SN S = on 2 4.

olur. _
$imdi ¢ubuk boyunun tam ortasinda miisaade edilen burulma
deformasyonu (miisaade edilen) = 0.067/r radyan
olsun. (5.47d) ifadelerinin ikincisinden
__ 0.067/r

\/zk s ¢3Ksln kn)

degerleri yerine konursa,

0.067

a,=

87 /(Co.0M2+(0.00087+(-0.0001)"

Ote yandan gubuk ilist ucundan itibaren 1/4 noktasinda miisaade
[By(mﬁsaade edilen)=0460m (16cm)

edilen yatay deplasman
olsun. (5.47d) ifadelerinin ilkinden.
0.160
LV /Elc gmslnkrr
degerler yerine konursa

' 0.460
/(=0.0186x0.707 %4-(~ 0.0254 x1.0)Z4(~ 0. 02190707V (-0. 0056x-0.707)
Sm—— = 5

aW
+(—O 0009x-14.0)*

(5.47d) ifadesinden :
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8 =min(8;y8;,)

8 = min (8y=5, 8;,=6)

IV) M SAYISININ HESABI

Bslim (5.115) den tek fonksiyon seg¢ilmesi halinde &,=5
igin 1/%=340 oldugunu biliyoruz. Bu degeri, bu.uygulama
icin kabul edersek :

M:.L__3_10_=MO 71 1fsac

V) KRITIK MODUN KRITIK AMPLITUDUNUN SAPTANMASI

~ Bbylece bulunan M degerini gubugun serbest titregimi-
nin i=1 , k=1 nci modlarina ait « ,f£ly dlyagramlnda
IlM e ait eksen {izerinde tesbit edip karsl gelen = o*
degerini buluruz. Bu * degeri bize, kritik modun dalga
boyunun h  kenar uzunluguna oranini verir. Qubuga ait X
ile «* yi oranlarsak kritik moda ait k=N, numarasini bul-
manin mimkiin olacagi ag¢iktir. BOylece :

Nom

Ote yandan N sayisinin bir tam sayi olarak elde edilmesi
her zaman miimkiin olamaz. Bu durumda, Boliim (5.1132) deki
(5.28d) ifadesini hatirlayacak olursak :

max Q. M

sartini saglayan k. moda kritik mod adini vermistik. Bu bi~
ze o(/c* nin tam sayi olarak elde edilememesi halinde N
igin bir alttaki tam sayinin alinmasi olanagini verir.

Béylece (6.la,b,c,d) den faydalanarak, h=40Un,l%=ZO””
t=0.6emic¢in yapilan ara hesaplar neticesi (6.1c) ifadesini
su hale getirmek miimkiindiir.
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0, ~738.824 Qggé(48.71o<a+363523-ﬁs.71o<?-+3e3sza)ia.849mc?&amiaosae))

Buna gbre gesitli oL degerleri ig¢in su tablo hazirlanmistar.

<010 20 130 140 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 [100
0,,132914| 347.24|176.49|108.97| 78.90| 6051| 49 | 41 | 34.65|30.29

Buradan Xy L2y diyagramini cizmek miimkiindiir (Sekil 9).

$imdi bu diyagramda ($ekil 9 ) ‘M=110.71 1/sec
degerlerine =40 tekabiil eder.

Béylece Nce=120/40=3 c¢ikar. Yani kritik mod 3 no.lu
modddur. Maksimum amplifike edilen mod numarasi 2 veya 3 tiir.

BSylece kritik yiik amplitddd ;

“

P =P

HR) T x2(3)

olarak tanimlanir.
(6.1b) de sayisal degerler yerine kondugunda ;5

“)
E«m‘ Esa(a) = 35.483t

~olarak bulunur.
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1V) SAYISAL INTEGRASYON

$imdi =120 =17 = h=10 igin =12
haline tekabiil eden diferansiyel denklemleri sayisal olarak
entegre edelim. Bunun igin (5.31a) ve II. kisimda tanimlanan
yiik fonksiyonundan faydalanarak sunlari yazabiliriz :

a0,
2 QM- E A (d )Y (i=1,2)
Jt TR T e

Gerekli sayisal deferler yerine konulursa ; t,=0.028 sec
i¢in, 4=1 halinde,

d y1('\) Q )

= 4\472\4

“)

(4)
j;/zk ~-Q,(1-B 4 (0028 t)t)y,

P& - (0.028)

XKy

(k=4,.......5N)

olur.

Benzer sekilde 1=2 halinde,

dee _Q y?
- 2K
dt
dYe __ 35483 4 @
o acli— Eﬁ)m(ooza_ﬁt)m
(k=4,..... ,h)

olur.

Bu denklemler bagslangig degeri olarak "}C%»"=1
ve ﬂyL(mn seklinde, normlari bir olan vektdrleri ele
- alip, dbrdiincli mertebe Runge~Kulta metodu kullanarak, [0,t,]
zaman aralifinda sayisal olarak entegre edilecektir.

Daha evvelki bdlimlerden anlasilacapi gibi bas%?nglg de-
geri vektdriinlin normunu bir seg¢mekle elde edilen \/ ) vektd-
riinlin normu bize modal amplifikasyon katsayisi verecektlr Bu
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Bu norm, B6liim 5.1131 den anlasilacagi gibi, baslangig
degeri vektoriinlin gesitli bilesenleri igin (0.t) zaman
araliginda sayisal olarak entegre edilmigtir. ,

Entegrasyon her bir hal igink k=1,2,3,4,5,6 modla-
rinda yapilmis, bunun icin I.T.U. Elektronik Hesap Merkezi-
nin olanaklarindan faydalanilmigtair.

Sayisal hesapla elde edilen neticeler bir sonraki sahi-
fede verilmistir. V



.
«

igin

0,93969262

£A)

Y

1)

Y= 0,34202014 ,

0,028 sec ,

4

.35483112E +02
AMPF KATSAYISH

PT =

1)
K

«“)
K

Cﬁﬁﬂcﬁ~C¢CCOOCCOOOOCOOCC
cocrcocoegoeeggeccocococoococce
+tttt++ 4ttt b+t + 4+
mmuuuwu¢;uuumwuww$wwwuww -
XOCFTVLHALNTNOC— I M O -NCN +
OMNY L ANOL GV O = TN O C I N i O -
F RO ettt I~ et Crd O M (D QO N O N
LGN~ C O L0 PO O O F Ot 8 i i
TG OO NN NING 06 & D OO P rH O O -
TGO X @ S OCTND NSO FF N0 +
TCANAOT L LT L= ~C TG0 N O DN n
(oL PR aule oXan FoTRe a2¥ o ST RN g P WY A VIV af L VTt e o R of ') .
o & o b s e o 0 4 ¢ 0 )t 4ot b e géb o e o
[ T T T O R B B ‘
ey
(o]
wy
o
.}
R N
 COCr-COrtm S rdrtrdmd rt C Crarmi—i QO Cmi CC +
SocColocaecoococatoocoodedo Q
+++++rtttt eI+ .
M LU U L 0 Ui L L A L R U L L U o
C OGO CCIXNLTNOO ~NMMUIN N C@
O CUC O N =0 O N 0C M et Ot o =N O O ]
0¢GN C O ot O N BN~ 00 NN O O~ .
W BNNDC NECCN O N mina O e O M~ InT ]
MNMCC AV NTOOANNO ST ONN NN
e (OO mh#ﬁ¢quwhh¢H“w o)
ommouﬂmcm¢woﬁﬁ¢ CMNC NN~ oo~ ]
007 P g OO P gt e et = O DNt el OV U =t RN 2
A R A IS I B "
[ I | ! ol .
<4
-
i3
.
oo
[V v
—
[}]
[ I ]
ﬁ”ﬂﬁﬂﬂﬂﬂ ﬂaHHH o”ﬂHo —ey e 33
293239399932939199595% &4
wwmww%mumwwwm%w*wuwgwwmm o
Q3 MNL I N O & €T — [a PR}
a@%oomthNpm OOmﬁohgm%% g O
waﬂwowomimoﬁmmwmxmﬁo% on 3ﬂ
~¢mmmw R%NNO ™ O op 3 NN -
g mcﬁm(\‘m(\:w Hw\DU\ ~
m@ hmcmmmmcﬂomu ﬁ - o
O NG & Q fe ) N""““O"QJ"“_‘QI\OQ‘OO" o0 (4] :
4 0 g Pt e e Oy i =i et IOV ON P gm
‘OQUOUQOo'chOO'QOJlOOQO By 200
. g
wv o
R
YA O
%ssz
A
W, @
LR
| : L ) ﬁﬁ&( %
P N N N T MG T G N0 G0 G L
EXANC
>
E Rt
—_ WV$4'
v ¢



igin :

0,86602540

)
K=

b/

t,~0,028 sec ,

.35483112E+ 02"

PT =

“) ()]
% »

AMPF KATSAYISI

c
cC

CrmmiCCCCcCCcOCcCCc e C~ge ~CC
ccecagcceccooeccaoocococcoccqgeaecco
++++dttr+FFHE A+
gLl e wiuwy wp v judd &
nu\ﬂ@wrCnvwﬁ%iﬂuuqu\Cmr4¢gruOCWﬁ

CPC oo~ O CO PO O NLE T -
¢®O¢m00®mﬁ¢¢N&3Nmedoﬁﬁm
3OO COT MO CNO N~ N~ 0 O
NN AN T = MO S AN NN O =i~
WEONNOE ON OO NG C C -0 F O OV i

M CAINC ™ e O NN O N e~ G C

O = vt P O AP 0T OO 4 e P =0 IO

00 60 00 s 0 g4 o0 s gq 00 [}
ot h

OCT O C it it e © C OC C e ~C O
(elalelaY# ] rlalelelololvlolelololdle [ofolole)
+4+F++t+r++ A+
L e LY L 0 WL ML L U L AL W e R L L

WAL O F OGO OO F O il L

L CONORINE G G P = ANGL LG N T 0 O NIt

CMETMO NS O NGO WO~ QP 3 DN O
—O (.00 O ™IN T DO~ 0 LU N Trem G O — T 6
CMOMO FO NS = SN OGO NN S C W
OB E X AL NS GO F I T O ~ oG

A0 DR e O C O NF Dt O N ON O 2O et

O~ it O\ ot = e 0 gmd O 06T O O et Yoy i G T
' o'o'o’o'.o.c.‘n;o;.o
! (I ]

ot P et Y e 7 e 7 g 1 e i PN (O () = Oy T OO
s (@14 GO O D0 de N
33339999992 239RTRIIIER7
mwmwwwwumuwmwwm Wy W s b
S0 FOD O =i 0 i@ o Ve D N
OO K\ O VO - 00 OO N O et OO
N HOND gy - O O O N W OO Qs N

el Vel Qogmﬂcﬂmpoﬁwox i~
ale Yo o Qpp ~O O o N L 7oVl

© m@mﬁqacph NNMNH@O et O\ N
ngd WO BN T [ 00 O NON e i) NG

ot et gt £t O\ o et P e Y cawﬂ%@”oo
".{jo.w.oonoO-Gq 40

ﬁﬁﬁﬂmNNNmmmmu¢¢¢mmmﬂoéoﬂ

STNP

Bu hale ait neticelerin (10) no.lu sekilde grafigi ¢izilmistir.

Not.



o
1

0,86602540 ¢in

@)
&=

0,5 ,

)
®T

L2

PT

= ,35483112E+ 02

2
2

)
K

o)
=

AMPE, KATSAYIS)

. {
ccco-cCcaccocagcecococc
ccocggecoccacocogeesccece
++F++l++Ht+tHr A4
TRTRIRTR TS uJu.u:u_ [T R (Y V] U TR TRY!
WO OU N . OO NN O OO
e G N O = OIC U OO = (VG N O
I Ny~ un e NGO KIS C Nl
OO0 g AN G- T N
SO TS O I L ONT O
C T O mtr=00IC ANG et 3 OO S i 00
OO GO C ot e o0 F © o0t
p@mmeth0mqucomwmhh
‘4 ¢ % 0 0 g @ o o @ oo

NN e

. 1
C ot e Ll otololelaled o
ccecc Qcccocacc
++ 4+ i+t |+ +FEEH
TR TGTE LUl LU L UL
Ot T G T O G Crtei
O S Caoneco
TnC e e A0 COer
nwinc o AN C I~ D $
N~~~ OO T NSO~
el LTS C OGO
AT TN QW SN C Mo

-ﬁx-\hmln\c(.q_,
e . ¢ 00 o

R R e P T e T
¥ r r"\ r
3397035399930 3239595

.wmmwiuuwwgw uumwuww

M NN LY te Y Xl N
OO G I~ s N &
O L OIN - NL O 0
C I NG P 0D L NE T o
e e oOmH¢mo
N B OO NG oy g WMN S O\ Qe
: NS PO n SR OOy
T T VO RS SO omoOOOm
o...’o.odi.b ® o0 ¢
1

”—:P‘A('\JNNN}fsmmN‘\r 38 G e

Bu hale ait neticelerin (11) no.lu sekilde grafigi gizilmistir.



od

igin

“)

Y, = 0,70710678

)

Y, =0,70710678,

t,- 0,028 sec ,

.35483112E+ 02

)

a
&
¥

AMPE KATSAYISI

AN

CcCo~Ccococooocccecooceceecocccco
coccoccecgeococccoecgogoeoccoceccccee
++++++t+rrtrrrrrrE
U i G s Gl e it W
MG i C DG OGN N D e = 008 C0 R N
T L LT L L remtT (O F 0N C o Oy
~ O $ VNN T NNG OOV~ LCINCNM
MOCNVOUE NSO LT OU@ Um0 F T T~ i~

O MMNOG T MNMONECNO O TN TN
OGO OMNMONDT et CF 3O C NN
it e O Qe (G GO O G KGO O
POl M G = O QNS O DN
N N I I L RN A B B B IR A RURE

COI—'HCHMHﬂ.—!Hp—(MCvHCCCHcF‘HCC
CCCOCLCoCoCoOQCooCocCocoOCoOcOo
N 2 kS A 0 O BT R e N B e

L LU UL e e U R L UL U U WL LU L

G OC iGN~ 0 G L0 U G OO W N0
P -MOF O C 0@ NN T OO C N Cr 0 i~
NOT=OQY- AN C OO 0N € X3S =M
el P O L O N O =N MGG O G MC OO
C S 0'C e 1~ 0 (CrmilDIN O 3 0N F O =i €C ONCO
[SAls Lanlo S Al R, Y oy R gV L N g oot  Te Ny g ]

r-w--*No«\.coc<\¢«£¢com.v.o~c.-qmcc~o
O G ™ et O ok 7 gt 1o et Pt red ol (£ ST G U0 7= OCC et P et
® g8 ¢ 0 g © g8 ¢ & ¢ 0 ¢ 0 6 4§ 0 o0 o

T et T Pt T ek T et ™ O O D T C OO

OQOGC o Q
29999399397 12999329323%2
wuwuwwwwwuumuuwuwmwwwguw
NGO Mg ¥ Moy Ty O Aoy Ny ¢¢

@mooomm003o¢mﬁo~omg Qe
o N g 0 Ccg aao"‘d hom-—({;) Vet
o« -

TO 00 WG m¢o<m Nphﬂmm
oﬁmdﬂwmoﬂmﬁ %owoon0
o e NG DNNG U O ™0

o M h-""\"’COO""N\f\fO r-“—"o«mo 0O La
et et P I N e e 0V oy TV 0O
® 90 4 6 40 fagd o0 gt e e oo

ﬁﬁﬁﬂNNNNmmmmq¢¢¢mmmmb@6c

STOP



in

a,5 i¢d

A)

Y

0,8660234Q

=

)

ik

ta== Q0,028 sec ,

.35483112E+ 02

()
&

>3

AMPF KATSAY1IS!

MOD

CNHO MO C QO X O NC MO

S ceeceeCccnmOcComec o acCcc
cecgcocecoccoocececoccecoceocceccecoce
+httr bty I+ 4+
i wlu e ke e diw gy
ECHLCANLCHT U L OO e (NN i W N
NCXCTCCTOmAIN LU N G Crmipe Tt COOC
N NONCOCOTXONMAYOM=I o M
LEL~T COUNIIOP=NEC TC XU T i~ (O
WrrArA MM C OO OOMNS MNP~ MG Wi O 3
RNET OOV TNMNONIN GO COXTS G~
~SOANOMSTCOT N C T NN MU T 000 -
NSO MNOT NSO~ Nt GO
LI I I R A A R R N I N N R

C rlrt et et bt e e - SO O OO C S
cococCoCcooTCCoOoOCoO
+F+ ¥+ttt A+

<
(o]
+
U L UL 0 U L L L L L L L it U L

C ocC
< SO
+ + +
e L
¢A«hm
€ G~ MO O (MO G O N O MNC =~ O~ o N
LCOXLICCINAIOL OMTUNFTNT G =
CCOONMII~OCICOTHE~OMET T~
mﬂmoﬁcmNNMQONONONONﬂthm
N OO COOUNL G oo TN NN~ O
QC~GQN¢>cocmcmo¢mcoecmov
O rbomd 0= gond ot 7 ot et D0 08 N NP O ON T O
% 08 ¢ 0 0 o908 g% 53 bbbt s

e e Tt T s O R O GO0 T D A T O
2999292229932998959933207

LUU-LL UJLL:“#LL;LLLLILL UJUJuJUJLuLLUJUJwLLLLU.UJL—

cmowm¢@>¢omomm NS
WV Vmir=ton OO % O Rﬂ@mm
~mmm>~mo NG mmoom oNep

TN F I~ wmmﬁ OO O vt TNy
mowo¢~¢ﬁom Wign oo et OO o8 LD iy
R N O NNEC U O pe i o STV ey DN ST i
S Lo V-0 0 O~ q’(x)O"‘\O"OOP‘
N""ﬁ"‘ﬁ"“ﬂ"r—"“‘t—@o\c'\,max -za\ oG

® 0 ¢ & 8 0 g ¢ g 8 o *® a0 o o

N GG G IN oL o

STNP



.o

i¢in

Q,34202014 .

)

“)

Y= 0,93966262 ,

t=1

1=0,028 sec ,

.35483112E+ 02

PT

AMPF KATSAYISI

w
2w,

C#Gzoo:w-—h—‘O‘OCMNO\C
COFNF¢&OW¢¢mmMHCmOHOﬂmOC
e Nt COT i NONN A O Mg N NN O e
VG ONOOXNFT OO~ FTOO~SMO NN omM
M0 M OO 00 N0 M O OO~ O = NI P~ N~ = (N O
SO S VNN o TN O DC O F NI
N~ AN COCO~NCNMNS-CONO IO M
U O =N = U O NS N~ O MO
® O 0 9 00 & o © 0 6 0 0 0 6 0 % g & 0 % o 0o

Crtrded i~ C CO OO CCOC~COCOCC
(“lalololelalelolelolr ol oMol lal Sl ololo il o
+++ts+rrrFrt 4+ttt +
AU L L W U0 L WU AW U e B W U s U G i

Wt ONMNMOC NN T 0O~ NO O e T OO
NN O MM MONNMN ~0 OO C O Mein
NGO O NN~ OO TO T NO N
et O P = OO O O M~ O~ N0 G O F FIN AN
COAMOMNMINOIT T T OO OR~C OO0 M~
Ottt rd ittt e O) OC N T PN P O NI~ 0 O NG O N
® 6 6 0 9 0 & ¢ & & 0 6 086 00 0 90 8 0 4 0 0 O

et g e SO 3 D OO DD O DD D
oleolslalelolelnislalnlplololulclvinlelniele Yol
? ? ? ?+++++++ +++++3+++
LU L L MU L A L WL O A U AL WL R s UL
OO0 M Nt O D 0 (N OG0 o0 MG F 0 O INC T
OF OV OO N rp Nt O 8 P~ 0N O M -
O OO T M~ N Ny FNO P~ MMNNG O
O PN MO D e (O O o0 - DD
e 00> ON¢”N@§@¢N0mmoprmﬂ
mﬁMmeﬁMQOMOMOoNOthoo¢O
O N W T UV O (O it~ 000 OO L0 O~
ﬁﬂﬁﬁﬁﬂﬁﬁﬁm’\@o‘o@o\mrﬂ-—io@v—‘r—l@
o5 O ¢ 00 6 0 % & 0 0 50 0 0 0 s 0 e 0 0 00

et et = OO O OO0 M 00 3 o VNN O OO C

STOP



Bu halde max amplifika.\syon,

)
‘(,w_z 0,34202014
)

YZ(&

bilesenleri i¢in, ex é{a 2,222 olarak elde edilmisgtir.

= 0,93969262



SONUGLAR

Bu calismada HOLZER'in (18) simetrik kesitli gubuklar
i¢in ele almig oldugu problem, simetri ekseni olmayan veya
tek eksene gdre simetrik enkesitli gubuklar igin, tekrardan
ele alinmigtar.

Hareketin kuple parsiyel diferansiyel denklem takimi,
yapilan transformasyonlarla ayrik adi diferansiyel denklem-
lere doniistiiriilmiis ve bu sekilde OTONOM OLMAYAN hal igin
LYAPUNOV fonksiyonunun se¢imi ve bu arada K@) fonksiyon
ailesinin tanimi igin HOLZER'in (18) s&zii edilen ¢alismasin-
da izlemis olduBu yolun, bu hal ig¢in de gegerliligi saglan-
o migtar.

Bu galismada netice olarak elde edilen stabilite kri-
teri, HOLZER'in (18) elde etmis oldugunun aksine, modlarla
bagiml: ¢ikmasgtar.

Bu netice bize, elde edilen kriterle sadece o kriterin
ait oldugu modun stabilitesini temin etme olanafini sagla-
mistir. Bu 6zelligi ile elde edilen stabilite kriteri, hig
bir zaman gubuk igin yeterli nitelikte defildir.

Halbuki HOLZER'in (18) elde ettigi kriterin, modlardan
bagimsiz olusu nedeniyle, biitiin modlarin stabilitesini te-
min etme &zellifi vardir. Yani boylece gubuk igin tek - bir
kriter elde edilmisgtir.

Bu calismada elde edilen stabilite kriterinin yukarda
s8zil edilen yetersizligini ortadan kaldirmak amaciyla, gu-
bugun respons analizinden yararlanarak kritik mod tanima
yapilmis ve bu moda ait kriterin kullanilmasi, biitiin modla-
rin stabilitesini temin igin yeterli oldugu gésterilmistir.



Calismanin sonunda belirli bir kesit ig¢in, verilen bir
yiik fonksiyonu ve amplifikasyon siniri halinde kritik mod
saptanarak, yiikiin kritik genligi bulunmustur. Bunu takiben
bu kritik genlik ile sayisal ¢8ziim yapilmistar. ¢ozlim, bag-
langi¢ degeri vektoriinlin gesitli bilesenleri igin tekrarlan-
mig ve maksimum amplifikasyonun elde edildigi bilesen duru-~
mu tesbit edilmigtir,

Ote yandan 14 yiik tesir siiresinin sistemin amplifi-
kasyonu {izerine tesiri y6niinde sayisal bir aragtirma HOLZER
- (18) tarafaindan yapilmis ve 1ty ig¢in bir kritik bolge ta-
nimlanmistir. Bu galismada glidiilen gaye, verilen bir yiik
fonksiyonu ve amplifikasyon siniri halinde, yine verilen
bir cubuk ig¢in, ylkiin amplitiidinlin kritik degerini tesbit
etmek, yOniinde oldugundan ve burada elde edilen neticenin
pratik yonden yeterli nitelikte oldugu digiiniilerek, 4
i¢gin kritik bdlge tanima hususunda, sayisal bir arastirma-
va gidilmemisgtir. ’

Boylece, bu tip gubuklarda elde edilen stabilite kri-
teri, verilen yiik fonksiyonu ve amplifikasyon siniri halin-
de, cubufun verilen geometrik nitelikleri igin, kritik yiik
genliginin tanimlanmasi ile gubuk igin stabilitenin temini
olanafini saglamis olur.

Bu calismayla, bu tip gubuklar igin elde edilen stabi-
lite kriteri tamamen orijinal niteliktedir.
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