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ABSTRACT

The mathematical modelling of most phenomena in science and engineering are based on
differential equations. But, one can observe that this is not possible to define some problems
and to find the analytical solutions through classical concepts. To solve this type of problem,
multiplicative calculus and multiplicative differential equations involving multiplicative
derivatives were alternatively developed. It is seen that this new calculus has brought ease of
application to the some problems and it has given more effective and faster results than
conventional calculus in some cases.

OZET

Bilim, miihendislik ve uygulamali bilim dallarinda karsilagilan pek ¢ok olayin matematiksel
modellemesi diferansiyel denklemler ile ifade edilebilir. Ancak bazi problemlerin bilinen
klasik kavramlar ile agiklanmasi ve analitik ¢Sziimiiniin bulunmasi kolay degildir. Bu tiir
problemlerin ¢6ziimii igin alternatif olarak carpimsal analiz ve garpimsal tiirev igeren
carpimsal diferansiyel denklem kavramlari gelistirilmistir. Bu yeni analizin bazi problemlere
uygulama kolayhg getirdigi ve bazi durumlarda ise klasik analizden daha etkin ve daha hizh
sonuglar verdigi de goriilmiistiir.

GIRiS

1967 ve 1970 yillari arasinda Michael Grossman ve Robert Katz klasik analize alternatif olan
garpimsal analiz ya da geometrik analiz olarak ifade edilen yeni bir analiz tanimi yapmislardir
[3,4]. Bu yeni analiz tiirev ve integral kavramlarina bagl olarak tanimlanmistir.

Herhangi bir f fonksiyonun x degiskenine bagh klasik tiirevinin limit gosterimi

oy o flxrh)— fix)
7 (x) = lim LS00

seklindedir. Bu limit yaklagim1 diizenlendiginde garpimsal tiirev tanimi elde edilir.
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CARPIMSAL TUREV

Herhangi bir f fonksiyonunun g¢arpimsal tiirevi f* sembolii ile gosterilir. A< R agik
kiimelerindeki tiim x degetleri igin f*(x) fonksiyonu

. . S(x+h)
/ (x)zm( 1) ]
seklinde tanimlanir[1].

Klasik tiirevin tiim &zellikleri kullanilarak yukaridaki formiil diizenlenirse ¢arpimsal tiirevin
klasik tiireve bagli tanimi elde edilir.

fix) Fleah)=f0) 1
N . f\(,\'+h)— f(_\»] fxah)=fted h S(x)
x)=lim| |+ ————
()=t L
£(x)
/)

— e(lnej ¥(x)

Benzer sekilde f* seklinde gosterilen f fonksiyonunun x noktasinda n. mertebeden
carpimsal tiirevi vardir ve

S (x)= e

olarak tanimlanir.

CARPIMSAL TUREVIN BAZI OZELLIKLERI

f veg gibi garpimsal tiirevlenebilen iki fonksiyon ele alalim. ¢, bir sabit olmak iizere

of,fe,/+g, f]g,f* fonksiyonlari da ¢arpimsal tiirevlenebilir ve bu fonksiyonlarin
carpimsal tiirevleri agagidaki gibi elde edilebilir[1]:

L (ef) (0=1"(),
2. (/&) ()=1"(1)g" (1),

3. ( )()'_‘f (t)_fl.}%%mg‘(t)ﬁjm’

+(718) (=1 (/s ()

5. (fg)° _ t)gmf(z)g(’)'
CARPIMSAL INTEGRAL

Eger f, fonksiyonu [a,b] aralifinda pozitif ve siirekli ise (a,b) aralifinda garpimsal
anlamda integrallenebilir ve

h
[t Cxpete

[ =e

seklinde tanimlanir [1].
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f ve g fonksiyonlari [a,b] araliginda ¢arpimsal anlamda integrallenebilir ve (a,b)
arahginda pozitif ve siirekli olsunlar. O zaman k €R, a<c <b olmak tizere f*, f.g, f/g
carpimsal anlamda diferansiyellenebilir ve

(far)” ( foreon ]

2t D >

(/(e)" j (f(X))"’I(g(x))"‘

§ I(m} @)
e ij(g(x))”’

s fro o o] reo

oldugu goriiliir [1].

Teorem: f, [a,b] arahiginda pozitif ve siirekli bir fonksiyon olsun. f'in ¢arpimsal

antitiirevlerinden biri F olsun. Boylece F, [a,b] araliginda
F(x):jf(x)"‘ ,a<x<b

tanimlanmig olsun. Ote yandan, eger G(x), f fonksiyonunun [a,b] arahiginda herhangi bir
terstiirevi ise
_G®)
S "
'[ " G(a)

seklinde tamimlanur,

CARPIMSAL DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bilimde ve miihendislikte kargilagilan pek ¢ok problemin matematiksel modellemesinde
klasik tiirevlere bagli diferansiyel denklemler kullanilmaktadir. Ancak karsilasilan bazi
bilimsel problemler klasik diferansiyel denklemler kullanilarak kolayca ifade edilemeyebilir.
Bu durumda alternatif olarak tanimlanan ¢arpimsal diferansiyel denklemler kullaniimaya
baglanmugtir.

Bir bagimsiz degiskenle ilgili bir veya daha fazla bagimh degigkenin ¢arpimsal tiirevini igeren
diferansiyel denkleme ¢arpimsal diferansiyel denklem denir. Carpimsal diferansiyel denklem,

¥ 'nin ¢arpimsal tiirevini iceren »° (x) = f(x,y(x)) bi¢imindeki diferansiyel denklem olarak
tanimlanir.
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CARPIMSAL LAGRANGE INTERPOLASYONU

Interpolasyon, bir fonksiyonun tanimli oldugu araliktaki herhangi bir degerine karsihik sonug
elde etme yada ara deger hesaplama islemi olarak tanimlanabilir. Klasik interpolasyonlara
alternatif olarak garpimsal analiz kavramlari ile yeni interpolasyonlar tanimlanmistir,

Tanim: Carpimsal Lagrange interpolasyon yaklagimi E, (x) pozitif tanimhi bir f
fonksiyonunun (xo,f(xo)),(x,,f(x, )),...,(x",f(x" )) bigimindeki (n+1) veri noktas ile her

bir k=0,1,...,n degeri ve

n
Ry Bt
nk —
i=0 X X
it

igin

E,(x)=T1(#(x))""

seklinde tanimlanmugtir. Tanimlanan bu yaklagima ¢arpimsal (iistel) Lagrange interpolasyonu
ad1 verilir.

CARPIMSAL ADAMS BASHFORTH-MOULTON ALGORITMALARI

Diferansiyel analiz matematiksel modellemenin gerektirdigi pek ¢ok problemde
kullanilmaktadir. Bilimde ve miihendislikteki pek gok davramigin matematiksel modellemesi
evrimsel bir tanima dayahdir. Bu yiizden &yle davraniglan diferansiyel denklemlerle
modellemek gerekir. Bu problemlerin bazilari, matematiksel formiilasyon igin klasik analiz
kavramlar: kullanildiginda daha zor yaklagimlar igerebilir. Bu durumda alternatif kavramlara
ihtiyag duyulabilmektedir. Boylece garpimsal analiz kavramlari ile tanimlanan garpimsal
diferansiyel denklemlerin kullanimi1 da nem kazanmaktadir. Son zamanlarda yapilan bazi
caligmalar garpimsal diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimii igin gelistirilen garpimsal
sonlu fark metotlari ve garpimsal Runge-Kutta metotlar: ile ¢arpimsal analizin daha etkili
sonuglar verdigini gostermektedir [2,5,8].

Bu galismada carpimsal baslangig deger problemlerinin niimerik ¢oziimii igin gelistirilen gok
adimli algoritmalar olarak ta adlandirilan garpimsal Adams Bashforth-Moulton metotlari
tanimlanmigtir [6,7].

¥ (x)=f(xy(x)), ¥(%)=x

¢arpimsal baglangig deger problemi olarak adlandirilir,

Denklemin her iki tarafi f; ye bagh E, (x) igin f(x,y)=~ E, (x) iken [x,,x,,] araliginda
J y. (x)dx — J‘ f(x’y)dx

¢arpimsal anlamda integre edilir ise

Y=, [j E, (x)”‘]

genel formiilii elde edilir.
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Her bir »=0,1,2,3 igin, integral formiiliine ve j:=f(x,,y,.), Sia=F(xyn)s
Sor=S(%0.%5)s  JSia=f{(x_.».,) noktalarma dayali g¢arpimsal Adams Bashforth
algoritmalari sirasi ile

Y=y (1)

Vo= (£13)
Y=y (F2 08"

h
ARV ey
olarak bulunabilir. Denklemin her iki tarafi f,,, ye bagh E, (x) igin f(x,y)~E, (x) iken

i

L]
2

[x,,x,,] araliginda ¢arpimsal anlamda integre edildiginde genel formiil

Vi =, ( f(& (x))”’}h

olarak yazilabilir. Her bir n=0,1,2,3 igin, integral formiiliine ve S = (x055)s

fo=F(xva)s £=1(x.) ve f., =f(x,.+,,y,’:,) noktalarina dayali garpimsal Adams
Moulton algoritmalar sirasi ile

Vi =y(fn)
Y=y (£ 1 )3
Y=y (P11 )%
Vo= (£ A

formiilleri ile hesaplanabilir.

Bu formiiller birinci mertebeden garpimsal diferansiyel denklemlerin niimerik ¢Ozlimii
igin  geligtirilen  dordiinci mertebeye kadar carpimsal Adams Bashforth-Moulton
algoritmalarini vermektedir.

UYGULAMA
y(0.1)=2.402585093 baglangig kosulu igin [2] de g¢arpimsal Runge-Kutta yontemi ile

¢oziilen
. x—1
x)=exp| —
iy
seklindeki g¢arpimsal diferansiyel denklem garpimsal Adams Bashforth-Moulton yontemleri

ile ¢6ziilmiistiir. Bu denklemin analitik ¢oziimlerinden birisi y(x)=x-In(x) fonksiyonudur.
Bagl hata degerleri agagidaki formiil ile hesaplanir:

Ve (% )= Yoo (%, )I

Bag.Hata = , Y (X, | l
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Tablo 1 /=0.1 igin MAB-M metotlannin niimerik sonuglari

X y(x) Metot Sonug Bagil hata (%)
426.0 419.9455606537 MAB-2 419.8627174937 0.0197271
MAB-3  419.8008829906 0.0344515
MAB-4  419.8239686466 0.0289542
MAM-2  420.1948651 0.0593658
MAM-3  419.7499747 0.0465741
MAM-4 419.8375502 0.0257201
21532 21455252896133  MAB-2  2145.4424305860 0.003861
MAB-3  21453806119562 0006743
MAB-4  2145.4036976062 0.005667
MAM-2 2146.19323 0.031131
MAM-3 2145280161 0011425
MAM-4 2145428735 0.004500
108832 10873.9050244051 MAB-2 10873.8221622635 0.0007620
MAB-3  10873.7603467482 0.0013305
MAB-4 10873.7834323984 0.0011182
MAM-2 10875.51242 0.0147821
MAM-3 10873.56281 0.0031471
MAM-4 10873.82945 0.0006950
Tablo 2 #=0.01 i¢in MAB-M metotlarinin nimerik sonuglari
x yix) Metot Sonug Bagil hata (%)
431.59 425.5225239364 MAB-2 4255214298 0.000257138
MAB-3  425.5195694 0.000694333
MAB-4 425519788 0.000642953
MAM-2 4255262424 0.000873867
MAM-3  425.5193203 0.00075287
MAM-4 4255198139 0.000636873
2185.02 2177.3306197391 MAB-2 2177329525 5.02576¢-05
MAB-3 2177327666 0.000135679
MAB-4 2177327884 0.000125667
MAM-2 2177.340408 0.000449552
MAM-3  2177.327173 0.000158292
MAM-4 2177327932 0000123421
10844.18 10834 8886161904 MAB-2 10834.88753 1.00645e-05
MAB-3 10834.88567 2.72313e-05
MAB-4 10834 88597 2.44625e-05
MAM-2 1083491179 0.000213892
MAM-3 10834.8847 3.61233¢-05
MAM-4 10834.88587 2.53037¢-05
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SONUC

Bu ¢alismada garpimsal diferansiyel denklemleri niimerik olarak ¢dzmek igin carpimsal
Adams Bashforth-Moulton metotlart gelistirilmis ve bir problem ¢6ziilmiigtiir. Tablo 1 ve
Tablo 2'de verilen bagil hata degerlerine bakilarak gelistirilen metodun problemin tam
¢Ozlimiine daha yakin sonuglar verdigi gériilmektedir. Sonug olarak, bilim ve miihendislikte
yer alan problemlerin gelistirilen bu yéntemler ile ¢6ziilebilecegi sdylenebilir.
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