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CUBUK ELEMANLARIN BURKULMASINDA YAKLASIK TASIMA
MATRISI VE BASLANGIC DEGERLER METODU

OZET

Yap1 mekaniginde cubuklarin burkulmasi cesitli metotlarla incelenebilir. Bu ¢ubuk
elemanlarinin  kesin burkulma yiikleri de bu metotlardan biriyle rahatlikla
hesaplanabilir. Ancak kesin hesap her durumda kolaylikla yapilamaz. Cubuk
kesitinin degisken olmasi veya birden fazla rijitlik sabitinin s6z konusu oldugu
durumlarda kesin burkulma yiikii hesab1 giiclesir. Bu ¢alismanin kapsami icerisinde
gerek degisken kesitli cubuklarin gerekse iki rijitlik sabitinin s6z konusu oldugu ¢ift
duvarl karbon nanotiiplerin burkulmasi yaklasik metotla incelenmistir. Ayrica ¢esitli
sinir kosullarina sahip problemler incelenmis bunlar icin hesaplanan kesin ve
yaklasik burkulma yiikleri karsilagtirilmistir.

Bu calisma icerisinde yaklasik tasima matrisi ve baslangic degerler metotlar
kullanilmistir. Baslangi¢ degerler metodu, elde edilen denklemlerin yaklasik tasima
matrisine uygun forma doniistiirmek icin kullanilmistir. Kisaca baslangic degerler
metodu eldeki denklemlerin tiimiiniin sabit degerler cinsinden ifade edilmesi olarak
tanimlanabilir. Bu metotta esas olan degiskenleri olabildigince az sabitle ifade
etmektir. Burada bahsedilen sabit degerler probleme ve denklemlerine gore degisir.
Burkulma problemleri icin bu sabit degerler rijitlik degerleri ve sabit katsayilardir.
Bu metot yardimiyla her tiirlii diferansiyel denklem matris forma getirilerek yaklasik
tasima matrisine uygun hale getirilebilir. Kullanilan diger yontem olan yaklasik
tasima matrisindeki ana fikir ise matris formdaki diferansiyel denklemlerin tasima
matrisini hesaplayip baslangic kosuluyla carparak ¢oziime ulasmaktir. Cubuk bir
sistem i¢in baslangic kosulu baslangictaki mesnetlenme kosulunu ifade etmektedir.
Diger uctaki mesnetlenme kosuluya beraber yaklasik burkulma yiikii her tiirlii durum
icin rahatlikla hesaplanabilir.

Yapilan incelemelere gore yaklasik tasima matrisi metodu diferansiyel denklemlerin
integrasyonunun tek sefer yerine seri sekilde toplanarak hesaplanmasi esasina
dayanmaktadir. Buna gore bu toplama serisi ne kadar ilerletilirse yaklasik sonuclar
kesin sonuca o kadar yaklasir. Dolayisiyla yaklasik burkulma yiikii degerleri de kesin
burkulma yiikii degerlerine yakinsar. Elde edilen bir diger sonucta bu yakinsama,
seriye katilan deger sayisina gore {iistten veya alttan yakinsadifindan yaklasik
burkulma yiikii degerinin hangi aralikta oldugunun rahatlikla bulunmasidir.

Gerek cift duvarli karbon nanotiiplerde gerekse diger kesitlerin incelenmesinde
belirli bir aralikta integral hesabi soz konusudur. Yapilan hesaplar neticesinde,
kullanilan aralik ne kadar ¢ok parcaya boliiniirse yaklasik burkulma yiikii degeri de
kesin sonuca o kadar cok yakinsadigr goriilmiistiir. Calismanin kapsami icerisinde
nanoteknolojiyle ilgili olarak, ¢ift duvarli karbon nanotiiplerde tiiplerin birbirine olan
etkilesiminin burkulma yiikii degerini etkilemedigi sonucuna varilmistir.
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APPROXIMATE PRINCIPAL MATRIX AND INITIAL VALUES METHOD
FOR BUCKLING OF BAR ELEMENTS

SUMMARY

In mechanic of structures, buckling of bars can be examined with various methods.
This exact buckling loads of bar staff in either of these methods can be calculated
easily. But in each case, exact calculation can’t easily done. If we have variable bar
with variable cross-section or more than one rigidity constant,calculation of exact
buckling load is difficult. Within the scope of this study ; bars with variable cross
section and double walled carbon nanotubes which have two rigidty constants
examined with approximate method. Problems which have various boundary
conditions has also examined for exact and approximate buckling loads; calculated
and compared.

In this study, approximate principal matrix an initial values methods are used. Initial
values method used for converting the equations to appropriate form to approximate
principal matrix. In short, the initial value method for all of the available equations to
be expressed in terms of constant value can be defined as. This method is based on
the variables as possible is to be expressed with less constant. Here in these constant
values change with problem and equation. These constants are rigidity values and
constant numbers for buckling problems. With the help of this method, differential
equations with of all kinds can be brought about matrix form suitable for
approximate matrix can be made. Purpose of other method which name is
approximate principal matrix is calculating approximate principal matrix for
differential equations and reacing to soluiton by multipyling initial value with
approximate principal matrix. For a bar system initial values describes initial support
of bar. Approximate buckling load can easily calculate with end support sitiuation
of bar.

According the reviews the aprroximate principal matrix method bases on calculating
sum of integrations with series instead of once integration of differential equations.
According to this, if sum series how much calculating forward, the result is so much
closer the absolute value. Therefore, appoximate buckling load values converges to
absolute buckling load values. Another result obtained from this convergence is
according to the number for the participating values to sum series from the top or
bottom approximate values is closes the ablsolute buckling load values which
provides to found range of absolute values easily.

As well as review of double walled carbon nanotubes and the other cross sections are
about integral calculus in a specific range. As a result of calculations, used range
divides how much more, the approximate buckling load value converges to the
absolute one. Within the scope of the study about nanotechnology obtained that; on
double-walled carbon nanotubes, to each interaction to the other one of carbon
nanotubes do not affects to the buckling load value.
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1. GIRIS

Bugiine kadar cubuklarin burkulmasmin incelenmesinde c¢ok c¢esitli metotlar
kullanmilmistir. Bu tezin kapsami i¢inde c¢ubuklarin burkulmalar1 kesin hesap
metotlartyla degil, yaklasik hesap metoduyla incelenmistir. ilerleyen kisimlarda bu

hesap metodu ¢esitli problemlere uygulanmistir.

1.1 Tezin Amaci

Sabit kesitli ve ¢esitli mesnet kosullarina sahip ¢ubuk elemanlarin burkulma yiikleri
bircok metotla ve kesin olarak hesaplanabilmektedir.[1,2] Ancak bu kesin hesap
metotlarinda, kesitin degisken olmasi gibi integrasyonu etkileyebilecek durumlar s6z
konusu oldugunda burkulma yiikiinii kesin olarak hesaplamak zorlasir. Bu noktada
burkulma yiikiiniin kesin hesab1 zor olan ¢ubuklarda, burkulma yiikii degeri yaklasik
metotlarla kolaylikla hesaplanabilir. Bu hesap sonunda kesin degere cok yaklasik

degerler rahatlikla elde edilebilir.

Cok duvarli karbon nanotiiplerin burkulma yiiklerinin kesin hesab1 degisken kesitli
cubuklarda oldugu gibi olduk¢a giictiir. Iste bu nedenle tezin kapsami icinde
yaklasik metotlardan biri olan yaklasik tagima matrisi metodu incelenecek ve daha
sonra degisken kesitli cubuklara ve ¢ok duvarli karbon nanotiiplere uygulanmak

suretiyle bunlarin burkulma yiikiiniin yaklasik hesab1 incelenecektir.

1.2 Cubuklarin Burkulmasiyla Ilgili Yapilan Calismalar

Cubuklarin burkulmasi ile ilgili literatiirde en bilinen ¢alismalar Leonhard Euler-
Daniel Bernoulli ve Stephen Timoshenko tarafindan yapilmistir. Her ikisinde de one
siiriilen teoriler sirasiyla Euler-Bernoulli ¢ubuk teorisi ve Timoshenko ¢ubuk teorisi
olarak bilinmektedir. Bu iki teoride de eksenel yiikten olusan momentin sebep
oldugu egilme etkileri géz oniine alinmaktadir. Timoshenko c¢ubuk teorisinde bu
etkilere ek olarak ¢ubukta kayma ve donme etkilerinin olusturdugu atalet momenti

faktorleri de dikkate alinir.[3]



Uzun ve ince ¢cubuklarda her iki teoriden elde edilen sonuglar birbirine olduk¢a yakin
cikmaktadir. Ancak cubuk kalinlastikca iki teori arasindaki farkta artmaktadir.[3] Bu
calismanin kapsami icerisinde yalnmzca eksenel yiikten olusan momentin neden
oldugu egilmeler dikkate alinacaktir. Dolayisiyla yaklasik sonuglar Euler cubuk

teorisinin sonuclariyla karsilagtirilacaktir.

Calismanin ilerleyen kisimlarinda elde edilecek olan sonuclarin daha iyi anlasilmasi
acisindan Sekil 1.1°deki gibi sabit mesnetli bir cubugun burkulma yiikiiniin Euler-

Bernoulli ¢ubuk teorisiyle nasil hesaplandigina deginilicektir.[1-3]

L

N

AN EI
Sekil 1.1 : Basit mesnetli cubuk

Sekil 1.1°de iki ucu basit mesnetli olan ve N eksenel yiikiine maruz kalan bir ¢ubuk
goriilmektedir. M degeri, z kadar uzakliktaki moment degerini belirtmektedir.

Deplasman degerleri v ve ¢ ise z kadar uzakliktaki diisey ve agisal deplasmanlari

temsil etmektedir. Bu degerler arasindaki iliskiler kisaca yazilirsa;

o »
dz (1.1)

¢ Ifadesinin tiirevini aldigimizda denklem (1.2)’deki deger elde edilir. Burada EI
sabit kesitli cubugun rijitligidir.

dp_—M

dz EI 1.2)
Denklem (1.2)’de agisal deplasman degeri ¢ yerine yazilirsa;

&y _-m

dz* EI (1.3)

Denklem (1.1), (1.2) ve (1.3) basit mesnetli ¢ubuklar i¢in temel denklemlerdir. M
moment degeri, N eksenel yiik cinsinden denklem (1.4)’te yazilmis ve denklem

(1.5)’te yerine konmustur.
M = Nv 1.4

Denklem (1.4)’teki ifadeyi denklem (1.3)’te yerine koyarsak;



d*v —Nv

dz*> EI (1.5)

Denklemi ¢ozebilmek i¢in iki ucu basit mesnetli gubugun siir kosullarini yazmamiz

gerekir. Bunlar;

v(0)=0 1.6)
v(L)=0 1.7)
M©0)=0 (1.8)
M(L)=0 (1.9)

Bu bilinenlerden yola c¢ikararak diferansiyel denklemi ¢oziimiinii yazip sinir

kosullariyla burkulma yiikiinii hesaplayalim.
&y W
dz*  EI (1.10)

Denklem (1.10)’daki diferansiyel sistemin ¢Oziimii bir¢ok bilgisayar programiyla

veya elle rahatlikla yapilabilir. Burada sadece sonucu yazarsak;

W(z) = ASin| Bz)+ BCos| 7] (1.11)

=B
EI (1.12)

Denklem (1.11)’deki A ve B degerleri bilinmeyen katsayilardir. S ise islem

kolayligi ve anlasilirlik acisindan seg¢ilmis bir terimdir. Coziime ulagmak i¢in sinir

kosullar1 kullanilabilir. Islemler devam ettirilirse;
B=0 (1.13)
A#0 (1.14)

A’ nin degeri sinir kosullariyla bulunamaz ancak sifir olamayacagi sinir kosullariyla

ortaya ¢ikmistir.
v(z) = ASin| 7] (1.15)

v(L) = ASin[ fz]=0 (1.16)



Denklem (1.14) ‘te A 'min sifir olamayacag belirtilmisti. Bu nedenle;

Denklem (1.18)’de n degeri, acisal olarak 7 ’nin katlarini belirten bir tamsayidir.

pL=nx (1.18)
ﬁL =nr
\ EI (1.19)
2
N = /4 }251
L (1.20)

Denklem (1.20)’deki deger iki ucu basit mesnetli sabit kesitli ¢ubugun burkulma
yiikiidiir. Bu yiik degerine literatiirde “Euler’s Buckling Load” yani Euler’in
burkulma yiikii olarak belirtilmektedir[2]. Euler farkli mesnet kosullari i¢inde ayni
islemleri uygulamak suretiyle, cesitli sekilde mesnetlenmis ¢ubuklarin da burkulma

yiiklerini hesaplamistir.[1]

1.3 Nanoteknoloji Ve Karbon Nanotiipler

Nanoteknoloji nano boyutta maddeyle ilgili yapilarin her tiirlii arastirma ve
gelistirmeyi kapsar. Boyutsal anlamda nanoteknoloji 100 nanometre ve altindaki
boyutlar1 inceler. Bir nanometrenin, metrenin trilyonda biri oldugu diisiiniiliirse
oldukca kiiciik boyutta yapilan calismalardan bahsedildigi anlasilir. Nanoteknoloji
bir¢cok alami kapsayan bir bilim dalidir. Dolayli veya dogrudan nanotekonloji tim
bilim dallarina katki saglar. Bilim dallarinda ve ilgilendikleri alanlarin tiimiinde

nanoteknolojiyle gelistirilmis araglar kullanilmaktadir.[4]

Malzemeler nano boyuta inildiginde normal oOlgiilerindeki hallerine gore farkli
ozellikler sergilerler. Malzemeler nano boyutta daha dayanikli olabilmekte, daha
esnek ve daha iletken davranabilmektedir. Kisacasi nano boyuttaki bir malzeme,
normal boyutlarina gore c¢ok daha farkli fiziksel ve kimyasal ozellikler
sergilemektedir. Bu nedenle nano boyuta inildiginde malzemelerin genel fiziki

teoremlerden ziyade daha 0zel fiziki kuramlarla incelenmesi gerekir.[5]

Nanoteknolojide malzeme en Onemli unsurdur ve bu alanda en cok kullanilan

malzeme karbondur. Ciinkii karbon alti elektrona sahiptir ve karbon atomunun



elektronlarindan ilk ikisinin hi¢ etkisinin olmamasi, ayrica ilk iki elektron ile diger
elektronlar arasindaki enerji farkimin biiyiik olmasi karbonun farkli yapilar
olusturabilmesini saglamaktadir. Nanoteknolojinin en 6nemli calisma alanlarindan
biri de karbon nano yapilar1 olusturulmasidir. Bunlar toplar , tiipler, cubuklar ve
halkalar seklinde siniflandirilabilen kafesimsi yapilardir. Bu calismanin kapsami
icerisinde yapilmis olan hesap ve incelemeler karbon nanotiipleri kapsadigindan,

sadece karbon nanotiipler incelenmistir.[4-5]

1.3.1 Karbon nanotiipler

Karbon nanotiipler, onemli yapisal, mekaniksel ve elektronik Ozellikler gosteren
yapilardir. Yiiksek elektrokimyasal aktiviteleri, biyosensor ve elektrokimyasal
uygulamalar icin ¢ok onemlidir. Karbon nanotiiplerin, elektronik malzeme olarak
manyetik ve optik nanoaygit yapiminda; ayrica hafiza elemani, kapasitor, transistor,
diyot, mantik devresi ve elektronik anahtar yapiminda kullanim alanlar
bulunmaktadir. Bunlarin yaninda karbon nanotiipler, bilinen en saglam
malzemelerden olusan yapilardan biridir. Hasarsiz bir karbon nanotiip, kendi

agirhiginin {igyiiz milyon kat1 kadar bir agirliga dayanabilecek saglamliktadir.[4]

Karbon nanotiipler, geometrilerine bagli olarak yari-iletken ve metalik Ozellik
gosterirler. Hi¢ bir katki maddesi olmaksizin, nanotiipiin, geometrik parametrelerinin
degistirilmesiyle, elektronik o©zellikleri de degistirebilir. Tiiplerin elektronik
uygulamalarda, onemli bir yeri vardir. Kiiciik capl tiiplerden olusturulmus bir
demeti, koparabilmek i¢in uygulanan ¢cekme kuvveti, yaklasik 36000 megapaskaldir.
Celik smiflarinin akma gerilmeleri 186 ile 355 megpaskal arasindadir. Buna gore

nanotiip fiberlerin dayanimi diger malzemelere oranla oldukca yiiksektir.[4]

Geometrilerine ve adetlerine gore karbon nanotiipler ikiye ayrilmaktadir. Eger tek bir
ceper soz konusuysa tek duvarli karbon nanotiip olarak adlandirilmaktadir. Fakat i¢

ice gecmis birden fazla tiip s6z konusuysa, ¢cok duvarli karbon nanotiip adim alir.[4]

1.3.1.1 Tek duvarh karbon nanotiipler

Tek duvarli karbon nanotiiplerin yapisi konsept olarak grafit plakasinin kivrilarak
silindir sekline gelmesiyle i¢i bos bir boru halini almas olarak tanimlanabilir. Biiyiik
cogunlugu yaklasik olarak bir nanometre capa sahiptir ve uzunluklart milyonlarca

nanometreyi bulabilir.



Tek duvarli karbon nanotiipleri ¢aplarina, boylarina ve geometrik yapilarina bagh
olarak yiiksek esneklik ve dayanikliliga sahip, eksenleri boyunca yiiksek gerinimler
altinda yapisal kararliliklarin1 koruyan malzemelerdir. Elektronik ozellikleri de
geometrik yapilariyla cok yakindan ilgilidir. Bir tek duvarli karbon nanotiipiin iletken

veya yari-iletken 6zellik gosterebilmesi ¢ap1 ve geometrik yapisina baglhdir.

Sekil 1.2 : Tek duvarli karbon nanotiipiin yandan goriiniisii

Sekil 1.3 : Tek duvarl karbon nanotiipiin cepheden goriiniisii

Sekil 1.2 ve sekil 1.3’de tek duvarli bir karbon nantiipiin yandan ve perspektiften
goriintisleri gortinmektedir[6] Daha once bahsediligi gibi kafesimsi yapilardan olusan
boru tipinde tiiplerden olusmaktadirlar. Tek duvarli karbon nanotiiplerin burkulmasi
cubuktaki gibi incelenebilir. Belirli bir boydaki ve iki ucundan mesnetli tek duvarh

karbon nano tiipiin burkulma ytikdi, rijitligi sabit bir cubuk gibi hesaplanabilir.



1.3.1.2 Cok duvarh karbon nanotiipler

Cok duvarli karbon nanotiipler, birden ¢ok grafit silindirinin bir araya gelmesiyle
olugsmaktadir. Cok duvarli karbon nanotiiplerin yapis1 iki tip model ile
tanimlanmaktadir. Ik model, es merkezli, caplart farkli tek duvarli karbon
nanotiiplerin bir araya gelmesi seklindedir. Ikinci model ise bir grafit tabakasinin

kendi etrafinda donerek meydana getirdigi ¢ok duvarli karbon nanotiiptiir.

Cift duvarl karbon nanotiiplere ayrica deginmek gereklidir. Bu nanotiipler, bicim ve
ozellikler bakimindan tek duvarli karbon nanotiiplere benzese de tek duvarlilara
nazaran kimyasal olaylara karsi direncleri daha yiiksektir. Bu durum karbon
nanotiiplere yeni 0zellikler tanimlarken oldukca 6nemlidir. Sekil 1.4° te ¢ok duvarl

bir karbon nanotiipiin yandan goriiniisii gosterilmistir.[4-6]

Sekil 1.4 : Cok duvarli karbon nanotiipiin yandan goriiniisii

Cok duvarli karbon nanotiiplerin burkulma yiikii, tek duvarl olanlarinki kadar kolay
hesaplanamaz. Cift duvarli karbon nanotiipler sekil 1.5’de goriildiigii tizere i¢ ice iki
yapidan meydana geldiginden iki farkh rijitlik sz konusudur.[4-6] Burkulma yiikleri
I¢ ice gecmis iki ¢ubugun burkulma yiikii hesabr seklinde hesaplanabilir. Ancak bu
sekilde iki farkli rijitligin s6z konusu oldugu durumda kesin hesap yapmak oldukc¢a

giictiir. Ancak yaklasik olarak hesap yapabilmek nispeten ¢ok daha kolaydir.

Sekil 1.5°teki gibi ¢ok duvarli karbon nanotiipler incelenirken bunlar arasindaki

cekimden dolay1 olusan etkilerinde g6z Oniine alinmasi gerekmektedir. Bu durum



boliim 4’te ele alinacak ve tiipler arasindaki ¢cekim kuvettinin burkulma yiikiine etkisi

incelenecektir.

Sekil 1.5 : Cok duvarli karbon nanotiipiin cepheden goriiniisii

I¢ ice ge¢mis yap1 sayisim arttirdik¢a cok duvarli karbon nanotiip bir ¢ubuk halini
almaya baslayacaktir. Dolayisiyla duvar sayist arttitkca ¢ok duvarli karbon

nanotiiplerin burkulma yiikiide sabit kesitlininkine yaklasacaktir.



2. YAKLASIK TASIMA MATRISI

2.1 Amag

Diferansiyel denklemlerin kesin ¢oziimii bircok yontem ve bilgisayar programi
yardimiyla hesaplanabilmektedir.[1-3,7] Ancak kimi diferansiyel denklemlerin kesin
cOziimiinii elle hesaplamak cok zor olabilir. Bu gibi diferansiyel denklemlerin

cOziimiiniin tasima matrisiyle yaklasik olarak hesaplanmasi ¢ok daha kolaydir.

2.2 Yaklasik Tasima Matrisinin Acilim

Denklem (2.1)’deki diferansiyel denklemi ele alalim[8]. Bu denklemde fl—y ve y
t
siitun matris ve A[f] kare matris olmak iizere;
d
L~ Ay
dt 2.1)
o2
dt All Aln Y
=| *
@ Anl Ann yn
dt 2.2)

Denklemde y ifadesi yerine, yaklasik hesap yapabilmek icin X, (k=0,1,2...c0)

tagima matrisini koyarsak denklemin alacagi durum;

dX,
dt

=A[I]Xk_1(k:1,2,.... oo) 2.3)
Buradan J birim matris olmak iizere;

X =J+ fo AlTIX_dr 04

Tasima matrisinin birkag terimi hesaplanirsa;

X,=J (2.5)



X, =X+ [ CAlrlir 2.6)

x,=[ Al + [ A7) [ N A[a]da] dr @.7)

Yukaridaki ifadelerde de goriildiigii gibi tasima matrisinin (k+1) elemam (k)
terime gelen ek ifadelerle olusmaktadir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, iki ve
ikiden fazla integral hesabinin oldugu ifadelerin degisken doniisiimii yapilarak

hesaplandigidir.[8]
Tasima matrisinde kag¢ terim alinip hesap yapilacagina karar verildikten sonra tasima
matrisi y(0) ile carpilarak ¢6ziim elde edilir. Tagima matrisiyle ¢oziim yapabilmek

icin denklemin baslangictaki degerleri bilinmelidir[8].

y=X,y(0) 2.8)

2.3 Yaklasik Tasima Matrisiyle Alternatif C6ziim

Diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimii i¢in tagima matrisi kullanmak c¢ok biiyiik
avantajlar ve ¢6ziim kolaylig1 saglar. Ancak en yakin ¢6ziimii bulabilmek i¢in tasima
matrisi serisini olabildigince ilerletmek gerekir. Daha 6ncede belirtildigi gibi, belirli
bir terim sayisindan sonra tagima matrisini hesaplamak giiclesir. Bu noktada yakin
coziimii daha kolay bir sekilde yapabilmek icin yaklagik tasima matrisi serisi
hesaplanabilinen terime kadar hesaplanir. Daha sonraysa ¢oziimiin istendigi aralik,
daha kiiciik pargalara boliinerek hesap yapilir. Bu islem hem hesap kolayligi saglar

hem de daha yakinsak bir ¢6ziim elde etmemize yardimci olur.

Yaklasik tasima matrisiyle alternatif ¢6ziim i¢in tasima matrisi hesaplanirken integral

siirlart (0,7) yerine (u,t) alinir. Bu bilgiler 15181nda denklemler ilerletilirse;

X,=J (2.9)

X, =X, + [ Aprir 2.10)

X, = f AlTlT + f A[T][ f t A[O]da]dT @2.11)

10



Burada yaklasik tasima matrisi denklem (2.11)’deki gibi iki elemanda birakilmustir.
Ancak eleman sayis1 istenildigi kadar ilerletilebilir. Islemler bu noktaya getirildikten
sonra yaklasik tagima matrisinin ka¢ aralifa boliinerek hesaplanacagina karar verilir.

Sekil 2.1°de (0—¢) araliginin n pargaya boliinmiis hali goriilmektedir.

& & ®---—-—--—--- ® & &
(n-n)t/n t/n 2t/n (n-2)tn  (n-Dt/n  (n-0)t/n

Sekil 2.1 : Hesap sinirlarinin araliklara boliinmesi

Xk:F[I,0]=F{t,(n;l)t}F{(n_l)t,(n_z)t}F{z,i}F{i,M} (2.12)

n n n n n n

Burada dikkat edilmesi gereken nokta, aralik n pargaya boliindiigiinden yaklasik

tagima matrisinin # tane terimin carpimina esit oldugudur.

Bu yontemle yaklasik tagima matrisi hesaplandiktan sonra y = X, y(0) hesaplanmak

suretiyle denklemin yaklasik ¢oziimii elde edilmis olur.

2.4 Yaklasik Tasima Matrisiyle Diferansiyel Denklem Co6ziimii

dy,
at | (2 1, (%
dy, | |-1 0] (%
dt

1
y(O)Z[O

Yukaridaki denklemin kesin ¢oziimii rahathikla bulanabilir. Ancak biz sadece

karsilastirma amach kesin ¢oztimleri yazip yaklasik ¢6ziimii hesaplayacagiz.

Kesin ¢oziimler yazilirsa;

dy

d_tl =2y, + ¥,

Y = et(t + 1)
1

y(0) = 0

11



Yaklasik ¢oziim i¢in tasitma matrisini hesaplarsak;

X_10
*lo 1

t
X =X, -l—j; Alrldr

10 2 1
_X: 7':

0 1
X=X+ [ t A[T][ [ A[o]do]dT

20+1 ¢
—t 1

t

_|_

0

X 20 4+1 ¢ 2 11|27 Td
2 | 4 1+f0—1 ofl—r ol*"
2
3%+2t+1 £+t
X2: t2
-t  —=+1
2

Tasima matrisimiz X, dir. X, de tasima matrisidir ve kullanilabilir. Ancak X, daha

dogru sonuc verir. Daha yaklasik sonug¢ icin yukaridaki hesap istenildigi kadar
devam ettirililebilir. Ancak tagima matrisini hesaplamak giderek giiclesir. Tasima

matrisiyle ¢6ziimii hesaplarsak;
y=X,.y0)

2
y ?’i+2t+1 t* ¢
- 2

R
2

1

0
3t*

U :7+2t—|—1

Yy =—t" —t
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Bulunan ¢oziimler yapi itibariyle kesin ¢oziimle benzesmeselerde deger verildiginde

yaklasik ¢oziim ile kesin ¢oziimler birbirlerine ¢ok yakin ¢ikarlar;

ylg/a,k.(o‘l) = 1'215
ylkesin(o']‘) = 12]—568

(0.2) = 1.46

yl yak.

(0.2) = 1.465

ylke sin

Yy, (0.1) = —0.11

(0.1) = —0.1105

y? kesin

yank.(OQ) =—-0.24

(0.2) = —0.244

y? kesin

Yaklasik ¢oziimlerde ufak degerler verildiginde sonuclar kesin ¢oziime cok yakin
cikar. Ancak yukarida da goriildiigi gibi degerler biiyiidiik¢ce yaklasik ¢oziim kesin
coziimden 1raksar. Bunun 6nlemek i¢in yaklagik tagima matrisini belirli bir noktaya
kadar ilerlettikten sonra istenilen deger araligini, daha once belirtildigi gibi pargalara

bolmek gereklidir. Bunun i¢inde yaklagik tasima matrisinin smurlart (0,7) yerine
(u,t) alinir. Yaklasik tasima matrisi bu sekilde hesaplandiktan sonra araligin kag

parcaya boliinecegine karar verilir. islemler bu yonde devam ettirilirse;

X_10
° 1o 1

t
X =X, + j; Alrldr

20 —2u+1 t—u

x 1 0 t| 2 ld
1o 1+fu—1 of" T| —t+uw 1
X, =X + ftA[T](fTA[O']dO')dT
2t—2u+1 t—u 2 1) (21—2u T—w
= +f . dr
2 —t+u 1 wl-1 0| —T+u 0
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2 2
1—2u+3%+2t—3ut+3% —u+ A+t —2ut+ 1

Fltiu] =
t.u P

u—u’ —t+2ut —t* 1——+ut—t—
2 2

Yukaridaki matriste goriildiigii gibi u degerine sifir verildiginde daha Once
hesaplamis oldugumuz yaklasik tasima matrisine ulagsmis oluruz. Ancak araligi kag
parcaya bolmeye karar verdikten sonra u degerini araliklar boyunca sifira gotiirmek
bize en yaklasik sonucu verecektir. Bu islemide her bir araligin sinir degerleri u ve ¢

yerine konduktan sonra bunlar1 aym sirayla carparak gerceklestiririz.
y(2) degerini hesaplamak icin F[2,0] araligini sirasiyla 3,6 ve 10 pargaya bolelim;

Uce bolerek;

4 4 2 2
F[2,0]=F[2,=).F|=,=].F[=
[2,0] [,3] [3,3] [3,0]

18.6324  11.893
©|—11.893 —5.15364
Altiya bolerek;

5 54 4 2. 21, 1

F[2,0]= F[2,=].F[=.—].F[—=.1].F[1,2).F[=,=].F[-,0
[2,0] [3] [33] [3][3] [33] [3]

20.9598 13.7818
©113.7818 —6.60378

Ona bolerek;

9 .9 8 8 7 6. .6 4 43 32 21 1
F[2,0]=F[2,=].F[=,=].F[=,11.F[=,=].F[=,1].F[1,=].F[=,=].F[=,=].F[=.,=].F[=.,0
[2,0]=F[ 5] [5 5] [5 ] [5 5] [5 1.FT 5] [5 5] [5 5] [5 5] [5 ]

21.6744  14.3698
—14.3698 -7.06514

v(2) = F[2,0].y(0) dir. En dogru sonucu en fazla araliga boliinmiis olan deger verir.

Burada on araliktan olusan degeri alirsak;

-

—14.3698 -7.06514| |0

21.6744 14.3698} [1]
*

14



Yy, (2) = 21.6744
Yy (2) = —14.3698

Karsilastirmak i¢in araliklara boliinmeden elde edilecek sonucu yazarsak;
Yy (2) = 11

y2yak.(2) = _6
Denklemin kesin sonucu;

ylkesin (2) - 22 167

y2kesin(2) - _14-778

Buradan da acgikca goriildiigti gibi yaklasik tasima matrisine degerler dogrudan
konuldugu zaman, ozellikle deger biiylidiikce kesin ile yaklasik ¢oziim arasindaki
fark artmaktadir. Ancak aralik ne kadar ¢ok parcaya boliiniirse yaklasik deger

yukarida da goriildiigii gibi kesin degere o kadar yakin ¢ikmaktadir.
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3. YAKLASIK TASIMA MATRISi VE BASLANGIC DEGERLER
METODUYLA CUBUKLARIN BURKULMASININ iNCELENMESI

Baslangi¢ degerler metoduyla her tiirlii mesnet kosulu i¢in cubuk sistemlerin matris
halindeki diferansiyel denklemi bulunabilir.[9] Bu bélimde de yaklasik tasima
matrisi ve kesin tagima matrisi, ¢ubuk sistemlerin diferansiyel denklemleri i¢in elde
edilmistir. Daha sonraysa cesitli kesit ve mesnet kosullarindaki ¢ubuklarin yaklagik
ve kesin burkulma yiikleri elde edilmistir. Elde edilen kesin ve yaklasik sonuglarin

yakinsaklig1 boliim igersinde irdelenmistir.

3.1 Baslangi¢c Degerler Metoduyla Cubuklarin Denge Denklemleri

Baslangic degerler metodu matematiksel problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan
yontemlerden biridir. Karmasik ve bilinmeyen sayisinin fazla oldugu problemlerde
biiylik yarar saglar. Baglangi¢ degerler metodunun esas fikri problemde yer alan
degiskenleri olabildigince az sabit ile ifade etmek suretiyle problemi ¢oziime
ulastirmaktir.[9] Denklemleri az sabitle ifade etmek hem karisikligin Oniine gecer
hem de coziimiin elde edilmesini kolaylastirir. Bu bolimde baslangic degerler
metodunun kullanilmasinin sebebi problemleri yaklasik tasima matrisi metoduna

uygun hale getirmektir.

Cubuklara baslangic degerler metodu uygulandiktan sonra elde edilen denklemler
yaklasik tasima matrisine uygun hale gelir. Bunu yapabilmek icin Oncelikle
denklemler arasindaki iligkiler yazilmalidir[10]. Sekil 3.1°deki gibi bir ¢ubukta v
diisey deplasman, ¢ acisal deplasman, M moment, 7 kesme kuvveti, N eksenel
kuvvet gibi bilinmeyenler mevcuttur. EI rijitlik degeri sabittir. Bilinmeyen degerler

arasindaki iliskiler yazilirsa;

Ly

dz G.1)
9 _—M

dz  EI (3.2)
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dﬂ:T+N(p

dz (3.3)
a_y
dz (34

Belirtilen iligkiler sekil 3.1°de tizerinde gosterilmistir[10].

N N

Sekil 3.1 : Eksenel yiik etkisindeki cubukta meydana kesit zorlar1

Cubuk sistem iizerinden yazdigimiz denklemleri matris seklinde yazarsak;

01 0 0
\% 1 \%
d 0 0 — 0
M =
< 0N 0 1
J 9o o o o/\T

3.5)

Buradan denklemin genel hali yazilabilir. y bilinmeyen 4*1°lik siitun matris, A

4*4°1iik katsayilar matrisi olmak iizere;

by,
dz (3.6)
Cubuktaki iliskiler yazilip diizenlendikten sonra genel durum denklem (3.6)’daki gibi
olur. Denklem (3.5)’teki tiim bilinmeyen degerler, bilinen degerler ve sabit degerler
cinsinden ifade edilmistir. Matrisin icindeki degerlerden sadece N eksenel kuvvet
degeri yani burkulma yiikiiniin degeri bilinmemektedir. Daha oncede ifade edildigi
gibi baslangi¢ degerler metodunun amaci problemdeki iligkileri denklem (3.6)’daki
gibi ifade etmektir. Denklemin baslangictaki degeri bilinmek suretiyle rahatlikla

coziilebilir. Diger ugtaki sinir kosuluylada burkulma yiikii bulunabilir.

Denklem (3.7)’de problemin baslangictaki kosulu ifade edilmistir. Yaklasik tasima
matrisiyle hesap yapabilmek icin problemin denklem (3.6)’daki gibi olmasi ve

denklem (3.7)’deki gibi baslangi¢c degerinin bilinmesi gerekir. Yaklasik veya kesin
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tagima matrisi baslangictaki sinir kosulu carpilarak ¢oziim elde edilebilir. Cubuk bir
sistem icin diger uctaki smir kosullar1 burkulma yiikiinii elde etmek igin

gereklidir[10].

3.2 Cubukta Yaklasik Ve Kesin Tasima Matrisleri

Bu boliimde baslangic degerler metoduyla elde edilmis denklem (3.5)’teki matris

kullanilarak cubuk sistemlere ait yaklasik ve kesin tasima matrisleri gosterilecektir.

3.2.1 iki terimli yaklasik tasima matrisi

Yaklasik tasima matrisinin hesap yontemleri boliim 2’de anlatilmisti. Burada sadece
yaklagik tasima matrsinin bilgisayar programi  yardimiyla bulunan sonuclar

gosterilecektir[7-8].

Yn(Z) =1 (3.8)
le(Z) =z (3.9)
Y;(2)=
2EI (3.10)
Yl4(Z) =0 (3.11)
Y, (Z) =0 (3.12)
Nz*
Y, (z)=1-
22(Z) SE] (3.13)
—Z
V() =—
EI (3.14)
2
—Z
Y, (2)=
# 2EI (3.15)
V(=0 (3.16)
Yip(2) =Nz 3.17)
Nz*
Y%( ): l———
s 2EI (3.18)
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Y34(Z) =Z

(3.19)
Y, (2)=0 (3.20)
Y,(2)=0 (3.21)
Ys(2)=0 (3.22)
Yu(2)=1 (3.23)

3.2.2 Dort terimli yaklasik tasima matrisi

Dort terimli olan yaklasik tasima matrisinin sadece elemanlar1 yazilacaktir. Bunlar;

Yll(Z)zl

(3.24)
Nz’
Y -
Y. (2) = 7" (-12EI +2Nz )
Y, (2)=
! 6EI (3.27)
Y, (z)=0 (3.28)
NZ* (-12E1+NZ’)
Y,(z2)=1+ 2
24(EI) (3.29)
Yy, (z)= — A 2
EI 6(EI) (3.30)
2* (~12E1 + NZ?)
Y, ()= 2
24(EI) 331
Y, (Z) =0 (3.32)
Y, (z)= Nz— 2
6EI 3.33)
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Nz*(-12EI + Nz*)

Y,(2)=1+ 2

24(EI) (3.34)

Nz’

Y. =y
T (3.35)
Yu(2)=0 (3.36)
Y,(2)=0 (3.37)
Y43(Z) =0 (3.38)
Y44(Z) =1 (3.39)

3.2.3 Kesin tasima matrisi

Cubuk sitemlerin baglangic degerler metoduyla denklemleri bulunup matrisi
olusturulduktan sonra kesin tasima matrisi elde edilebilir[11]. Burada sadece ¢ubuk
sistemlerin baglangic degerleri metodu kullanilarak elde edilen kesin tasgima

matrisinin elemanlar1 gosterilmistir.[7,11] Burada £ =1/ EI olmak iizere;

Yll(Z)zl

(3.40)
v.(2)= Sin[\[BINz]
JBIN (3.41)
Y.(0)= ~28in[0.5/B/Nz]
N (3.42)
b (2) = =2 SHLAVNG)
N BN (3.43)
% (2)=0 (3.44)
Y, (z) = Cosl\[Br/Nz] (3.45)
_ —JBSinl\JBINz]
Yy (2)=
JN (3.46)
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~28in[0.5y/ BNz
N

Y, (2)= (3.47)
Y, (2)=0 (3.48)
. VNSin| BNz ]
JB (3.49)
Y,,(2) = Cos[y/B~/Nz] (3.50)
L NALH
JBIN (3.51)
Y, (2)=0 (3.52)
Y, (2)=0 (3.53)
Y, (z)=0 (3.54)
Y, (2)=1 (3.55)

3.3 Tasima Matrisleriyle Sabit Kesitli Cubukta Burkulma Yiiklerinin Kesin Ve
Yaklasik Hesabi

Bu boliimde yaklasik ve kesin tasima matrisleri kullanilarak c¢esitli sinir kosullarina
ait burkulma problemlerinin yaklasik ve kesin coziimleri karsilastirilmistir.[8]
Onceki boliimlerde de bahsedildigi gibi tasima matrisi elde edildikten sonra
denklemin baslangic degeriyle carpilarak, denklem c¢oziimleri elde edilir. Diger
uctaki sinir kosuluda kullanmilarak burkulma yiikii degeri bulunur. Mesnet kosullar

degisse de izlenen yol degismez.[8]

3.3.1 Basit mesnetli cubuk

Kesin tagima matrisiyle iki ve dort terimli yaklasik tasima matrisleri boliim 3.2°de
gosterilmistir. Yaklasik tasima matrisleri istenildigi kadar terim alinmak suretiyle
hesaplanabilir. Ancak problemlerde sadece ii¢ terimli matris ve onalti aralifa kadar
olan degerler bilgisayar programi yardimiyla hesaplanmistir.[7] Bu Ornegin

kapsaminda sekil 3.2’deki gibi iki ucundan basit mesnetli bir cubuk ele alinmagtir.
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I |
N
Ny EI AN

Sekil 3.2 : Eksenel yiik etkisinde basit mesnetli cubuk

Sistemin ¢6ziimii i¢in tasima matrisini baslangictaki degeriyle carparsak [10];

dy _

= (3.56)
y(0)=y, (3.57)
y=Yy, (3.58)

Burada y bilinmeyen matris siitununu, Y tasima matrisini temsil etmektedir. L

cubugun boyu olmak iizere islemleri daha agik yazarsak;

\%
y=| ?
M
r (3.59)
Yy, v, Y, Y,
Y: Y21 Y22 Y23 Y24
v, Y, Y; Y,
Y41 Y42 Y43 Y44 (3.60)

Basit mesnetli cubukta diigey hareket v ve moment degeri M sifirdir. Acisal

deplasman degeri ¢ ve kesme kuvveti degeri T ise sifir olmayip bilinmemektedir.

0
3o =| 0
10
g (3.61)
Denklem (3.61)’deki degerleri yerine koyarsak;
v Y, Y, Y, Y, )0
(0 — Y21 Y22 Y23 Y24 ¢0
M| \Y Y, Y, Y, |0
r) % Yo Yo w7, 3.62)
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v Y,Y,
¢ |_| Yty (%J
M| XY |\ T,
T

Y,Y, (3.63)

Bu mesnet kosulunda L ucunda diisey deplasman ve moment degerleri sifirdir.
Dolayisiyla birinci ve ligiincii satirlar bu kosuldan yola cikilarak sifira esitlenebilir.

Bu mesnet kosulunu denklemde yerine koyarsak;

(Oj_(le YMJ(%j
0 Y42 Y44 TO (3.64)

Burada baslangi¢ sinir degerinde acisal deplasman ve kesme kuvveti degerleri
mesnetlenme kosulu dolayisiyla sifir olamaz. Bu durumda yapilan islemler sonucu

tasima matrisi elemanlarindan geriye kalmis olanlar sifira esit olmaktadir.

Y, Y,
Y, Y,

=0

(3.65)

Denklem (3.65)’teki matrisin sifira esit olmasi, determinantinin sifira esit olmasi
demektir. Matrisin determinantinin sifira esitlenmesiyle yaklasik ve kesin burkulma

yiikleri cizelge 3.1°deki gibi hesaplanir.[7]

Cizelge 3.1 : iki ucundan basit mesnetli cubukta kesin ve yaklasik burkulma yiikii

degerleri
Tasima Kesi Yaklasik Burkulma Yiikii
Matrisiyle eS| A ralk .
Burkulma Alinan Terim Sayisi
Burkulma Yiikii Sayisi
Yiikii 1 2 3
OEI S8EI S8EI
2 r I I
4 16E1 8.574E1 |9.648EI
9.869EI | 9.869EI I’ 5 r
r r 10.980E1 |9.423EI | 9.85EI
8 r r r
10.128E1 | 9.746EI | 9.868EI
16 r r r

Cizelge 3.1’de bulunan sonuglar karsilastirildigi takdirde kesin tasima matrisiyle
bulunan burkulma yiikiiniin kesin burkulma yiikiiyle birebir ayni1 oldugu

goriilmektedir.[1,8] Yaklasik tasima matirislerine bakildiginda ise ne kadar ¢ok terim
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alinirsa ve aralik ne kadar ¢ok parcaya boliiniirse sonucun o Ol¢iide kesin sonuca
yakinsayacagi acikca goriilmektedir. Tasima matrisiyle elde edilen degerde izlenilen
yolla yaklasik olarak yapilan hesapta izlenen yol birebir aynidir. Sadece belirtilen

determinant icin alinacak elemanlar kesin veya yaklasik tasima matrisinden alinir.

3.3.2 Bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli cubuk

Sekil 3.3’teki gibi bir ucu ankastre olarak mesnetlenmis bir ucu ise serbest cubugun

tasima matrisleri yardimiyla hesaplanan burkulma yiikleri karsilastirilmastir.

L

N
—

EI

R,

Sekil 3.3 : Eksenel yiik etkisinde bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli cubuk

Bu mesnetlenme kosulu icin kullanilacak olan determinant,basit mesnetli ¢ubuk i¢in
kullanilan yontemle rahatlikla bulunur. Her mesnetlenme kosuluna gére burkulma
yiikiiniin hesab1 i¢in kullanilacak determinant degismektedir. Bu determinantlar

gerek yaklasik gerekse kesin tasima matrislerinin her ikisi i¢inde kullanilabilir.[10]

(3.66)

Sekil 3.3’deki mesnetlenme kosuluna bagli olarak kesin ve yaklasik burkulma
yiikleri cizelge 3.2°deki gibi bulunur.[7]

Cizelge 3.2 : Bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli cubukta kesin ve yaklasik
burkulma yiikii degerleri

Tasima Kesi Yaklasik Burkulma Yiikii
Matrisiyle eS| A palik .
Burkulma Alman Terim Sayis1
Burkulma Yiikii Sayisi
Yiikii 1 2 3
4El  |2.143El |2.412EI
: r r r
4 2.745EI'| 2.355EI |2.463E]
2467El | 2.467El r r r
r r 2.532EI | 2.436EI |2.467EI
s r r r
2.483EI1 | 2.459E1 | 2.467EI
16 2 2 2
L L L
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Bu ornekte de goriildiigii gibi yaklasik tasima matrisinden gelen burkulma yiikii

degeri giderek kesin sonuca yaklagsmaktadir.[1,7-8]

3.3.3 iki ucu ankastre mesnetli cubuk

Sekil 3.4’te iki ucundan da tiim Otelenmelerin engellendigi yani iki ucundanda

ankastre mesnetli cubuk sistem gosterilmistir.

L

TR =

El

Sekil 3.4 : Eksenel yiik etkisinde iki ucu ankastre mesnetli cubuk

Kullanilacak olan determinant;

Y, Y,
Y, Y

23 24

3.67)

Diger orneklerde oldugu gibi bu determinant sifira esitlenmek suretiyle burkulma
yiikii elde edilir. Gerek yaklasik tasima matrisi gerekse kesin tasima matrisi i¢in bu
islem uygulanir. Tasima matrisleri degissede siir kosullart belirli oldugundan bu

ornek i¢in daima denklem (3.67)’deki matris sifira esitlenir.[10]

Cizelge 3.3 : iki ucu ankastre mesnetli ¢ubukta kesin ve yaklasik burkulma yiikii

degerleri
Tasima Kesi Yaklasik Burkulma Yiikii
Matrisiyle SN A ralik .
Burkulma Alinan Terim Sayist
Burkulma Yiikii Sayisi
Yiikii ! 2 3
0EI 32EI 32E1
3 r r r
4 64El |34.296EI |38.592EI
39.478El |39.478El r r r
r r 43.92E1 |37.692EI |39.416EI
i r r r
40.512EI |38.984E1 |39.472E1
o r r r

Cizelge 3.3’te iki ucu ankastre olan ¢ubugun burkulma yiiklerinin yaklasik ve kesin

degerleri goriinmektedir. Degerlerin yakinsakligi cizelge 3.3’ten rahatlikla

gozlemlenebilir. Bu ornek icin dikkat edilirse yaklagik tasima matrisinden bir terim
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alindiginda degerler iist degerlerden iki ve ii¢ terim alindiginda ise degerler alt
degerlerden gercek burkulma yiikii degerine yaklagsmaktadir.[7-8]
3.3.4 Bir ucu ankastre bir ucu kayic1 mesnetli cubuk

Sekil 3.5’te bir ucunda tiim 6telenmelerin engellendigi diger ucunda ise sadece diisey

hareketin engellendigi cubuk goriilmektedir.

L

T

EI

Sekil 3.5 : Eksenel yiik etkisinde bir ucu ankastre bir ucu kayici mesnetli cubuk

Bu mesnetlenme kosulu i¢in simir sartlarina bagli olarak denklem (3.68)’deki

determinant kullanilacaktir.

Y, ¥

14

Y22 Y24

=0

(3.68)

Bu determinant sifira esitlenmek suretiyle burkulma yiikii elde edilir.[7]

Cizelge 3.4 : Bir ucu ankastre bir ucu kayici mesnetli cubukta kesin ve yaklasik
burkulma yiikii degerleri

Tasima Kesi Yaklasik Burkulma Yiikii
Matrisiyle S A ralik .
Burkulma Alinan Terim Sayisi
Burkulma Yiikii Sayisi
Yiikii 1 2 3
0EI 24E1 |13.021E1
3 r 5 r
80EI |16.273EI | 18.577EI
20.142EI |20.142EI )5 5 r
r r 25.685EI | 18.461EI | 20.057EI
r r r
21.360EI [19.670EI | 20.182EI
16 2 2 2
L L L

Cizelge 3.4’te yine yaklasik ve kesin sonuglar gozlenebilir. Bir terimli ve iki aralikli
yaklasik degerin sifir olmasinin nedeni aralik sayisinin yeterli olmamasidir.[7]
Cizelge 3.4° te goriildiigli gibi aralik sayis1 dorde c¢ikarildiginda bir terimli yaklagik

tasima matrisi i¢in degerler sifirdan farkli rakamlar almaya baslamistir.
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Coziimleri yapilmis olan tiim problemlerde acikc¢a goriildiigii gibi kesin tasima
matrisleri kesin sonugla birebir aym1 sonucu vermektedir. Yaklasik tasima matrisiyle
yapilan ¢oziimlerden ise ne kadar cok eleman alinirsa o kadar yakin sonug¢ alinacagi
ve aralik ne kadar cok parcaya boliiniirse, sonucun o Olciide kesin sonuca

yakinsayacagi anlasilmustir.

3.4 Yaklasik Tasima Matrisiyle Degisken Kesitli Cubukta Burkulma Yiikleri

Bu boliimde degisken atalet momentine sahip kesitlerin burkulma yiikleri yaklasik
olarak hesaplanacaktir. Baslangi¢ degerler metoduyla sabit kesitli ¢ubuk icin tasima

matrisinin elde edilisi daha 6nceki boliimde gosterilmisti[9].

0 1 0O O
y | v
0O 0 —
i 4 _ EIL o
dz| M M
O N 0 1
T T
0O 0 0 O

(3.69)

Denklem (3.69)’da  gosterilen matriste sag tarafta bulunan 4*4’liilk matris ile
yaklasik tasitma matrisinin ve oradan da burkulma yiikiiniin nasil hesaplanacagina
deginilimisti[1-3,10].

Z

Io

L
Sekil 3.6 : Sabit kesitli cubuk

Sekil 3.6’daki gibi bir kesitte atalet momenti sabit olup z yOniinde gidildikge
degismez. Bu nedenle de yaklasik tasima matrisi ve burkulma yiikii hesaplanirken
integrasyonu sabitin integrasyonu seklinde daha onceki boliimlerde anlatildigi gibi

hesaplabilir[ 1-3].

I =1, (3.70)

Sabit kesitin atalet momenti z’e baghh olmadigindan integral hesaplarinda atalet

momenti sabit kabul edilerek ¢oziiliir.
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Sekil 3.7 : Degisken kesitli cubuk

\

Ancak sekil 3.7 ‘deki gibi z’e bagli olarak degisen kesitlerde yaklasik tasima
matrisiyle hesap yapilirken atalet moment sabit alinamaz. Sekil 6.2'deki gibi kesitin
atalet momenti z’e baglh olarak degisiyorsa integral hesaplarinin i¢ine de bu
degiskenler girer ve integrasyon hesaplarini etkiler. Sekil 6.2’deki gibi bir kesitin
ataletinin asagidaki gibi degistigini kabul edelim.
I.=1,/Cos[Z

L (3.71)
Bu fonksiyonda L ¢ubugun boyu, ¢ atalet momentinin degisim agisidir. Cubugun
ataleti z yoniinde ilerledikg¢e artar. Dolayisiyla bu kesit i¢in yaklasik tasima matrisi

hesaplanirken denklem (3.69)’daki /, yerine denklem (3.71)’deki ifade konur.

Yaklasik tasima matriside buradaki degiskenler géz oniine alinarak hesaplanir.

Calismanin devaminda sekil 3.7°deki gibi degisken kesitli cubugun burkulma
yiikiiniin yaklasik hesab1 yapilacaktir. Hesap kolayligi acisindan degisim acis1 &

degeri /4 alinacaktir. Denklem (3.72)’de kullanilacak olan deger goriilmektedir.

I.=1,/CoslZ%]
4L (3.72)

3.4.1 Degisken kesitli basit mesnetli cubuk

Sekil 3.8’deki gibi basit mesnetlenmis degisken kesitli bir cubugun burkulma yiikii

baslangi¢ degerler metodu ve yaklasik tasima matrisi kullanilarak bulunacaktir.[8-9]

z L
i |
N
a EI JAN

Sekil 3.8 : Degisken kesitli basit mesnetli cubuk
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Yaklasik tastma matrisleri degisse de mesnetlenme kosullari i¢cin kullanilacak olan
determinantlar aym kalir. Ciinkii burkulma yiikii degeri ¢ubuklarin mesnetlenme
kosuluna baghdir. Mesnetlenme kosullar1 degismiyorsa kullanilacak olan
determinantta degismez. Cizelge 3.5°de goriildiigi gibi sadece yaklasik burkulma
yiikleri hesaplanmistir.[7] Degisken kesitli bir ¢ubukta kesin burkulma yiikiiniin

hesaplanmasi cok giictiir.

Cizelge 3.5 : Degisken kesitli basit mesnetli cubukta yaklasik burkulma yiikii

degerleri
Yaklasik Burkulma Yiikii
Aralik Alinan Terim Sayist
Sayisi
1 2 3
5 0FI, 8.771El, | 8.752EI,
5 5 5
17.430E1, | 9.379El, | 10.380EI,
! r r r
11.987E1, |10.169E1, | 10.793EI,
i r r 5
16 11.033E1,|10.670EI, [10.819E1,
5 r r

Degisken kesitli ve basit mesnetli ¢ubukta burkulma yiikiiniin belirli bir degere
yaklasimi cizelge 3.5’ten gozlenebilmektedir.
3.4.2 Degisken kesitli bir ucu ankastre bir ucu serbest cubuk

Sekil 3.9°da sinir kosulu olarak bir ucta tamamen tutulu diger ucta serbest, degisken

kesitli cubuk bir eleman gosterilmistir.

N
watll—

El:

RNV

Sekil 3.9 : Degisken kesitli bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli gubuk

Bilgisayar programi yardimiyla elde edilen degerler cizelge 3.2 deki gibidir.[7]
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Cizelge 3.6 : Degisken kesitli bir ucu ankastre bir ucu serbest mesnetli ¢ubukta
yaklagik burkulma yiikii degerleri

Yaklasik Burkulma Yiikii
é;;ilsl: Alinan Terim Sayisi
1 2 3
) 4.104El, | 2.247EI, | 2.515E1,
r r r
4 2.848E1, | 2.458E1, | 2.564E],
r r 15
2.634E1, (2.538El, [2.568EI,
8 r I I
16 2.584EI, |2.560E1, |2.568EI,
I r I

Cizelge 3.6’da elde edilen degerler sabit kesitli ¢ubuklardan elde edilenler ile

karsilagtirarak kesitin ataleti arttiginda burkulma yiikiiniin arttig1 da gézlemlenebilir.

3.4.3 Degisken Kesitli iki ucu ankastre mesnetli cubuk

Sekil 3.10°da her iki ucu da ankastre mesnetli cubuk gosterilmistir.

= . L
=
SR El: 3

Sekil 3.10 : Degisken kesitli iki ucu ankastre mesnetli cubuk

Bu ornekte de, digerler kosullarda belirtilen durumlar ¢izelge 3.7’ den izlenebilir.

Cizelge 3.7 : Degisken kesitli iki ucu ankastre mesnetli cubukta yaklasik burkulma

yiikleri
Yaklasik Burkulma Yiikii
Arahk -
S Alinan Terim Sayisi
ayisi
1 2 3
) 0EI, 35.084E1, | 35.008El,
5 r r
69.720E1, | 37.516El, | 41.520EI,
! 5 r 5
47.948E1, |40.676E1, (43.172EI,
i r r r
16 44 .132EI | 42.68El, |43.276EI,
r r 5
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Cizelge 3.7°den burkulma yiikiiniin hani araliklarda degerlerinin degistigi rahatlikla

gozlemlenebilir.

3.4.4 Degisken Kesitli bir ucu ankastre bir ucu hareketli mesnetli cubuk

Sekil 3.11°de sinir kosulu olarak bir ucu ankstre digeri hareketli mesnete sahip ¢ubuk

gosterilmistir.

z . L

W

El:

Sekil 3.11 : Degisken kesitli bir ucu ankastre bir ucu hareketli mesnetli cubuk

Cizelge 3.8’den degisken kesitli cubugun burkulma yiikii degerleri alinarak, sabit
kesitli ¢ubugun burkulma yiikii degerleriyle karsilastirilabilir.[1] Boylece kesit

degisimine bagh olarak burkulma yiikiiniin degisimiyle ilgili fikir edinilebilir.

Cizelge 3.8 : Degisken kesitli bir ucu ankastre bir ucu hareketli mesnetli ¢ubukta
yaklagik burkulma yiikleri

Yaklasik Burkulma Yiikii
é;;ilsl: Alinan Terim Sayist
1 2 3
0EI, 26.240E1, | 14.483EI,
2 5 5 5
89.265El, | 18.421FE1 | 19.013EI,
! r r r
28.715E1, |19.055E1, |19.401EI,
i 5 r r
23.715E1, | 19.447E1, (19.421EI,
16 2 2 2
L L L

Yapilan tiim orneklerde degisim agisi sifir alindiginda degisken kesitin sabit kesite
esit oldugu ve dolayisiyla burkulma yiikiiniinde sabitik burkulma yiikiine esit

oldugu acikca goriilmektedir.
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4. CIFT DUVARLI KARBON NANO TUPLERIN BURKULMA YUKUNUN
YAKLASIK HESABI

Bu boliimde dnceden elde edilen bilgiler yardimiyla ¢ift duvarli karbon nanotiiplerin

burkulmalar1 incelencek ve bunlarin burkulma yiikii hesabina deginilicektir.

4.1 Baslangi¢ Degerler Metoduyla Cok Duvarh Karbon Nanotiiplerin Denge

Denklemleri

Sekil 4.1’de L boyunda, eksenel yiike maruz kalmis olan cift duvarli bir karbon
nanotiip gosterilmistir. Burada gecen denklemlerde; A, dis tiipiin kesit alani, A, i¢
tiipiin kesit alan1 olmak iizere, ¢ift duvarli karbon nanotiipe etkiyen eksenel basing
kuvveti i¢ ve dis tiiplere kesit alanlarinin oranlart dogrultusunda etkimektedir.

Nanotiipiin maruz kaldig1 eksenel yiik degerleri sirasiyla N, dis tiipe etki eden
eksenel basing kuvveti ve N, i¢ tiipe etkiden eden eksenel basing kuvvetidir. Bu iki

kuvvetin toplamui, ¢ift duvarli karbon nanotiipe etkiyen eksenel basing kuvveti N ’e
esittir.  Eksenel basing kuvvetinin etkisi altinda meydana gelen sekil
degistirmelerden, v, dis tiipteki diisey deplasmani, v, i¢ tiipteki diisey deplasmant,
@ dis tipteki acisal deplasmam1 ve ¢, i¢ tiipteki acisal deplasmam ifade

etmektedir.[5]

Sekil 4.1 : Eksenel yiik etkisinde ¢ift duvarli karbon nanotiip
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Sekil 1.4 ve 1.5te cift duvarli karbon nanotiiplerin cesitli acilardan goriiniisleri

gozlemlenebilir[6]. I¢ ve dis tiipiin arasindaki mekanik iliskileri yazarsak;

N=N,+N, @.1)

Das tiipe etkiyen N, kuvveti ile ig¢ tiipe etkiyen N, kuvvetinin siddeti, bu iki tiipiin
kesit alanlarinin orami ile dogru orantilidir. Bununla birlikte distaki ve icteki tiipiin
kesitlerindeki yiizey gerilmeleri de birbirine esitti.[6]

Nl Al

2

4.2)

=

Il
2>

=

4.3)

Karbon nanotiiplerde denge denklemleri yazilirken iki tiipiin arasindaki etkilesiminde
g6z Oniide bulundurulmasi gerekmektedir. Tiipler arasindaki ¢ekim kuvvetinden
dolay1, diisey deplasman degerinde ve kesme kuvveti degerinde tiipler arasindaki

etkilesim dikkate alinmalidir.[12] Bu nedenle denklem (4.9) ve denklem (4.13) ¢ Van
Der Waals katsayisi ile carpilmalidir. Denklem (4.5)’teki d, ve d, degerleri sirasiyla

distaki ve icteki tiipiin caplarini, C ise karbon elementiyle ilgili bir katsayiyi
belirtmektedir.[12-13] Bu degerler arasindaki iliskiyi yazarsak;

c=Cd 4.4)
d:¢+@

2 (4.5)
C=10"s/m’

Calismanin kapsami burkulma yiikleri iizerine olmasi dolayisiyla c sadece katsayi
olarak birakilacak ve degerler ¢ cinsinden yazilacaktir. Ayrica denklemlerde
belirtilen EI, distaki tiipiin rijitligini ve EI, icteki tiipiin rijitligini belirtmektedir. Bu

bilgiler kapsaminda sirasiyla distaki ve igteki tiiplerin denge denklemlerini yazarsak;

M,

dz (4.6)
ap __M,

dz EI

4.7)
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dM,

=T, +N,.¢,
z 4.8)
9 _ v =) 4.9)
dz
dv.
2 — X
dz (4.10)
do, __M,
dz E, 4.11)
dM
L= T,+N,.0,
dz 4.12)
9L _ (v, =v) (4.13)
dz

Iki tiip arasindaki belirtilen tiim bu iliskiler genel olarak yazilabilir. y denklemde
bilinmeyenlerin olusturdugu 8*1°lik siitun matris ve A  8*8’lik katsayilar matrisi

olmak iizere;

by
dz 4.149)

Burada degerlerin acilimi yazilirsa;

- 4.15)
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0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
1
0 0 0 0 -— 0 0
El,
0 0 0 0 0o - o 0
El,
A=
0 0o N, 0 0 0 1 0
0 0 0 N, 0 0 0 1
c - 0 0 0 0 0 0
—c ¢ 0 0 0 0 0 0
i ] (4.16)

Denklem (4.14)’te ¢ift duvarli sabit kesitli bir karbon nanotiipiin denge
denklemlerinin baslangic degerler metoduyla matris forma getirilmis genel hali
goriilmektedir. Nanotiip sayis1 arttifi takdirde aymi yollar izlenmek suretiyle n
duvarli karbon nano tiipiin denge denklemleri rahatlikla yazilabilir. Daha 6ncede
bahsediligi gibi burkulma yiikiiniin kesin hesabin1 yapmak oldukca giictiir. Yaklasik
tasima matrisi metodu burada devreye sokularak cift duvarli karbon nanotiipiin
burkulma yiikii yaklasik olarak hesaplanacaktir.[7] Yaklasik burkulma yiikii hesabi

yalnizca bir mesnetlenme kosulu icin irdelenecektir.

4.2 Bir Ucu Ankastre Bir Ucu Serbest Mesnetli Cift Duvarhh Karbon Nanetiipiin

Burkulmasinin incelenmesi

Denklem (4.14)’te tim mesnet kosullar1 icin gecgerli olan denge denklemi
hesaplanmisti. Boliim 2 ve 3’te anlatildig gibi yaklasik tagima matrisi istenilen terim
sayis1 kadar hesaplanabilir.[8] El ile hesabin gii¢liigiinden ve matrisin ¢ok uzun
olmasindan dolay1 burada sadece sonuglar irdelenecektir. Bir ucu ankastre diger ucu
bos mesnet kosulu icin yaklasik tasima matrisinden alinmasi gereken determinant
bilinmemektedir. Bu determinanti bulabilmek i¢in mesnet kosullar1 kullanilmalidir.

Denklemin genel hali yazilirsa;
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dy
Al
o [2].y

y(0)=y,,

y=Yy,

4.17)

(4.18)

4.19)

Bu denklemlerde y siitun matris,Y tasima matrisi ve y, baslangictaki degeri ifade

etmektedir. Baslangi¢ kosullari {izerinden yola cikarak degerler yerine yazilirsa;

Vi

V2

2
y= ?,

M,

M,

1

T,

_)’11 Yi2

Y Ym

Yii Yn
Y= Yo Yn

Ysi Vs

Yo1 Ve

Yn  In

LYs1 Vs2

Tasima matrisin denklem (4.21)

yazilmistir. Coziime ulagmak i¢in gerekli olan baslangi¢ kosulunu da yazarsak;

o o o O

Yo

—_
[=)

(=]

NN XX

[=]

Vi3
Va3
Y33
Va3
Ys3
Ye3
Y73
Ys3

Y14
Yo
Yia
Yaa
Ys4
Yea
Vs
Ysa

Yis
Yas
Vs
Vis
Yss
Yes
Yas
Yss

Yi6
Va6
Y36
Yas
Ys6
Yoo
Y6
Ys6

Y7
Va7
V37
Yaz
Vs
Yer
Yn
Y87

Yig
Vg
Y3s
Vag
Ysg
Yes
Vs

Vss |

(4.20)

4.21)

de gosterildigi gibi sadece simgesel olarak
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Baslangi¢ degerlerini temsil eden y, siitun matriste M, ve M, sirasiyla distaki ve
igteki tiipte baslangicta meydana gelen moment degerlerini, 7}, ve T, ise baslangicta

meydana gelen kesme kuvvetlerini temsil etmekdir. Sonuca ulagmak icin tasima
matrisiyle problemin baslangigtaki degerini carparsak;

Vi Yo Y2 Yz Ve Vs Ve Yir Vs 0
V) Yoo Yoo Yz Yoau Vs Ve Vo Vs 0
? Yaio Yoo Yz Yao Vs Ve Vi Vs 0
o, _|Yn Yo Vu Yu Vs Vs Yo Vas 0
M, Ysi Vs2o Vs3 Vsa Vss Yse Vs1 Vss ' M,
M, Yoo Yoo Y3 Yo Yes Yoo Yer Vs || Mao
T; Yn Y Y Y Vis Y Y Vs T,
T, Ysi Ysoo Vs3 Ysa Vss Vse  Vsr o Vss Ty,

L] L : 11 (4.23)

Problemi ¢6ziime ulastirabilmek i¢in L ucundaki sinir kosullarininda kullanilmast
gerekmektedir. L ucunda her iki tiip icinde diisey ve agisal deplasman var olup
degerleri bilinmemektedir. Ancak yine her iki tiip i¢inde kesme kuvveti ve moment
degerleri L ucunda sifirdir. Dolayisiyla L ucundaki mesnet kosullarindan dolayi
yaklasik tastma matrisindeki besinci, altinci, yedinci ve sekizinci satirlar sifira

esittir. Islemler devam ettirildigi takdirde;

[ 12 T [5s Y Yo Yis |

V, Yos Yo Y1 Vag

2 Yis Y Yar Vs || My

?, _|Yas Vs Yo Va M,

M, Ysso Yo Ys1 Yss || Lo

My | | Yes Yes Yoo Vs |L T

Lol I ys Y Yo Yo

L] Lo Y Yoo Vs 4.24)

Denklem (4.24)’de yukarida belirtilmis olan L ucundaki mesnet kosullarida yerine

konulursa denklemin alacag hal;
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v | Vs Ve Vi Vs |
v, Yos Y Vo1 Vag
?, Yiso Ve Yy Vs || My
o, _| Vs Vs Ve Vas M,
O s Y Y5 Yss || Tio
0 Yes Yoo Y Ves |L T
0 Yis Yie Y Vs
LO Lyss Yss Ysr ss (4.25)

Denklem (4.25)’te son dort satir sifira esit oldugundan determinant i¢in bu dort satir
kullamlacaktir. Ilk dort satir sifira esit olmadigindan burkulma yiikiinii hesaplamaya
calisigimizda L wucundaki diisey ve acisal deplasman degerlerini bilmemiz

gerekmektedir. Dolayisiyla ilk dort satir isimize yaramaz. Denklemin son halini

yazarsak;
O Yi 5 Y56 Y57 YS 8 M 10
O — Y65 Y66 Y67 Y68 M 20
0 |55 Y Y, Yl T
0) Y Y Yy Yo )Ty

(4.26)

Daha 6ncede belirtildigi gibi denklem (4.26)’nin sifira esit olmas1 demek icerideki

4*4’liikk matrisin sifira esit olmas1 demektir.

Y.
Y,
Y.
Y,

W
[=))
W

7

3

W
[=))
3
3

SN N NN
SN g

[=))
o] =)

=S
SNONON S
oo oo

I

(e}

7

4.27)

Yaklasik tagima matrisi elde edildikten sonra denklem (4.27)’deki matris kullanilarak
bir ucu ankastre bir ucu serbest ¢ok duvarli bir karbon nanotiipiin burkulma yiikii
rahatlikla hesaplanabilir. Cift duvarli karbon nanotiipte distaki ve igteki tiipe etkiyen
eksenel yiik degerleri daha once belirtilmisti. Islem kolaylilig1 ve anlasilabilirlik
acisindan iki tiipe etkiyen eksenel yiik degerleri arasindaki oran asagidaki gibi kabul

edilecektir.
N, =0.8N,

Cizelge 4.1°de ii¢ ve dort terime kadar hesaplanmus, araliklara boliinmiis yaklasik

tasima matrisinden elde edilen N, burkulma yiikii degerleri gosterilmistir.
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Cizelge 4.1 : Bir ucu ankstre serbest mesnetli ¢ift duvarli karbon nanotiipiin yaklasik
burkulma yiikii degerleri

Yaklasik Burkulma Yiikii
é;;ilsll( Alinan Terim Sayisi
3 4

10.2404 9.1092

3 L’(1.0231K, +1.8487K,) [} (1.3230K, +2.0957K,)
9.5049 8.8162

4 L’ (1.2026K, +1.9730K,) [} (1.3324K, +2.0684K,)
9.1555 8.7361

> L’ (1.2666K, +1.9987K,) }(1.3296K, +2.0195K,)
8.9762 8.7743

6 [} (1.2933K, +2.0072K,) |L*(1.3413K, +2.0186K,)

Cizelge 4.1’de islem karmasimi engellemek amaciyla 1/ El, yerine K, ve 1/EIl,
yerine K, konmustur. Cizelge 4.1°den ¢ift duvarl karbon nano tiipler i¢in yaklagik

burkulma yiikii degerleri alinabilir. Daha onceki 6rneklerden de tespit edildigi tizere
en fazla terim sayis1 ve aralik en dogru sonucu vermektedir. Burada dort terimli alti
aralikli yaklasik burkulma yiikii bizim i¢in en dogru sonugtur. Ayrica ¢ikarilabilecek
sonuglardan biri de cift duvarli karbon nanotiiplerde burkulma yiikiiniin ¢ Van Der
Waals katsayisina bagli olmadigidir.[12-13] Sonuclardan burkulma yiikiiniin sadece

rijitliklere ve cubugun boyuna bagli oldugu acgik¢a goriilmektedir.
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5. SONUC VE ONERILER

Yapilan bu ¢alismanin amaci yaklasik tasima matrisi metodunun ¢ubuk sistemlere
veya karbon nanotiiplere nasil uygulandigimi ifade etmektir. Gerek, sabit veya
degisken kesitli ¢ubuklar icin gerekse cok duvarli karbon nanotiipler i¢in cesitli

sonuclara varilmistir. Ulasilan sonuclar asagidaki gibi siralanabilir;

Yaklasik tasima matrisi metoduyla her tiirlii diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii
rahatlikla yapilabilir. Ancak matris forma getirilmis denklem sisteminde degisken

sayis1 ¢cogaldikca, yaklasik hesabin yapilmasi da giiclesir.

Burkulma yiikiiniin yaklasik hesabinda kullanilan tasima matrisinin eleman sayis1 ne
kadar ilerletirilise yaklasik sonugta kesin sonuca o kadar yakinsar. Bu yalnizca ¢ubuk
sistemlerin burkulma yiikii icin degil, tiim diferansiyel denklem takimlarinin ¢oziimii

gecerlidir.

Burkulma yiikii hesaplarinda, kesin sonuca yaklagmak icin tagima matrisinin eleman
sayisini arttirmak yerine integral araligini parcalara bolmek, hesap agisindan daha
kolaydir. Tasima matrisinde, eleman sayisimi arttirilmasi gibi hesap araligim
parcalara boliinmesi de yaklasgitk sonucun kesin sonuca yakinsamasini saglar.
Dolayisiyla aralik ne kadar ¢ok parcaya boliiniirse yaklasik burkulma yiikii degeri
kesin burkulma yiikii degerine o kadar yakinsar. Bu durum diferansiyel denklemler

ve ¢oziildiikleri araliklar i¢inde gegerlidir.

Yaklasik tasima matrisinin ilerletildigi eleman sayisina gore, yaklasik burkulma yiikii
degeri kesin degere, bazen daha biiyiik degerlerden bazen de daha kiiciik degerlerden
yakinsar. Bu sekilde yaklasik hesaplarda kesin degerin hangi aralikta oldugu
rahatlikla tespit edilebilir.

Degisken kesitli cubuklarda degisim acisi1 sifira yaklastikca burkulma yiikii degeri de,
sabit kesitli cubugun burkulma yiikii degerine yaklagsmaktadir.

Gerek cubuklarda ve gerekse c¢ift duvarli karbon nanotiiplerde yapilan hesaplarda
yalnizca eksenel yiikten dolayr olusan momentin neden oldugu egilmeler dikkate

alinmistir. Dolayisiyla elde edilen sonuclarda Euler-Bernoulli kiris teorisiyle

41



karsilastirilmis ve kullanilan difersiyel denklemler bu teoriden alinmustir.[3] ilk
boliimde bahsedilen ek etkilerde goz Oniine alinacaksa, diferansiyel denklemler
Timoshenko kiris teorisinden alinmali ve elde edilen sonuglar bu teorinin
sonuglariyla karsilastirilmalidir. Ozellikle boyutlar1 ¢cok kiiciik olmasi nedeniyle ¢ift
duvarli karbon nanotiiplerin burkulma yiikii hesaplarinda Timoshenko ¢ubuk teorisi

kullanilabilir.

Varilan sonucglardan bir digeride c¢ift duvarli karbon nanotiiplerde, tiipler arasi
etkilesimin burkulma yiikiine etkimedigidir. Elde edilen sonuglara bakildiginda

burkulma yiikii degerleri, cubuklarin rijitlikleri ve boylar1 cinsindendir.

Yaklasik tasima matrisiyle denklem ¢oziimiinde denklemin sifirda almis oldugu
degerler mutlaka bilinmelidir. Ciinkii denklemler yaklasik tasima matrisinin sifirdaki

degerle carpilmasi sayesinde ¢coziime ulastirilir.

Sekil 5.1’de yaklasik tasima matrisi ve baslangic degerler metoduyla burkulma
yiikiiniin yaklasik hesab1 ici gecerli akis diyagrami gosterilmistir. Kabaca bu adimlar

uygulanarak burkukla yiikii hesaplar1 yaklasik olarak hesaplanabilir.

Cubuk sistemdeki diferansiyel iligkiler yazilir.

v

Elde edilmis olan diferansiyel denklemler, aralarindaki
iliskilere gore matris formda yazilir.

.

Matris forma getirilmis genel denklemden
yaklasik tagima matrisi bulunur.

v

Yaklasik tasima matrisinin ka¢ elemana
kadar ilerletilecegine karar verilir.

.

Cubugun baslangi¢ sinir kosuluyla, diferansiyel
denklemlerin genel ¢oziimii bulunur.

v

Y aklasik tasima matrisindeki hesap araliginin
kag¢ parcaya boliinecegine karar verilir.

v

Cubugun diger ucundaki sinir kosuluyla, kullanilacak olan
determinant bulunup yaklasik burkulma yiikii elde edilir.

Sekil 5.1 : Yaklasik burkulma yiikii hesabi icin akis diyagrami
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Sekil 5.1°deki akis diyagrami yaklasik burkulma yiikii hesabinda kullanilacag gibi
diferansiyel denklem takimlarinin yaklasik c¢oziimlerinede uygulanabilir. Her tiirlii
diferansiyel denklemin yaklasik ¢oziimiinde dikkat edilmesi gereken en Onemli
nokta; denklemlerin dogru sekilde yaklasik tasima matrisi uygun hale

getirebilmektir.
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