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OZET

Bir gok miihendislik probleminin ¢6ziimiinde, sayisal hesap yontemlerinden olan smir
eleman yootemi (BEM) kullanilmaktadwr.  Smir eleman yoénteminde smirdaki
ayniklagtirma direkt veya indirekt olarak iki ayn yaklagimla yapilmaktadir. Direkt smir
eleman yonteminde smirdaki bilinmeyenler dogrudan elde edilir. Indirekt yontemde ise
once smnirda fiktif degerler elde edilir daha sonra bu fiktif degerler yardimyla diger
bilinmeyenler hesaplanir. Smirdaki bu fiktif degerler ise segilen temel bilinmeyenler
bakimmndan iki kisimda incelenebilir. Buna gore eger smirdaki bilinmeyenler fiktif
gerilmeler ise fiktif degerler olarak fiktif gerilmeler alnw, eger bilinmeyenler yer
degistirme siireksizlikleri ise fiktif degerler yerine, yer degistirme siireksizlikleri almar.

Bu galismada, izotrop ve anizotrop ortamlar igin, indirekt smir eleman yontemlerinden
olan, fiktif gerilme yontemi (FSM) ve yerdegstirme siireksizligi yontemi (DDM)
kullandmigtir. Her iki yontemde de Kelvin ve Melan temel ¢oziimleri kullanilarak,
sinir integralleri sabit ve dogrusal olan elemanlar tizerinde kapali olarak elde edilmistir.
Bu ¢aligmanm bir 6zelligide, Kelvin temel ¢oziimleri kullanilarak, sonsuz ve yan-
sonsuz diizlemlerde izotrop-anizotrop ortamlar igin tekil yiiklerden dipoller
olusturulmug ve bu dipoller yardimiylada DDM'deki temel ¢oziimler elde edilmigtir.
Ayrica izotrop ortamdan farkli olarak, anizotrop ortamlarda, elastik sabitler
dogrultusundaki eksenlerden her hangi bir ag1 yapacak sekilde bir eleman g6zoniine
almmug olup, tiirevler ve integraller bu dogrultuda alinarak elemanlardaki bilinmeyen
yer degistirme siireksizlikleri i¢in lineer denklem sistemi elde edilmigtir.

Sayisal uygulama olarak sonsuz ve yari-sonsuz diizlemlerde, gesitli bosluk ve gatlak
problemleri incelenmistir. Bunlardan, degisik smir kosullann altmda sonsuz ve yart-
sonsuz diizlemlerde, dairesel kesithi bir bogluk i¢in segilen noktalarda meydana gelen
gerilme ve yerdegistirme bilesenleri hesaplanmustir. Tkinci 6mek olarak, iki malzemeli
dairesel kesitli bosluk problemi DDM ile incelenmistirr DDM igin 6zel uygulama
olmasi agisindan, yart sonsuz diizlemde, yiizeyden itibaren derinlikle dogru orantih
degigen yiikleme altinda gatlak ve fay problemi ve ayrica Mohr-Coulomb hipotez
kullamlarak, sonsuz diizlemde dairesel bosluk ve fay etkilesim problemi ¢6ziilmiigtiir.
Son olarak anizotrop malzeme igin, eksenel yiik etkisi altinda sonsuz dizlemde
dairesel ve kare kesitli bogluk ile hidrostatik i¢ basing ve eksenel yiik etkisi altinda
yari sonsuz diizlemde dairesel bogluk problemleri ¢oziilmiigtiir.

Geligtirilen yontemle ¢6ziilmiig olan tiim 6mek problemlerde anizotropinin sonuglan

onemli 6lgiide etkiledigi ve g6zoniinde tutulmasi gerekli bir malzeme 6zelligi oldugu
sonucuna varimigtir.
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SUMMARY

DISPLACEMENT DISCONTINUITY METHOD

IN ANISOTROPIC BODIES

Realistic problems of engineering mechanics, usually formulated in terms of a set of
governing differential equations together with appropriate boundary and initial
conditions, are characterized by great complexities in geometry and material
constitution. As a result of that, analytical solutions of these problem are practically
impossible to obtain and resort has to be made to numerical methods for the
determination of an approximate solution. Numerical solutions of very complicated
problems are feasible today due to the availability of powerful digital computers. A
numerical method is of the differential or the integral type depending on whether the
numerical analysis precedes or follows the integration of the governing equations.

The general problem two-dimensional elastostatics is that of determining the stresses,
oy (i,j = 1,2), and displacements, u;, in a body of known shape subject to prescribed
boundary conditions (traction, displacements). In a additions to these may be body
forces which act throughout the interior of the body. The two-dimensional
elastostatics problems considered here are those of plane strain and plane stress. The
conditions to be satisfied by any solution for a particular problem geometry and
loading condition are the differential equations of equilibrium, the constitutive
equations, the equations of compatibility and the boundary conditions for the problem.
The treatment of problems two-dimensional elastostatics simplifies somewhat when
the body forces do not appear in differential equations. Since the equations for
continuos, homogeneous form by finding one of the infinitely many particular
integrals.

The boundary element method has been used widely in geotechnical analysis and has
performed well for elastic analysis of excavations in semi-infinite or infinite bodies. In
this method, the problem is solved in terms of the conditions imposed at the surfaces
of openings the problem domain. However, there are situations in geotechnical
engineering for which it is difficult to use the boundary element method, especially
those practical problems involving sequential excavation or construction,
inhomogenius materials, material non-linearities, and the presence of joints.

Natural rock masses are usually composed of blocks of intact material separated by
joints or discontinuities. The behavior of these rock masses is complex as it is
governed not only by the properties of the discontinuities. In general, the overall
behavior of a jointed rock mass will be anisotropic.

xii



Most boundary element analyses carried out in geotechnical engineering assume that
the rock mass can be modeled as an isotropic elastic material. There have been a few
reported attempts to account for the structure of the rock mass in analyses, and °
examples of boundary element treatments of rock with distinct joints have been
presented by Hocking and Brady et al however, when the spacing between the joint is
small in comparison with the length scale of interest (such as tunnel width or
foundation size), a simulation incorporating the jointing explicitly is very difficult and
costly to implement. The problem of dealing with the structure of the rock mass
explicitly can be avoided in cases where the jointing is closely spaced and regular,
because it is convenient in such problems to idealize the rock mass and anisotropic
elastic medium ; that is, the effects of the discontinuities is implicit ir the choice of the
stress-strain model adopted for the equivalent rock mass continuum. Some of the
boundary element treatments of anisotropic materials relevant to jointed rock masses
are reviewed briefly in this work.

Increasing structural use is being made of materials with anisotropic elastic material
properties. In recent years, various kinds of composite materials have been developed
and used for structural components. The major reasons for their success are to be
found in the fact that they can fulfill all the requirements for a given application.
Orginally, structural composites were developed for the aerospace industry as they
offered attractive properties of stiffness and strengthcompared to their weight.
Further advantages such as high corrosion resistance and design flexibilty made
composite materials the ideal replacement to the aluminum alloys previously used.

Rizzo and Shippy and Crouch and Starfield have assumed that in some cases rock
masses may be represented as transversely anisotropic materials, and they have
implemented into boundary element formulations the fundamental solutions due to
Green for a point force in an infinite sheet of transversely anisotropic elastic material.
Brebbia has also suggested an iterative perturbation boundary element analysis for
general anisotropic materials, and Dumir and Mehté have analyzed orthotropic half-
plane problems using boundary element techniques using appropriate Airy stress
functions. A boundary element formulation for general anisotropic materials has also
been presented by Carter and Alehossein, using the fundamental solutions derived by
Lekhnitskii.

The most widely known and used numerical methods of solution are the Finite
Difference Method (FDM) and the Finite Element Method (FEM), both of the
differential type. The FDM replaces the differential equations by algebraic ones, valid
at a set of nodes within the domain, through the approximation of derivatives by finite
differences, while the FEM replaces the domain itself by a set of finite sub domains or
elements connected through their nodes and approximately reproducing the behavior
of the sub domain that represent. The FEM presents some very distinct advantages
over the FDM such as better conformity to the domain geometry, much easier
handling of the boundary conditions and easier construction of variable-size meshes.
These advantages have made the FEM the most popular numerical method among
scientists and engineers. Even the FEM, however, presents some disadvantages such
as rather high costs for the preparation and input of data and time-consuming
solutions of three-dimensional problems, especially those with distant boundaries.
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The Boundary Element Method (BEM), which is based on an integral formulation of
the problem, has emerged during the last 15 years as a new powerful computational
tool. This method usually requires only a surface discretization and not a
discretization of both the interior and the surfaces of the domain of interest as it is the
case with “domain-type” techniques, such as the FDM and the FEM. This fact makes
the BEM more efficient than the FEM for quite a number of classes of problems. For
some other problems the BEM might be equally good or inferior to the FEM, while in
certain cases a combination of the two methods usually creates the optimum
numerical scheme. The BEM has been successfully used to a great variety of problems
in engineering science, such as potential theory, elastostatics, elastodynamics,
elastoplasticity, viscoelasticity, viscoplasticity, fracture analysis, fluid mechanics,
acoustics, heat conduction, electromagnetism, soil-structure interaction and fluid-
structure interaction.

There are basically two kinds of BEMs, the indirect and the direct ones. In the indirect
approach the discretized integral equations are first solved for the density of the
singular solutions over the boundary surface and then the remaining boundary
quantities are computed in terms of these densities which have no physical
significance. In the direct approach the discretized integral equations are formulated
with the help of certain fundamental integral theorems and connect directly the
unknown with the known boundary quantities. Even thought it has been shown by
Brebbia and Butterfield in 1978 that the indirect and direct BEMs are formally
equivalent, more emphasis is usually given to direct BEMs because they are more
appealing to scientists and engineers. In addition, direct BEMs appear to be, at least
so far, more easily amenable to improvements of the FEM type for the development
of advanced BEMs than indirect ones. The term semi-direct BEM has also been used
for some time in the past to indicate the treatment of some potential and elastostatic
problems by a direct formulation with unknowns functions analogous to stream or
stress function from which the physical quantities of the problem can be obtained by
differentiation after the solution of the integral equations. This BEM category,
however, is very limited and of a special character to be an independent one and for
this it is usually considered as part of either the direct or, more frequently, the indirect
BEM.

In the direct boundary element formulation based on the point-force fundamental
solution, considerable difficulties arise since the displacement discontinuities across
the fracture surfaces are not explicitly accounted for. One approach to tackle this
problem is partition the medium (which must be finite) into sub-regions However, this
approach becomes inefficient when there are two or more cracks, or even for a single
crack which propagates out-of-plane in mixed mode loading.

In the indirect boundary element (or fictitious) formulation, difficulties similar to that

of the direct boundary element method arise because continuous displacements are
implicitly assumed.
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The indirect boundary element method (IBEM) makes use of “fictitious forces™
distributed along the boundary of the region of interest. By means of the principle of
superposition, an integral equation for these fictitious forces is derived. By -
representing the boundary by a set of elements and assuming some variation of
fictitious forces over each element, a system of simultaneous equations approximating
to the integral equation is obtained. Once these fictitious forces have been obtained by
solving the equations, the stresses and displacements anywhere with in the region and
on the boundary can be calculated by integration. For the sake of simplicity, represent
a two-dimensional continuous, homogeneous, isotropic, linear and elastic region }*
bounded by the surface S, acted upon by a surface traction t;’(x). We now want to
find the stresses and displacements in the region /'* and on the boundary §*. However,
it often is easier to find the solution to the relevant partial differential equations in an
infinite region, because we do have the Kelvin solution which gives the displacements
at the point x (referred to as the field point), Ui(x), due to a concentrated unit force,
Fi(€), acting at the point £ (referred to as the load point) in an elastic body of infinite
extent.

The displacement discontinuity method (DDM), as a means of solving boundary value
problems in elasticity., has become a popular numerical method in the field of
geomechanics. The most significant characteristic is its ability of handling rock
discontinuities and fractures. The successful application of the DDM, however, relies
on the derivation of the fundamental solution for a displacement discontinuity
singularity, or mathematically a point dislocation in the infinite space.

The displacement discontinuity method is particularly well suited to model fractures
which have relative displacements across their surface (hence a displacement
discontinuity results). In addition, it can also be used to model an ordinary boundary
of a 2 or 3 dimensional body. However, as will be shown later strong stress
singularities at the ands of the displacement elements make it undesirable to model
boundaries with finite and smoothly distributed applied loads.

The formulation of the displacement discontinuity method is identical to that of the
fictitious stress method except that displacement discontinuities (or “fictitious
cracks™) are used instead of fictitious stresses. (Naturally, the fundamental solution in
also be different.) Hybridizing these two methods so that the advantages of both can
be utilized seems to be very promising. In addition, the boundary element methods
have further advantages over the finite element method when some special types of
boundaries a present. For example, for a semi-infinite medium with a circular cavity.

In this study investigated the indirect boundary element solution for isotrpic and
anisotropic problems. The complete fundamental solutions due to unit loads within
the infinite and semi-infinite plane are given. Expressions for stresses and
displacements at internal points are also given.  This formulation is applied and
compared to some classical problems. This solution procedure is highly accurate
and computationaly more efticient than the boundary element formulation using the
Kelvin fundamental solution for orthotropic problems. Throughout this work the so-
called Cartesian tensor notation is used. This notation is not only a time-saver in
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writing long expressions, but is also extremely useful in derivation and in the proof of
theorems. Such notation makes use of subscript indices (1,2,3) to represent (x,y,z).

The general problems two dimensional elastostatics are explained in chapter 2. This
chapter is partly devoted to introducing some basic concepts of the theory of elasticity
needed for developing boundary element models. The chapter starts by reviewing the
small starin theory of elasticity. The complete Kelvin fundamental solutions are given
in this chapter. The indirect boundary element method and numerical procedure are
given in chapter 3. The fundamental solutions for a two-dimensional displacement
discontinuity are also given in this chapter. The DDM is used to model joints and
tfaults fillet with weak material in chapter 4. In this case the dispalcement
discontinuity element surfaces are connected by springs which have shear stiffhess K,
and normal stiffness K, The other special application is to use DDM for
inhomogeneous bodies in this chapter. In the last chapter anisotropic elasticity
problems are investigated in the indirect boundary element method. Kelvin
fundamental solutions for any direction are used and singular solutions found in the
DDM.
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BOLUM 1. GiRiS

Iki veya ii¢ boyutlu elastostatikte genel problem, her hangi bir cismde, bilinen
simr kogullari altinda cismdeki gerilmeler ve yer degigtirmelerin hesabidir.  Bu
birytklikklerin  hesaplanmast igin, cismin diferansiyel denge denkleminin, smur
kosullarmi ve uygunluk kosullarim saglayacak sekilde ¢6ziilmesiyle miimkiindiir.
Bazi durumlarda analitik ¢oziimler bulmak olduk¢a zordur. Buna karsin sayisal
hesap yontemleri gelismigtir. Bunlardan bazilart ise, Sonlu farklar yontemi,
Sonlu elemanlar yontemi ve Sir elemanlar yontemi olarak siralanabilir.  Son
yllarda ise siur eleman yonteminin kullamlmasiun yayginlastigs  gézlenmigtir.
Pratikte bir gok miihendislik problemlerinin ¢oziimiinde, sir eleman yontemi
kullamlmaktadir [1-20]. Bunlardan bazlar, zemin miihendislii, kaya mekanigi,
kirlma mekanigi, akiskanlar mekanigi v.s. olarak sayilabilir.

Biitin bu yontemlerde yaklagik yontemlerdir. Dizenli bolgelerde analitik (kapali)
¢oziimler bulmak miimkiindiir. Eger bolge dizensiz ise sayisal ¢oziim yapmak
daha uygun olabilir. Sonlu farklar ve sonlu elemanlar  yéntemlerinde,
ayriklagtirma bolgelerde yapilmakta, simr eleman yonteminde ise ayriklagtirma
bélgenin  smirlarinda  yapimaktadir.  Bu nedenle siur elemanlar yonteminde,
problemin ¢6ziim bolgesi bir mertebe azalir, yani {i¢ boyutlu problemler igin bélgenin
yiizeyinde, iki boyutlu problemler i¢in ise bolgenin sirindaki kapali egride
ayriklagtirma yapilarak problemin ¢6zimu elde edilmektedir.

Smir eleman denklemlerinin elde edilmesi agisindan genelde iki farkh simr eleman
teknigi kullanilmaktadir [16]. Bunlardan birincisi direkt simr eleman yontemi, bu
yontem de Betti karsithk teoremi kullamlarak siurdaki gerilmeler ve yer
degistirmeler direkt olarak hesaplanir, ikincisi ise indirekt stnir eleman yontemidir.

Indirekt yontemde ise wverilen smur kosullant altinda 6nce simrda fiktif degerler
hesaplanir, daha sonra bu fiktif degerler kullalarak simrda ve bolgedeki bilinmeyenler
hesaplanir. Bu yontem de kendi iginde, fiktif gerilme yontemi (FSM) ve yer
degistirme stireksizlii yontemi (DDM) olmak tlizere iki kisimda incelenebilir
[21-40]. Burada fiktif gerilme yonteminde temel bilinmeyenler olarak, fiktif



gerilmeler iken yer degistirme siireksizlifi yonteminde temel bilinmeyenler yer
degistirme sureksizlikleridir. Her iki yontemdede Kelvin temel ¢oziimleri -

kullamlarak sonsuz veya yan-sonsuz diizlemdeki simr eleman denklemleri elde
edilebilmektedir.

Catlak problemleri DDM ile daha kolay modellenebildigi igin, son yillarda bu model
tizerine galigmalann arttifi gozlenmigtir [41-47]. Buna ilaveten bosluk ve catlakli
problemlerde, FSM ile boglugun siunm, DDM ile de catlags modelleyerek iki
yontemin beraber kullanlmast da muomkindir.  Yer degistirme  siireksizligi
denklemlerinin elde edilmesinde Crouch [1]'de Papkovitch fonksiyonlart kullamlmug ve
gesitli simr kosullanimi saglayacak sekilde harmonik fonksiyonlar segilmistir. Brady
[48,49] izotrop ortamda dipol gerilmelerinden dolayr olusan tekil ¢oziimleri elde
edilmesi i¢in, temel ¢ozimlerin tekil yik dogrultusundaki tiirevleri kullanilmustir.

Anizotrop ortamda elastisite denklemleri genel olarak Green ve Zerna [S0] ve
Lekhnitskii [51] tarafindan verilmis olup bir ¢ok arastirici tarafindan simir elemanlar ve
sonlu elemanlar yontemleriyle incelenmistir [52-73]. Bunlardan Lekhnitskii tarfindan
verilen temel ¢ozamler kullamlarak direkt siur eleman yontemiyle ve sonlu elemanlar
yontemiyle Carter ve Xiao [60,61] tarafindan incelenmistir.  Crouch ve Starfield
tarafindan anizotrop ortam ve sonsuz diizlemde fiktif gerilme yontemiyle incelenmistir.
Ayrica Crouch [23] tarafindan sonsuz ve yar-sonsuz diizlemde elastisite katsayilarinn
eleman dogrultusuna paralel olmas! durumunda yer degistirme siireksizligi yontemiyle
incelenmigtir. ~ Schelar [73] ti¢ boyutlu anizotrop ortam igin, izotrop ve anizotrop
temel ¢oziamler kullanarak direkt simir eleman denklemleri elde etmiglerdir.

Bu ¢aligmamn amact yer degigtirme sireksizligi yontemini izotrop ve anizotrop
ortamlarda  kaya mekanigi, kinlma mekanigi, tinel fay etkilesimi gibi gesitli
mithendislik problemlerine uygulamaktir [74-81].  Aynica bu ¢aligmada, diger
aragtinicilar tarafindan elde edilen DDM denklemlerinin elde edilmesinde farkli yol
izlenmigtir. Buna gore yer degistirme siireksizlikleri, Brady [48,49] de verilen yontem
kullanularak izotrop ve anizotrop ortamlar ve ayrica sonsuz ve yar sonsuz dizlemlerde
yer degistirme siireksizligi ile ilgili tekil ¢ozimler elde edilmig olup, bir dogrusal
eleman Uzerinde integraller alinarak simr eleman denklemler elde edilmigtir. Tim
integraller kapali olarak alinmig olup bu nedenle de bilgisayar programlarinda tek
incelikle caligmak yeterli olmustur.

Bolim 2. de elastisite teorisinden izotrop ve anizotrop ortamlar i¢in iki boyutlu
elastostatik problemlerde temel denklemler incelenmigtir.  Anizotrop ortamda yer



degistirme potansiyellerinin elde edilmesi incelenmis ve buna bagh olarak, sonsuz ve
yan-sonsuz diizlemlerde elastostatik problemler i¢in temel ¢oziimler verilmistir.

Bolim 3. de izotrop ortamda indirekt siir eleman yontemlerinden Fiktif gerilme
yontemi (FSM) ve Yer defistirme sireksizliy yontemleri (DDM) genel olarak
incelenmis olup temel goziimler kullanilarak simr eleman denklemleri elde edilmigtir.
DDM denklemlerinin elde edilmesinde temel goziimlerin tekil yikk dogrultusundaki
tiirevleri alinarak dipol gerilmeleri elde edilmis ve bu dipol gerilmeler kullamlarakta yer
degistirme siireksizliginden olusan tekil ¢oziimler elde edilmigtir. Elde edilen bu tekil
¢oziimlerin sonlu bir dogru iizerindeki integrasyonu almp siiperpozisyonu yapilarak
DDM’de lineer denklem takimu elde edilmistir. Bu béliime ait sayisal 6rnek olarak,
sonsuz ve yari-sonsuz diizlemlerde dairesel bosluk problemleri incelenerek analitik
coziimler ile FSM ve DDM sonuglan karsilagtmlmugtir.

Bolim 3. de elde edilen DDM ¢oziimlerinin uygulama alamm genigletmek amacryla
gesitli 6zel uygulamalar Bolim 4. de incelenmistir. Buna gére DDM kullamlarak iki
malzemeli bolge, degme eleman ve Mohr-Coulomb elemani problemleri incelenmig
olup her birine sayisal uygulama teskil etmesi agisindan bosluk ve fay etkilesim
ornekleri ¢ozilmiistir [82-88].

Boliim 5.de anizotrop bir ortamda indirekt sinir eleman yontemi incelenmistir. Burada
FSM denklemler sonsuz bélge igin [1]'dan alinmug olup DDM denklemleri sonsuz ve
yari-sonsuz ortamiar i¢in bu galismada elde edilmigtir. Anizotrop ortamda elemanlar
her zaman elastik katsayllara paralel olmadigindan, elemamn elastik sabitler
dogrultusundaki eksenlerden bir  agisi yapacak sekildeki bir eksen takinunda
g6zoniine ahnmg olup, tiirevler ve integraller bu dogrultuda alinmigtir. Boéliim 3. de
ki sayisal hesap yontemi izlenerek lineer denklem takim olusturulmugtur.  Sayisal
ornek olarak sonsuz ve yari-sonsuz diizlemlerde dairesel ve kare bogluk ornekleri
gozoniine alinarak FSM ve DDM sonuglan karsdastmlmlstir.



BOLUM 2. TEMEL DENKLEMLER

{
1

2.1. GENELLESTIRILMIS HOOKE KANUNLARI

Elastik bir cisimde sekil degistirme ve gerilme bilegenleri arasmndaki iligkiyi elde etmek
icin cismin elastik 6zelliklerini ifade eden bir model segmek gereklidir. Bu baglamda
gerilme bilegenlerinin, gekil degistirme bilesenlerinin lineer fonksiyonlani olarak ifade
etmek miimkiindiir. Bagka bir deyisle siirekli cismin genellegtirirlmis Hooke yasasmi
gergekledigi varsayilacaktir. Hig bir elastik simetrisi olmayan homogen anizotrop bir
cisimde kartezyen koordinarlardaki genellestirilmis Hooke yasalar

o-i.i = Cijklgkl i,j, k, l =1, 2, 3 (2 ])

bigiminde yazlabilir. Burada Cjyy, dordincii dereceden elastik sabitler tansorii olup
malzemenin fizik ve mekanik dzelliklerine baghidir. Bu sabitlerin sayist en genel halde
34=81 adet sabitten olugmaktadir. Eger Cju cisimde noktadan noktaya degisken ise
bu cisim non-homojen, sabit ise homojen olarak adlandirihr. Her iki durumda da cisim
lineer elastiktir. Gerilme ve sgekil degistirme tansorlerinin simetriklik kogullar
0y=0ji ve &;=¢; uygulanirsa Cyy sabitleri 36 adete diiser. Sekil degistirme enerjisi
yogunlugunun, birim gekil degistirme bilesenlerinin homojen ve ikinci mertebeden bir
fonksiyon oldugu kabiil edilirse Cjy = Cyy simetrikliginden sabitlerin sayis1 2/'e diiger.
Bu 2/ adet sabitle gerilme-gekil degistirme arasmdaki bagmtilara Genellegtirilmis
Hooke Yasalar: ad1 verilir ve 4 adet indisi olan bu sabitleri Tablo 2.1. deki gibi iki
indisli Voigt elastik sabitleri olarak gosterilebilir



Tablo 2.1. Voigt elastik sabitleri

kl

ij 11 22 33 23 31 12
1 Cu Ci2| Ci3| Ciu| C15| Cis
22] ci2| Cx| Ca3| Coa| Cas| Cog
33| ci3| Ca3| C33| Caa| C35| Cs6
23| c14| Ca| Caa| Cas| Cas| Cas
31 Cis C2s C35 | Cas Css Cse
124 cig| ©x6| Cas| Cac| Css| Ces

Genellegtirilmis Hooke Yasalart matris formunda ise

(Crxx\ (011 Ci2
Oyy Cz Cxn
) O }= Ci3 ©Cp
Oz Cia ©Cyq
Oy Cis Css
%) [C16 Ca

seklinde yazlabilir. Miihendislikte kullanilan bir gok malzeme belirli yapisal simetri
ozelliklerine sahiptir. Bu seklide elde edilen anizotropinin en basit iki bi¢imi ortotropi
ve enine izotropi olarak bilinir. Bir diizZleme gore elastik simetriye sahip cisimlerde
elastisite matrisinin bagimsiz sabitlerinin sayis1 /3'e indirgenir. Ug ortogonal diizleme
gore elastik simetriye sahip cisimlerde bagimsiz elastik sabitlerin sayis1 9 adettir. Enine
izotrop malzemede iki dogrultuda elastisite modiilleri esit, tgiincii dogrultuda
farkhdir. Bu durumda 5 elastik sabit vardir. izotrop malzemede ise malzeme sabitleri

dogrultudan bagimsiz oldugundan, ii¢ yonde de elastik sabitleri egit olup 2 malzeme

sabiti vardir.

(2.1) esitligindeki genellestirilmis Hooke yasasi c¢; matrisinin tersi almarak gekil
degistirmeler gerilmeler cinsinden ortotrop malzeme de 9 adet sabite bagh olarak

matris formunda

Cs |

(2.2)



(6] sy su S 0 0 07[0k]
vy S2 82 Sy 0 0 |loy
s 5 % w0 ofort e
20 0 s, 0]oy,
) L0 0 0 0 0 s.]lon)

seklinde yazilabilir. Bu denklemlerdeki elastik sabitler £.., E,,, E,; (Young modiilleri),
Gy, Gu, Gy, (kayma modiilleri) ve Vi, Vi, Vs, Vi, Vir, V€ Vy (Poisson Oranlar)

olarak bilinen miihendislik sabitleri cinsinden [1].

S, = _1_ S, =— vxy [ ._.!_‘&

11 Exx 12 Exx 13 Exx

] Vyy 1

S, = — 8, = ——— 833 = 2.4

22 Eyy 23 Eyy 33 Ezz ( )
S, = 1 S = L S 1 ‘

= 55 = o 66 — o~

Gyz ze Xy

olarak elde edilirfler. Genel olarak Poisson oranlart v;#v; olup buna karsm

vi/ Eii= vii/ Ey, (i#f) baglantis1 gegerlidir.

2.2. DUZLEM GERILME VE DUZLEM SEKIL DEGISTIRME HALI

Bir ¢ok miihendislik probleminin g¢6ziimiinde, problemin fiziksel ve geometrik
ozelliklerinden dolayr bazi kabiiller yapilmasi gerekir.  Bu kabiillerden Diizlem
Gerilme Durumu ve Diizlem $Sekil Degistirme Durumu olarak iki farkli durum
gozonine alnarak Hooke yasalari bakimmdan gerilme-gekil degistirme arasindaki

iligkiler anizotrop cisim igin agagida kisaca agiklannmugtir.



2.2.1. Diizlem Gerilme Hali

Genellikle diizlem gerilme durumu, iki boyutlu diizlem problemlerinde (levha
problemi gibi) ortaya ¢ikar. Bu nedenle z ekseni dogrultusundak oy, o5, o
gerilme bilesenleri sifirdir. Bu durumda diferansiyel denge denklemleri,

i

17
_ag&_}._o-ﬂ_l.(//x =0
Z S
(2.5)
%_I,gg_yl.i_w =0
X & Y

seklindedir. Genellestirilmis Hooke kanunlarmdaki (2.2) esitlikleri ise diizlem gerilme
hali igin

gxx = sllo-xx + SlZO-yy

gyy = SIZO-x.\' + S220-yy (26)

€, =830« T80, £y = 80,

seklinde yazilabilir. Gerilme bilesenleri ise

O = Ci€xx TCpE,

2.7)

Oy = C1pExx T8y, Oy = 2C4E

seklinde dort adet elastik sabite bagl olarak elde edilirler.  Bu elastik sabitler

miihendislik sabitlerine bagh olan s; elemanlar1 cinsinden



2
Ciy =8y / (Suszz - Slz)

Cip = =8y, / (88, — sz) (2.8)
Cp =Sy 7 (51595 — sz) Cos = 1/ 84
olarak elde edilirler.

2.2.2. Diizlem Sekil Degistirme Hali

Diizlem gekil degistirme halinde yine diizlem gerilme halindekine benzer gekilde (x,y)
diizlemindeki sekil degistirmeler sifirdan farkh ve z ekseni iizerinde u; yer degistirme
bileseni sifir oldugundan &, &, &, sekil degistirme bilesenleri sifirdir. Bu durumda
(2.2) Genellestiriimis Hooke bagmtilarndan &,= 0 kullanilarak o;, gerilmesi

O =530+ 823o-yy) / S35 (2.9)

bagmtistyla o, ve o, gerilmeleri cinsinden hesaplanabilir. Sekil degistirmeler ise (2.3)
ve (2.9) kullanularak tekrar

£ = (8~ st / 833)0 o + (85 = 53853/ S33)0yy

Eyy = (813 =138 / 833 )0 +(5y, — Sis / S33)ny (2.10)

seklinde yazilabilir. Bu egitlikler kullanilarak gerﬂme bilesenleri sekil degistirme
bilesenlerine bagh olarak



O—xx = cllgxx + Clzgyy

(2.11)

Oyy = Cpp8y T Cp8yy Oy = 20668xy

esitlikleriyle hesapalanabilir. Burada c; degerleri altt adet miihendislik sabitlerine bagh

olarak

2
Cp = (80 =853/ 833) 7 (848y3)

Ciz = —(S1, = S138,5 / 833) / (84833) (2.12)
2

Coy = (81 =513/ S33) / (84833) Cos = 1/ 8¢

2 2 2 2 :

S; = S;,5, — Sy T(28,,8,38,; — 8,83 = 8,,873) / Sy (2.13)

bagmtilartyla hesaplanabilirler.

2.3. ENINE IZOTROP VE IZOTROP MALZEME

Ortotrop malzemenin 6zel bir hali olarak, simetri diizlemlerinden her hangi ikisinde
aym malzeme o6zelliklerinin gegerli olmast halinde enine izotrop malzeme séz konusu
edilir ve bu durumda malzeme sabitleri ikisi Young Modiilii ikisi Poisson Oran1 ve biri
de kayma modiilii olmak tizere 5'e indirgenir. Bu durumda (x,z) diizlemi aym malzeme
ozelliklerine sahip olduklan varsayilirsa Sekil 2.1. de gorildigi gibi, genellestirilmig

Hooke yasasi



(6] sy
Eyy Si2

o=
gyz

€] L

10

S5 0 0 0[c
Sz 0 0 0||lo
i1 0 0 0|lo
0 2(s,-s,) 0 0o
0 0 2(511_513) 0o
0 0 0 S ||O

;

(2.14)

olarak yazilabilir. Anilan 5 sabit arasmdaki iligkiler, miihendislik sabitleri cinsinden

E_=E

XX 2z

1
8 = E—xx—
v
g m
12 Exx
o = 1
66~ o~
G,
olarak elde edilirler.

1 1
Sp = E— 833 =
had XX
V. 1%
Sy =——= 8, = _ﬁ
XX XX

Sekil 2.1. Enine izotrop malzeme

(2.15)

(2.16)
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Diizlem sekil degistirme halinde her ii¢ dogrultuda malzeme sabitleri esit olarak
gozoniine almursa (Ey=E,,=E,=E, Vy=Ve=V:=Vu=vu=Vy=vV ve Gyn=0.=GC,,=0)
(2.14) genellestirilmis Hooke bagmtilarmdaki s matrisinin elemanlar izotrop malzeme

i¢in
S =8, =8, =1/E
S, =8;=8,=-V/E (2.17)
Sy =S5 =84 =1/G=2(1+Vv)/E

seklinde iki malzeme sabitine bagl olarak elde edilirler.

2.4. YER DEGISTIRME POTANSIYELLERI

Ug boyutlu siirekli ve elastik bir ortamda iki tiir dis kuvvet vardir, bunlardan birincisi;
cismin ylizeyine gelen dis kuvvetler iken, ikincisi ise; yer gekim kuvvetleri, manyetik
kuvvetler veya hareket halindeki cismin atalet kuvvetleri gibi cismin iginde yayili
kuvvetler olup kiitle kuvvetleri adu alular. Bu durumda goz 6niine alnan, kiitle ve
yiizey kuvvetleri etkisindeki prizmatik diferansiyel bir elemanda denge denklemleri

o Tv:i=0 (2.18)

seklinde yazilir. Burada oy, gerilme tansorii bilegenlerini, y; ise birim hacimdeki kiitle
kuvvetlerini gosterir. (2.18) denkelemindeki virgiil, tlrev anlammda olup
0;; = 0oy / &k, seklindedir. Kiigiik yer degistirmeler varsaymmm altinda yer degistirme

ve sekil degistirmeler arasmdaki kinematik bagmtilar

1
& =E(ui,j+uj.i) (2.19)
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ile ifade edilir. Hooke kanunlan, izotrop elastik cisimde, gerilme-sekil degistirme

bilesenleri cinsinden indis notasyonu ile

2Gv
c.=—¢
Yo1-2v

w0y T2Gey (2.20)
seklinde yazlabilir. Bu denklemleri (2.18) denge denklemlerinde yerlerine konulup
ve (2.19) daki sekil degistirme - yer degistirme bagmtilarida gézoniine almarak

Au, .
1L oy | du _, 2.21)

seklinde Navier denklemi elde edilir. Bu denklemlerin ¢éziimiiyle u; yer degistirmeler
elde edilir.

Ortotrop bir ortamda ise benzer diisiince ile, diizlem sekil degistirme igin (2.11)
gerilme ve sekil degistirme bagmtilari ve (2.19) yer degistirme sekil degistirme
denklemleri, kiitle kuvvetleri sifir olarak gozonine almarak (2.18) denge

denklemlerinde yerlerine konursa

u Ju
;=73 T Ces ﬁyzx +(cp, +Cg) =0

& Xy
(2.22)
a Ju A
Co6 éxzy +Cyp éyzy +(cp, + cﬁs)gg’; =0

yer degistirme bilesenlerine bagh diferansiyel denkelemleri elde edilir. Burada ¢ bir
sabit ve @, x ve y ye bagl bilinmeyen fonksiyon olmak iizere

u =— u =q— (2.23)
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seklinde bir ¢oziimiin bulunabilecegi kabiil edilerek, (2.22) esitlikleri ¢ fonksiyonu

cinsinden
Fo +E66 +(cy, +c(;6)q] o -0
Z3 Cn 28

(2.24)

o, e o _

@(2 2 0
(Cp +C4 ) +Cg6q Oy

seklinde yazilabilir. Bu denklemlerin uygun bir ii¢ boyutlu sifir olmayan ¢6ziimii,

denklemler biribirine 6zdegse bulunabilir ve bu 6zdeslik eger

Ces T(C1p +Ce6)q _ }/2

Ci
(2.25)
€4 .2

(€13 +Cgs) + 64
ise vardir. Burada ¥ igin, kokleri 7,°, %, olan kuadratik bir denklem verir.

€y Cos?* + [e(2(Ces+013)) = €4,Cyy J7? +Cppe56 = 0 (2.26)
Burada koklerin garpimlari ve toplamlar sirastyla

i
ki =y, ve k, = E(?’f +7§) (2.27)

olarak gozoniine almirsa, k; ve k; sabitleri daima gerceldir. Buna kargm eger

k>k,; ise 7, y2  gergeldir
ko=k; ise n=y, gergeldir (2.28)
ka<k; ise 7, 72 karmagiktir.
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Ayrica y;=y,=1 ise ¢6ziim izotrop ¢6ziime kargi gelmektedir. Genellikle miihendislik
problemlerinde koklerin reel oldugu bilindiginden, bu ¢alismada reel kékler gézoniine
almcaktir. (2.24) denklemleri, (2.26) denkleminin koékleri cinsinden

52(?;
@(2

52@1
0'5,2

+ y’i" =0 i=1,2 (i toplanmuyor) (2.29)

seklinde yazilarak bu denklemin ¢oziimiinde ¢; ve @, gibi iki tane ¢oziim fonksiyonu
elde edilir. ¢; diizlem sckil degistirme durumunda, ortotrop cisimde potansiyellerdir.

Laplace esitligine benzediginden Quasi-harmonik olarakta isimlendirilirler.

(2.25) denklemlerinden ¢ sabiti

2 _ ‘
_(euli =) (2.30)

q;
(Ciz +C46)

seklinde elde edilir. (2.26) ifadesinin koklerine baglh olarak

_ (e} —Ce) _(enra = C) 2.31)

q g, =
1 (Cia +Cgs) : (Ciy +C4)

seklinde yazilabilir. ¢, ve ¢, hesaplandiktan sonra (2.23) ifadesindeki yer degistirmeler

u. =

e B 4q, %0 (2.32)
& &

uy=ql(;y q &

seklinde ¢; ve @, fonksiyonlari cinsinden yazilabilir,
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2.5. TEMEL COZUMLER

Smir elemanlar yontemi, genel anlamda, smir integral denklem sisteminin bélgenin
smurinda aynklastuilmasmdan (suur elemanlar kullanarak) elde edilen denklem
sisteminin  ¢Oziimiinden ibarettir. Burada problemin differansiyel denkleminin
homogen ¢6ziimiine l;al'sl gelen ve temel ¢oziim olarak adlandilan bir ¢6ziime
gereksinim vardir. Bu ¢oziim ii¢ boyutlu cisimlerde Kelvin ¢oziimii, yarim uzay
problemlerinde Kelvin ya da Mindlin ¢oziimii olabilir. Tki boyutlu problemlerde ise

Flamant ¢oziimi, Kelvin ¢oziimii veya Melan ¢oziimii kullanilabilir.
2.5.1 Sonsuz Diizlem izotrop Ortamda Temel Coziimler

Sonsuz diizlemde bir £ noktasma etkiyen F kuvvetinin sebeb oldugu herhangi bir x

noktasmdaki yer degistirme bilesenleri
u;(x) = Uy(x,§)F,(E) (2.33)
bagmtistyla elde edilebilir Sekil 2.2. Burada Uj(x, &), j yoniinde, & noktasmdaki birim

yiikten dolays, i yoniinde x noktasmdaki yer degistirme olmak iizere, diizlem sekil
degistirme igin Ke/vin tarafindan [10]

' 1
U.(x,é)=—————|(3-4v)Intd.—1.1. 2.34
%8 8x(1- V)G[( / v ‘J] (2.34)
bagmtisiyla verilmigtir. Burada
L, i=] .
o= Kronecker deltast (2.35)
0, 1#]
r,=r/1 r=x,—¢& ' (2.37)

dir.
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Sekil 2.2. Sonsuz diizlemde tekil kuvvetler

(2.34) denklemler (x,y) dik kartezyen koordinatlarda agik olarak

2

1 X
Uxx . —ml:(:;—‘h/)lnl’—r—z}

1 Xy
v =——|—— Uu,=U 2.38
w 87[(1—V)G[ rz} o (2.38)

- 1 _ Y
U, = 87:(1—1/)G[(3 4v)in1 rz}

seklinde yazlabilir. Benzer sekilde herhangi bir x noktasmdaki gerilme bilesenleri igin,
(2.33), (2.18) ve (2.19) bagmtilari kullamlarak

o(x) =8y (x5 )E (E) (2.39)

seklinde elde edilirler. Cismin smrinda x noktasmun dis normali m;(x) olmak iizere

yiizey gerilmeleri
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t.(x)=0o;(x,&)n;(x) (2.40)
veya bagka bir gosterimle
t;(x) =Ty (x,E)JF (E) (2.41)

seklinde elde edili. Burada T, (x,§)=S;(x,E)n;(x) olup, Spix, & tesir

fonksiyonlari ise Uj(x, & tesir fonksiyonlart kullanilarak

]

Sijk(x:&)z—m_—v)—r

[(1-2v)(r8, +1.8 - 18,) +21xr,] (2.42)

seklinde elde edlirler. Bu fonksiyonlar (x,y) kartezyen koordinatlarda agik olarak

sm=m—J+—Pn—w§+ﬁi%ﬁq
: 47(1-v) r r

i 2 _ .2
=2y L YY)
An(l-v)| r r

(2.43)
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seklinde yazlabilir.
2.5.2. Yar1-Sonsuz Diizlem Izotrop Ortamda Temel Coziimler

{
Yari-sonsuz diizlemde ‘temel ¢oziimler, homojen izotrop ortam igin Melan tarafindan

verilmigtir $ekil 2.3.

Sekil 2.3. Yari-sonsuz diizlemde tekil kuvvetler.

Melan ¢6ziimii, Kelvin ¢6ziimii + Tamamlayici ¢oziim olmak iizere iki temel ¢oziimiin
toplamu seklinde gozoniine almabilir. Kelvin ¢oziimii sonsuz diizlemdeki ¢oziimdiir
(Sekil 2.3 de kuvvetin & noktasimda olmast durumunda sonsuz diizlem ¢oziimiidiir).
Tamamlayic1 ¢oziim ise kuvvetin & noktast yerine, bu noktann goriintiisii olan &

noktasinda olmasi durumundaki ¢éziimdiir. Bu nedenle yari-sonsuz diizlem ¢oziimleri

v=u*+u’ oc=0"+0° (2.44)

olarak yazlabilir. Burada #* o sonsuz diizlemde Kelvin goziimleri, #°, ¢ yar-

sonsuz diizlem igin tamamlayici ¢oziimlerdir. Tamamlayici ¢oziimler, y=0 serbest
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yiizeyinde o,,=0 ve 0,=0 kosullarim gergekleyecek sekilde sonsuz diizlem temel
goziimlerine ilave edilen ¢oziimler olup (x,y) dik kartezyen koordinatlarda [10]

[(3-4v)Y* - 2by] , by’ }

U = K“{—[S(l— v)! = (3-4v)|InR + T X

. {(J—4v)(y b)X 4beY
ny u

R 4(1—1/)(1—21/)9}

(2.45)

U = Ku{(3—4v)(y-— b)X 4byXY

< e T +4(1—v)(1—2v)6}

(3= 4v)X* +2by]  4byX?
U.ix = Kn{—(S(l - V)z c (3 - 4V))ll’l R+ [ = y] — ;4

c 1 By+b)1-2v) 2[Y(Y2+2by) 2yX*(1-2v)] 16byX°y
Syyy"' R> R* R®

) (1- 2v) 2[y ~2by - b2+2yY(1—2v)] 16byY?
85, = —K,X{- = =

c (y+3b)(1-2v) 2[Y(X2 +2b%) = 2bX% + 2yX?(1—- 2v)] 16byX?Y
Sxxy =K, R2 R* R®

o 1-2v) 2|c* —y*+6cy-2yY(1-2v)| 16cyX>
85, = -st{( ) 1 - ] = (2.46)

c (3y +b)(1-2v) 2[(2by+X )Y -29Y*(1-2v)]  16byX*Y
Syxx 8 R R4 ) R6

3(1-2v) 2[ —4by - 2b* - 2yY(1- 2v)] 16byY?
S, =-KX % = s
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seklindedir. Burada

1 1

K = K= 2.47
' 8a(1-v)G o 4x(1-v) (2:47)

Hzmmw{g) R =X +Y? (2.48)

dir.

2.5.3. Sonsuz Diizlem Anizotrop Ortamda Temel Coziimler

Anizotrop ortamda, iki boyuttu lineer elastisite ve diizlem sekil degistirme igin, Kelvin
temel gozumleri, sonsuz diizlemde Sekil 2.2. deki yitkleme durumu gozoniine alinarak
elastisite modilleri x, y global eksenlerine paralel olmasi halinde meydana gelen yer
degistirmeler [15]:

Uxx = K(}’lxi Inr‘ _72;(‘2 [nrz)

U, =U,, =—Kkx,(6,-6,) (2.50)

Xy

U, = ~K(»1-Kf Int, - «LK§ Int,)

yy
1 2
ve gerilmeler
K K K K
Sm :Kx(_—.l_*_._.}__) S :Ky( 2 _...._._1_._)
}'21‘22 Yty i ?grzz 7’131}2
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IN K K K
S =Ky( - 2) S, :Kx[ L 2) 2.51)
a 721122 7’1r12 v 711'12 72r22
= VK2 7’2’(1) _ ( K, K, )
S =Kx/ 42221 S =K -
” ( R VR

seklinde verilmistir. Burada

K =38 _Vizszz L= \/(xz +Y?) (2.55)

8. = arctan(Lt) i=1,2 (2.56)
X
y, =% ve  y, = (2.57)
71 72
. (2.58)

27y -7 )sy

dir. Bu g¢éziimlerde y;=y,=/ limit durum igin ¢oziimlerin sonsuz diizlem izotrop
ortamda Kelvin temel ¢6ziimlerine karsi gelmektedir.

2.5.4. Yari-Sonsuz Diizlem Anizotrop Ortamda Temel Coziimler

Yan sonsuz diizlemde anizotropide ki temel ¢oziimii izotrop ¢oziimdekine benzer
sekilde sonsuz diizlemdeki temel g¢oziimler ve tamamlayici g¢oziimlerin toplamm
seklinde gézéniine alnabilir. Fakat bu ¢6ziimde ¢ fonksiyonun dért farkh durumu s6z
konusudur. Bunun nedeni olarakta kaynak noktasi ile alan noktasi arasmdaki ¥
koordinatmmn 7 ya bagh olarak Y= (y+b) /51 , Y= (y+b) /ya , Ya=y/n+bly ve
Y= y/r2+b/y seklinde dort farkh deger almasidir. Yiikleme durumu $ekil 2.3. deki

durum gozoniine almarak tamamlayici kisimda elastisite modiillerinin global x, y
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eksenlerine paralel olmast durumunda birim tekil kuvvetin & noktasinda iken meydana

gelecek yer degistirme bilegenleri [15]:

U = KL——C,(}’ Ko IR +y .kt InR, )+ ek, (IR, +In R4)]

U;, =K :—CIK'IKZ(QI +8,)+c,(7,K10,+7 K56, )]

Xy

(2.59)

U;, = I(Lc]l'c,tcz(G1 +6,)—cy(y K30, +}/2K']294)]

2 2
U, = K{*cl(&lan +E-Z—InRz)+c31<',k'2(lnR3 +lnR4)}
/4

1 72

ve gerilme bilesenleri

S, = KX c,( = 2 +_’£1.2.) _CB(M_;_+ mzﬂ
}/IR] yZRZ Y]R3 72R4
¢ K.Y, K.Y K YS K2Y4
””KHT*TJ“(? ROTR
¢ 71’(2 }/2K1 Kl K'Z)
Si. =KX ~¢,| ===+ +C,| —+—%
> X{ c‘( R} Ri] Z(Ri R: }

. kY kY. Yx, Y«
S o ﬂ
7Ry 7:R; 7Ry 7Ry

(2.60)

K K. K K
S =KX ot Z,)—c(—£+——,‘~]
> “yR 7R \R]R;
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seklinde yazilabilirler. Burada

+ 2
cl=7’1 V2 c, = YiY2 c. = 2

Y1772 Y1772 ’ Yi™7
R, ={(X*+Y?) 0,= arctan(é]

dir.

(2.61)

(2.62)



BOLUM 3. SINIR ELEMANLAR YONTEMI

Smir eleman denklemleri, ikinci Green teoremi kullanilarak veya mekanigin temel
ilkelerinden 6rmegin virtiiel ig ilkesini kullanarak direkt veya indirekt formiilasyonlarla
elde edilebilir. Bu ilkelerin yardumyla ve temel ¢oziimlerin de g6z éniinde tutulmasiyla
bolgede tam olarak gergeklenen, smirda ise integral denklem anlaminda gergeklenen
bir simur integral denklemi elde edilir. Problemin goziimiinde integrasyon formiilasyonu
temel alinmig oldugundan bu yontemde, problemin ¢oziim bolgesi bir mertebe azalir,
yani ili¢ boyutlu problemler igin bélgenin yiizeyinde, iki boyutlu problemler i¢in ise
bolgenin smirmdaki kapah egride ayriklagtirma yapilarak problemin ¢oziimii elde
edilmektedir. Aynklagtirma igleminde kullanillan smirdaki elemanlar sabit, lineer,
parabolik, kiibik, v.b. segilebilir. Eger hesaplanacak i¢ nokta sayist fazla ise Smr
Eleman Yontemi yerine Sonlu elemanlar veya sonlu farklar yontemi daha uygun
olabilir. Bazi durumlar i¢cin Smur elemanlar yontemiyle Sonlu elemanlar yontemi
beraber kullanilabilir. Bu g¢aligmada iki boyutlu problemler igin smir elemanlar

yontemlerinden olan indirekt smir eleman yontemi agagida incelenmisgtir.

3.1. INDIREKT SINIR ELEMAN YONTEMI

Indirekt smir elemanlar yonteminde, verilen smir kosullaﬁ altnda, smurda fiktif
degerler hesaplanir, daha sonra smirdaki ve bélgedeki bilinmeyenler bu fiktif degerler
yardimiyla hesaplanular. Buna gore (2.33) ve (2.41) smirdaki yer degistirme ve
gerilme bagmtilan matris formunda tekrar

(u) =(#)V] G.1)
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©) =T (3-2)

seklinde yazlabilir. Burada ¢ smirdaki fiktif degerler olmak iizere, eger smirda u
yerdegistirmeler biliniyor ise (3.1) esitliginden ¢ fiktif degerler hesaplanir, daha sonra
bu fiktif degerler kullanilarak (3.2) esitliginden smirdaki # gerilmeleri hesaplanir.

Bu galigmada iki indirekt smir eleman yontemi incelenmis olup, bunlardan birincisi
fiktif gerilme y¢ntemi, ikincisi ise yer degistirme siireksizligi yontemidir. Her iki
yontemde de malzeme homojen, izotrop- anizotrop ve lineer elastik malzeme olarak
gozoniine almacaktir, Indirekt smir elemanlar yénteminde, tesir fonksiyonlar1 kapal
formda kesin olarak elde edilmislerdir. Niimerik integrasyona gore avantajlari; analitik
tesir fonksiyonlart kesindir, sayisal integrasyondaki tesir fonksiyonlar: yaklagiktir, bu
nedenle bilgisayar programnda tek incelik kullanilmasi yeterlidir. Bu ¢ahsmada
integraller smirda dogrusal elemanlar tizerinde almmugtwr. Fiktif gerilme yonteminde
gerilme tekilligi ¢ok digik oldugundan cismin dig sminm fiktif gerilme tesir
fonksiyonlar ile modellemek uygundur. Buna kargin yer degistirme siireksizlikleri ile
catlak modellemeleri i¢in ¢ok uygundur. |

3.1.1. Fiktif Gerilme Yontemi

Fiktif gerilme y6nteminde, bolgenin smirlarma fiktif kuvvetler uygulanarak problemin
¢oziimii elde edilmektedir. Smirdaki integrallerin siiperpozisyonuyla elde edilen lineer
denklem takmunm g¢ozilmesiyle fiktif kuvvetler elde edilir. Daha sonra bu fiktif
kuvvetler kullanilarak, bolgede ve smirlardaki gerilmeler ve yer degistirmeler
hesaplanir. Buna gore (2.33) ve (2.39) yer degistirme ve gerilme esitlikleri agik olarak

u, =FU_+FU,

(3.3)
u, =FU_ +FU,
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O =ES,. +tES,,

o, =ES . +ES (3.4)

o =ES, +ES,,
seklinde yazlarak, bu tekil ¢oziimlerin sabit kuvveler igin gerilmeler ve yer
degistirmeler (-a,a) arahgmndaki integrasyonuyla (Sekil 3.1.) smirdaki her hangi bir
dogrusal elemanm iizerindeki tiniform yayili yiikten dolayr bolgede (x,y) noktasindaki

yer degistirme ve gerilme bilegenleri sirastyla,

u, = ngxx +Pygxy

(3.5)
u, = ngyx + Pygyy
o,=Pf .+ ny“y
O, = P,(fyyx + nym , (3.6)

Oy =P L, +Pf

seklinde elde edilebilir. Burada gy, xy, ---» fixxs fixy,.. V.b. temel ¢éziimlerin (-a,a)
arahgmdaki integralleri olarak

gi(xy) = [Uy(x-&y)dé

(.7)

fu(xy)= [Sy(x—Ey)dé
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seklinde elde edilirler. Ayrica, bu goziimlerde x=0 ve y=0 noktasinda, integral

sonuglar1 sonlu degerlerdir.

Sekil. 3.1. Kelvin ¢6ziimiiniin integrali.

Sekil 3.2. Bir elemanin ug noktalarmndaki agilar.

6 agis1 kaynak noktast ile alan noktas: arasindaki dogrunun agis1 olmak iizere Sekil 3.2

i¢in

Y 0, = arctan J (3.8)

6, = arctan
X—a X+a
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seklinde yazlarak, elemana y=0_ ve y=04 yéniinde yaklagildigi durumda 6, ve 6,

agilarmin alacagi degerler

-z, y=0_
lim(6’l -0,)=40, y=0 3.9
y—0
zZ, y=0,

seklinde olacaktir.

3.1.2. Yer Degistirme Siireksizlikleri Yontemi

Yer degistirme siireksizligi yonteminde ¢oziim yontemi, indirekt smir eleman
yontemiyle tamamen aymdir, fark: bir yiizey yerine (her hangi bir elemanda) karsilikht
iki yiizey goz oniine almmasidir. Buna gore yiizeyler bir eleman olarak kabiil
edilebilir. Aynca fiktif kuvvetler yerine yer degistirme siireksizlikleri hesaplanr ve
bunlar her iki yiizeydeki yer degistirme farklar1 olarak

D; =u;(x,0_)-u;(x,0,) (3.10)

seklinde hesaplanabilirler.

Sekil 3.3. Yer degistirme siireksizlikleri.
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Yer degistirme siireksizliginin tesir fonksiyonlari, sonsuz diizlemdeki tekil kuvvet
temel ¢oziimii kullanilarak elde edilir. Bunun igin Sekil 3.4'deki gibi tekil kuvvetler bir
elemanda kargihkh yonde uygulanarak, s6z konusu elemandaki yer degigtirmeler -

hesaplanmaktadir.

Sekil 3.4. Zit yonlii iki kuvvet etkisindeki eleman.

Sonsuz diizlemde bir nokta goz oniine alnsm., burada her hangi bir tekil kuvvetten
olusan tesir fonksiyonu Uj(x,y), alan fonksiyonu u,(x,y) ve tekil kuvvet F; olmak tizere
(2.33) bagmtis1 tekrar

u(x,y)=FUy(xy) (3.11)

seklinde yazlarak, sonsuz bolgede kalligi A olan bir elemanda karsihikli iki yonde
tekil kuvvetler uygulandiginda, yerdegistirme alan fonksiyonu

AU,
ui(X,Y)sz (Uij—z &

)—(Uij+A OU“)} (3.12)

2

olur. Sadelegtirme iglemi yapilarak
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qu,y):—-%FjA (3.13)

seklinde temel ¢oziimlerin kuvvet yoniindeki tiirevleri cinsinden elde edilir. Burada
F; A dipol gerilmesi olarak isimlendirilebilir [48].

!
1

3.1.2.1. Normal Dogrultudaki Yer Degistirme Siireksizligi

Elastik, izotrop bir cisim i¢in (2.3) Hooke denklemleri kullamlark, sadece eksenel
sekil degistirme halinde (g, #0, diger sekil degistirmeler stfir), gerilme ifadeleri
arasmdaki bagintilar

=0, =—0o (3.14)

1-v

o

XX Yy

seklinde elde edilir. Bu bagint: kullamlarak Sekil 3.5'de gosterilen elemandaki yiikleme

durumunda sadece diisey sekil degistirme olusacaktir.

Sekil 3.5. Diisey dogrultuda eksenel sekil degistirme igin gerilme durumu.
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Dipol gerilmesi ve Hooke kanunlart kullamlarak y yéniindeki yer degistirme

siireksizligi

D

y

:éEE( 1“?;3(:)* v) (3.15)
seklinde elde edilir. Buna gore diisey dogrultuda eksenel sekil degistirme durumunda,
(3.13) ve (3.15) esitliklerini kullanmak siiretiyle diizlem iginde bir (x,y) noktasmdaki y
yoniinde yer degistirme siireksizliginden dolay1 olusan temel ¢éziimlerde gerilme ve
yer degistirme bilegenleri

(3.16)

u; =-2GD, 11_—2‘; {u{b +T:V—Vu;fa}
seklinde elde edilir. Burada x ve y iist indisleri, x ve y yoniindeki tekil kuvvetten
olusan alan fonksiyonunu gosterirken, a ve b alt indisleri ise, bu alan fonksiyonlarinn
a ve b dogrultularmdaki tiirevlerini gostermektedir. Buna gore kartezyen
koordinatlarda bu denklemlerden birim yer degistirme siireksizlifinden dolayr gerilme
bilesenleri

oy = ar(l-v)* 1

=_C1;2_l’)__15_{1_ﬁ4_¥1_ﬁ1} (3.17)

_ (1-2y) 2xyf1_4y2
W 4x(1-v): 1? 1 r’

ve yer degigtirme bilesenleri
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__(1-2y) }2_{1_2V_2y2}

¥ 8Ga(l1-v)* r r?

(3.18)

vz 2
v =2 Z'V)2 lz l—2v+2);
8Gn(1-v)" r r

seklinde agik olarak elde edilir.
3.1.2.2. Kayma Yer Degistirme Siireksizligi

Kayma yer degistirmesi siireksizligi durumunda, sekil degistirme bilesenlerinden
sadece &, #0, diger tim sekil degistirme bilesenleri sifir olacak sekilde yiikleme
yapilarak elde edilebilir. Homojen, izotrop ortamdaki bir elemanter cisimde kayma yer
degistirme siireksizlifi meydana getiren gerilme durumunun x-y dizlemindeki

bilesenleri Sekil 3.6'de goriildiigii gibidir.

Sekil 3.6. Kayma sekil degistirmesi i¢in gerilme durumu.

Dipol gerilmesi ve Hooke kanunlart kullanidarak x yoniindeki yer degistirme
stireksizligi
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p =2% (3.19)

seklinde elde edilir. Buna gore, yatay dogrultuda yer degistirme siireksizliginden
dolayr her hangi bir (x,y) noktasinda olusan temel ¢oziimlerde gerilme ve yer

degistirme bilegenleri

o, =-GD, {a;}'h + 0§_a}
(3.20)
u, =-GD, {u;fb + u{a}

seklinde elde edilirler. Bu denklemler kullamlarak, birim kayma yer degistirme
siireksizliginden dolay1 (x,y) kartezyen koordinatlarda gerilme ve yer degistirme

bilegenleri suaylla

2
= 1 -2)?’ ”3+4y
2n(l-v) r

2
! 2xy{1~4y2 } (3.21)

™ ox(1-v) r*

(3.22)

2
O . B P V. A
= 4Grn(l1-v) r r

olarak elde edilir. Buna gore her iki yondeki sabit yer degistirme siireksizligi igin, bu
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tekil ¢dziimlerin (-a,a) araligindaki integrasyonunyla smirdaki her hangi bir dogrusal

elemandan dolay1 bolgede (x,y) noktasindaki gerilme ve yer degistirme bilesenleri

u,=D,g. +Dg.

X

(3.23)
u, = ngyx + Dygyy
O-XX = Dxfxxx + DVf\{XY
Oy = Dxfyyx + D_nyyy (3.24)

ny = Dxf\yx + Dyfxyy

seklinde elde edilebilir. Burada gy, gy, ..., fixx, fixys-- v.b. fonksiyonlari (3.17), (3.18),
(3.21) ve (3.22) tekil ¢bziimlerin (-a,a) araligmdaki integralleri olup

gi(xy)= [Uy(x-Ey)dé (3.25)

fa(x,y) = [Sy(x=Ey)de

esitlikleriyle elde edilirler.

3.2. SAYISAL HESAP YONTEMI

Sekil 3.7'de goriildiigi gibi sonsuz diizlemde kapah bir bosluk gozoniine alinsm.
Burada smurlar 2a uzunlugunda dogrusal elemanlara béliinerek, j elemanmdaki
yiklemeden dolayr i/ elemanmm orta noktasmdaki gerilme ve yer degistirmeler
hesaplanacaktir. Bunun igin her hangi bir dogrultuda bir eleman gozoniine almarak

tesir fonksiyonlarmm o dogrultu iizerindeki integrasyonundan elde edilmesi gerekir.
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izotrop ortam igin direk integrasyon somuglarim her hangi bir dogrultuda yazmak
sonucu degigtirmemektedir. Buna goére (x,y) global koordinatlar olmak iizere
koordinat doniigiimleri

Sekil 3.7. Sonsuz diizlemde kapal bolge.

X=(x'—x')cos B+(y' -y’ )sinp
(3.26)
Y=—(x'—x')sinf+(y' —y')cos 8

seklinde yazlabilir. Bu dogrultudaki yer degistirme ve gerilme bilesenleri ise

(3.27)
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Ty = Pl + DL, (3.28)

seklinde lokal koordinatlar cinsinden yazilabilir. Lokal koordinatlardaki yer degistirme

ve gerilme bilegenleri ise global koordinatlar cinsinden

u, =u,cosf+u,sinf

(3.29)
u, =-u,sinff+u, cosp
O o = Oy COS* B+20, sinficos f+o, sin’ f§
= L2 ] 2
O, =0,8in" f-20  sinficosf+o, cos” f (3.30)

O,y =—(0~0,,)sinficos p+ac, (cos* f~sin® )

seklinde yazlabilir. Her hangi bir lokal koordinatlardaki (X',y’) (Sekil 3.7.) yer
degistirme ve gerilme bilegenleri (X,y) lokal koordinat sistemindeki degerleri
cinsinden

U, =u,cosa+u,sina
(3.31)

= —
U, =-u,sina+u,cosa
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- = 2, A= o — 2
O =04 COS" A—20, sinacosa+o,sin" a

-t _. = . 2 - . - 2 -~
O, =0u8in" a+2o, sinacosa+o,cos a (3.32)

G, =(0,—0,)sinacosa+oc,(cos’ a—sin’* a)
olarak elde edilir. Burada a = 8'- B’ ve (s,n) her hangi bir lokal koordinat sistemi
olmak tizere, u; =u;, U, =u,, o, =0,, O, =0,, § =@, ve g =¢, tanimlan

yapiirsa her hangi bir i noktasmda lokal koordinatlarda yer degistirme ve gerilme
bilegenleri

ui — ¢JB‘J +¢JB1.I

S 8s n s
(3.33)
u, = ¢]BJ, + 4B,
o, = $JAL +4IA]
(3.34)

ol = glAL +giAl

seklinde elde edilirler. Burada s ve » lokal koordinatlar olmak iizere, A5 ve B vs.
tesir fonksiyonlart fiktif gerilme yonteminde (3.7) esitliklerinin, yer degistirme
stireksizligi yonteminde (3.25) esitliklerinin lokal koordinatlarda (-q,a) araligmdaki

integrasyon sonuglar olup her iki yontem i¢in genel olarak

Al =(f_ - f‘yyx)sin acosa - f‘xyx(cons'2 a - sin® a)

Al = (T~ 1, )sinacosa 1, (cos’ a~sin’a)
(3.35)

i _F 2 e . 7 . 2
Al =f  cos"a+2f  sinacosa+f  sin"a

i _F 2 R Foooin?
w = Loy cos” a+2f sinacosa+1 sin® a

ny
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B, =g, cosa+E sina
B! = g cosa+g, sina
(3.36)

i _ = . _
B, =-B.sSina+g, cosa

i~ 5 o 5
B,, =-8,sina+g, cosa

bagintilarmdan elde edilirler. (3.33) ve (3.34) esitlikleri j=/,...,N elemanlan igin
hesaplanarak siiperpozisyon yapilirsa

N N
0, = DA+ DAL,

= =

(3.37)
. N . N N .. .
o= ALPI+D ALY
j=1 j=1
. N ae . N .. .
u, = > Bigl+> Blgl
=l =l
(3.38)

N N
u, =Y BLg.+> B4
=1

=l

' geklinde' 2V tane lineer denklem takimu elde edilir. Bu denklem takimlarinm verilen

" stur kosullan ‘altinda ¢oziilmesiyle sinirdaki fiktif degerler elde edilir. Daha sonra bu

fiktif degerler kullanilarak, bolgede ve smirlardaki gerilmeler ve yer degistirmeler
- hesaplanir. Buradaki fiktif degerler; fiktif gerilme yontemi igin fiktif kuvvetler iken yer
" ‘degistirme siireksizlii yontemi igin yer degigtirme siireksizlikleridir.
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3.3. SAYISAL ORNEKLER
3.3.1. Sonsuz Diizlemde Dairesel Bosluk

Bu omekte sonsuzda eksenel yiikk (Sekil 3.8) ve hidrostatik i¢ basmg (Sekil 3.13)
etkisinde sonsuz dﬁziem iginde dairesel bogluk problemi incelenmistir. Her iki érnek
te de //4 daire parc;;as1 gozoniine almarak smir /2 esit ve dogrusal elemanlara
boliinmiigtiir.  Burada FSM: Fiktif gerilme yontemi ile DDM: Yer degistirme
siireksizligi yontemiyle ANL: Analitik olarak hesaplanan degerlerdir.

Oxx =100 MPa

AR AN

0 O

Sekil 3.8. Sonsuz diizlemde dairesel bogluk.

______ o
ANL :
);( + FSM
/ 1.5 ; :
-1.5 m O DDM
z /@/ ; ANL
2.0 = i 3.0 N B
00 02 04 06 08 10 12 14 a2 00 02 04 06 08 10 12 14 g2

Sekil 3.9. Bosluk smirimda tegetsel ve normal dogrultudaki yer degistirmeler.

+ FSM
o DDM
——ANL

35 x/r

Sekil 3.10. x ekseni tizerinde o3 ve 0, gerilmeleri.
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120

100

15 2.0 2.5 3.0 3.5 yir 1.5 2.0 2.5 3.0 35 yir

Sekil 3.11. y ekseni tizerinde oy, ve o, gerilmeleri.

Uy
.50 /—_’_’_—_—_"
‘0.65 A /-%—:" H wovens.
.80 o T FSM
0.95 ,,’/' <0 N R B (R DDM

[ ANL
-1.10

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 x/r 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 xir

Sekil 3.12. x ekseni iizerinde u, ve u, yer degistirmeler.

Sekil 3.13. 0,,=100 MPa ig basing etkisi altmdaki sonsuz diizlemde dairesel bogluk.

Oxx

375

25.0

12.5

0.0

1.5 20 2.5 3.0 35 xIr

Sekil 3.14. x ekseni tizerinde oy, gerilmesi.
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Sekil 3.15. x ekseni iizerinde u, yer degistirmesi.

3.3.2. Yar1 -Sonsuz Diizlemde Dairesel Bogluk

Sekil 3.16'da goriilen yari-sonsuz diizlemde yiikleme durumu verilen dairesel boglukta,

dairenin //2 pargas1 almarak 24 esit elamana boliinmiis olup ¢/ oranlar i¢in yilizeydeki

o degerleri ve boglugun yiizeyindeki yer degistirmeler DDM ile incelenmistir.

iy N

<_‘_.
=

<

%{
\é_
Oxx '.w_
4

P

A
&—
P

Sekil 3.16. Yari-sonsuz diizlemde dairesel bogluk.

~~~~~~~ c/r=1.19|
~~~~~~~~~~~~ c/r=1.54

’ e L ~ ch=2.15
4 TN c/r=3.76

2 4 - e T T g
/", //‘// /———‘_—_\.\'—'ﬂ-:\—.—:——-\\—*x\q

1 L’ e : ~——

e
0
0.0 0.5 1‘0 15 x/]'

Sekil 3.17. x ekseni iizerinde o, gerilmeleri.



42

Uy
T N R c¢/r=1.19
O - N,
0.02 oo N R T D c/r=1.54
e N
// \\\ c/r=2.15
0.00 |-’ NN c/r=3.76
\\\' z
z LN 2
| \_/ /’
0.02 |t = Ay
N — e ’
R
-0.04
-2 -1.2  -0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8 1.2 /2
Un
0.025
0.000
-0.025
-0.050

-2 -12 -08 -04 0.0 0.4 0.8 1.2 n/2

Sekil 3.18. Bogluk sinirinda yer degistirmeler.



BOLUM 4. INDIREKT SINIR ELEMANLARDA OZEL UYGULAMALAR

4.1. IKI MALZEMELI BOLGE

Bu bolimde iki malzemeli bélgede indirekt smir eleman yontemi ¢oziimleri
incelenecektir. Bu amagla Sekil. 4.1'de goriildiigii gibi iki alt bolgeden olusan bir cisim
gozoniine almarak, malzeme her iki bolgede de homojen, izotrop ve lineer elastik
olarak kabul edilmistir. Genel olarak smirda yazilan siur eleman denklemlerine ek
olarak ara yiizeydeki siireklilik kosullari kullanilarak smir eleman denklemleri elde

edilmektedir.

t3,u;

t,

A
t2n te, W

Sekil 4.1. 1ki malzemeli bslge

Ara yiizeydeki siireklilik kogsullan
i) uygunluk kogulu

u, —u, =0 4 (4.1)
ii ) ve denge kogulu

t,+t,=0" (4.2)



olmak tzere iki denkelmden ibarettir. Sintr eleman denklemlieri ise " /" indisi birinci
bolge ve "2" indisi ikinci bolge olmak iizere

T, T, 0 0|y U, U, 0 0 |t

T, T, 0 0 u _ Uy Uy, O 0 |jt, (4.3)
0 0 T, T,l|lu, 0 0 U, U,llt, '
0 0 T, T,|lu, 0 0 U, Ugllt,

seklinde yazlabilirler. (4.1) ve (4.2) kosullan uygulandiktan sonra (4.3) esitligi :

T, T, 0 u U, U, 0 t

T, T, 0 ul _ Uy, Uy, 0 tl (4.4)
0 T,; T, u2 0 -U; Uy tz
0 T, T, ! 0 -U; U, :

sekline doniisir. Omek olarak, smir kosullann Sekil 4.2'de tamimlandigi gibi bir
problem go6z oniine alindig taktirde, bilinmeyenler u;,, uy, ¢; ve t; olmak ilizere (4.4)
denklemi

T, -U, 0 -U,l|u 0

T, -Uy 0 -U,ljjt, - 0 {t} (4.5)
T, U; T, 0 |y Uy |V

T, Us; T, 0 t Uy

seklinde yazlabilir. Bu lineer denklem sisteminin ¢dziilmesiyle smirdaki ve ara
yiizeydeki bilinmeyenler elde edilir.
u1=0

t=t

Sekil 4.2. Tki malzemeli bslgede smur kosullart



45

4.2. DEGME ELEMAN

Bir degme eleman, sikigabilir elastik malzeme ile dolu olan uzun bir ¢atlak olarak
"diisiiniilebilir. Ayrica degme eleman, kargilikh iki yiizey arasmda yay katsayilan K, ve
K, olan, yer degistirme siireksizlikleriyle modellenebilirler. $ekil 4.3.

(b)

Sekil 4.3. Degme elemani.

Bunun igin kiigiik yer degistirmeler varsayim ile (2.19) yer degistirme sekil degistirme
bagmtis1 bir degme eleman igin

& & =—£(&+§1—”—J (4.6)

éhy
yy:? A

seklinde yazilir. Burada x yoniindeki sitkismanin sabit oldugu (A1, / &k =0) kabul
edilirse bu esitlikler, sonlu fark geklinde ise

u,(x,h/2)-u (x,~h/2)
£y = T

(4.7)

_u(xh/2)-u.(x-h/2)
"Y 2h

* ' olarak yazlabilir. Degme elemandaki yer degistirme siireksizlikleri
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D, =u,(x,0_)-u,(x,0,)
. : (4.8)
D, =u,(x,0.)~u,(x,0,)

olarak yazilabildigi i¢in (4.7) ifadeleri yer degistirme siireksizlikleri cinsinden

E =- L4 g =——"r (49)

seklinde yazlabilir. Burada degme elemanm malzemesinin elastisite modiilii £y kayma
modiilii G, olmak iizere gerilme bilegenleri

(4.10)

seklinde yer degigtirme siireksizlikleri cinsinden elde edilirler. Degme elemann yay
katsayilan

n

K =%. K, =—2 (4.11)

olarak kabul edilirse (4. 10) ifadesindeki gerilme bilegenleri, (s,7) lokal koordinat

sisteminde

o, =-KD_ o, =-KD (4.12)

o 1 4 8 8 8

seklinde degme elemandaki gerilmeler elde edilir.
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Sayisal Hesap Yontemi: Sekil 4.4'de gorildiigi gibi bir bosluk ve faym sematik

g6steriminden olugan bir sistem bu galismada incelenmistir.

Sekil 4.4, Sonsuz diizlemde bosluk ve faym sematik gosterimi

Burada M adet fiktif gerilme elemam bosluk yiizeyinde, N-M adet defme eleman
catlaklarda olmak iizere smir eleman denklemleri agagida verilmistir. Bosluk serbest

yiizeylerinde her hangi bir elemanda (a;) ve (05, siur kosullar olmak iizere

i N . . o .
(01 ), = Y (Algl +ALgl) 1sisM
i1
(4.13)
H N I3 . . .
(o) =Y (Algi+ALg])  1sisM
il
. 2M adet denklem sistemi elde edilir. Catlak serbest yiizeylerinde ise
i H N F414 s . ) -
0=K g+ (Algl+ALg]) Ml <isN
j=1
Lty (4.14)

. N . . P .
0=Kip+> (ALgl+ALS)  Mrl<isN

=
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2(N-M) adet denklem sistemi elde edilir. Bu iki denklem sistemi ¢oziilerek ¢, ve g,
bilinmeyenleri hesaplanir. Burada 4,7 vs. katsayilan / <j < M durumunda fiktif
gerilme (yer degistirme siireksizligi) yonteminden, M+/ < j < N durumunda yer
degistirme siireksizlikleri y('infeminden elde edilirler. Aynca fiktif gerilme
bilinmeyenleri / <j < M i¢in ¢/=P/ ve ¢/=P/ olur. Yer degistirme siireksizligi
‘bi]inmeyenleri ise M+1 <j <Nigin ¢/=D/ ve ¢/=D/ olur.

4.3. MOHR-COULOMB ELEMANI

Degme elemanda elemanin i¢i lineer elastik malzemeyle dolu oldugu digtintilmiistii.
Bu bélimde ise inelastik sekil degistirme yapan malzeme ile dolu oldugu diigiiniilerek
kayma gerilmesi ile normal gerilme arasinda Mohr-Coulomb hipotezi

lo|sc+(-o,)tanp (4.15)

olarak gozoniine almmugtir. Burada ¢, degme elemanm igindeki malzemenin kohezyon

katsayisi ve 4 siirtiinme agisidur.

Bu bolimde baglangigta smirdaki gerilmeler sifir almarak yiik artimi yontemi
kullanilmigtir. Bunun i¢in £ adim numarasi ve K adim sayisi olmak tizere Mohr-
Coulomb elemanmda hesaplanan yiizey gerilmesi

t; = —kA(t;), = -k(t,), /K (4.16)
ve toplam gerilme
t; =(t), +t; =(t.),(1-k/K) (4.17)

seklinde yazlabilir. Son adim igin £=K olmas1 durumunda #=0 olur. Buna gore
(4.13) esitlikleri k. adimda tiinel serbest yiizeyindeki elemanlar igin
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-k i N i 4% s (k) )
O, =T (A raze®) |
} 1 <jsM (4.18)

._.k . N s (k) s (k)
2As1Y = Al g™ 4 AT pi )
(O, =2 (ana” 4L,

7

denklem sistemi, degme elemandaki denklemlerde ise (4.14) esitlikleri kullandir.

Sekil 4.5. Farkh gerilme durumlart i¢in Mohr-Coulomb elemanmm davranist

Degme elemandaki kayma durumu Sekil 4.5. de gorildigi gibi, eger k-/. ve onceki
adimlarda her hangi bir inelastik durum yoksa gerilme durumu A noktasindadir. Bir
sonraki yiik adimmda yiikiin artmasi veya azaltidmas: durumunda gerilme durumu B ve
C noktalarina gelir. D ve £ noktalarmda gé¢me ve kayma gibi iki durum s6z konusu
olup; D noktasmda hesaplanan basng gerilmesi bir 6nceki adundan biyiiktiir ve
gogme vardir, E noktasinda ise basmg gerilmesi bir dnceki adima gore azalmasiyla

kayma olugmaktadir.

Mohr-Coulomb elemaninda her hangi bir k. adimdaki normal ve kayma gerilmeleri

N
i(k) _f ij 4k i gk
ot = (oh), + 2 (ALg" + ALl
=1

(4.19)
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N
i = (o3), + (Al +aLp”™)
0o _
seklinde olup (4.15) esitligindeﬁ bu adimdaki Mohr-Coulomb hipotezi

oo™ tan (4.20)

i(0)] o _=i(k) <
o, ISO'S‘ kosulunu saglamahdr.

8

seklinde yazlarak hesaplanan kayma gerilmesi

Bunun igin gerilmelere
o™ =i +Aci™ (4.21)

seklinde yiikkleme veya bosaltma yapilir. Burada s6z konusu adimdaki gerilme farks
yer degistirme siireksizligine bagh olarak '

Aci®™ = K‘(¢‘”‘) ¢;“"“) (4.22)

seklinde hesaplanabilir. Buna gore (4.19), (4.21) ve (4.22) bagmtilan kullanilarak

smir kosulu bir 6nceki adim cinsinden (4.14) denklemlerinden birincisi

N
VY - (o), =KigY + 2 (ASg1Y +ALgY)  (423)

j=1

i(k)

8

#i(k)
8

seklinde yazilabilir. Eger |o ise bu denklem yerine

>0

N
£~ (of), = > (Ag” +ALgL") (424)

8
=1
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denklemi kullanilirr Mohr-Coulomb elemanlarinda her hangi bir 4 yiikleme
durumunda normal gerilmeler (4.14) esitliginden

N y .
0=Kigi™ +3 (algl" +aL4") (425)

=1
olarak kullanilir.

Eger bir Mohr-Coulomb elemanmda hesaplanan normal gerilmeler o > ¢’ cot any’

ise gekme gatlag vardir ve bu durumda (4.23), (4.24) ve (4.25) denklemleri yerine

N
o1), = 2 (ase™ +algl”)

j=1

(ot), = 2 (e + Lol | (426)

denklemleri kullanihr.

4.4. SAYISAL ORNEKLER
4.4.1. Sonsuz Diizlemde Iki Malzemeli Bolge

Homojen olmayan elastik bir cisim igin bir simir deger problemine basit bir 6mek
olarak bir diizlem cismin i¢inde farkli malzemeden yapilmig, i¢ basing etkisindeki bir
cisim gdz Oniine alnacaktir (Sekil 4.6). Burada sayisal degerler a/b=1/2,
vi=v;=0.25, G/G,=2 ve P/G;=10" olmak iizere kaynak [1]'den almmugtir.

Bu problemin ¢oziimii » = b ara yiizeyinde yer degistirme ve radyal gerilmelerin
siirekliligini gergekleyen bigimde kalmn silindirler i¢in gegerli olan analitik formiiller
yardimiyla ve FSM ile kaynak [1]'de ¢oziilmiigtiir.
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Sekil 4.6. I¢ basing etkisi altinda iki malzemeli bolge.

Bu c¢aligmada ise aym problem yer degistirme siireksizligi yontemiyle ¢ozilmistiir.
(4.4) bagintllar1 kullamlarak //4 daire tizerinde, r=a dairesel simrinda /2 eleman ve
r=b simrinda 24 eleman alinarak sonuglar elde edilmistir. [1]'de verilen sonuglar,

analitik sonuglar ve bu ¢alismadaki sonuglar $ekil 4.7-8'de kargilastirimigtir.

0.55 0.65 0.75 0.85 x/b 1.05 1.20 1.35 x/b

- -d-
Sekil 4.7. x ekseni iizerinde o, ve o;, gerilmeleri.
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Uy

0.24

-0.20

-0.16

Sekil 4.8. x ekseni {izerinde u, yer degistirmeleri.

4.4.2. Yari-Sonsuz Diizlemde iki Malzemeli Bolge

Boliim 4.4.1. deki sayisal ornek, yan sonsuz diizlemde ¢esitli ¢/b oranlan igin DDM ile
agafida incelenmigtir. Sistem, yiikleme ve geometri bakimindan y eksenine gore
simetrik oldugundan //2 daire pargasi iizerinde, r=a simrinda 24 eleman ve r=b

stmirinda 48 eleman alinarak hesap yapilmug ve sonuglar Sekil 4.10-11'de verilmistir.

Sekil 4.9. Yan-sonsuz diizlemde, i¢ basing etkisi altinda iki malzemeli bolge.
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Uy

-0.05

-0.10

-0.15

-0.20

-0.25
0.0 0.5 1.0 1.5 x/b

-0.4 s - ———c/b=1.54
—--=- c/b=1.19
-0.5
0.0 0.5 1.0 1.5 x/b

Sekil 4.10. x ekseni tizerinde uy ve u, yer degistirmeleri.

Sekil 4.11 x ekseni tizerinde oy, gerilmeleri.
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4.4.3. Yar1-sonsuz Diizlemde Catlak Fay Etkilesimi

Sayisal 6mek olarak yari-sonsuz diizlemde bir gatlak ve yiizeyle 45° lik ag1 yapan bir
fay hatt1 gozoniine almmugtir. Yiikleme durumu derinlikle lineer degisken olarak
Oux=0yy =-yy Ve o;,y=(5 seklinde gozoniine almmug, fay hattmdaki yay katsayilar ise
K,=0, K,=10" kN/m*m olarak kabiil edilmigtir. Burada y malzemenin birim hacim
aguligt 25kN/m’ olarak alnmustir. Sekil 4.13-15'deki 1 nolu egri x¢//=1 durumunu,
2 nolu egri x¢//=0.5 durumunu ve 3 unolu egri x//=0 durumunu gostermektedir.
Catlakta 20 esit eleman fay iizerinde ise 50 adet degme eleman alinarak yer degistirme

siireksizligi yontemiyle ¢oziilmiigtiir.

.

Oxx

lii

Sekil 4.13. Catlagmn pozitif ve negatif taraflarindaki u, yer degistirmeleri
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Oxx

. Iy L W A S Ay PRSPRPPRS
1.0 /’/ \\\

0.5 #5 A A
0.0 /.'f'/ \\
[ NN A e

0.5 {54 i
-1.0 :
100 -50 0 50 100 150 200 x

Sekil 4.14. Yiizeydeki oy gerilmeleri

"' L
0 U D—
s i
225 1 \‘\\ ! R — —
T P
s o
50 |- et 1
' NGy ey i )
8
........... 3
-75 Y
0 50 100 150 200 s

-40

0 50 100 150 200 s
Sekil 4.15. Fay hatt1 boyunca u; ve u, yer degistirmeleri

4.4.4. Sonsuz diizlemde Bosluk Fay Etkilesimi

Yiikleme durumu ve geometrisi, Sekil 4.16'da goruldiigii gibi sonsuz diizlemde bir
dairesel bosluk ve Mohr-Coulmb elemani g(‘izc’inﬁne'ahnmlstlr. Dairesel boslukta //2
daire pargast alinarak 24 adet esit eleman, Mohr-Coulomb elemanmda ise /2 adet esit
elemanlar almmugtir. Mohr-Coulomb elemanmda, siirtinme agist 75° kohezyon
katsayist sifir yay katsayilan K=K, =10’ kNm*m olmak iizere sayisal degerler kaynak
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[24] den alinmus olup DDM yontemi ile ¢ozilmiistiir. Sekil 4.17. (a) daki oyy ve Oxy
gerilmeleri yiik artinu yontemi kullamlarak, /2 adim sonucu elde edilen gerilmeler
iken, o’xy gerilmesi ise Mohr-Coulomb hipotezi kullanilmadan sadece K ve K, olmasi

durumundaki gerilmedir.

11 IN_TNT_T*TAM.T«T,T_HHT

' v=0.2
E—lo“kN/m

!
mwuu CELIIT

Sekil 4.16. Mohr-Coulomb eleman: ve dairesel bogluk

Uy
-0.05
-0.10
0.15
-0.20
0.0 0.5 1.0 1.5 x/r
®)

Sekil 4.17. Mohr-Coulomb elemaninda gerilmeler ve u, yer degistirmesi.



BOLUM 5. ANIZOTROP ORTAMDA INDIREKT SINIR ELEMAN
YONTEMI

Anizotrop ortamda indirekt smir eleman yontemi, izotrop ortamdaki yonteme benzer
sekilde temel ¢oziimler kullanilarak elde edilmektedir. Bu bélimde de fiktif gerilme
yontemi ve Yer degistirme siireksizligi yontemleri incelenmis olup, yari-sonsuz ve
sonsuz diizlemlerde yer degistirme tesir fonksiyonlart temel ¢oziimler kullanilarak elde
edilmislerdir.

5.1. FIKTIF GERILME YONTEMI

Bu boliimde iki boyutlu anizotrop ortamda fiktif gerilme yontemi kullanilarak, sonsuz
bolgede, her hangi bir dogrultudaki bir elemanda tiniiform yayih yiikten dolayr Kelvin
probleminin integrasyonu almarak ¢dziimler elde edildi Sekil 5.1. Burada elastik
sabitler x ve y eksenlerine paralel olarak kabul edilerek, integrasyonlar her hangi bir
dogrultu boyunca alinds.

Sekil 5.1. ]i[ <a, ¥=0 dogrusu iizerinde sabit gerilmeler
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Buna gére koordinatlarm her hangi bir B dogrultusundaki degerleri

x=Xcosf~ysinf

(5.1)
y=Xsin f+§Vcosf
seklinde olup eleman tizerindeki yiikler ise
P =P, cosf—P,sinf
(5.2)

P, =P, sin f+P, cosf

seklinde yazilabilir. Bu durumda (2.50) deki tekil kuvvetten olusan yer degistirme alan
fonksiyonlar s6z konusu dogrultu igin

Uxx = K(},lKi Inft, —72’(7111?2)
U, =U, =-Kkx,(6,-6,) (5.3)

— 1 -1 -
U,, =-K(—«}Inf, -—«; In%,)
4! Va2

ve (2.51) deki gerilme alan fonksiyonlari ise

S, =K(XcosfB- ?sinﬂ)(—’(i—z - —Kf—z)
VI Vi

- . _ K K
S =K(xsmﬁ+ycosﬂ)[ o 312]

2L V1L

rd —_— . — K ,‘A
S = K(Xsin £ +y cos ﬂ)('*—l;{ _22 J

2
Vol 7N
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S,,, =K(Xcos g -ysin ﬂ)(—K;‘-z— - —jz—] (5.4)

VAU £°% )

= . YK, VK
S, = K(X cosﬁ—ysmﬁ)(%zz——%)

I I

_ K K
S =K(isinﬂ+?cosﬂ)( i )
™ 7’11'12 }’21’22

seklinde yazilabilir. Burada

i =A% +Bxy+Cy’] (5.5)
0, = arctan x_smﬂ * yfo.sﬂ (5.6)
yi(Xcosf ~ysin f3)
4 = (7} cos’ B+sin’ )/ y;
B =(1-y!)sin2f)/ y} (5.7)
G, = (7 sin? B+cosp)/ 77
dir. Bu fonksiyonlarm X dogrultusundaki integralleri ise
(%) = [Uy(x-&yue
(5.8)

?ijk (X,y)= J.—gijk (X-&,yMdé
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olarak hesaplanirsa yer degistirme ve gerilme bilegenlerinin  global koordinatlardaki

degerleri, lokal koordinatlar cinsinden:

X X y O

(5.9)
u, =Pg +Pg,
6 =PF,, +Pf,,
o, =Pf, +Pf,, (5.10)

esitlikleriyle elde edilirler.

5.2. YER DEGISTIRME SUREKSIZLIGI YONTEMI

Bu yontemde yer degistirme siireksizlik denklemlerinin elde edilmesi, genel olarak
izotrop ortamdakine benzer gekildedir. Anizotrop ortamda ise, global eksenlerden
farkll dogrultuda eleman alndifi zaman, temel goziimlerin s6z konusu dogrultudaki
koordinatlar cinsinden yazlip ve bu koordinatlar dogrultusundaki tiirevleri ahmarak
yer degistirme siireksizliklerinden olusan tekil ¢6ziimler elde edilmistir. Bunun igin
(2.7) veya (2.11) deki Genellestirilmis Hooke Kanunlari lokal koordinatlar (X,¥)
cinsinden |

O = Cy€y +C1p8yy +2C4E,,

Oy = Cpi€y Ty, +2C58 (5.11)
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Oy = Ci6€xx T C26Eyy +2Ts6E,,
seklinde yazilarak elemanter eleman lokal koordinatlar dogrultusunda alnmugtir Sekil

5.2. Burada T; katsayilari, §; lokal koordinatlardaki miihendislik sabitlerinin tersi

almarak elde edilmis olup, asagida verilmistir.

Sekil 5.2. X,y dogrultusunda yonlenmis eleman

ant 7/
}sinzﬂcoszﬂ+bl}g p

S E G

Xy XX

_ =cos"/i+[ L 2v,

XX yy

1 | 1 1%
5, = +—+—2L - sin® Bcos” f——
Si2 [ . G, } S E

XX

E E G

yy XX Xy XX

§16 _ [Z[Sinz ﬂ _ cos’ ﬁ] +( 1 _ ];ny(COSZ ﬂ—SiIlz ,B)jl sinﬂcosﬂ



2y

Xy

s 4
_ sin ,8+
E

XX

2

[ 1
G,

v Vv
§,, = —| =X cos’ f+—Zsin?
S [E Bz /3}

XX
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. co
}sm2 Bcos® +T

S4

B (5.12)

yy

vy zz
S, =0
5, =0
5, =[2(cos2ﬁ_sinz,8] _[ 1 vy
Eyy Exx ny E)u(
o =1
833 E,
5, =0
§5,=0
V.,
By = 2(%;—— E:J sin fcos 3
(. 2 . 2
S = cos’ f§ sin ﬂj
\ Gyz ze
S = (L——J— sin fcos f
? \G, G, k
55 =0

_  sin? cos’
8s5 = G 'B+ G A

yz Xz

](cosz - sin® ﬁ)} sin 3 cos B

sin? B cos’ - L

Xy
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Yer degistirme siireksizliklerinin elde edilmesi igin Uij (5.3) deki temel ¢oziimler

olmak tizere, yerdegistirmeler (2.33) ifadesinden

U, +EU,

(5.13)
u, =F U, +F U,

XX XXX y XXy
o,, =FS,, +ES,, (5.14)

seklinde yazlabilir. Yan sonsuz diizlem igin anizotrop ortamda temel ¢oziimlerin

lokal koordinatlardaki degerler ise (2.59) ve (2.60) esitliklerinden

U;, = K[-¢,(7 w3 IR, +7,6} R, ) + ¢ e, (K, +1n K]

U, = KL—CIKIK‘Z (6, +0,)+c,(r 520, +y k26, )]
U, = K:CIKIK'Z (6, +6,)—c,(r 20, +;/2Kf§4)] ' (5.15)
— D S B _
U;y =Kl —¢,(— R, +—2mR,)+c,k k,(InR, +In R4)}
L 71 Va :

. = K’X[cl[ T2y "sz -c3(725; + Vl’i;ﬂ
7Ry 7.R; 7Ry v,R,
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§WKX[(-7.E—K~+ZR—_”—]+(%—+%—H .16
1 2 3 4

seklinde yazlabilir. Burada
X =Xcosf+ysin B

Y, =i(—isinﬂ+Ycosﬁ)

71

Y, =—1—(—isinﬂ+?cosﬂ)

V2
(5.17)
= 1, _. - 1 1
Y, =—(-Xsinf+ycosf) +y(——-—) .
2 Yi Va2
s 1, . _ 1 1
Y, =—(—Xsinf+ycosf)+y(———)

I8! Y2
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9, = arctan(%] , R, ={X*+Y? (5.18)

dir. D1s kuvvetlerin x ve y eksenlerindeki izdiisiimleri ise

F =F,cosf-F, sing
(5.19)
F, =F, sin f+F, cosf3

seklinde vyazlarak, global koordinatlardaki yer degistirme bilesenleri lokal

koordinatlardaki alan fonksiyonlar1 ve tekil kuvvetler cinsinden

u, = E (U, cosf+U, sin ) +F,(-U, sin f+ U, cosf)

(5.20)
u, = E(ny cosf3 +ﬁyy sin f3) +Fy (--_ljyx sin # +ﬁyy cosf)
ve gerilme bilegenleri lokal koordinatlar cinsinden
O = F (S cOs B+ 8, sin B)+F,(=S,,, sin S+ S,,, cos f5)
o,y = E (S, cosf+8,, sin B)+F,(-S,, sinf+8S,, cos f) (5.21)

Oy = E (S cosf+ S, sin )+ E, (=S, sin S+ S, cos )

seklinde elde edilirler. Bu esitlikleri daha kisa bir formda yazmak i¢in yer degistirme

bilesenlerinde
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h,, =U, cosB+U,, sinf

h,, =-U,, sin #+ U, cos 8

(5.22)
h, =U,, cosff+ U, sin g
h, =-U, sin g+ U, cosf
ve gerilme bilegenlerinde
1ll = gx.w:x COSﬁ +—S-xxy Sillﬁ
112 = ——gm Si]lﬁ +—§xxy COSﬂ
1, =S, cosf+S,, sinf3
(5.23)

1,, ==S,, sin B+8,, cosf

Iy, =S, cosf+8S,, sin

1, =-S,, sinf+8,  cosf

tammlan yapilarak, yer degistirme ve gerilme bilesenleri lokal koordinatlar cinsinden

sirastyla

(5.24)
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o,, =El, +E]l, (5.25)

seklinde yazilabilirler.
5.2.1. Normal Dogrultudaki Yer degistirme Siireksizligi

Anizotrop ortamda normal dogrultudaki yer degistirme siireksizligini elde etmek igin,

izotrop ortam igin gekil degistirmeler a¢isindan yapilan kabiiller

5o =0 £, #0 (5.26)

seklinde yazilmig olup (2.3) ve (5.26) esitlikleri kullanilarak gerilme bileseneleri

arasindaki bagintilar

G =C,E 5, =15
x ~ VYI2Cyy H XX — yy
Cp
Oy =Cp&y,y (5.27)
G, = Cf G, =BG
xy T V26%yy 2 Xy T = ¥y
Ca

seklinde elde edilirler. Bu durumda gerilme durumlar Sekil 5.3'de verilen sistem
gbzoniine alinsin.  Sadece dusey yer degistirme alan fonksiyonlarini elde edebilmek

igin /. durumda G,, gerilmesinin katkisimi, 2. durumda ise o, gerilmesinin katkist

goziiniine alinmgtir.
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Sekil 5.3. Normal dogrultudaki yer degistirme i¢in gerilme durumu

Bunun igin (3.16) bagintilan kullanilarak u,. yer degistirme fonksiyonu olmak tizere

lokal koordinatlar cinsinden /. gerilme durumundan dolay1

u, = gi—”‘y %ﬁfy ‘22 (5.28)
ve 2. gerilme durumundan dolay
u, = %F{%ﬁ +-%2-) | (5.29)
seklinde elde edilirler. Bu iki fonksiyonlarin toplamu ise (u, = u,, +u,,)
u, = Fy(é__lz—fﬂ—l‘-‘—+-%+§2—6-(@‘—+ﬂ)) (5.30)
Cp, X & T\&F X

olarak alan fonksiyonlarimin X ve y tiirevleri cinsinden elde edilirler. Diigey yer

degistirmenin diisey tekil kuvvet cinsinden degeri ise ( 5.27) esitlifinden

F, =¢,D, : (5.31)
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olarak gozoniine ahnirsa, diisey yer degistirme siireksizliginden elde edilen yeni ny

alan fonksiyonu

U, =7, éh&“ +T,, d;y” +5,, 0:;1 +3,, é;’ (5.32)

seklinde elde edilirler. Diger alan fonksiyonlar benzer sekilde

—  _ th, _ ch _ th, _ ch
Uyy =Cp &? +Cp ﬁ;z +Cy (:yzl + T —22 (5.33)
— _d A A
Sy = Ciz &“ +<,, 5y‘_2 +Cp L +Cp— 2
— A Aa
Sey = Cia (&2‘ +T,, — 24T, i;‘ +T, 0;22 (5.34)
— _da _ a
vy = C12 5;1 +C,y - +Cy4 = Co 5;2

seklinde elde edilirler. Burada 6zel hal olarak lokal koordinatlar ile elastik sabitler
aym dogrultuda ise €, =0, €, =c,, ve Ty =c,, olur. Ayrica malzemenin izotrop

olmas1 halinde ise €,, =0 ve ¢, /C,, =v/(1~v) olur.

5.2.2. Kayma Yer Degistirme Siireksizligi

Kayma dogrultusundaki yer degistirme siireksizliklerini elde etmek igin gekil

degistirmelerde

#0 (5.35)

M|
Il
i
]
M|
i
o
Ml

Xy
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kabulleri yapilarak sadece kayma gekil degistirmesi sifirdan farkh olmasi durumunda,

(2.3) ve (5.35) esitlikleri kullanlarak gerilme bilegenleri arasindaki bagintilar

- = — S
O xx Cl6€xy > O =2 O-xy
Ces
T, =Cyl 5 =25 (5.36)
¥y 26%xy 2 W= xy :
Ces
o-xy - C668xy

seklinde elde edilirler. Bu durumda gerilme durumlan Sekil 5.4'de verilen yiikleme
durumu gozoniine alinstn. Sadece kayma yer degistirme alan fonksiyonlarini elde

edebilmek igin /. durumda &, gerilmesinin katkisii, 2. durumda ise o,

gerilmesinin katkisi gbzoniine alinmugtir.

Cr
0,
vy Ces

c
1.7 I _&
2

—_— 16— . 16 —
Cut Tl o TP =G, v 15, + || 2
e Cee e Ces B
Oy T _1 G,
[o3 Co —

vy 0,
= x
Ces

Sekil 5.4. Kayma yer degistirmesi i¢in gerilme durumu.

Bunun igin (3.20) bagintilan kullarlarak #, yer degistirme fonksiyonu olmak {izere

lokal koordinatlar cinsinden /. gerilme durumundan dolay:

Uy,
TG K G K

ve 2. gerilme durumundan dolayr
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U, = E(% +——dl"] (5.38)

u, =F (l‘— Ay, +%éhlz + o, + éh“) (5.39)

olarak alan fonksiyonlarmm X ve ¥ tiirevleri cinsinden elde edilirler. Yatay yer

degistirmenin yatay tekil kuvvet cinsinden degeri ise ( 5.36) esitliginden
F, =t¢,D, (5.40)

olarak gozoniine almirsa, yatay yer degistirme siireksizliginden elde edilen yeni U,

alan fonksiyonu

— __ ¢h _ ch
U, =¢, &“ +Cp—2+Cy — L +T ﬁ‘z (5.41)
seklinde elde edilir. Diger alan fonksiyonlar1 benzer sekilde
U, =¢, 0’2‘ +Ty d; +TCy di;l +Cyq éil&" (5.42)
%
S = Ci 0;1&“ +Cys 212 + Ces 21 * Cs 0,0{;22
[ d;' +Ty dﬁjﬂ + Ty é‘;l +Cy ”;22 (5.43)
e g C’
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32

a.,, _ 4a _a,
Seyx = Crg— +Cpg —2 + Ty, —- 4T,
Z3 & &

seklinde yazilirlar. Burada 6zel hal olarak lokal koordinatlarla elastik sabitler aym
dogrultuda ise T, =i626 =0 ve Ty, =cy olur. Ayrica malzemenin izotrop olmasi

durumunda ise T, =T, =0 ve T, = G,, =G olur.

Sayisal hesap yontemi Bolim 3'deki gibi sabit elemanlar almarak sonsuz ve yar-
sonsuz anizotrop ortamda lokal koordinatlardaki yer degistirme alan fonksiyonlarmm

X dogrultusundaki integralleri

5,(%9) = [Uy(x-&,y)de (5.44)

£y (X.9) = [ Sy (R- & 7)¢

seklinde hesaplanirlar. Buradan elde edilen tesir fonksiyonlann (3.35) ve (3.36)
denklemlerinde yerlerine konulmastyla sinir eleman denklemleri elde edilir.

5.3. SAYISAL ORNEKLER
5.3.1. Sonsuz Diizlemde Dairesel Bosluk

Sekil 5.5'de verilen anizotrop ortamda diizlem gerilme hali igin, sonsuz diizlemde
dairesel bosluk problemi ¢oézilmiistiir. [1]'de verilen fiktif gerilme yontemi ile bu
¢alismada elde edilen yer degistirme siireksizligi yontemi sonuglari karsilagtirilmstir.
Anizotrop malzemede miihendislik sabitleri E,,=645.16kPa, E,,=17035.77kPa,
G=869.57kPa, v,,=0.0213 olan bir ortamda, Sekil 5.5'de verilen yiikleme halinde
gerilme ve yer degistirme sonuglar Sekil 5.6-8'de verilmistir. Ayrica sayisal hesap igin

daire pargasm //4' i almarak 25 adet sabit elemana boliinmiigtiir.
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Cxx i 3 Gp=1 MPa
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Sekil 5.5. Iki boyutlu sonsuz anizotrup ortamda dairesel bosluk

U, Uy
025 0.0
05
0.50
1.0
0.75 15
-1.00 : i 20
0.0 0.4 08 12 2 0.0 0.4 08 12 )
Sekil 5.6. Bosluk sinirmda yer degistirmeler
0.10
; : 0.00
+ ISM -0.10
—DDM T | ——DDM
020 : : ~
125 180 235 290 345  xir 125 180 235 290 345  xr

Sekil 5.7. x ekseni tizerinde Gy ve Gyy gerilmeleri.

G,
+ FSM ”
........... DDM o
0.4
12 gy
\’\—-'\_‘,___'__‘-
1.0 0.2
125 180 235 290 345  yir 1.25 1.80 235 290 345  yr

Sekil 5.8. y ekseni iizerinde Gy ve Oy, gerilmeleri.
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5.3.2. Sonsuz Diizlemde Kare Bosluk

Bu 6mekte $ekil 5.9'da gorildigii gibi sonsuz diizlemde kare bosluk alnmig ve
malzeme sabitlerine bagh olarak 3 durum ¢oziilmiigtiir.

!

I durum anizotrop: fExx=1.2x1 0’, Epy=0.6x10", G,,=0.07x10’kN/m* ve v,,=0.071
II. durum anizotrop: E.=0.6xI0, E,=12x1 o, G,=0.07x1 O kN/m’ ve Vipy=0.0355
OL durum izotrop:  En=E,,=E=3x10", G4=G=0.5E/(I+ v;,) ve v4,=0.3

RS 2] >
< >
%.
%
P
Oisox - Ox=1 MPa
P

Oyy

-0.40 |-fe

-0.65

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 x/a

Sekil 5.10. x ekseni iizerinde G4 ve G,y gerilmeleri.
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0.00

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 y/a

Sekil 5.11. y ekseni iizerinde oy ve oy, gerilmeleri.

Ux
—————— I-FSM
NN ~1-DDM
0.5
0.4
0.2
1.0 L5 2.0 2.5 3.0 3.5 x/a
u ~ H k] E
i RN I R N I-FSM
TN 1-DDM
0.00 \\\\\ R e S T II-FSM
"~:;:.\ I-DD
-0.03 e =P EESERN
. /-1
: __,___———'"“_”____,_.—
0.06 _ﬁ’d_éﬁ/

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 ya

Sekil 5.12. x ve y eksenleri iizerinde yer degistirmeler.
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5.3.3. Yar1-Sonsuz Diizlemde Dairesel Bosluk

Malzeme 6zellikleri Boliim 5.3.2'deki gibi g6z oniine alinarak yari-sonsuzda dairesel
bogluk omegi goziilmiistiir. c/r=1/.34 olarak sabit almmig olup x yoniinde eksenel
kuvvet ve hidrostatik'ig basing etkisinde x ekseni iizerindeki gerilmeler ve bosluk
sinirindaki yer degisti}meler hesaplanmugtir. Sayisal hesapta //2 daire pargast almarak

24 esit ve dogrusal elemana boliinmiistiir.

1

Ox=1 MPa

Oxx :
et LS
0.0 P e m——
by
7
2.5
s
50 0 I
7.5 20 D I
r L m
-10.0
0 1 2 x/r 0 1 2 x/r
-a- b~

Sekil 5.14. a) eksenel kuvvet etkisinde, ) hidrostatik basmg altinda x ekseni lizerinde
Oy gerilmeleri.

N B

—_— 1
2 i 0.8

-n/2 0.8 0.0 0.8 n/2 -nl2 0.8 0.0 0.8 /2

-a- -b-
Sekil 5.15. a) eksenel kuvvet etkisinde, 4) hidrostatik basmg altinda bosluk smirinda
u, yer degistirmeleri.
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Upn

1.0
0.5
0.0
0.5
1.0
-nl2 038 0.6 0.8 T2 nl2 038 0.0 0.8 /2
-g- -b-

Sekil 5.16. @) eksenel kuvvet etkisinde, #) hidrostatik basng altnda bosluk smirmda
u, yer degistirmeleri.



SONUCLAR VE ONERILER

Bu c¢alismada izotrop ve anizotrop cisimlerde yer degistirme siireksizligi ve fiktif
gerilme yontemleri kullamilarak iki boyutlu diizlem problemler incelenmistir. Her iki
yontemde de sabit elemanlar kullanarak, Kelvin temel ¢oziimiiniin ve yari-sonsuz
dizlem i¢in Melan ¢6zimiinin integrasyonu ile smr eleman denklemleri
olusturulmustur. Integraller kapah olarak elde edildiginden, bilgisayar programlarinda
tek incelik ile ¢aligmak yeterli olmustur.

Bolim 3'de indirekt simir eleman y6ntemine drnek olmasi agisindan sonsuz diizlemde
dairesel bogluk ornekleri fiktif gerilme (FSM) ve yer degistirme siireksizligi (DDM)
yontemiyle ¢ozilmiis olup mevcut analitik ¢oziimler ile kargilastirma yapitmstir.
Sonsuz dizlemde eksenel kuvvet ve dairesel boslukta hidrostatik i¢ basing
yiiklemelerinden dogan yer degistirme ve gerilmeler her ii¢ yontem ile de oldukca
yakin bulunmus olup sonuglar Sekil 3.9-12 ve Sekil 3.14-15 de verilmistir. Bu
sekillerden goriildigu gibi boslugun yarigapinin yaklagik iki katina kadarki mesafede,
x ekseninde o,y gerilmeleri, y ekseninde 64 gerilmeleri hizli bir sekilde artmakta iken,
bu mesafeden sonra bosglugun etkisi azalmistir.

Ayrica bu bolimde Sekil 3.16'da verilen eksenel kuvvet etkisindeki yan-sonsuz
duzlemde dairesel boslugun yiizeyden derinliginin etkisi DDM ile incelenmistir. Bu
ornekteki sayisal degerler [19]'dan alinmug olup sonuglar Sekil 3.17-18 de verilmigtir.
Bu sonuglardaki degerlere bakildiginda, boslugun yiizeye yaklagsmasiyla, boslugun
sinirindaki maksimum ve minimum yer degistirmeler artmaktadir. Ayrica yiizeyin
daire merkezine uzakh@mnin, daire yancapina oram (c¢/r) 3.76 olmasi halinde
¢ozumlerin sonsuz diizlem ¢ozimlerine yaklastigt gozlenmigtir. Diger bir ifadeyle,
bosluk yiizeyden uzaklagtikga yari sonsuz diizlem ¢6ziimlerindeki tamamlayict
¢ozimlerin etkisi azalmaktadir. Sekil 3.18 den de gorildigi gibi eksenel yiikleme
durumunda tegetsel yer degigtirmeler -90° ve yaklagik 30° de, normal yer degistirmeler
ise yaklasik -30° ile 60° noktalarinda c¢/r oramndan bagimsiz olmaktadir.

Boliim 4'de indirekt sinir elemanlarda DDM gesitli 6zel durumlar igin uygulanmustir.
Bunlardan iki malzemeli bolge igin Sekil 4.6'da gorildigi gibi, sonsuz dizlemde
hidrostatik i¢ basing etkisi altinda dairesel bogluk 6megi ¢oziilmiis ve [1]'de verilen
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analitik ve FSM ile elde edilen sonuglarla, bu galismada DDM ile elde edilen sonuglar
olduga yakin degerler olarak bulunmustur. Sekil 4.7-8 de wverilen sonuglara
bakildiginda gerek yer degistirmelerde ve gerekse gerilmelerde ikinci bolgede hizli bir
sekilde azalma gozlenmigtir. Ayrica bu drnek Sekil 4.9. daki sistem gozoniine alinarak
ve aym sayisal degerler kullanilarak gesitli ¢/b oranlan igin yar-sonsuz diizlemde
DDM ile ¢éziilmistiir. Burada yiizeydeki gerilmeler ile yer degistirmeler Sekil 4.10-
11 de verilmis olup c/b orammin artmastyla sonuglarin sonsuz diuzlem sonuglarina
yaklagtifi goriilmustir. Bununla beraber yaklagik x=b noktasindan sonra yiizeydeki
Ox gerilmeleri ile yer degistirmeler hizli bir sekilde azalma egilimi gostermistir.

Boliim 4'te ikinci 6zel uygulama olarak, yer degistirme siireksizliginde degme eleman
tammu yapilarak, Sekil 4.12'deki gibi yari-sonsuz diizlemde lineer yayih yiik etkisinde
catlak ve fay hatt1 oregi c¢oziilmistir. Burada fayin catlaga uzakh@inin etkisi
incelenmis olup sonuglar Sekil 4.13-15 de verilmigtir. Fayin gatlaga temas ettigi
noktada, catlagin ucundaki agilma miktan 6nemli bir derecede artmistir. Fayin gatlak
ile cakistig1 noktalarda ise faydaki yer degistirmeler de benzer sekilde artmugtir. Bu
etkilesimlerde yiizeydeki o« gerilmeleri her i¢ durum iginde x=0 noktasinda
maksimum iken, x=100m (x=1) den sonra hizla sifira yaklasmaktadir. Ugiincii zel
uygulama olarak da degme elemanda Mohr-Coulomb kirilma hipotezi kullanilarak
Sekil 4.16'da gorildiigh gibi dairesel bosluk ve fay ornegi ¢ozilmustiir. Bu ornekteki
sayisal degerler [24]'den almmug fay hatti Mohr-Coulomb hipotezini icermesi ve
icermemesi halleri igin DDM ile ¢6ziilmiis ve sonuglar Sekil 4.17'de verilmigtir. S6z
konusu elemandaki kayma uzunlugu, yaklastk boslugun yaricapr kadar olarak elde
edilmis ve s6z konusu kaynakta verilen elastik teorideki kayma uzunluguna oldukc¢a
yakin oldugu gérilmistir.

Béliim 5'te anizotrop ortamda bilinen tekil kuvvet ¢oziimleri yardimiyla elde edilen
dipol ¢oziimleri ve bunlarin yer degistirme sureksizligine es olan kombinasyonlari
kullanlarak yeni elde edilen yer degistirme sureksizligi yontemiyle, fiktif gerilme
yontemi kargillagtinlmigtir. Itk 6rnekte sonsuz dizlemde eksenel yiik etkisinde dairesel
bosluk problemi [1] de verilen FSM sonuglan ile bu ¢alismada elde edilen DDM
sonuglar incelendiginde, bir birine ¢ok yakin gerilmeler elde edilmesine kargin, farkl
yer degistirmeler bulunmustur (Sekil 5.6-8). Burada boslugun yiizeyindeki us ve u,
yer degistirmeleri, x ekseninde oy gerilmeleri ve y ekseninde ok gerilmeleri izotrop
ortamdaki sonuglara benzer gekilde egilim gostermistir. Buna karsin x ekseninde
maksimum oy, gerilmeleri, izotrop ortamda yaklagik 2.1r noktasinda iken, anizotrop
ortamda yaklagik 1.6r noktasinda meydana gelmistir. y eksenindeki oy, gerilmeleri ise
izotrop ortamdakinden tamamen farkhilik gostermistir.
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Béliim 5. ikinci émekte ise benzer yiikleme altinda kare bosluk 6megi iig farkh
malzeme igin her iki yontemle de ¢oziilmiigtiir. Malzeme II (MII), malzeme I (MI)
deki elastisite katsayilarmin 90° donmiis hali ve malzeme IIT (MIII) ise izotrop olarak
gbzoniine almmustir. Kare boslugun genigligi dairesel boslugun c¢api kadar almnug
olup, grafiklerdeki egimler, dairesel bosluk ¢oziimlerindeki grafiklerin egimlerine
benzerlik gostermistir (Sekil 5.10-12). Tlk 6rnege benzer sekilde FSM ile elde edilen
sonuglar ile DDM ile elde edilen sonuglarda, gerilmeler bir birine ¢ok yakm elde
edilmis, buna karsilk yer degistirmeler de ayn1 yakmlik elde edilememistir.

Béliimiin son 6rnegi olarak yart sonsuz diizlemde eksenel yiik ve hidrostatik i¢ basing
etkisi altindaki dairesel bogluk, c/r orami sabit olmak iizere tli¢ farkh malzeme igin
DDM ile ¢ozilerek sonuglar Sekil 5.14,15,16'da  gosterilmistir. Anizotrop
malzemelerde yiizeydeki maksimum oy, gerilimeler, izotrop malzemeye oranla daha
biiyiiktiir.  Ayrica MI de boslugun smurlarmdaki yer degistirmeler, bu yiiklemeler
altmda MlIT'ye gore artmaktadur.

Sonug olarak bu caligmanin amaci anizotrop ortamlarda DDM yontemi, quadripol
¢oziimleri yardimiyla gelistirilmis olup, yontemin etkinligi ve anizotropinin etkisi,
cesitli yiklemeler altinda bogluk,catlak ve fay omekleri g¢ozillerek gosterilmeye
caligtimugtir.

Konuyla ilgili gelecekte yapilabilecek ¢aligmalar:

1- Anizotrop ortamda degme eleman tanimlanmasi,

2- Izotrop ortamdaki degme elemanm sabit araliklarla paralel olmast durumunda enine
izotrop benzesimi yapilarak, anizotrop igin elde edilen denklemlerle tabakali ortam
¢oOziimlerinin elde edilmesi,

3- Yiiksek mertebeden yer degistirme siireksizlik elemanlarmm elde edilmesi,

4- Anizotrop ortamda Mohr-Coulomb hipotezinin kullaniimas,

5-Zemindeki akma ve plastiklesme durumunun gézoniine almmasi,

6- Yontemin kirilma mekaniginde uygulanmasi,

olarak siralanabilirler.

Sonuglarda anizotropinin ¢6ziimlerde gézéniine almmasiyla elde edilen sonuglarn
yorumundan, gerilme ve yer degistirmeler lizerinde anizotropinin etkisinin gézoéniinde
tutulmasmimn gerekli bir faktor oldugu anlagilmaktadir.
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