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ÖZET 

Bu çalışmada, yapıştırıcı ile birleştirilmiş kompozit levhalarda yapıştırıcı/levha ara yüzey 

çatlak problemi sayısal olarak incelenmiştir.  Çatlak ucu gerilme şiddet faktörü Yerdeğiştirme 

Ekstrapolasyon Metodu ile hesaplanmıştır. İzotropik/monoklinik malzeme ara yüzeyindeki 

çatlak ucu yerdeğiştirme ve gerilmeler, malzeme özellikleri ile ilişkili Barnett-Lothe (L, S) 

tensörlerine bağlıdır ve bu tensörler Stroh formülleri kullanılarak, standart özdeğer 

probleminin çözümü ile elde edilir.  Genelleştirilmiş anizotropik malzemeler için geçerli 

elastik rijitlik matrisleri cinsinden Barnett-Lothe tensör ifadeleri kullanılarak, ara yüzey çatlak 

ucu gerilme şiddet faktörünün sayısal çözümü için açık formüller elde edilmiştir. Sayısal 

uygulamada kompozit levhadaki fiber takviye açısının gerilme şiddet faktörü üzerindeki etkisi 

grafik halinde sunulmuştur. 

Anahtar Sözcükler: Arayüzey Çatlak, Gerilme Şiddet Faktörü, Sonlu Elemanlar Metodu, 

Anizotropik malzeme.   

ABSTRACT 

The adhesive/plate interface crack problem in composite plates that are bounded with 

adhesive is numerically investigated in this study. The stress intensity factor at the crack tip is 

calculated by using Displacement Extrapolation Method. The displacements and stresses at 

the crack tip of the interface of the isotropic/anisotropic material are related with Barnett-

Lothe (L, S) tensors that are depended on material characteristics. These tensors are obtained 

by using Stroh formulations and solving standard eigenvalue problem. Formulations are 

obtained for the numerical solution of stress intensity factor at the interface crack tip by using 

the Barnett-Lothe tensors that are defined by means of the stiffness matrices, which are valid 

for the generalized anisotropic materials. The effect of the composite plate’s fiber angle on 

stress intensity factor is graphically presented in numerical application.      

 

Keywords: Interface Crack, Stress Intensity Factor, Finite Element Method, Anisotropic 

Material. 
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1. GİRİŞ 

Günümüzde kompozit malzemelerin kullanımı hızlı bir şekilde artmaktadır. Bu artışa paralel 

olarak kompozit malzemelerin kullanımı sırasında meydana gelecek hasarların incelenmesi de 

büyük bir önem göstermektedir. Geleneksel bağlantı tipi olarak tanımlanan sökülebilir 

mekanik birleştirmeler, yapı içerisinde süreksizlikler oluşturduğu için gerilme yığılmalarına 

neden olur. Birleşme bölgesinde eşit gerilme dağılımını sağlamak amacıyla yapıştırıcı ile 

yapılan birleştirmeler kompozit malzemeler için özellikle tercih edilmektedir. Ancak basınç, 

sıcaklık, uygulama şartları vb. özellikler yapışma kalitesini önemli ölçüde belirleyen 

faktörlerdir. Ayrıca uygun olmayan kullanım şartları ve ortamlar da birleşme mukavemetini 

azaltabilir. Bu durum ise yapışma bölgesinde makro boyutta hasar oluşumlarını tetikler. 

Meydana gelen hasar tipleri; yapıştırıcı/levha arayüzey çatlağı, yapıştırıcı kayma/soyulma 

hasarı, levha delaminasyon hasarı şeklinde genellenebilir.  

Kompozit levha ile yapıştırıcı arasında oluşan çatlak ucundaki gerilme şiddet faktörünün 

hesaplanması, hasar oluşumu tahminlerinde önemli bir rol oynar. Ara yüzey çatlak 

probleminde, takviyeli kompozit levhadaki fiberler çatlak doğrultusu (0o) ve çatlak 

doğrultusuna dik doğrultu (90o) dışında yönlendirilmiş ise malzeme davranışının ortotropik 

yapıdan monoklinik yapıya dönüşmesine neden olur. Dolayısıyla da çatlak ucu yer değiştirme 

ve gerilme bağıntılarının genelleştirilmiş anizotropik malzeme için hesaplanması gerekir. 

Gotoh [1], Clements [2], Willis [3], Bassabi ve Qu [4] ve Wu [5] farklı anizotropik 

malzemeler arasında meydana gelen arayüzey çatlak problemlerini araştırmışlardır [6]. Hwu 

[7] Stroh formüllerini [8] kullanarak aynı problem için çatlak ucu gerilmelerin asimptotik 

çözümünü sunmuştur. Bu konuda analitik çalışmaların zorluğu dikkate alındığında sayısal 

çözüm yöntemlerinin gelişmesine paralel olarak, sonlu elemanlar metodunun kullanıldığı 

araştırmalar da artmıştır. Ikeda ve diğ. [6] genel anizotropik malzemelerde iki boyutlu 

arayüzey çatlak problemi için gerilme şiddet faktörünü virtüel çatlak genişleme metodunu 

kullanarak hesaplamışlardır. Qian ve Sun [9] farklı takviye açılarına sahip kompozit tabakalar 

arasındaki arayüzey çatlak problemini sonlu elemanlar metodunu kullanarak çözmüşlerdir. 

Nagai ve diğ. [10] anizotropik malzemelerde arayüzey üç boyutlu çatlak problemini M 

integral ve yerdeğiştirme ekstrapolasyon metodu ile incelemişlerdir. Penado [11] aniztoropik 

malzemeler için arayüzey çatlak ucu tekil şiddet faktörlerini sayısal ve elastisite çözümlerinin 

birleşimiyle elde etmiştir.  

Bu çalışmada, yapıştırıcı ile tek yüzeyinden birleştirilmiş kompozit levhalarda 

yapıştırıcı/levha ara yüzey çatlak probleminin sayısal çözümü ele alınmıştır. Fiber takviye 

açıları ile çatlak farklı doğrultularda seçilmişlerdir. Bu nedenle de (i) ilk aşamada malzeme 

rijitlik matrisinin çatlak doğrultusuna transformasyon formülleri verilmiştir. Bu durumda artık 

kompozit malzeme davranışı monoklinik, yapıştırıcı ise izotropikdir. İzotropik/monoklinik 

levha ara yüzeyindeki çatlak ucu yerdeğiştirme ve gerilmeler, malzeme özellikleri ile ilişkili 

Barnett-Lothe (L, S) tensörlerine bağlıdır ve bu tensörler Stroh formülleri kullanılarak, 

standart özdeğer probleminin çözümü ile elde edilir.  Ancak genelleştirilmiş anizotropik 

malzemeler için geçerli elastik rijitlik matrisleri cinsinden Barnett-Lothe tensör ifadeleri ilk 

defa Liou ve Sung [12] tarafından elde edilmiştir. Çalışmanın (ii) ikinci aşamasında bu 

formüller yerdeğiştirme ekstrapolasyon metoduna uygulanarak,  yapıştırıcı/kompozit levha 

arayüzey çatlak probleminin sayısal çözümü elde edilmiştir. (iii) Üçüncü aşamada ise; üç 

boyutlu sayısal uygulamada kompozit levhadaki fiber takviye açısının gerilme şiddet faktörü 

üzerindeki etkisi grafik halinde sunulmuştur.  
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2. MATERYAL VE METOD 

2.1 İzotropik ve Monoklinik Malzemeler Arasındaki Arayüzey Çatlak İçin Gerilme 

Şiddet Faktörü 

Farklı anizotropik malzemeler arasındaki arayüzey çatlaktaki gerilme şiddet faktörü Hwu [7] 

tarafından    
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şeklindedir. E Elastisite modülü, v ise Poisson oranıdır.  

Yapıştırıcı/tek tönlü fiber takviyeli kompozit levha arayüzeyinde meydana gelen bir çatlak 

probleminde, eğer kompozit levhadaki fiber doğrultuları gelişigüzel seçilmiş ise (0o < θ < 

90o), 1-2 malzeme asal eksen takımı çatlak doğrultusu ile çakışmaz. Çatlak doğrultusu 

üzerinde kompozit levhadaki *
2S ve L2 matrislerini elde edebilmek için, orthotropik levhanın 

malzeme özellikleri ile ilgili matrisin y = 0 simetri eksenine göre çatlak doğrultusuna 

transform edilmesi gerekir (Şekil 1). Ortotropik malzemeler için şekil değiştirme-gerilme 

bağıntısı 

 

 

Şekil 1. Kompozit ile yapıştırıcı arasında arayüzey kenar çatlağı. 
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şeklinde verilir. Sij (i,j=1,…,6) malzemenin kompliyans katsayıları olup, [S] rijitlik matrisi 

[C]’ye dönüştürülebilir. 
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Global koordinat sistemine göre, döndürülmüş malzeme matrisi 

x 

 y 

  z 1-x*  2-z* 

 y 

  θ 

Malzeme 1 

Yapıştırıcı 

Malzemel 2 

Kompozit levha 

Çatlak ucu 



 

Kaman ve Çetişli   

313 

XVIII. Ulusal Mekanik Kongresi 

T
CCCRRC *                                                                                                             (14) 

olarak tanımlanır. Burada transformasyon matrisi [15] 
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şeklinde tekrar düzenlenmelidir. Bu noktadan sonra ise *
2S  ve L2 matrislerinin monoklinik 

malzemeler için yazılması gerekir. Barnett-Lothe tensörleri, kartezyen koordinatlarda lineer 

elastik malzemeler için denge denklemlerinin kullanılması ile elde edilen 

    0))(( 2  aTpRRpQUa T               (19) 

özdeğer probleminin çözümünden elde edilir. Burada; ][ 11kiCQ  , ][ 21kiCR   ve 

][ 22kiCT  (i,k=1,…,3) olarak tanımlanır. Denklem (19)’un yerdeğiştirme fonksiyonu için 
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şeklinde yazılabilir.  , , i  (i = 0, 1, 2, 3), i (i = 0, 1, 2, 4) ve i (i = 1, 2, 3) ;  
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dir. Benzer şekilde )( kk p  (k =1, 2) ve )( 3p parametreleri 
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şeklinde yazılabilir. )( 3p , )( 3p , )( kp , )( kp (k =1, 2)’ nin açılımları ise  
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dir. Denklem (23)’de, )( 33 pai (i =1, 2, 3)  
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değerlerine eşittir. Monoklinik malzemeler için Denklem (19)’ daki U matrisinin determinantı 

aşağıdaki formu alır. 
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dir.  Denlem (31)’in çözümünden elde edilece kökler iki tiptir. [12, 16]. Tip I için kökler; 

 11 inp  , 22 inp  , 33 inp   )0,0,0( 321  nnn                      (33) 

Tip II için kökler ise 

 111 inmp  , 112 inmp  ,  33 inp                                                         (34) 

şeklindedir. Şimdi Denklem (11) ve (22) kullanılarak [D] ve [W] matrisleri tekrar yazılabilir. 
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Bu noktada ise Denklem (19)’un dışında Denklem (3)’deki başka bir özdeğer probleminin 

çözülmesi ve özvektörlerinin bulunması gerekmektedir. Özvektör matrisi Λ açık formülü 

monoklinik malzemeler için  
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şeklinde verilmiştir [9]. Burada; 
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 )( 2
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 222Dc f                                                                                                                   (38) 

 13211132 DWDWd f   

olarak tanımlanır.  

2.2 Sayısal Metot 

Gerilme şiddet faktörünün hesaplanmasında, yer değiştirme ektrapolasyon metodu 

kullanılmıştır. Farklı anizotropik malzemeler arasında oluşan çatlak için gerilme şiddet 

faktörü, çatlak bölgesi yer değiştirmelerine bağlı olarak [10] 
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şeklinde yazılabilir. Burada Δu, Δv ve Δw ifadeleri -x, -y ve -z doğrultularındaki yer 

değiştirmelerdir (Şekil 2).  
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Şekil 2. Yer değiştirme ekstrapolasyon metodu için çatlak bölgesi sonlu eleman modeli ve 

yerdeğiştirmeler. 

 

Çalışmada çatlak ucu yerdeğiştirmeleri sonlu elemanlar metodu kullanılarak hesaplanmıştır. 

Çatlak yüzeyi boyunca, başlangıçta üst üste çakışan düğümlerin yükleme sonrası oluşan 

deplasman farkları Δu, Δv ve Δw, hesaplanarak, gerilme şiddet faktörünü elde etmek için 

Denklem (39)’da yerine yazılır. Elde edilen gerilme şiddet faktörleri ile hesaplamada 

kullanılan düğümlerin çatlak ucuna olan uzunlukları arasında grafik çizilir. Çatlak ucuna 

yakın bölgede birbirini takip eden üç noktadan elde edilen gerilme şiddet faktörü değerlerine 

doğru çizilerek korelasyon faktörü R2 hesaplanır. Elde edilen doğrulardan R2 değeri 1’e en 

yakın olanı seçilerek, seçilen doğrunun gerilme şiddet faktörü eksenini kestiği değer 

r→0’daki gerilme şiddet faktörü olarak kullanılır [17] (Şekil 3). 

 

Şekil 3. Yerdeğiştirme ekstrapolasyon metoduna göre gerilme şiddet faktörünün r→0’da 

hesaplanması [18]. 

Δa Δa Δa Δa 

      i 

        

j 

 Δvij 

 x (u) 

  y (v) 

Çatlak 

ucu 

Üst 

Malzeme 1 

Yapıştırıcı 

a 

Alt  

Malzeme 2 

Kompozit 

Levha 

    Δuij 

 z (w) 

Gerilme şiddet faktörü 

K (MPa mm ) 

r/a  0 

Gerilme şiddet  

faktörü 

Kr→0 



 

Kaman ve Çetişli   

320 

XVIII. Ulusal Mekanik Kongresi 

3. SAYISAL UYGULAMA 

Tek yüzü yapıştırıcı ile birleştirilmiş kompozit levha bağlantı boyutları Şekil 4’te 

gösterilmiştir. Kompozit ile yapıştırıcı arasında levha genişliği boyunca 3 mm boyunda düz 

bir çatlak olduğu kabul edilmiştir. 2 mm kalınlığa sahip kompozit levha, tek yönlü 

takviyelendirilmiş karbon/epoksiden üretilmiş olup, fiber oryantasyon açısı 0o < θ < 90o 

arasındadır. Karbon/epoksi kompozitin ve yapıştırıcının mekanik özellikleri Tablo 1’de 

verilmiştir. 

 

Şekil 4. Bağlantı boyutları. 

 

Tablo1. Karbon/epoksi kompozit ve yapıştırıcının mekanik özellikleri. 

Malzeme 
E1

* 

(MPa) 

E2, E3 

(MPa) 

G12, G13 

(MPa)  

G23 

(MPa) 

v12, v13 

(-) 

v23  

(-) 

Carbon/Epoksi 

[19] 

145000 10000 7000 3700 0.25 0.5 

Yapıştırıcı 1500 1500 576.923 576.923 0.3 0.3 

*E, G ve v: Sırasıyla malzemelerin Elastisite modülü, Kayma modülü, Poisson 

oranıdır. 

1-fiber doğrultusu, 2-fibere dik doğrultu, 3-kalınlık doğrultusudur. 
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Şekil 5. Problemin sonlu eleman modeli. 

Problemin üç boyutlu sonlu elemanlar modeli Şekil 5’te gösterilmiştir [20]. Kenar çatlağa 

sahip levha, ve yapıştırıcı 20 düğümlü Solid95 eleman tipi kullanılarak modellenmiş olup, 

çatlak ucunda tekil (singular) elemanlar kullanılmıştır. Her iki kompozit levhadaki fiber 

yönlendirmeleri ise levhalarda kullanılan elemanların koordinat sistemlerinin θ’ya göre 

transform edilmesiyle elde edilmiştir [21]. Levha sağ kenarında yerdeğiştirmeler u = v = w = 

0’dır, sol kenarda ise yer değiştirmeler v = w = 0 olup levha P=10 MPa üniform çekme yükü 

etkisi altındadır.  
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           b) KII gerilme şiddet faktörü (MPamm1/2)      c) KIII gerilme şiddet faktörü (MPamm1/2) 

Şekil 6. Levha genişliği boyunca gerilme şiddet faktörünün farklı fiber oryantasyon açıları (θ) 

için değişimi. 

 

Şekil 6’da levha genişliği boyunca (A-B aralığı Şekil 5) çatlak ucu arayüzey gerilme şiddet 

faktörünün değişimi fiber takviye açıları θ=15o, 45o ve 75o için verilmiştir. Fiber takviye 

açısının artmasıyla KI değerinin arttığı görülebilir. Ayrıca fiber yönlendirmesi üzerinde A 

kenarından B kenarına gidildikçe KI gerilme şiddet faktörü azalmaktadır. Ancak bu düşüş 

küçük θ değerleri için daha fazladır. KII ve KIII gerilme şiddet faktörleri KI’ e göre A 

kenarında çok daha küçük değerlerde olup, B kenarında bu fark özellikler küçük θ açılarında 

kapanmaktadır. KII değerleri levha kenarlarında maksimum olup, fiber takviye açısının 

artmasıyla artmaktadır. En büyük KIII değerleri θ=45o için elde edilmiştir ancak bu değerler, 

KI ve KII gerilme şiddet faktörlerinin yanında küçüktür. 

 

Bu çalışmada, yapıştırıcı ile birleştirilmiş kompozit levhalarda ara yüzey çatlak problemi 

sayısal olarak incelenmiştir.  Çatlak ucu gerilme şiddet faktörü Yerdeğiştirme Ekstrapolasyon 

Metodu ile hesaplanmıştır. İzotropik/monoklinik malzeme ara yüzeyindeki çatlak ucu 

yerdeğiştirme ve gerilmeler için, anizotropik malzemeler için geçerli elastik rijitlik matrisleri 

cinsinden Barnett-Lothe tensör ifadeleri kullanılarak açık formüller elde edilmiştir. Sayısal 

uygulamada kompozit levhadaki fiber takviye açısının artmasının gerilme şiddet faktörü 

üzerinde etkili olduğu gösterilmiştir. Çalışma farklı tabakalı kompozitler için üç boyutlu 

delaminasyon problemlerinin sayısal çözümüne de uygulanabilir.  
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