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GENELLES�T_IR_ILM_IS� DAVEY-STEWARTSON S_ISTEM_IN_IN
PATLAMA C� �OZ�UMLER_I: ANAL_IT_IK VE SAYISAL SONUC�LAR

�OZET

Bu tezde, Genelle�stirilmi�s Davey-Stewartson (GDS) sisteminin patlama �c�oz�umlerini
ara�st�rmak i�cin yap�lm��s bir �cal��sman�n analitik ve say�sal sonu�clar� sunulmaktad�r.
GDS sistemi

i ut + �uxx + uyy = � j u j2 u+ 
('1;x + '2;y)u

'1;xx +m2'1;yy + n'2;xy = (j u j2)x
�'2;xx +m1'2;yy + n'1;xy = (j u j2)y;

genelle�stirilmi�s elastik bir malzemeden olu�san sonsuz bir ortamdaki zay�f do�grusal
olmayan dalgalar�n yay�l�m�n� karakterize eden model olarak ortaya �c�km��st�r.
Bu modelde, u(x; y; t) k�sa enine dalgan�n kompleks genli�gidir, '1(x; y; t) ve
'2(x; y; t) reel de�gerli fonksiyonlar�, s�ras�yla, uzun boyuna ve uzun enine dalga
modlar�d�r, x ve y uzaysal koordinatlard�r ve t zamand�r. �; �; 
; �;m1;m2; n
parametreleri (�� 1)(m2 �m1) = n2 ba�g�nt�s�n� sa�glayan reel sabitlerdir. K�ubik
Do�grusal Olmayan Schr�odinger (NLS) denklemi ve Davey-Stewartson (DS) sistemi
yukar�daki sistemin iki iyi bilinen �ozel durumudur. GDS sisteminin �onemli bir
�ozel durumu � = 1, m1 = m2, n = 0 ko�sullar� sa�gland��g� zaman ortaya
�c�kar. Bu �ozel durum Yozla�sm��s Genelle�stirilmi�s Davey-Stewartson (YGDS) sistemi
olarak adland�r�l�r. GDS sistemi (�;m1;m2; �) katsay�lar�n�n i�saretlerine g�ore
s�n�
and�r�l�r. Bu tez �cal��smas�nda, (�;+;+;+) ve (+;+;+;+) i�saretlerine kar�s�l�k
gelen, s�ras�yla, hiperbolik-eliptik-eliptik (HEE) ve eliptik-eliptik-eliptik (EEE)
durumlar� g�oz�on�une al�nm��st�r. D�uzg�un ba�slang��c datas�na sahip bir �c�oz�um�un
herhangi bir normu sonlu zamanda s�n�rs�z oluyorsa, bu �c�oz�um GDS sisteminin
patlama �c�oz�um�u olarak adland�r�l�r.

Bu tez alt� temel sonu�c i�cermektedir. Birinci olarak, HEE durumda, GDS
sisteminin s�ozde-konformal invaryantl��g�n� kullanarak bir analitik patlama �c�oz�um�u
elde edilmi�stir. _Ikinci olarak, EEE durumda, p > 2 i�cin �c�oz�umlerin Lp-normlar�n�n
t ! 1 iken s�f�ra gitti�gi g�osterilmi�stir. �U�c�unc�u olarak, EEE durumda, sonlu
zamanda patlama ve global varl�k hakk�nda yeni sonu�clar sunulmu�s ve bu yeni
sonu�clar�n 
 < 0 durumunda � parametresinin b�ut�un de�gerlerini kapsad��g�
vurgulanm��st�r. D�ord�unc�u olarak, YGDS sisteminin bir do�grusal olmayan
d�on�u�s�um yard�m�yla DS sistemine d�on�u�st�u�g�u g�osterilmi�stir. Be�sinci olarak, GDS
sistemini �c�ozmek i�cin r�olaksasyon say�sal y�ontemi kullan�lm��s ve say�sal �seman�n
patlama olay�n� yakalamakta ba�sar�l� oldu�gu g�ozlenmi�stir. Alt�nc� olarak, GDS
sistemini �c�ozmek i�cin bir di�ger say�sal y�ontem olan split-step Fourier y�ontemi
kullan�lm��s ve, bu y�ontemin r�olaksasyon y�ontemi ile kar�s�la�st�r�lmas�ndan, split-step
y�onteminin hesaplama zaman� a�c�s�ndan r�olaksasyon y�onteminden daha etkin
oldu�gu bulunmu�stur.
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Tez, kendi i�cinde b�ut�unl�ukl�u, alt� b�ol�umden olu�sur. Her bir b�ol�um�un i�ceri�gi
a�sa�g�da verilmi�stir. B�ol�um 1, dispersif do�grusal olmayan dalga denklemlerinin
patlama �c�oz�umleri konusuna bir genel giri�stir. B�ol�um 2, NLS denklemi, DS sistemi
ve GDS sistemine k�sa, genel, �ogretici bir bak��s sunar. Bu do�grusal olmayan
dalga denklemlerinin tamam� i�cin, k�utlenin korunumuna, enerjinin korunumuna
ve momentumun korunumuna kar�s�l�k gelen korunum yasalar� Noether teoremi
yard�m�yla t�uretilmi�stir. B�ol�um 3'de, GDS sisteminin HEE ve EEE durumlar�
i�cin, sonlu zamanda patlamayla ilgili yeni analitik sonu�clar sunulmu�stur. GDS
sisteminin HEE durumunda, ilk olarak GDS sistemi i�cin bir �ol�cek d�on�u�s�um�u
tan�t�lm��s ve bu d�on�u�s�ume kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�uk elde edilmi�stir. Daha
sonra, literat�urde DS sistemi i�cin verilmi�s s�ozde-konformal d�on�u�s�um GDS sistemine
geni�sletilmi�s ve bu d�on�u�s�ume kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�uk Noether teoremi
kullan�larak elde edilmi�stir. Son olarak, s�ozde-konformal d�on�u�s�um �uzerine in�sa
edilmi�s bir analitik patlama �c�oz�um�u iki farkl� yakla�s�m kullan�larak elde edilmi�stir.
GDS sisteminin EEE durumunda, tekillik olu�sumu ve global varl�k hakk�nda yeni
analitik sonu�clar sunulmu�stur. GDS sisteminin �c�oz�umlerinin asimptotik davran��s�
incelenmi�s ve p > 2 i�cin �c�oz�umlerin Lp normlar�n�n zamanda s�f�ra yak�nsad��g�
ispatlanm��st�r. Bundan ba�ska, YGDS sistemi DS sistemine d�on�u�st�ur�ulerek, YGDS
sisteminin d�uzg�un ba�slang��c datas�na sahip sonlu zamanda patlayan �c�oz�umlerinin
mevcut oldu�gu g�osterilmi�stir. B�ol�um 4'de, GDS sisteminin yakla�s�k �c�oz�umlerini
elde etmek i�cin r�olaksasyon say�sal y�ontemi kullan�lm��st�r. Say�sal �sema, GDS ve
YGDS sistemleri i�cin verilmi�s analitik sonu�clar kullan�larak, test edilmi�s ve patlama
olay�n� yakalamada ba�sar�l� oldu�gu bulunmu�stur. B�ol�um 5'de, GDS sistemini
�c�ozmek i�cin split-step Fourier say�sal y�ontemi kullan�lm��st�r. Say�sal deneyler,
split-step y�onteminin r�olaksasyon y�ontemine k�yasla sadece daha h�zl� de�gil daha
do�gru da oldu�gunu g�ostermektedir. B�ol�um 6, sonu�clar�n k�sa bir �ozetini ve gelecek
i�cin �cal��sma �onerilerini kapsamaktad�r.
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BLOW-UP SOLUTIONS OF THE GENERALIZED
DAVEY-STEWARTSON SYSTEM: ANALYTICAL AND

NUMERICAL RESULTS

SUMMARY

This thesis presents the analytical and numerical results of a study conducted to
investigate blow-up solutions of the generalized Davey-Stewartson (GDS) system.
The GDS system

i ut + �uxx + uyy = � j u j2 u+ 
('1;x + '2;y)u

'1;xx +m2'1;yy + n'2;xy = (j u j2)x
�'2;xx +m1'2;yy + n'1;xy = (j u j2)y

arises as a model for the propagation of weakly nonlinear waves in a bulk medium
composed of an elastic material with couple stresses. In this model, u(x; y; t) is the
complex amplitude of the short transverse wave mode, the real-valued functions
'1(x; y; t) and '2(x; y; t) are the long longitudinal and long transverse wave modes,
respectively, x and y are the spatial coordinates and t is the time. The parameters
�; �; 
; �;m1;m2; n are real constants that satisfy the relation (��1)(m2�m1) = n2.
The cubic nonlinear Schrodinger (NLS) equation and the Davey-Stewartson (DS)
system are two well-known special cases of the above system. An important special
case of the GDS system occurs when � = 1, m1 = m2, n = 0. It is called
the degenerate generalized Davey-Stewartson (YGDS) system. The GDS sytem is
classi�ed according to the signs of (�;m1;m2; �). The hyperbolic-elliptic-elliptic
(HEE) and elliptic-elliptic-elliptic (EEE) cases, corresponding to ({,+,+,+) and
(+,+,+,+), respectively, are considered in this thesis study. A solution of the GDS
system with smooth initial data is said to be a blow-up solution if some norm of
the solution becomes unbounded in �nite time.

There are six main results in this thesis. First, in the HEE case an explicit blow-up
solution is obtained using the pseudo-conformal invariance of the GDS system.
Second, in the EEE case it is shown that for p > 2 the Lp-norms of the solutions
decay to zero as t!1. Third, in the EEE case, new results about global existence
and blow-up in �nite time are presented and it is emphasized that these new results
cover the whole parameter range for � when 
 < 0. Fourth, it is shown that
the YGDS system reduces to the DS system through a nonlinear transformation.
Fifth, the relaxation numerical method is used to solve the GDS system and it is
observed that the numerical scheme is successful in detecting blow-up phenomena.
Sixth, the split-step Fourier method is another numerical method used for solving
the GDS system and a comparison with the relaxation method shows that it is
computationally more e�cient than the relaxation method.

The thesis is organized in six relatively self-contained chapters. Details of each
chapter are given as follows. Chapter 1 is a general introduction to the subject of
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blow-up solutions of nonlinear wave equations with dispersion. Chapter 2 gives a
brief tutorial overview of the NLS equation, the DS system and the GDS system.
For all of these nonlinear wave equations, the conservation laws corresponding to
the conservation of mass, the conservation of momentum and the conservation
of energy are derived with the help of Noether's theorem. In Chapter 3, new
analytical results related to blow-up in �nite time for the HEE and EEE cases
of the GDS system are presented. In the HEE case of the GDS system, �rst, a
scale transformation is introduced for the GDS system and the conserved quantity
corresponding to this transformation is obtained. Next, the pseudo-conformal
transformation given for the DS system in the literature is extended to the GDS
system and the conserved quantity corresponding to this transformation is obtained
using Noether's theorem. Finally, an explicit blow-up solution based on the
pseudo-conformal transformation is obtained using two di�erent approaches. In
the EEE case of the GDS system, new analytical results about global existence
and singularity formation are presented. Asymptotic behavior of the solutions of
the GDS system is investigated and it is proved that for p > 2 the Lp-norms of
the solutions converge to zero in time. Moreover, it is shown, by transforming
the YGDS system into the DS system, that the YGDS system has solutions that
blow-up in �nite time from smooth initial data. In Chapter 4, the relaxation
numerical method is used to obtain approximate solutions of the GDS system. The
numerical scheme is tested using the analytical results given for the GDS system
and the YGDS system and is found to exhibit promising performance in detecting
blow-up phenomena. In Chapter 5, the split-step Fourier numerical method is
used to solve the GDS system. Numerical experiments show that the split-step
method is not only faster but more accurate than the relaxation method. Chapter
6 contains a brief summary of the results and also covers suggestions for future
work.
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1. G_IR_IS�

Do�grusal olmayan dalga denklemleri ak��skanlar dinami�gi, kat� hal �zi�gi, plazma

�zi�gi ve optik gibi �zi�gin bir �cok farkl� alan�nda dalga yay�l�m�n� modelleyen

denklemler olarak ortaya �c�kmaktad�rlar. Bu nedenle son y�llarda hem

�zik�cilerin hem de matematik�cilerin �ce�sitli a�c�lardan ilgisini �cekmektedirler. Dalga

yay�l�m�n�n lineer ve lineer olmayan �seklinde s�n�
and�r�lmas�n�n yan�nda bir

di�ger s�n�
and�r�lmas� da hiperbolik (dispersif olmayan) dalga ve dispersif dalga

s�n�
and�rmas�d�r [1]. Hiperbolik dalga tan�m�, dalga denkleminin �c�oz�um�unden

ba�g�ms�z olup, matematiksel olarak hiperbolik k�smi t�urevli diferansiyel denklem

ile tan�mlanabilen dalgalar i�cin kullan�l�r. Dispersif dalga tan�m� ise, denklem tipi

yerine �c�oz�um�un formu �uzerine in�sa edilen bir tan�md�r. Dispersif dalgalar faz

h�z�n�n dalga say�s�na ba�gl� oldu�gu dalgalar, yani farkl� dalga say�lar�na kar�s�l�k

gelen dalga modlar�n�n farkl� h�zlarda yay�ld��g� dalgalard�r. B�oylece, do�grusal

olmayan etkiler dalgan�n dikle�smesine neden olurken dispersif etkiler dalgan�n

da�g�lmas�na neden olacakt�r. Zay�f do�grusal olmayan baz� dalga denklemlerinin

soliton ad� verilen ve dispersiyon ve do�grusal olmayan etkilerin dengelenmesi sonucu

olu�san �cok �ozel dalga �c�oz�umlerine sahip oldu�gu bilinmektedir. Soliton �c�oz�umleri

uzayda lokalize olmu�s, sabit h�zla yay�lan ve �seklini koruyan dalgalar� g�osterir.

Bu dalgalar�n en �onemli �ozelli�gi �carp��smalar sonucunda h�z ve �sekillerinde bir

de�gi�siklik olmamas�d�r. Soliton �c�oz�umlerine sahip zay�f do�grusal olmayan dalga

denklemlerinin en basit olanlar� ve ayn� zamanda en �cok bilinenleri Korteweg-de

Vries (KdV) denklemi ve Do�grusal Olmayan Schr�odinger (NLS) denkleminin bir

boyutlu ve k�ubik do�grusal olmayan terim i�ceren halidir. KdV denklemi zay�f

dispersif bir ortamda yay�lan uzun dalgalar�n yay�l�m�n� karakterize eden denklem

olarak ortaya �c�karken, bir boyutlu NLS denklemi kuvvetli dispersif bir ortamda

yay�lan k�sa dalgalar�n (kompleks) genliklerinin de�gi�simini tan�mlayan denklem

olarak ortaya �c�kar.
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Bir boyutlu k�ubik Do�grusal Olmayan Schr�odinger denklemi i�cin tan�mlanm��s

ba�slang��c-de�ger problemi, yeteri kadar h�zl� bir �sekilde azalan d�uzg�un bir ba�slang��c

datas� i�cin global olarak iyi tan�ml�d�r [2, 3]. Ancak bu denklemin iki uzay

boyutuna geni�sletilmesi olan ve �ozellikle do�grusal olmayan optik gibi alanlarda

uygulama bulan iki boyutlu k�ubik NLS denklemi i�cin ayn� durum ge�cerli de�gildir.

Bu denklemin eliptik hali i�cin, ba�slang��c datas�n�n uygun bir normunun yeteri

kadar b�uy�uk olmas� halinde, do�grusal olmayan etkilerin dispersif etkilerden daha

bask�n olmas� sonucu, �c�oz�umlerinin dikle�sece�gi ve s�n�rs�z b�uy�ume sonucu sonlu bir

zamanda tekilli�gin ortaya �c�kaca�g� bilinmektedir [2]. _Iki boyutlu NLS denkleminin

tan�mlad��g� �ziksel b�uy�ukl�ukler s�n�rs�z olamayaca�g� i�cin, bunun anlam� tekillik

civar�nda iki boyutlu NLS denkleminin ge�cerlili�ginin kalmayaca�g� ve bu denklemin

yerine yeni bir denklemin yaz�lmas� gerekti�gidir. Bu yeni denklem ba�slang��cta zay�f

ama �c�oz�um dikle�stik�ce katk�s� giderek artan ek �ziksel katk�lar, �orne�gin dissipasyon

veya daha kuvvetli dispersiyon gibi, i�cerecek ve b�oylece tekillik olu�sumunu

engelleyebilecektir. D�uzg�un ba�slang��c ko�sullar�na sahip bir �c�oz�um�un sonlu zamanda

tekilli�ge sahip olmas�n�n, yani patlamas�n�n, en basit �orne�gini i�ceren iki boyutlu

NLS denklemi bu �ozelli�gi nedeniyle �cok say�da matematik�cinin ilgisini �cekmi�stir.

Bu do�grultuda yap�lan ara�st�rmalar sonucunda eliptik NLS denkleminin do�grusal

olmayan teriminin katsay�s�ndaki parametre cinsinden ba�slang��c-de�ger probleminin

global olarak iyi tan�ml� oldu�gu veya sonlu zamanda patlama �c�oz�umlerine sahip

oldu�gu parametre aral�klar� belirlenmi�stir. Bu tez �cal��smas� a�c�s�ndan ilgin�c olan

nokta bu aral�klar�n s�ozkonusu parametre cinsinden b�ut�un de�gerleri kapsamas�,

yani global varl�k ve sonlu zamanda patlaman�n ge�cerli oldu�gu aral�klar aras�nda

veya bu aral�klar d��s�nda herhangi bir bo�slu�gun olmamas�d�r.

Benzer bir durum, yine su dalgalar� ve do�grusal olmayan optik gibi bir�cok alanda

ortaya �c�kan ve d�uzlemde bir k�sa dalga ile bir uzun dalgan�n etkile�simini karakterize

eden DS sistemi i�cin de ge�cerlidir [2]. DS sistemi, iki denklemi birbirine ba�glayan

terimler bir an i�cin ihmal edildi�ginde, iki boyutlu k�ubik NLS denklemi ve bir lineer

ikinci mertebe k�smi t�urevli diferansiyel denklemden olu�sur. Bu iki denklemden

birinin hiperbolik di�gerinin eliptik oldu�gu durumda yani hiperbolik-eliptik (HE)

ve eliptik-hiperbolik (EH) durumlar�nda, DS sisteminin soliton �c�oz�umlerine sahip

oldu�gu bilinmektedir. Ancak gerek HE durumda gerekse eliptik-eliptik (EE)
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durumda parametrelerin de�gerlerine ba�gl� olarak DS sisteminin sonlu zamanda

patlayan �c�oz�umlere sahip oldu�gu g�osterilmi�stir. HE durumunda, DS sisteminin

s�ozde-konformal d�on�u�s�um olarak adland�r�lan bir �ozel d�on�u�s�um alt�nda invaryant

kalmas� kullan�larak, ve belirli parametre de�gerleri i�cin, bir analitik patlama

�c�oz�um�u elde edilmi�stir [4]. EE durumunda ise, yine iki boyutlu k�ubik NLS

denkleminde oldu�gu gibi, Cauchy probleminin global olarak iyi tan�ml� oldu�gu ve

patlama �c�oz�umlerine sahip oldu�gu parametre aral�klar� belirlenmi�stir [2]. Bu tez

�cal��smas� a�c�s�ndan ilgin�c olan nokta, NLS denkleminde oldu�gu gibi, bu aral�klar�n

birle�siminin b�ut�un reel ekseni kapsamas�d�r.

Fizik ve m�uhendisli�gin de�gi�sik alanlar�nda s�urd�ur�ulen ara�st�rmalar�n sonucu

olarak, yeni baz� �ziksel etkileri katmak i�cin gerek NLS denklemine gerekse DS

sistemine baz� yeni terimler ilave edilmesi ve hatta bazen de yeni denklemler

ilave edilmesi g�undeme gelmi�stir. Yak�n bir zamanda, genelle�stirilmi�s elastik bir

malzemeden olu�san sonsuz bir elastik d�uzlemde yay�lan iki uzun dalga ile bir k�sa

enine dalgan�n etkile�simi incelenmi�s ve bu etkile�simin, �simdiki tez �cal��smas�nda

Genelle�stirilmi�s Davey-Stewartson (GDS) sistemi olarak adland�r�lacak bir denklem

sistemi ile modellenebilece�gi g�osterilmi�stir [5]. Burada k�sa dalga esas olarak

bir enine dalga iken, iki uzun dalgadan biri enine dalga di�geri boyuna

dalgad�r. Bu yeni sistem �u�c denklemden olu�smakta ve bir NLS denklemi

tipinde olan denklem, esas olarak, k�sa dalgan�n kompleks genli�ginin de�gi�simini

tan�mlamaktad�r. Bu �u�c denklem aras�ndaki ba�glant�y� sa�glayan terimler ihmal

edildi�ginde, esas olarak uzun dalgalar�n de�gi�simini tan�mlayan di�ger iki denklem

iki ba�glant�l� diferansiyel denkleme indirgenir. GDS sistemi parametrelerinin

i�saretlerine ba�gl� olarak s�n�
and�r�lm��s ve eliptik-eliptik-eliptik (EEE) olarak

adland�r�lan bir durumda global varl�k ve sonlu zamanda patlama a�c�lar�ndan

incelenmi�stir [6]. Bu inceleme sonucunda global varl�k ve sonlu zamanda patlama

i�cin parametreler �uzerine getirilen k�s�tlamalar�n, DS sisteminden farkl� olarak,

parametrelerin b�ut�un de�gerlerini kapsamad��g� g�ozlenmi�stir. Bu durum, yani global

varl�k ve sonlu zamanda patlama a�c�lar�ndan hi�cbir sonucun elde edilemedi�gi

parametre aral�klar�n�n bulunmas� a�c�k bir problem olarak ara�st�r�c�lar�n dikkatine

sunulmu�stur.
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Bu tez �cal��smas�n�n ama�clar�ndan biri, yukar�da belirtilen ve bir sonu�c elde

edilemeyen parametre aral�klar�nda global varl�k ve sonlu zamanda patlama

a�c�lar�ndan ne oldu�gunu gerek analitik gerekse say�sal teknikler kullanarak ortaya

�c�karmak ve bu do�grultuda m�umk�unse belirsizlik aral�klar�n� tamamen kald�rmak

ve e�ger bu m�umk�un de�gilse en az�ndan aral�klar� k�u�c�ultmektir. Tez �cal��smas�n�n

di�ger bir amac�, hiperbolik-eliptik-eliptik (HEE) olarak adland�r�lan durumda,

DS sistemi i�cin yap�ld��g� gibi, s�ozde-konformal d�on�u�s�um yard�m�yla bir analitik

patlama �c�oz�um�u in�sa etmektir. Tez �cal��smas�, ayr�nt�lar� ileride verilece�gi �uzere,

her iki amac�na da hemen hemen tamamen ula�sm��s durumdad�r.

Tez �cal��smas�nda sunulan yeni analitik sonu�clar, literat�urde sunulan baz� �cal��smalar�

temel alarak elde edilmi�stir. DS sistemi i�cin [4]'de uygulanan yakla�s�m GDS

sistemine geni�sletilmi�s ve, s�ozde-konformal d�on�u�s�um yard�m�yla, HEE durumunda

GDS sistemi i�cin bir analitik patlama �c�oz�um�u elde edilmi�stir. EEE durumunda ise,

GDS sistemi i�cin tan�ml� Cauchy probleminin �c�oz�um�un�un global varl��g� ve sonlu

zamanda patlamas� ile ilgili olarak [6]'da verilen iki ayr� teoremin ispatlar� esas

al�narak, yeni parametre aral�klar� elde edilmi�s ve global varl�k ve sonlu zamanda

patlama i�cin verilen ko�sullar�n en az�ndan baz� durumlarda bo�sluk i�cermedi�gi ve

e�ger bo�sluk i�ceriyorsa da bu bo�sluklar�n literat�urde sunulanlardan daha k�u�c�uk

oldu�gu g�osterilmi�stir.

Tez �cal��smas�nda sunulan say�sal sonu�clar iki farkl� say�sal y�ontem, split-step

ve r�olaksasyon y�ontemleri kullan�larak elde edilmi�stir. Literat�urde DS sistemini

say�sal olarak �c�ozmek i�cin kullan�lm��s bu iki y�ontem [7, 8], bu tez �cal��smas�nda

GDS sistemine geni�sletilmi�s ve yap�lan say�sal deneyler sonucunda bulunan say�sal

sonu�clarla analitik sonu�clar�n tam bir uyum i�cerisinde oldu�gu g�ozlenmi�stir. Ayr�ca,

bir sonlu fark �semas� olmas� nedeniyle esas olarak "lokal" bir y�ontem olan

r�olaksasyon y�ontemi ile bir Fourier spektral �semas� olmas� nedeniyle esas olarak

bir "global" y�ontem olan split-step y�onteminin tamamen farkl� yap�lar�na ra�gmen

benzer say�sal sonu�clar verdi�gi tespit edilmi�stir. GDS sistemini �c�ozmek i�cin bu iki

say�sal y�ontemin se�cilmesindeki di�ger nedenler ileride ayr�ca belirtilecektir.

Tez �cal��smas�n�n di�ger b�ol�umlerinin i�cerikleri a�sa�g�daki gibidir. B�ol�um 2'de NLS

denklemi, DS sistemi ve GDS sistemi tan�t�lacakt�r. Daha sonra, bu denklemler
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i�cin k�utlenin korunumu, enerjinin korunumu ve momentumun korunumuna kar�s�l�k

gelen korunum yasalar� Noether teoremi yard�m�yla yeniden t�uretilecektir. Son

olarak, bu dalga denklemlerinin patlama �c�oz�umleri ve patlama ko�sullar� i�cin

bilinenler k�saca �ozetlenecektir.

B�ol�um 3'de GDS sisteminin HEE ve EEE halleri i�cin yeni baz� analitik sonu�clar

verilecektir. _Ilk olarak, GDS sistemi i�cin bir �ol�cek d�on�u�s�um�u tan�t�lacakt�r.

Bu �ol�cek d�on�u�s�um�une kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�uk elde edilecek ve varyans

�ozde�sli�gi ile aras�ndaki ili�ski �uzerinde durulacakt�r. Daha sonra, literat�urde NLS

denklemi ve DS sistemi i�cin sunulmu�s s�ozde-konformal d�on�u�s�umler tan�t�lacakt�r.

DS sistemi i�cin verilen s�ozde-konformal d�on�u�s�um GDS sistemine geni�sletilecek

ve bu d�on�u�s�um ile ilgili korunan b�uy�ukl�uk iki farkl� y�ontem kullan�larak elde

edilecektir. Son olarak, s�ozde-konformal d�on�u�s�um yard�m�yla, ayn� analitik

patlama �c�oz�umleri iki farkl� yakla�s�m kullan�larak elde edilecektir. GDS sisteminin

EEE hali i�cin, ilk olarak, literat�urde verilen patlama ko�sullar� ifade edilecek ve daha

sonra yeniden t�uretilen iyile�stirilmi�s patlama ko�sullar� verilecektir. Bu b�ol�umde

son olarak, GDS sisteminin belirli bir k�umeden se�cilen �c�oz�umlerinin zaman i�cinde

asimptotik davran��s� incelenecek ve �c�oz�umlerin Lp normlar�n�n p > 2 i�cin s�f�ra

gitti�gi g�osterilecektir.

B�ol�um 4'de ise, GDS sistemini olu�sturan denklemlere farkl� zaman ad�mlar�nda

yakla�sarak, nonlineer terimleri hesaplama rahatl��g� sa�glayan r�olaksasyon say�sal

y�ontemi GDS sistemini �c�ozmek i�cin kullan�lm��st�r. _Ilk olarak, r�olaksasyon �semas�

iki boyutlu NLS denklemi ve DS sistemi i�cin tan�t�lm��s ve �sema ve bilgisayar

program� literat�urde verilen sonu�clar ile kar�s�la�st�rarak do�grulanm��st�r. Daha sonra,

r�olaksasyon y�ontemi GDS sistemine geni�sletilmi�stir. Say�sal �sema GDS sisteminin

EEE ve HEE halleri ve GDS sisteminin bir �ozel hali olan Yozla�sm��s Genelle�stirilmi�s

Davey-Stewartson (YGDS) sistemi i�cin verilen analitik sonu�clar ile test edilmi�s ve

say�sal �seman�n patlama olay�n� yakalamakta ba�sar�l� oldu�gu g�ozlenmi�stir.

B�ol�um 5'de, GDS sistemi i�cin tan�ml� ba�slang��c-de�ger problemini alt problemlere

ayr��st�rarak, orijinal problemin �c�oz�um�une alt problemlerin ard��s�k olarak

�c�oz�ulmesiyle yakla�san split-step y�ontemi GDS sistemini �c�ozmek i�cin kullan�lm��st�r.

_Ilk olarak, split-step y�ontemi iki boyutlu NLS denklemi i�cin tan�t�lm��st�r. NLS
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denklemi i�cin split-step y�onteminin zamanda birinci mertebe ve ikinci mertebe

yakla�s�mlar�na kar�s�l�k gelen algoritmalar� verilmi�stir. Say�sal �semalar�n ve

bilgisayar programlar�n�n do�grulu�gunu test etmek i�cin, baz� �ornek problemler i�cin

hesaplanan patlama zamanlar� literat�urde verilmi�s sonu�clarla kar�s�la�st�r�lm��st�r.

Daha sonra, split-step y�ontemi DS sistemine uygulanm��s ve y�ontemin zamanda

birinci ve ikinci mertebe olan yakla�s�mlar� sunulmu�stur. Say�sal �semalar�n

do�grulu�gu DS sisteminin EE ve HE halleri i�cin verilmi�s patlama zamanlar� ile ilgili

sonu�clarla kar�s�la�st�rma yaparak do�grulanm��st�r. Son olarak, split-step y�ontemi

GDS sistemine geni�sletilmi�stir. Say�sal �sema hem GDS sisteminin EEE, HEE

halleri ve YGDS sistemi i�cin literat�urde verilen analitik sonu�clar ile hem de B�ol�um

4'de r�olaksasyon y�ontemi yard�m�yla elde edilen say�sal sonu�clar ile test edilmi�stir.

B�ol�um 6'da, sonu�clar�n genel bir de�gerlendirmesi yap�lm��s ve gelecekte �cal��s�lmas�

d�u�s�un�ulen konular sunulmu�stur.

Son olarak, do�grusal olmayan dalga denklemlerinin patlama �c�oz�umleri hakk�nda

�cok say�da makalenin yay�nland��g�n� ve bunlar�n tamam�n� kapsayan bir inceleme

yaz�s�n�n bu tez �cal��smas�n�n �cer�cevesi i�cerisinde d�u�s�un�ulmedi�gini, burada kaynak

olarak verilen makalelerin tez �cal��smas� ile ilgili yak�ndan ilgili olan makaleler

oldu�gunu belirtmek uygun olacakt�r.
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2. GENELLES�T_IR_ILM_IS� DAVEY-STEWARTSON (GDS) S_ISTEM_I

2.1 Giri�s

Bu b�ol�umde, tez boyunca ele al�nacak olan do�grusal olmayan dalga denklemleri,

NLS denklemi, DS sistemi ve GDS sistemi, tan�t�lacakt�r. Ele al�nan denklemlerin

baz� analitik �ozellikleri ifade edilecek ve k�utlenin korunumu, enerjinin korunumu

ve momentumun korunumuna kar�s�l�k gelen korunum yasalar� Noether teoremi

yard�m�yla yeniden t�uretilecektir. Ayr�ca, bu denklemlerin patlama �c�oz�umleri ve

patlama ko�sullar� i�cin literat�urde bilinenler k�saca �ozetlenecektir.

S�imdiki Giri�s altb�ol�um�un�u bitirmeden �once, bu ve bundan sonraki b�ol�umlerde

kullan�lacak baz� tan�mlar� vermek uygun olacakt�r: 1 < p < 1 olmak

�uzere
Z
Rn
ju(x)jpdx < 1 ko�sulunu sa�glayan u : R

n ! R (veya C) �ol�c�ulebilir

fonksiyonlar�n�n olu�sturdu�gu Lp(Rn) uzay� i�cin norm

jjujjLp(Rn) = (
Z
Rn
ju(x)jpdx)1=p <1

ile tan�mlan�r.

�1; �2 pozitif tamsay�lar olmak �uzere, � = (�1; �2) �coklu indisin mertebesi

j � j= �1 + �2

ile hesaplan�r. Verilen bir � �coklu indisi i�cin D�u(x) t�urevi

D�u(x) =
@j�ju(x)

@x�11 @x
�2
2

ile tan�mlan�r. m > 0 ve 1 � p � 1 iken

Wm;p(R2) = fu 2 Lp(R2) : D�u 2 Lp(R2); 8 j � j� mg;

uzay� Sobolev uzay� olarak adland�r�l�r. Bu uzaydaki norm ise,

kukm;p =
X
j�j�m

kD�ukLp
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ile verilir. p = 2 olmas� durumunda Sobolev uzaylar� Hm(R2) ile g�osterilir [9]:

Hm(R2) = Wm;2(R2):

Schwartz uzay� ise x� = x1
�x2

� olmak �uzere

S = fu 2 C1(R2) : lim
jxj!1

j x�D�u(x) j= 0; 8�; � �coklu indis i�cing

�seklinde tan�mlan�r [9]. Bu uzay test fonksiyonlar� uzay� olarak da adland�r�l�r.

S 0 dual uzay� ise distrib�usyonlar ya da genelle�stirilmi�s fonksiyonlar uzay� ad�n�

al�r [9]. Son olarak, kompleks e�sleni�gi g�ostermek i�cin � sembol�un�un kullan�ld��g�

belirtilmelidir.

2.2 Do�grusal Olmayan Schr�odinger denklemi

NLS denklemi genel halde

i ut +�u+ �juj 2�u = 0; t > 0; x = (x1; x2; :::xd) 2 R
d (2.1)

�seklinde verilen bir do�grusal olmayan k�smi t�urevli diferansiyel denklemdir. Burada

u fonksiyonu uzaysal koordinatlar�n ve t zaman�n�n kompleks de�gerli bir fonksiyonu

olup, � ve � reel parametrelerdir. Ayr�ca i =
p�1 olup, � operat�or�u d boyutlu

uzayda Laplace operat�or�un�u g�ostermektedir. NLS denklemi ak��skanlar dinami�gi,

plazma �zi�gi, do�grusal olmayan optik gibi �zi�gin bir�cok alan�nda kar�s�m�za

�c�kmaktad�r. �Orne�gin bir uzay boyutu i�cin, NLS denklemi kuvvetli dispersif

bir ortamda yay�lan zay�f do�grusal olmayan dalgalar�n genlik modulasyonunu

karakterize eden denklem olarak ortaya �c�km��st�r [10]. _Iki uzay boyutu i�cin,

k�r�lma indeksi elektromanyetik alan�n genli�ginin fonksiyonu ile orant�l� olan bir

elektromanyetik alanda ��s�nlar�n yay�l�m�n� karakterize eden denklem olarak ortaya

�c�km��st�r [11, 12]. �U�c uzay boyutu i�cin, Langmuir dalgalar�n�n Zakharov modelinin

limit durumu olarak t�uretilmi�stir [13].

NLS denklemini

L =
i

2
(u�ut � uu�t )� j ru j2 +

�

� + 1
j u j 2�+2 (2.2)

Lagrange yo�gunluk fonksiyonuna kar�s�l�k gelen Euler-Lagrange denklemi olarak

t�uretmek m�umk�und�ur. Bir boyutlu k�ubik NLS denklemi ters sa�c�lma tekni�gi

8



anlam�nda tamamen integre edilebilir bir denklemdir [14]. Bu sebeple, jxj ! 1
iken u fonksiyonunun ve t�urevlerinin yeterince h�zla s�f�ra gitti�gi varsay�m� alt�nda,

bir boyutlu k�ubik NLS denkleminin �c�oz�umlerinin sonsuz say�da korunum yasas�n�

sa�glad��g� bilinmektedir. E�ger, (2.1) denklemi u� ile �carp�l�r, sonu�c denklemin

e�sleni�gi al�n�r, bulunan iki denklem taraf tarafa �c�kar�l�r ve elde edilen denklem

R
d �uzerinde integre edilirse, NLS denkleminin �c�oz�umlerinin

I1(t) =
Z
Rd
ju(x; t)j2 dx = I1(0) (2.3)

korunum yasas�n� sa�glad��g� g�osterilir. Bu �sekilde direkt hesaplama y�ontemi ile NLS

denkleminin sa�glad��g� daha kar��s�k korunum yasalar�n� bulmak olduk�ca zordur. Bu

sebeple d�uzg�un �c�oz�umler i�cin daha sistematik bir yakla�s�m uygulanmas�na izin

veren Noether teoreminden yararlan�lacakt�r.

Noether teoremi k�saca �su �sekilde ifade edilebilir: E�ger bir varyasyonel problem bir

d�on�u�s�um ailesi alt�nda invaryant kal�yor ise, bu varyasyonel probleme kar�s�l�k gelen

Euler denklemi bir korunum yasas� �seklindedir. S�imdi, x0; x1; :::; xd �seklinde (d+1)

ba�g�ms�z de�gi�sken, bu ba�g�ms�z de�gi�skenlerin u1; u2; :::; um �seklinde m bilinmeyen

fonksiyonunu ve bu fonksiyonlar�n birinci mertebe k�smi t�urevlerini i�ceren bir

Jfu1; u2; :::; umg
=
Z
Rd+1

F (x0; x1; :::; xd; u1; u2; :::; um; u1;x0 ; u1;x1 ; :::; u1;xd ; :::; um;xd)dx0dx1:::dxd

fonksiyoneli i�cin Noether teoremi ifade edilecektir. Ancak sunumda sadelik

sa�glamak amac�yla u = (u1; :::; um) ve x = (x0; x1; x2; :::; xd) notasyonlar�

kullan�lacak, ayr�ca dx0dx1dx2:::dxd ifadesi dx ile g�osterilecektir.

Noether Teoremi: ([15], sayfa 177)

E�ger

Jfug =
Z
D
F (x; u;ru)dx

fonksiyoneli bir D key� b�olgesi i�cin

x0i = �i(x; u;ru; �) � xi + �'i(x; u;ru) (i = 0; 1; 2; :::d)

u0j = 	i(x; u;ru; �) � uj + � j(x; u;ru) (j = 1; 2; :::m)

d�on�u�s�um ailesi alt�nda invaryant ise, Jfug fonksiyonelinin herbir ekstremal y�uzeyi
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�uzerinde
dX
i=0

@

@xi
[

mX
j=1

@F

@(
@uj
@xi

)
(
dX
l=0

@uj
@xl

'l �  j)� F'i ] = 0 (2.4)

denklemi sa�glan�r.

Noether teoreminin bu b�ol�umde sunulacak uygulamalar�nda zaman ve uzay

koordinatlar�n�n ayr��st�r�lmas� kolayl�k sa�glayaca�g� i�cin, sadele�stirmek amac�yla

bundan sonraD uzay-zaman b�olgesi olarakD = R
d�[0; T ], yani (x1; x2; :::; xd) 2 R

d

ve t 2 [0; T ] olmak �uzere b�ut�un (t; x1; x2; :::; xd) noktalar�n�n k�umesi, al�nacak ve

t = x0; x = (x1; x2; :::; xd); dx = dx1:::dxd; �t = �'0;

�xi = �'i (i = 1; :::; d); �uj = � j (j = 1; :::;m)

notasyonu kullan�lacakt�r. Bu durumda, yukar�da herbir ekstremal y�uzey �uzerinde

sa�glanmas� gereken (2.4) �ozde�sli�gi diverjans formunda

@P

@t
+

dX
i=1

@Qi

@xi
= 0 (2.5)

�seklinde yeniden yaz�labilir. Burada

 j =
@uj
@t

�t+
dX
l=1

@uj
@xl

�xl � �uj

olmak �uzere

P =
mX
j=1

@F

@(
@uj
@t

)
 j � F�t (2.6)

Qi =
mX
j=1

@F

@(
@uj
@xi

)
 j � F�xi (i = 1; 2; :::; d) (2.7)

tan�mlar� yap�lm��st�r. (2.5) ile verilen diverjans form baz� ko�sullar�n sa�glanmas�

durumunda bir korunum yasas�na d�on�u�s�ur. E�gerQi (i = 1; 2; :::; d) b�uy�ukl�uklerinin

tamam�n�n jxj ! 1 iken s�f�ra gitti�gi varsay�l�r ve (2.5) denklemi Rd �uzerinde

integre edilirse
d

dt

Z
Rd
Pdx = 0

korunum yasas�na ula�s�l�r. Burada P korunan b�uy�ukl�u�g�un yo�gunlu�gu olup,

yukar�daki korunum yasas�

I(t) =
Z
Rd
Pdx (2.8)

10



korunan b�uy�ukl�u�g�un�un zamanla de�gi�smedi�gini yani

I(t) = I(0) (2.9)

oldu�gunu ifade eder.

S�imdi Noether teoreminin herhangi bir alan i�cin (2.5) lokal korunum yasalar�n�

ve (2.9) global korunum yasalar�n� t�uretmenin genel bir y�ontemini sa�glad��g�, (2.1)

NLS denklemi i�cin korunum yasalar� t�uretilerek g�osterilecektir. Bu ama�cla (2.2)

Lagrange yo�gunluk fonksiyonu yard�m�yla "action" yani

Sfug =
Z Z

L(u;ru)dxdt

fonksiyoneli tan�mlanacakt�r. Bu durumda m = 2 olup, u1 = u; u2 = u�

al�nacakt�r. NLS denklemi i�cin Sfug fonksiyoneli

Sfug =
Z Z

[
i

2
(u�ut � uu�t )� j ru j2 +

�

� + 1
j u j 2�+2] dxdt (2.10)

�seklinde verilir.

Faz D�on�u�s�um�u: (2.10) integrali u0 = ei�u faz d�on�u�s�um�u alt�nda invaryant

kalmaktad�r. Faz d�on�u�s�um�une kar�s�l�k gelen sonsuz k�u�c�uk d�on�u�s�um

u0 �= u+ i�u

ile verilir. Bu durumda

�u1 = i�u; �u2 = �i�u�; �t = �x1 = ::: = �xd = 0

olacakt�r. (2.8) yard�m�yla hesaplanan korunan b�uy�ukl�uk

I1 =
Z
Rd
j u j2 dx

ile verilir.

Uzay Koordinat�nda �Oteleme: (2.10) integrali x0 = x + �x uzay koordinat�nda

�oteleme alt�nda invaryant kalmaktad�r. Bu durumda

�t = �u1 = �u2 = 0

olacakt�r. (2.8) yard�m�yla hesaplanan

I2 =
Z
Rd
i (uru� � u�ru) dx

11



b�uy�ukl�u�g�u korunan bir b�uy�ukl�ukt�ur.

Zamanda �Oteleme: (2.10) integrali t0 = t+ �t �oteleme d�on�u�s�um�u alt�nda invaryant

kalmaktad�r. Bu durumda

�u1 = �u2 = �x1 = ::: = �xd = 0

olacakt�r. (2.8) yard�m�yla hesaplanan

I3 =
Z
Rd
(j ru j2 � �

� + 1
j u j2�+2) dx

b�uy�ukl�u�g�u korunan bir b�uy�ukl�ukt�ur.

Yukar�da ifade edilen I1; I2 ve I3 korunan b�uy�ukl�ukleri, s�ras�yla, k�utlenin

korunumu, momentumun korunumu ve enerjinin korunumu yasalar� ile ilgili

korunan b�uy�ukl�uklerdir ve bu korunan b�uy�ukl�ukler patlama neticelerinin elde

edilmesinde �onemli rol oynar.

NLS denkleminin patlama �c�oz�umleri ve patlama ko�sullar� 1970'li y�llardan

ba�slayarak �cal��s�lm��st�r. � = 1 halinde, NLS denklemi i�cin uzay boyutu d ile

do�grusal olmayan terimin kuvveti � aras�ndaki ili�skiye ba�gl� olarak �u�c farkl�

durum s�ozkonusudur. �d < 2 durumu kritikalt� (subcritical) durum olarak

adland�r�lmaktad�r. Bu durumda verilen bir ba�slang��c ko�sulu i�cin NLS denkleminin

global olarak �c�oz�um�u mevcuttur. �d = 2 ve �d > 2 durumlar�, s�ras�yla, kritik

(critical) ve kritik�ust�u (supercritical) durum olarak adland�r�l�r. Kritik durumda,

yani � = 1; d = 2 iken, �c�oz�um�un sonlu zamanda patlamas� m�umk�und�ur. Patlama

i�cin gerek ko�sul k�utlenin ba�slang��c de�gerinin, I1(0), belirli bir e�sik de�gerinden yani

I1C kritik de�gerinden daha b�uy�uk veya e�sit olmas�d�r; I1(0) � I1C . Patlama i�cin

yeter ko�sul ise, enerjinin (Hamiltonyenin) ba�slang��c de�gerinin,

I3(0) =
Z
Rd
(j ru0 j2 �1

2
j u0 j4)dx

negatif olmas�d�r; I3(0) < 0. Kritik�ust�u durumda da patlama i�cin yeter ko�sul

enerjinin ba�slang��c de�gerinin negatif olmas�d�r. Kritik ve kritik�ust�u durumlarda

patlama neticeleri

V =
Z
Rd
j x j2j u j2 dx (2.11)
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ile tan�mlanan varyans�n zaman i�cerisindeki de�gi�simi incelenerek elde edilmi�stir.

Varyans�n sonlu oldu�gu kabul edilerek, (2.11) denkleminin iki kere t�uretilmesinden

d2V
dt2

= 8I2 � 4�
�d� 2

� + 1

Z
j u j2�+2 dx

varyans �ozde�sli�gi elde edilmi�stir. Kritik ve kritik�ust�u durumlar i�cin yukar�da

bahsedilen patlama neticeleri (2.11) ile tan�mlanan varyans� sonlu yapan veya

radyal simetrik ba�slang��c ko�sullar� i�cin ispat edilmi�stir. Varyans�n sonlu kalmamas�

halinde hangi ko�sullar alt�nda patlama olay�n�n ger�cekle�sece�gi sorusu ile hala

ilgilenilmektedir [2, 3].

2.3 Davey-Stewartson sistemi

(1 + 1) NLS denkleminin, iki boyutlu genelle�stirmelerinden biri de DS sistemidir.

DS sistemi

i ut + �uxx + uyy = � j u j2 u+ 
 u 'x (2.12)

'xx +m 'yy = (j u j2)x (2.13)

�seklinde verilmi�s bir do�grusal olmayan k�smi t�urevli diferansiyel denklem sistemidir.

Burada u kompleks de�gerli, ' reel de�gerli olup x; y uzaysal koordinatlar�n�n ve t

zaman�n�n fonksiyonlar�d�r. �; �; 
 ve m reel parametrelerdir. Bu sistem ilk olarak

Davey ve Stewartson taraf�ndan zay�f do�grusal olmayan su dalgalar�n�n yay�l�m�n�

karakterize eden sistem olarak �onerilmi�stir [16]. 
 = 0 veya m = 0 durumlar�nda

DS sistemi NLS denklemine indirgenmektedir.

DS sistemi, parametrelerin � = �1; � = �1; 
 = �2;m = �1 �seklinde se�cilmesi

halinde, ters sa�c�lma tekni�gi anlam�nda tamamen integre edilebilir bir sistemdir

[2]. (�;m) katsay�lar�n�n i�saretlerine g�ore DS sistemi s�ras�yla eliptik-eliptik (+;+),

eliptik-hiperbolik (+;�), hiperbolik-eliptik (�;+) ve hiperbolik-hiperbolik (�;�)
olarak adland�r�l�r. Bu �cal��smada, daima m > 0 kabul edilecek ve hem u hem de '

fonksiyonunun ve uzaysal t�urevlerinin sonsuzda s�f�ra gitti�gi varsay�lacakt�r.

DS sistemi

L =
i

2
(u�ut � uu�t )�

�

2
j u j4 �� j ux j2 � j uy j2 �
 'x j u j2 +


2
[('x)

2 +m('y)
2]

(2.14)
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Lagrange yo�gunluk fonksiyonuna kar�s�l�k gelen Euler-Lagrange denklemleri olarak

t�uretilebilir. Yukar�da da bahsedildi�gi �uzere, DS sistemi parametrelerin �ozel

se�cilmi�s baz� de�gerleri i�cin integre edilebilir bir sistemdir, yani sonsuz �coklukta

korunum yasas�na sahiptir. Burada sadece k�utlenin korunumu, enerjinin korunumu,

x y�on�undeki momentumun ve y y�on�undeki momentumun korunumuna kar�s�l�k gelen

korunum yasalar� i�cin korunan b�uy�ukl�ukler elde edilecektir.

DS sistemi i�cin Sfug fonksiyoneli

Sfug =
Z Z Z

f i
2
(u�ut � uu�t ) � �

2
j u j4 �� j ux j2 � j uy j2 �
 'x j u j2

+



2
[('x)

2 +m('y)
2]g dxdydt (2.15)

�seklinde verilir. Bu durumda iki boyutlu uzay ele al�nd��g�ndan d = 2 olup, ba�g�ms�z

de�gi�skenler x0 = t; x1 = x; x2 = y ile verilir. Ba�g�ml� de�gi�sken say�s� m = 3 olup,

u1 = u; u2 = u�; u3 = ' �seklinde al�nacakt�r.

Faz D�on�u�s�um�u: (2.15) integrali u0 = ei�u faz d�on�u�s�um�u alt�nda invaryant

kalmaktad�r. Faz d�on�u�s�um�une kar�s�l�k gelen sonsuz k�u�c�uk d�on�u�s�um

u0 �= u+ i�u

ile verilir. Bu durumda

�u1 = i�u; �u2 = �i�u�; �u3 = �t = �x = �y = 0

olacakt�r. (2.8) yard�m�yla hesaplanan korunan b�uy�ukl�uk k�utlenin korunumuna

kar�s�l�k gelir ve

I1 =
Z
R2

j u j2 dxdy

ile verilir.

Uzay Koordinat�nda �Oteleme: (2.15) integrali x0 = x + �x uzay koordinat�nda

�oteleme alt�nda invaryant kalmaktad�r. Bu durumda

�u1 = �u2 = �u3 = �t = �y = 0

olacakt�r. (2.8) yard�m�yla hesaplanan

I2 =
Z
R2

(uu�x � u�ux)dxdy

14



korunan b�uy�ukl�u�g�u x y�on�undeki momentumun korunumuna tekab�ul eder. Benzer

�sekilde y0 = y+�y uzay koordinat�nda �oteleme alt�nda (2.15) integralinin invaryant

kalmas�na kar�s�l�k gelen

I3 =
Z
R2

(uu�y � u�uy)dxdy

korunan b�uy�ukl�u�g�u, y y�on�undeki momentumun korunumuna tekab�ul eder.

Zamanda �Oteleme: (2.15) integrali t0 = t+ �t �oteleme d�on�u�s�um�u alt�nda invaryant

kalmaktad�r. Bu durumda

�u1 = �u2 = �u3 = �x = �y = 0

olacakt�r. (2.8) yard�m�yla hesaplanan

I4 =
Z
R2

[� j ux j2 + j uy j2 +(� j u j4 +
('2
x +m'2

y))=2]dxdy

korunan b�uy�ukl�u�g�u enerjinin korunumuna kar�s�l�k gelir.

DS sisteminin patlama �c�oz�umleri ve patlama ko�sullar� ile ilgili iki �onemli makale

g�oze �carpmaktad�r. Bunlardan ilki, Ghidaglia ve Saut'un yapt��g� �cal��smad�r [17].

Bu �cal��smada, Ghidaglia ve Saut DS sisteminin eliptik-eliptik ve hiperbolik-eliptik

durumlar� i�cin L2(R2); H1(R2) ve H2(R2) uzaylar�nda �c�oz�um�un varl��g�n�, tekli�gini

ve ba�slang��c ko�suluna s�urekli ba�g�ml�l��g�n� [0; T ) sonlu zaman aral��g� i�cin

g�ostermi�slerdir. Eliptik-eliptik durumda ise, � = 1 ve � � max(�
; 0) i�cin

L2(R2) ve H1(R2) uzaylar�ndaki lokal �c�oz�um�un geni�sletilmesiyle �c�oz�um�un global

olarak da varoldu�gu g�osterilmi�stir. Ayr�ca eliptik-eliptik durumda, � < max(�
; 0)
iken �c�oz�um�un sonlu zaman i�cinde bir tekilli�ge sahip olaca�g� g�osterilmi�stir. Di�ger

�cal��smada ise, Ozawa [4] hiperbolik-eliptik hal i�cin s�ozde-konformal d�on�u�s�um

yard�m�yla analitik olarak patlama �c�oz�umlerini bulmu�stur. Bu konudan bir sonraki

b�ol�umde ayr�nt�l� olarak bahsedilecektir.

2.4 Genelle�stirilmi�s Davey-Stewartson sistemi

Genelle�stirilmi�s Davey-Stewartson (GDS) sistemi

i ut + �uxx + uyy = � j u j2 u+ 
('1;x + '2;y)u (2.16)

'1;xx +m2'1;yy + n'2;xy = (j u j2)x (2.17)

�'2;xx +m1'2;yy + n'1;xy = (j u j2)y (2.18)
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�seklinde verilmi�s bir do�grusal olmayan k�smi t�urevli diferansiyel denklem sistemidir.

Burada u kompleks de�gerli, '1 ve '2 reel de�gerli fonksiyonlar olup, x; y

uzaysal koordinatlar�n�n ve t zaman�n�n fonksiyonlar�d�r. �; �; 
; �;m1;m2; n reel

parametrelerdir. Ayr�ca, katsay�lar aras�nda

(�� 1)(m2 �m1) = n2 (2.19)

�seklinde bir ba�g�nt� sa�glanmaktad�r. GDS sistemi sonsuz bir genelle�stirilmi�s elastik

ortamda yay�lan dalgalar�n genlik mod�ulasyonunu karakterize eden sistem olarak

�onerilmi�stir [5]. GDS sistemi (�;m1;m2; �) katsay�lar�n�n i�saretlerine g�ore elip-

tik-eliptik-eliptik (+,+,+,+), eliptik-eliptik-hiperbolik (+,+,+,{), eliptik-hiperbo-

lik-hiperbolik (+,{,{,+), hiperbolik-eliptik-eliptik ({,+,+,+), hiperbolik-hiperbo-

lik-hiperbolik ({,{,{,+), hiperbolik-eliptik-hiperbolik ({,+,+,{) olarak adland�r�l�r

[6].

GDS sisteminin en �onemli �ozel hallerinden biri iki boyutlu NLS denklemidir.

Bir di�ger �ozel halinde, katsay�lar�n n = 1 � � = m1 � m2 ili�skisini sa�glamas�

halinde, GDS sistemi bir do�grusal olmayan d�on�u�s�um yard�m�yla DS sistemine

indirgenmektedir [6]. Bunun d��s�ndaki baz� �ozel durumlarda da GDS sisteminin

klasik DS sistemine indirgendi�gi g�osterilebilir.

GDS sistemi i�cin Lagrange yo�gunluk fonksiyonu

L =
i

2
(u�ut � uu�t )�

�

2
j u j4 �� j ux j2 � j uy j2 �
('1;x + '2;y) j u j2

+



2
[('1;x)

2 +m2('1;y)
2 + �('2;x)

2 +m1('2;y)
2 + n('1;y'2;x + '1;x'2;y)]

olarak verilir [6].

GDS sistemi i�cin Sfug fonksiyoneli

Sfug =
Z Z Z

f i
2
(u�ut � uu�t )�

�

2
j u j4 �� j ux j2 � j uy j2 �
('1;x + '2;y) j u j2

+



2
[('1;x)

2 +m2('1;y)
2 + �('2;x)

2 +m1('2;y)
2 + n('1;y'2;x + '1;x'2;y)]g dxdydt

(2.20)

ile verilir. Bu durumda iki boyutlu uzay ele al�nd��g�ndan d = 2 olup, ba�g�ms�z

de�gi�skenler x0 = t; x1 = x; x2 = y ile verilir. Ba�g�ml� de�gi�sken say�s� m = 4 olup,

u1 = u; u2 = u�; u3 = '1; u4 = '2 �seklinde al�nacakt�r.
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Faz D�on�u�s�um�u: (2.20) integrali u0 = ei�u faz d�on�u�s�um�u alt�nda invaryant

kalmaktad�r. Faz d�on�u�s�um�une kar�s�l�k gelen sonsuz k�u�c�uk d�on�u�s�um

u0 �= u+ i�u

ile verilir. Bu durumda

�u1 = i�u; �u2 = �i�u�; �u3 = �u4 = �t = �x = �y = 0

olacakt�r. (2.8) yard�m�yla hesaplanan korunan b�uy�ukl�uk k�utlenin korunumuna

kar�s�l�k gelir ve

I1 =
Z
R2

j u j2 dxdy

ile verilir.

Uzay Koordinat�nda �Oteleme: (2.20) integrali x0 = x + �x uzay koordinat�nda

�oteleme alt�nda invaryant kalmaktad�r. Bu durumda

�u1 = �u2 = �u3 = �u4 = �t = �y = 0

olacakt�r. (2.8) yard�m�yla hesaplanan

I2 =
Z
R2

i(u�ux � uu�x)dxdy

korunan b�uy�ukl�u�g�u x y�on�undeki momentumun korunumuna tekab�ul eder. Benzer

�sekilde y0 = y + �y uzay koordinat�nda �oteleme alt�nda GDS sisteminin invaryant

kalmas�na kar�s�l�k gelen

I3 =
Z
R2

i(u�uy � uu�y)dxdy

korunan b�uy�ukl�u�g�u y y�on�undeki momentumun korunumuna tekab�ul eder.

Zamanda �Oteleme: (2.20) integrali t0 = t+ �t �oteleme d�on�u�s�um�u alt�nda invaryant

kalmaktad�r. Bu durumda

�u1 = �u2 = �u3 = �u4 = �x = �y = 0

olacakt�r. (2.8) yard�m�yla hesaplanan

I4 =
Z
R2

f� j ux j2 + j uy j2 +�
2
j u j4 +


2
[('1;x)

2 +m2('1;y)
2

+�('2;x)
2 +m1('2;y)

2 + n('1;y'2;x + '1;x'2;y)]gdxdy (2.21)
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korunan b�uy�ukl�u�g�u enerjinin (Hamiltonyenin) korunumuna kar�s�l�k gelir.

GDS sisteminin EEE hali i�cin �c�oz�umlerin varl��g� ve patlama ko�sullar� ile ilgili

olarak [6]'da elde edilen sonu�clar, b�ut�unl�uk sa�glamak amac�yla Altb�ol�um 3.3'de

sunulacakt�r.
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3. GDS S_ISTEM_I _IC� _IN BAZI ANAL_IT_IK SONUC�LAR

3.1 Giri�s

Bu b�ol�umde, GDS sisteminin HEE ve EEE halleri ve GDS sisteminin bir �ozel

hali olan YGDS sistemi i�cin baz� analitik sonu�clar verilecektir. HEE hal ile

ilgili k�s�mda, Altb�ol�um 3.2, ilk olarak GDS sistemi i�cin bir �ol�cek d�on�u�s�um�u

tan�t�lacakt�r. Bu �ol�cek d�on�u�s�um�une kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�uk elde edilecek

ve varyans �ozde�sli�gi ile aras�ndaki ili�ski �uzerinde durulacakt�r. Daha sonra,

NLS denklemi ve DS sistemi i�cin literat�urde verilmi�s s�ozde-konformal d�on�u�s�umler

tan�t�lacakt�r. Bir sonraki ad�mda, Ozawa [4] taraf�ndan DS sistemi i�cin kullan�lan

s�ozde-konformal d�on�u�s�um GDS sistemine geni�sletilecek ve bu yeni d�on�u�s�um ile ilgili

korunan b�uy�ukl�uk iki farkl� y�ontem ile elde edilecektir. Son olarak, s�ozde-konformal

d�on�u�s�um yard�m�yla, hem Ozawa [4] taraf�ndan izlenen yol takip edilerek hem de

"radyal" �c�oz�umler yakla�s�m� kullan�larak GDS sistemi i�cin bir parametreli �c�oz�um

ailesi elde edilecek ve bu �c�oz�um ailesinin sonlu zamanda orijinde tekilli�ge sahip olan

analitik patlama �c�oz�umlerini olu�sturdu�gu g�osterilecektir. EEE ile ilgili k�s�mda,

Altb�ol�um 3.3, ilk olarak GDS sistemi i�cin literat�urde verilen patlama ko�sullar�

sunulacak ve daha sonra iyile�stirilmi�s patlama ko�sullar� t�uretilecektir. Ayr�ca,

GDS sisteminin belirli bir k�umeden se�cilen �c�oz�umlerinin asimptotik davran��s�

incelenecek ve p > 2 i�cin �c�oz�umlerin Lp normlar�n�n t ! 1 iken s�f�ra gitti�gi

g�osterilecektir. YGDS sistemi ile ilgili k�s�mda ise, Altb�ol�um 3.4, YGDS sistemi

�ozel bir d�on�u�s�um yard�m�yla klasik DS sistemine d�on�u�st�ur�ulecek ve b�oylece YGDS

sisteminin �c�oz�umlerinin global varl��g� ve �c�oz�umlerin sonlu zamanda patlamas� i�cin

ko�sullar DS sistemine ait ko�sullardan t�uretilecektir. Ayr�ca, GDS sistemi i�cin

gerek literat�urde verilmi�s ko�sullar�n gerekse Altb�ol�um 3.3'de t�uretilmi�s ko�sullar�n

�ozel hal olarak YGDS sistemi i�cin elde edilmi�s ko�sullara indirgenip indirgenmedi�gi

tart��s�lacakt�r.
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3.2 Hiperbolik-Eliptik-Eliptik Hal i�cin baz� analitik sonu�clar

Bu altb�ol�umde GDS sisteminin HEE hali i�cin literat�urde de sunulmu�s [18] baz�

analitik sonu�clar verilecektir.

3.2.1 GDS sistemi i�cin �ol�cek d�on�u�s�um�u

[6]'da belirtilmeyen ancak (2.20) fonksiyonelini invaryant b�rakan bir di�ger d�on�u�s�um

ise �ol�cek d�on�u�s�um�ud�ur. GDS sistemi i�cin (x; y; t; u; '1; '2)! (x0; y0; t0; u0; '01; '
0
2)

�ol�cek d�on�u�s�um�u

u0(x0; y0; t0) = � u(x; y; t)

'01(x
0; y0; t0) = � '1(x; y; t)

'02(x
0; y0; t0) = � '2(x; y; t)

x0 =
x

�
; y0 =

y

�
; t0 =

t

�2

olarak verilir. Burada � �ol�ce�gi g�osteren bir parametredir. �Ol�cek d�on�u�s�um�une

kar�s�l�k gelen sonsuz k�u�c�uk d�on�u�s�um, � = 1� � ve �� 1 olmak �uzere

x0 = x+ �x; y0 = y + �y; t0 = t+ 2�t

u0 = u� �u; '01 = '1 � �'1; '02 = '2 � �'2

ile verilir [2]. Bu ba�g�nt�lar ve (2.8) yard�m�yla hesaplanan

I5 = i
Z
R2

fx(uu�x � u�ux) + y(uu�y � u�uy)gdxdy � 4tI4 (3.1)

b�uy�ukl�u�g�u bir korunan b�uy�ukl�ukt�ur. E�ger x = xi + yj g�osterilimi kullan�l�rsa, I5

korunan b�uy�ukl�u�g�u

I5 = i
Z
R2

x:(uru� � u�ru)dxdy � 4tI4

�seklinde de yaz�labilir. GDS sisteminde � = 1 al�nmas� halinde, varyans fonksiyonu

V(t) =
Z
R2

(x2 + y2) j u j2 dxdy

�seklinde tan�mlan�r [6]. Varyans fonksiyonunun birinci t�urevi

dV
dt

= 2i
Z
R2

fx(uu�x � u�ux) + y(uu�y � u�uy)gdxdy
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olarak elde edilmi�stir [6]. �Ol�cek d�on�u�s�um�une kar�s�l�k gelen (3.1) korunan

b�uy�ukl�u�g�une dikkat edilirse,

dV
dt

= 2I5 + 8tI4

e�sitli�gi elde edilir. Varyans fonksiyonunun ikinci t�urevinden de

d2V
d2t

= 8I4

varyans �ozde�sli�gi bulunur. Bu �ozde�slik [6]'da farkl� bir yol kullan�larak elde

edilmi�stir.

3.2.2 NLS denklemi ve DS sistemi i�cin s�ozde-konformal d�on�u�s�um

(i) NLS Denklemi:

NLS denklemi Altb�ol�um 2.2'de bahsedilen simetrilerin d��s�nda �cok �ozel bir simetriye

daha sahiptir. Uzay boyutu ile do�grusal olmayan terimin kuvveti aras�ndaki ili�ski

�d = 2 �seklinde iken, NLS denklemi bir (x; t; u)! (x0; t0; u0) d�on�u�s�um�u alt�nda

invaryant kalmaktad�r. Burada (x; t; u)! (x0; t0; u0) d�on�u�s�um�u

x0 =
t0x

t� � t
; t0 =

t20t

t�(t� � t)
; t < t�

u0(x0; t0) = (
t� � t

t0
)d=2u(x; t) exp(

ijxj2
4(t� � t)

) (3.2)

olarak verilir ve bu d�on�u�s�um "s�ozde-konformal" d�on�u�s�um olarak adland�r�l�r.

Burada t0 ve t� key� parametreleri g�ostermektedir. S�ozde-konformal d�on�u�s�um

optikte "lens" d�on�u�s�um�u olarak da adland�r�l�r. S�ozde-konformal d�on�u�s�um ilk

olarak 1970 y�l�nda Talanov, 1979 y�l�nda Ginibre ve Velo [19] taraf�ndan eliptik

NLS denklemi i�cin farkedilmi�stir. Daha sonra hiperbolik NLS denkleminin de

s�ozde-konformal d�on�u�s�um alt�nda invaryant kald��g� g�osterilmi�stir [20].

NLS denklemi i�cin, s�ozde-konformal d�on�u�s�ume kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�uk ilk

olarak Noether teoremi yard�m�yla bulunacakt�r. �Ozel olarak t0 = t� se�cilirse, (3.2)

d�on�u�s�um�une kar�s�l�k gelen sonsuz k�u�c�uk d�on�u�s�um, � = 1=t� olmak �uzere

x0 = x+ xt�; t0 = t+ t2�

u0 = u+ (�d
2
t+

i

4
jxj2)u�
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�seklinde verilir [2]. Bu ba�g�nt�lar ve (2.8) yard�m�yla hesaplanan,

C =
Z
(jxu+ 2itruj2 � 4�t2

� + 1
juj2�+2)dx (3.3)

b�uy�ukl�u�g�u s�ozde-konformal d�on�u�s�ume kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�ukt�ur.

S�ozde-konformal d�on�u�s�ume kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�u�g�u elde etmede bir di�ger

yol ise, NLS denkleminin s�ozde-konformal d�on�u�s�um alt�nda invaryant kalmas�

ger�ce�gine dayan�r. Yeni koordinat tak�m�ndaki toplam enerjiyi g�osteren

I 03 =
Z
Rd
(j r0u0 j2 � �

� + 1
j u0 j2�+2) dx0

b�uy�ukl�u�g�u de korunacakt�r. (3.2) ifadeleri bu denklemde kullan�l�rsa,

I 03 =
Z
Rd
fj (t� � t

t0
)ru+ i

2t0
xu j2 � �

� + 1
(
t� � t

t0
)2 j u j2�+2g dx

elde edilir. �Ozel olarak t0 = 1; t� = 0 al�n�rsa

4I 03 =
Z
Rd
(jxu+ 2itruj2 � 4�t2

� + 1
juj2�+2)dx (3.4)

bulunur. Yeni koordinat tak�m�nda toplam enerjiyi g�osteren I 03 b�uy�ukl�u�g�u bir

korunan b�uy�ukl�uk oldu�gundan, 4I 03 b�uy�ukl�u�g�u de bir korunan b�uy�ukl�uk olacakt�r.

(3.3) ve (3.4) ifadelerinin kar�s�la�st�r�lmas�ndan, hem Noether teoremi kullan�larak

hem de NLS denkleminin s�ozde-konformal d�on�u�s�um alt�nda invaryant kalmas�ndan

yararlan�larak ayn� korunan b�uy�ukl�u�g�un elde edildi�gi g�ozlenir.

(ii) DS Sistemi:

NLS denklemi i�cin elde edilen s�ozde-konformal d�on�u�s�um Kuznetsov ve Turitsyn

[20] ve Ozawa [4] taraf�ndan DS sistemine geni�sletilmi�stir. DS sistemi i�cin

s�ozde-konformal d�on�u�s�um

u0(x0; y0; t0) = (a+ bt) exp[�ib �x
2 + y2

4(a+ bt)
]u(x; y; t)

'0(x0; y0; t0) = (a+ bt)'(x; y; t)

x0 =
x

(a+ bt)
; y0 =

y

(a+ bt)
; t0 =

c+ dt

a+ bt0
B@ a b

c d

1
CA 2 SL2(R); (yani; a; b; c; d 2 R ve ad� bc = 1)
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olarak verilir. DS sistemi i�cin s�ozde-konformal d�on�u�s�ume kar�s�l�k gelen korunan

b�uy�ukl�uk

C =
Z
R2

f� j xu+2i�tux j2 + j yu+2ituy j2 +2t2(� j u j4 +
 [('x)2+m('y)
2])gdxdy

ile verilir [2]. Bu korunan b�uy�ukl�uk, aynen yukar�da NLS denklemi i�cin yap�lan

hesaplamalara benzer �sekilde, hem Noether teoremi kullan�larak hem de DS

sisteminin s�ozde-konformal d�on�u�s�um alt�nda invaryant kalmas�ndan yararlan�larak

elde edilmi�stir. Ancak bu hesaplamalar burada sunulmayacakt�r.

3.2.3 GDS sistemi i�cin s�ozde-konformal d�on�u�s�um

GDS sistemi, Altb�ol�um 2.4'de bahsedilen simetrilerin d��s�nda �cok �ozel bir si-

metriye daha sahiptir. (2.20) fonksiyoneli j�j = 1 olmas� durumunda, bir

(x; y; t; u; '1; '2)! (x0; y0; t0; u0; '01; '
0
2) d�on�u�s�um�u alt�nda invaryant kalmaktad�r.

Burada (x0; y0; t0; u0; '01; '
0
2) de�gi�skenleri

u0(x0; y0; t0) = (a+ bt) exp(�ib �x
2 + y2

4(a+ bt)
)u(x; y; t)

'01(x
0; y0; t0) = (a+ bt)'1(x; y; t)

'02(x
0; y0; t0) = (a+ bt)'2(x; y; t)

x0 =
x

(a+ bt)
; y0 =

y

(a+ bt)
; t0 =

c+ dt

a+ bt0
B@ a b

c d

1
CA 2 SL2(R); (yani; a; b; c; d 2 R ve ad� bc = 1) (3.5)

olarak verilir ve bu d�on�u�s�um "s�ozde-konformal d�on�u�s�um" olarak adland�r�l�r

[18, 21].

_Ilk olarak, s�ozde-konformal d�on�u�s�ume kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�uk Noether

teoremi yard�m�yla bulunacakt�r. �Ozel olarak a = 1; b = �1=t�; c = 0; d = 1

se�cilirse, (3.5) d�on�u�s�um�une kar�s�l�k gelen sonsuz k�u�c�uk d�on�u�s�um, � = 1=t� olmak

�uzere

x0 = x+ xt�; y0 = y + yt�; t0 = t+ t2�

'01 = '1 + '1t�; '02 = '2 + '2t�

u0 = u� tu�+
i

4
(�x2 + y2)u�
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�seklinde verilir [2]. Bu ba�g�nt�lar ve (2.8) yard�m�yla hesaplanan,

I6 =
Z
R2

f� j xu+ 2i�tux j2 + j yu+ 2ituy j2 +2t2(� j u j4 +
 [('1;x)
2 +m2('1;y)

2

+�('2;x)
2 +m1('2;y)

2 + n('1;y'2;x + '1;x'2;y)])gdxdy (3.6)

b�uy�ukl�u�g�u korunan bir b�uy�ukl�ukt�ur.

S�ozde-konformal d�on�u�s�ume kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�u�g�u elde etmede bir

di�ger yol ise, GDS sisteminin s�ozde-konformal d�on�u�s�um alt�nda invaryant kalmas�

ger�ce�gine dayan�r. Yeni koordinat tak�m�ndaki toplam enerjiyi g�osteren

I 04 =
Z
R2

f� j u0x0 j2 + j u0y0 j2 +
�

2
j u0 j4 +


2
[('01;x0)

2 +m2('
0
1;y0)

2

+�('02;x0)
2 +m1('

0
2;y0)

2 + n('01;y0'
0
2;x0 + '01;x0'

0
2;y0)]gdx0dy0

b�uy�ukl�u�g�u de korunmal�d�r. (3.5) ifadeleri bu denklemde kullan�l�rsa,

I 04 =
Z
R2

(a+ bt)2f� j ux � ib�x

2(a+ bt)
u j2 + j uy � iby

2(a+ bt)
u j2 +�

2
j u j4

+



2
[('1;x)

2 +m2('1;y)
2 + �('2;x)

2 +m1('2;y)
2 + n('1;y'2;x + '1;x'2;y)]gdxdy (3.7)

elde edilir. �Ozel olarak a = 0; b = �1 se�cilir ve

j ux � ib�x

2(a+ bt)
u j2 =

1

4t2
j xu+ 2i�tux j2

j uy � iby

2(a+ bt)
u j2 =

1

4t2
j yu+ 2ituy j2

oldu�guna dikkat edilirse,

4I 04 =
Z
R2

f� j xu+ 2i�tux j2 + j yu+ 2ituy j2 +2t2(� j u j4 +
[('1;x)
2

+m2('1;y)
2 + �('2;x)

2 +m1('2;y)
2 + n('1;y'2;x + '1;x'2;y)])gdxdy (3.8)

bulunur. Yeni koordinat tak�m�nda toplam enerjiyi g�osteren I 04 b�uy�ukl�u�g�u bir

korunan b�uy�ukl�uk oldu�gundan, 4I 04 b�uy�ukl�u�g�u de bir korunan b�uy�ukl�uk olacakt�r.

(3.6) ve (3.8) ifadelerinin kar�s�la�st�r�lmas�ndan, hem Noether teoremi kullanarak

hem de GDS sisteminin s�ozde-konformal d�on�u�s�um alt�nda invaryant kalmas�ndan

yararlan�larak ayn� korunan b�uy�ukl�u�g�un elde edildi�gi g�ozlenir.
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3.2.4 GDS sistemi i�cin patlama pro�lleri

S�ozde-konformal d�on�u�s�um GDS sisteminin HEE hali i�cin analitik patlama

�c�oz�umlerinin bulunmas�nda �cok �onemli bir rol oynar. Burada ilk olarak,

s�ozde-konformal d�on�u�s�um yard�m�yla, Ozawa'n�n yakla�s�m�n� takip ederek bir

patlama �c�oz�um�u elde edilecektir. Daha sonra, GDS sisteminin bir �ozel "radyal"

�c�oz�ume sahip olmas� ko�suluna kar�s�l�k gelen bir parametreye ba�gl� analitik patlama

�c�oz�um ailesi elde edilecektir. Ozawa'n�n yakla�s�m�n� kullanarak bulunan �c�oz�um�un

bu �c�oz�um ailesinin bir eleman� oldu�guna i�saret edilecektir.

3.2.4.1 Ozawa'n�n yakla�s�m�

_Ilk olarak, GDS sisteminin f(x; y) = 1 +Ax2 +By2 ve A;B;C1; C2 sabitler olmak

�uzere

u(x; y; t) =
1

f(x; y)
; '1(x; y; t) = C1

fx(x; y)

f(x; y)
; '2(x; y; t) = C2

fy(x; y)

f(x; y)

�seklinde bir �c�oz�ume sahip oldu�gu varsay�lacakt�r. '1 ve '2 �c�oz�umleri (2.17) ve

(2.18) denklemlerinin sol taraf�nda konulursa, s�ras�yla,

'1;xx +m2'1;yy + n'2;xy

= 2C1f [A+ (m2 + n1)B] + Ax2[(m2 + n1)B � A] +By2[A� (m2 + n1)B]

f 2
gx (3.9)

ve

�'2;xx +m1'2;yy + n'1;xy

= 2C2f [A(�+ n2) +m1B]

f 2
+
Ax2[m1B � A(�+ n2)]

f 2
+
By2[A(�+ n2)�m1B]

f 2
gy

(3.10)

elde edilir. Burada n1 = n(C2=C1); n2 = n(C1=C2) tan�mlar� yap�lm��st�r. (2.17)

ve (2.18) denklemleri nedeniyle, (3.9) ifadesi (j u2 j)x = (1=f 2)x ifadesine, (3.10)

ifadesi ise (j u2 j)y = (1=f 2)y ifadesine e�sit olaca�g�ndan,

A = B(m2 + n1); AC1 =
1

4

m1B = A(�+ n2); m1BC2 =
1

4
(3.11)

25



ba�g�nt�lar� elde edilir. Benzer �sekilde '1; '2 ve u �c�oz�umleri (2.16) denkleminde

yerine konulursa,

i ut + �uxx + uyy � � j u j2 u� 
('1;x + '2;y)u

= [(�2A� � 2B � �� 2AC1
 � 2BC2
) + x2(6A2� � 2AB + 2A2C1
 � 2ABC2
)

+y2(�2AB� + 6B2 � 2ABC1
 + 2B2C2
)]=f
3 (3.12)

bulunur. Bu ifadenin her x; y i�cin s�f�ra e�sit olmas� ko�sulundan,

�2A� � 2B � �� 2AC1
 � 2BC2
 = 0

6A2� � 2AB + 2A2C1
 � 2ABC2
 = 0

�2AB� + 6B2 � 2ABC1
 + 2B2C2
 = 0 (3.13)

e�sitlikleri elde edilir. Bu k�s�mda, HEE hal g�oz�on�une al�nd��g�ndan � bir negatif

reel say� olmal�d�r. Ayr�ca, denklemin s�ozde-konformal d�on�u�s�um alt�nda invaryant

kalabilmesi i�cin j � j= 1 olmal�d�r. Bu nedenle bundan sonraki hesaplarda � = �1
al�nacakt�r. (3.11) ve (3.13) ba�g�nt�lar�n�n ard��s�k olarak �c�oz�ulmesiyle, katsay�lar

aras�nda

C1 = m1C2; � = m1(1� n); m2 = 1� n

m1

� = �

2
(1 +

1

m1
); A = B =




16
(1� 1

m1
)

ba�g�nt�lar� bulunur. Sonu�c olarak, A parametresi yukar�daki ba�g�nt� sa�glanacak

�sekilde se�cilirse,

u(x; y; t) =
1

1 + A(x2 + y2)

'1(x; y; t) =
x

2[1 + A(x2 + y2)]

'2(x; y; t) =
y

2m1[1 + A(x2 + y2)]
(3.14)

�c�oz�um�u GDS sisteminin zamana ba�gl� olmayan bir �c�oz�um�ud�ur.

3.2.4.2 "Radyal" �c�oz�um yakla�s�m�

GDS sisteminin zamana ba�gl� olmayan �c�oz�umlerini bulmak i�cin, ilk olarak GDS

sistemi

x = r cos �; y = r sin �
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kutupsal koordinat sistemi i�cin yeniden yaz�lacakt�r. Yeni koordinatlarda ba�g�ml�

de�gi�skenlerin sadece r ve � de�gi�skenlerinin fonksiyonlar� olduklar� varsay�lacakt�r:

u = u(r; �), '1 = '1(r; �), '2 = '2(r; �). Bu durumda (2.16) denklemi,

�[urr cos
2 � � ur�

r
sin(2�) +

ur
r
sin2 � +

u�
r2

sin(2�) +
u��
r2

sin2 �]

+urr sin
2 � +

ur�
r

sin(2�) +
ur
r
cos2 � � u�

r2
sin(2�) +

u��
r2

cos2 �

= �u3 + 
u('1;r cos � � '1;�

r
sin � + '2;r sin � +

'2;�

r
cos �) (3.15)

(2.17) denklemi,

'1;rr cos
2 � � '1;r�

r
sin(2�) +

'1;r

r
sin2 � +

'1;�

r2
sin(2�) +

'1;��

r2
sin2 �

+m2['1;rr sin
2 � +

'1;r�

r
sin(2�) +

'1;r

r
cos2 � � '1;�

r2
sin(2�) +

'1;��

r2
cos2 �]

+n[
'2;rr

2
sin(2�) +

'2;r�

r
cos(2�)� '2;r

2r
sin(2�)� '2;�

r2
cos(2�)� '2;��

2r2
sin(2�)]

= 2u(ur cos � � u�
r
sin �) (3.16)

ve (2.18) denklemi,

�['2;rr cos
2 � � '2;r�

r
sin(2�) +

'2;r

r
sin2 � +

'2;�

r2
sin(2�) +

'2;��

r2
sin2 �]

+m1['2;rr sin
2 � +

'2;r�

r
sin(2�) +

'2;r

r
cos2 � � '2;�

r2
sin(2�) +

'2;��

r2
cos2 �]

+n[
'1;rr

2
sin(2�) +

'1;r�

r
cos(2�)� '1;r

2r
sin(2�)� '1;�

r2
cos(2�)� '1;��

2r2
sin(2�)]

= 2u(ur sin � � u�
r
cos �) (3.17)

�seklini al�r. �Ozel olarak u = u(r); '1 = '1(r); '2 = '2(r) varsay�m�

alt�nda, sistemin sadece '1 = sabit; '2 = sabit ve u = 0 �c�oz�um�une sahip oldu�gu

g�ozlenmi�stir. S�imdi sistemin

u(r; �) =
h(r)

C3

'1(r; �) = C1 g(r) cos �

'2(r; �) = C2 g(r) sin � (3.18)

�seklinde bir �c�oz�um�u oldu�gu varsay�lacakt�r. Burada C1; C2 ve C3 key� sabitlerdir.

Ayr�ca g(r) fonksiyonunun r ! 1 iken h�zl�ca s�f�ra gitti�gi varsay�lacakt�r. Bu

ifadeler (3.16) ve (3.17) denklemlerinde yerine konulursa, s�ras�yla,

g00(r)[C1 cos
2 � + (m2C1 + nC2) sin

2 �] + (
g(r)

r
)0

[(m2C1 + nC2) cos
2 � + (3C1 � 2m2C1 � 2nC2) sin

2 �] = [(
h(r)

C3
)2]0 (3.19)
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ve

g00(r)[(�C2 + nC1) cos
2 � +m1C2 sin

2 �] + (
g(r)

r
)0

[(�2�C2 + 3m1C2 � 2nC1) cos
2 � + (�C2 + nC1) sin

2 �] = [(
h(r)

C3
)2]0 (3.20)

elde edilir. Burada 0 notasyonu r de�gi�skenine g�ore t�urevi g�osterir. Bu iki denklemin

uyumlu olabilmesi i�cin

C1 = �C2 + nC1; m2C1 + nC2 = m1C2

m2C1 + nC2 = �2�C2 + 3m1C2 � 2nC1

3C1 � 2m2C1 � 2nC2 = �C2 + nC1 (3.21)

ba�g�nt�lar�n�n sa�glanmas� gerekir. Bu ba�g�nt�lar ard��s�k olarak �c�oz�ul�urse,

C1 = m1C2

oldu�gu sonucuna var�l�r. Yani, '2(r; �) =
C1

m1
g(r) sin � �seklinde olmal�d�r. (3.21)

ba�g�nt�lar� (3.19) veya (3.20) denkleminde yerine konulursa

C1[g
00(r) + (

g(r)

r
)0]� [(

h(r)

C3
)2]0 = 0 (3.22)

denklemi elde edilir. �Ote yandan (3.15) denklemi

h00(r)

C3
[� cos2 � + sin2 �] +

h0(r)

C3r
[� sin2 � + cos2 �] = �

h3(r)

C3
3

+ 

h(r)

C3

fC1g
0(r)[cos2 � +

1

m1
sin2 �] + C1

g(r)

r
[sin2 � +

1

m1
cos2 �]g (3.23)

�seklini al�r.

S�imdi h(r) = g(r)=r oldu�gu varsay�lacakt�r. B�oylece (3.22) denklemi

C1[g
00(r) + (

g(r)

r
)0]� 1

C2
3

(
g2(r)

r2
)0 = 0

bi�ciminde yaz�l�p integre edilirse,

C1g
0(r) = K � C1

g(r)

r
+

1

C2
3

g2(r)

r2
(3.24)

birinci mertebe diferansiyel denklemi elde edilmi�s olur. Burada K key� bir sabittir.

g(r) fonksiyonunun ve t�urevinin r ! 1 iken h�zl�ca s�f�ra gitti�gi varsay�m�ndan,

K = 0 sonucuna var�l�r. Bu durumda

g0(r) = �g(r)
r

+
1

C1C2
3

g2(r)

r2
(3.25)
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Riccati denklemi i�cin g(r) = 2 C1C
2
3r fonksiyonu bir �ozel �c�oz�um�ud�ur. v yeni bir

ba�g�ml� de�gi�sken olmak �uzere

g(r) = 2 C1C
2
3r +

1

v(r)

d�on�u�s�um�u yap�l�rsa,

v0(r) = �3 v(r)
r

� 1

C1C2
3r

2

homojen olmayan lineer denklemi elde edilir. Bu lineer denklemin �c�oz�um�u,M key�

bir sabit olmak �uzere

v(r) = � 1

2C1C2
3r
(1 +

1

Mr2
)

�seklindedir. B�oylece (3.25) Riccati denkleminin �c�oz�um�u

g(r) =
2C1C

2
3r

1 +Mr2

olarak elde edilir. Sonu�c olarak, (3.18) sistemi

u(r) =
2C1C3

1 +Mr2

'1(r; �) =
2C2

1C
2
3r

1 +Mr2
cos �

'2(r; �) =
1

m1

2C2
1C

2
3r

1 +Mr2
sin � (3.26)

�seklini al�r. (3.23) denkleminde � = �1 al�n�r ve (3.26) ifadeleri yerine yaz�l�rsa,

(� cos2 � + sin2 �)f� 4MC1C3

(1 +Mr2)2
+

16M2C1C3r
2

(1 +Mr2)3
+

4MC1C3

(1 +Mr2)2
g

= �
8C3

1C
3
3

(1 +Mr2)3
+ 


2C1C3

1 +Mr2
f(cos2 � + 1

m1
sin2 �)

2C2
1C

2
3(1�Mr2)

(1 +Mr2)2

+(sin2 � +
1

m1
cos2 �)

2C2
1C

2
3

1 +Mr2
g (3.27)

elde edilir. Paydalar e�sitlenip d�uzenlenirse, her � i�cin

16M2C1C3r
2

(1 +Mr2)3
= [

4M
C3
1C

3
3 r

2(1� 1

m1
)

(1 +Mr2)3
] +

8�C3
1C

3
3 + 4
C3

1C
3
3(1 +

1

m1
)

(1 +Mr2)3
(3.28)

e�sitli�ginin sa�glanmas� gerekti�gi sonucuna ula�s�l�r. Bu ise ancakM = 4C2
1C

2
3A olmak

�uzere

� = �

2
(1 +

1

m1
); A =




16
(1� 1

m1
)

olmas� durumunda ger�cekle�secektir.
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Kartezyen koordinatlara geri d�on�ul�urse, katsay�lar aras�nda

� = �1; � = m1(1� n); m2 = 1� n

m1

� = �

2
(1 +

1

m1
); A =




16
(1� 1

m1
) (3.29)

ili�skilerinin sa�glanmas� durumunda

u(x; y; t) =
2C1C3

1 + 4C2
1C

2
3A(x

2 + y2)

'1(x; y; t) =
2C2

1C
2
3x

1 + 4C2
1C

2
3A(x

2 + y2)

'2(x; y; t) =
1

m1

2C2
1C

2
3y

1 + 4C2
1C

2
3A(x

2 + y2)
(3.30)

ifadeleri GDS sisteminin zamana ba�gl� olmayan bir �c�oz�um�un�u olu�sturur. Elde

edilen bu �c�oz�um asl�nda Ozawa'n�n yakla�s�m�n� takip ederek elde edilen �c�oz�um�un

� = 2C1C3 �ol�cek parametresi ile �ol�ceklenmi�s halidir. Yani, "radyal" �c�oz�um

yakla�s�m�yla elde edilen (3.30) �c�oz�um�u (u0; '01; '
0
2) ile g�osterilir ve � = 2C1C3 olmak

�uzere �ol�cek d�on�u�s�um�u uygulan�rsa,

u0(x0; y0; t0) =
2C1C3

1 + 4C2
1C

2
3A(x

02 + y02)
=

�

1 + A(x2 + y2)
= �u(x; y; t)

'01(x
0; y0; t0) =

2C2
1C

2
3x

0

1 + 4C2
1C

2
3A(x

02 + y02)
=

�x

2[1 + A(x2 + y2)]
= �'1(x; y; t)

'02(x
0; y0; t0) =

2C2
1C

2
3y

0

m1[1 + 4C2
1C

2
3A(x

02 + y02)]
=

�y

2m1[1 + A(x2 + y2)]
= �'2(x; y; t)

bulunan (u; '1; '2) �c�oz�um�u Ozawa'n�n yakla�s�m�n� takip ederek elde edilen (3.14)

�c�oz�um�ud�ur.

3.2.4.3 uA �c�oz�um�un�un patlamas�

Yukar�da verilen tart��sma (3.29) ba�g�nt�lar�n�n sa�glanmas� halinde, (3.30)

denklemleri ile verilen

vA(x; y) =
�

1 + A�2(x2 + y2)

	1A(x; y) =
�2x

2[1 + A�2(x2 + y2)]

	2A(x; y) =
�2y

2m1 [1 + A�2(x2 + y2)]
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fonksiyonlar�n�n GDS sisteminin zamana ba�gl� olmayan bir �c�oz�um�un�u olu�sturdu-

�gunu g�osterir. �Ote yandan, GDS sistemi (3.5) s�ozde-konformal d�on�u�s�um�u alt�nda

invaryant kald��g�ndan, (vA;	1A;	2A) fonksiyonlar� GDS sisteminin bir �c�oz�um�u ise,

uA(x; y; t) =
1

(a+ bt)
exp[ib

y2 � x2

4(a+ bt)
]vA(x

0; y0)

'1A(x; y; t) =
1

(a+ bt)
	1A(x

0; y0)

'2A(x; y; t) =
1

(a+ bt)
	2A(x

0; y0)

�seklinde tan�mlanan fonksiyonlar da GDS sisteminin bir �c�oz�um�un�u olu�sturur.

B�oylece katsay�lar�n (3.29) ba�g�nt�lar�n� sa�glayacak �sekilde se�cimi halinde,

uA(x; y; t) =
1

(a+ bt)
exp[ib

y2 � x2

4(a+ bt)
]

�

1 + A�2(x02 + y02)

'1A(x; y; t) =
1

(a+ bt)

�2x0

2[1 + A�2(x02 + y02)]

'2A(x; y; t) =
1

(a+ bt)

�2y0

2m1[1 + A�2(x02 + y02)]
(3.31)

fonksiyonlar� GDS sisteminin HEE hali i�cin bir �c�oz�um ailesini olu�sturur. Bu

durumda uA fonksiyonu i�cin t = 0 zaman�na kar�s�l�k gelen ba�slang��c ko�sulu

uA(x; y; 0) =
1

a
exp(ib

y2 � x2

4a
)

�

1 +
A

a2
�2(x2 + y2)

(3.32)

�seklinde olacakt�r. A > 0 iken

kvAk2 = (�=A)1=2

olmas� nedeniyle, vA fonksiyonu L2 uzay�n�n eleman�d�r. uA fonksiyonu ise her

t 2 R
+ i�cin, a+ bt 6= 0 ve A > 0 iken,

kuA(t)k2 = [

1Z
�1

1Z
�1

j 1

(a+ bt)
exp(ib

y2 � x2

4(a+ bt)
)

�

1 + A�2(x02 + y02)
j2 dxdy ]1=2

= � [

1Z
�1

1Z
�1

j 1

1 + A�2(x02 + y02)
j2 dx0dy0 ]1=2

= � [

1Z
r=0

2�Z
�=0

(
1

1 + A�2r2
)2 rdrd�]1=2

= (
�

A
)1=2
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olmas� nedeniyle L2 uzay�n�n bir eleman�d�r. Fakat (x2 + y2)1=2vA fonksiyonu L2

uzay�n�n eleman� de�gildir. �Ote yandan, ruA fonksiyonu da

kruA(t)k2 = [

1Z
�1

1Z
�1

(j @uA
@x

j2 + j @uA
@y

j2)dxdy ]1=2

= �[(
b2

4
+ 4A2�4)

1Z
�1

1Z
�1

(x0
2
+ y0

2
)(

1

1 + A�2(x02 + y02)
)2dx0dy0 ]1=2

= �[(
b2

4
+ 4A2�4)

1Z
r=0

2�Z
�=0

(
1

1 + A�2r2
)2r3 drd� ]1=2

= 1 (3.33)

olmas� nedeniyle L2 uzay�n�n eleman� de�gildir. B�oylece uA fonksiyonu (3.33)

nedeniyle H1 uzay�n�n bir eleman� de�gildir.

T = �a=b ve ab < 0 olmak �uzere, � = a+ bt = �b(T � t) tan�m� yap�l�rsa, k�utle

yo�gunluk fonksiyonu

j uA(x; y; t) j2= 1

�2
j vA(x

�
;
y

�
) j2

halini al�r. j uA j22 S 0 ve 8� 2 S i�cin

Z
R2

j uA(x; y; t) j2 �(x; y) dxdy =
Z
R2

1

�2
j vA(x

�
;
y

�
) j2 �(x; y) dxdy

=
Z
R2

j vA(�x; �y) j2 �(��x; ��y) d�xd�y

olup, �! 0 yani t! T iken, son integral (�=A)�(0; 0) olarak bulunur. Dolay�s�yla

j uA(t) j2! �

A
�

yak�nsamas� elde edilir. Burada � Dirac delta fonksiyonunu g�ostermektedir.

vA fonksiyonunun radyal simetrik oldu�guna fakat uA(x; y; 0) fonksiyonunun

eksponansiyel terim nedeniyle radyal simetrik olmad��g�na dikkat edilmelidir.

Ba�slang��c durumu olan uA(x; y; 0) fonksiyonu uzayda cebirsel bir azalma

g�ostermektedir. Zaman patlama zaman� olan T de�gerine yakla�st�k�ca,

�c�oz�um orijinde lokalize olacak ve j uA(t) j2 k�utle yo�gunluk fonksiyonu

�2��2 = �2b�2(T � t)�2 maximum de�gerine ula�sacakt�r. Bu ise �c�oz�um�un (T � t)�2

patlama h�z�yla sonsuza gitti�gini g�osterir. Sonu�c olarak, a ve b parametrelerinin

uygun se�cilmesi ko�suluyla, istenilen patlama zaman�nda tekilli�ge sahip olacak

�sekilde bir parametreye ba�gl� (analitik) patlama �c�oz�um ailesi elde edilmi�stir.
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3.3 Eliptik-Eliptik-Eliptik hal i�cin baz� analitik sonu�clar

Bu altb�ol�umde, GDS sisteminin EEE hali i�cin baz� analitik sonu�clar verilecektir.

Bu b�ol�um�un geri kalan k�sm�nda ve bundan sonraki b�ol�umlerde, GDS sistemi i�cin

(2.21) ile verilen ve enerjinin korunumuna kar�s�l�k gelen I4 b�uy�ukl�u�g�u literat�ur ile

uyum sa�glamak amac�yla H (Hamiltonyen) ile g�osterilecektir.

3.3.1 GDS sistemi i�cin patlama �c�oz�umleri ve literat�ur

GDS sisteminin �c�oz�umlerinin global varl��g� sorusu ilk olarak [6]'da ele al�nm��st�r.

Bu �cal��smada m1;m2 ve � katsay�lar�n�n pozitif de�gerli oldu�gu varsay�larak, GDS

sisteminin EEE hali i�cin a�sa�g�daki teorem ispatlanm��st�r:

Teorem 1 ([6], sayfa 11537): m1 > 0 ve � � maxf�
max(1;
1

m1
); 0g i�cin GDS

sisteminin �c�oz�umleri globaldir.

Yine ayn� �cal��smada �c�oz�umlerin sonlu zamanda patlamas�n�n hangi ko�sullar alt�nda

m�umk�un oldu�gu sorusu tart��s�lm��st�r. m1;m2 ve � katsay�lar�n�n pozitif de�gerli

oldu�gu varsay�larak, GDS sisteminin EEE hali i�cin a�sa�g�daki Lemma ve Teorem

ispatlanm��st�r.

Lemma 1 ([6], sayfa 11540): m1 > 1 ve � < min(� 


m1
; 0) i�cin H(u0) < 0 olacak

�sekilde u0 2 H1(R2) vard�r.

Teorem 2 ([6], sayfa 11541): r'1;r'2 2 L
2(R2) ve u 2 H1(R2) olmak �uzere,

GDS sisteminin u0 2 H1(R2) ba�slang��c de�geri i�cin tan�mlanm��s Cauchy probleminin

�c�oz�um�u u olsun. E�ger

(i) H(u0) < 0

(ii) H(u0) = 0 ve Im
Z
R2

(xu�0u0;x + yu�0u0;y) dxdy < 0

(iii) H(u0) > 0 ve �Im
Z
R2

(xu�0u0;x + yu�0u0;y) dxdy >
q
H(u0)V(0)

ko�sullar�ndan bir tanesi sa�glan�rsa, o zaman �oyle bir T zaman� vard�r ki

lim
t!T�

(jjuxjjL2 + jjuyjjL2) =1

olur, yani, e�ger �c�oz�um var ise sonlu zamanda patlayacakt�r.

[6]'da GDS sisteminin EEE hali i�cin m1;m2 ve � pozitif olmak �uzere elde edilen
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sonu�clar ileride yap�lacak kar�s�la�st�rmalarda kolayl�k sa�glamas� amac�yla, a�sa�g�da


 > 0 ve 
 < 0 durumlar� i�cin ayr� ayr� ifade edilecektir. GDS sisteminin EEE hali

i�cin

(i) katsay�lar�n


 > 0 i�cin m1 > 0; � � 0 (3.34)

veya


 < 0 i�cin m1 > 0; � � �
max(1;
1

m1
) (3.35)

ko�sullar�n� sa�glamas� durumunda �c�oz�um global olarak varolacak ve

(ii) katsay�lar�n


 > 0 i�cin m1 > 1; � < � 


m1
(3.36)

veya


 < 0 i�cin m1 > 1; � < 0 (3.37)

ko�sullar�n� sa�glamas� durumunda ise �c�oz�um sonlu zamanda patlayacakt�r.

[6]'da belirtildi�gi gibi, burada ilgin�c olan nokta yukar�da verilen ko�sullar�n �

parametresinin b�ut�un de�gerlerini kapsamamas�d�r. �Orne�gin, 
 > 0 durumu i�cin;

(i) e�ger m1 > 1 ise � parametresinin � 


m1
� � < 0 aral��g�nda veya (ii) e�ger

0 < m1 < 1 ise � < 0 i�cin �c�oz�umlerin global varl��g� veya patlamas� �uzerine

yukar�daki ko�sullardan yararlanarak bir �sey s�oylemek m�umk�un olmamaktad�r.

Benzer �sekilde, 
 < 0 durumu i�cin; (i) e�germ1 > 1 ise � parametresinin 0 � � < �

aral��g�nda veya (ii) e�ger 0 < m1 < 1 ise � < � 


m1
i�cin yine [6]'da ifade edilen

ko�sullardan yararlanarak �c�oz�umlerin global varl��g� veya patlamas� �uzerine bir �sey

s�oylemek m�umk�un de�gildir. Bu durum [6]'da da belirtilmi�s ve yukar�daki ko�sullarda

kapsanmayan parametre de�gerleri i�cin �c�oz�umlerin varl��g� veya patlamas�n�n a�c�kl��ga

kavu�sturulmas�n�n bir a�c�k problem oldu�gu ifade edilmi�stir. Bu tez �cal��smas�n�n en

�onemli ba�slang��c noktalar�ndan biri, bu problemi gerek analitik teknikler gerekse

say�sal teknikler kullanarak bir �c�oz�ume kavu�sturma �cabas� olmu�stur.

3.3.2 C��oz�umlerin varl��g� ve patlama i�cin ko�sullar

Yukar�da GDS sisteminin EEE hali i�cin �c�oz�umlerin global varl��g� ve patlamas� ile

ilgili olarak [6]'da ifade edilen ko�sullar�n, � parametresi i�cin

34



(i) 
 > 0 durumunda

m1 > 1 ise [� 


m1
; 0)

0 < m1 < 1 ise (�1; 0) (3.38)

aral�klar�n�

(i) 
 < 0 durumunda

m1 > 1 ise [0;�
)
0 < m1 < 1 ise (�1;� 


m1
) (3.39)

aral�klar�n� belirsiz b�rakt��g� belirtilmi�sti. C��oz�umlerin global varl��g� ve patlamas�

ile ilgili olarak [6]'da ispatlanan teoremler burada yeniden ele al�nacak ve yukar�da

belirtilen ko�sullar iyile�stirilmeye �cal��s�lacak, di�ger bir deyi�sle global varl�k veya

patlama konusunda bir�sey s�oylenemeyen parametre aral�klar� ortadan kald�r�lmaya

veya en az�ndan k�u�c�ult�ulmeye �cal��s�lacakt�r. A�sa�g�da verilecek teoremlerin ispatlar�

[6]'da yap�lan ispatlara �cok benzer oldu�gundan, burada sadece farkl�l�k yaratan

noktalar �uzerinde durulacakt�r.

_Ilk olarak, GDS sisteminin �c�oz�umlerinin varl��g� ile ilgili bir teorem ispatlanacakt�r.

Bu teoremin ifadesini ve ispat�n� vermeden �once yukar�da ifade edilen Teorem

1'in ifadesi ile ilgili bir uyar�da bulunulmas� yararl� olacakt�r. [6]'da

Teorem 1'in ifadesinde a�c�kca belirtilmemesine ra�gmen, elde edilen sonucun

� > 1, m2 > m1 > 0 ve n > 0 i�cin ge�cerli oldu�gu, di�ger bir deyi�sle bu e�sitsizliklerin

hesaplamalar s�ras�nda kullan�ld��g� vurgulanmal�d�r.

Teorem 3: � > 1, m2 > m1 > 0, n > 0 ve

�1 =
1 +m1 � 2n

�m1 +m2
(3.40)

olmak �uzere,


 > 0; � � �
minf�1;min(
1

m1
; 1)g

ve


 < 0; � � �
max(
1

m1
; 1)
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durumlar� i�cin GDS sisteminin �c�oz�umleri globaldir.

_Ispat: [6]'da Plancherel teoremi kullan�larak u �c�oz�um�une ait Hamiltonyenin (yani

enerjinin (2.21)) ,

� = �(�1; �2) =
��41 + (1 +m1 � 2n)�21�

2
2 +m2�

4
2

(��21 +m2�22)(�
2
1 +m1�22)

(3.41)

olmak �uzere, Fourier uzay�nda

H(u) =
Z
(�21 + �22)jûj2d�1d�2 +

1

2

Z
(�+ �
)jf̂ j2d�1d�2 (3.42)

�seklinde yaz�labilece�gi g�osterilmi�stir ([6], sayfa 11538, denklem (26)). Burada

(�1; �2) Fourier de�gi�skenlerini, û ve f̂ ise, s�ras�yla, u ve juj2 fonksiyonlar�n�n Fourier
d�on�u�s�umlerini g�osterir. S�imdi [6] Ek A'da izlenen yakla�s�m uygulanacak, yani

pozitif d; e ve f b�uy�ukl�ukleri i�cin ge�cerli

minfa
d
;
b

e
;
c

f
g � a+ b+ c

d+ e+ f
� maxfa

d
;
b

e
;
c

f
g (3.43)

e�sitsizli�gi �(�1; �2) fonksiyonuna uygulanacakt�r. Bu durumda baz� uzun

hesaplamalardan sonra

(i) m1 � 1 iken

min(�1;
1

m1
) � �(�1; �2) � 1; (3.44)

(ii) 0 < m1 < 1 iken

min(�1; 1) � �(�1; �2) � 1

m1
(3.45)

oldu�gunu g�ostermek m�umk�und�ur. Bu iki sonucun

minf�1;min(
1

m1
; 1)g � �(�1; �2) � max(

1

m1
; 1)

�seklinde biraraya getirilebilece�gine dikkat edilmelidir. Bu durumda

(i) 
 > 0 iken

� � �
minf�1;min(
1

m1
; 1)g

i�cin ve

(ii) 
 < 0 iken

� � �
max(
1

m1
; 1)
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i�cin �+ �
 � 0 olaca�g� a�c�kt�r. B�oylece (3.42) enerji ifadesi

H(u) �
Z
(�21 + �22)jûj2 d�1d�2

=
Z
(juxj2 + juyj2) dxdy

�seklinde a�sa�g�dan s�n�rlanabilecektir. Bu ise, [6]'da belirtildi�gi gibi, u

fonksiyonunun H1 normu �uzerine bir s�n�r getirecek ve �c�oz�um�un global olarak

varolmas� i�cin lokal varl��g�n�n yeterli olmas� sonucunu verecektir.

Yukar�da verilen ispat�n [6]'da verilen ispata tamamen benzer oldu�gu ve

aradaki fark�n (3.44) ve (3.45) e�sitsizliklerinin t�uretilmesinden kaynakland��g�

vurgulanmal�d�r. Bu e�sitsizliklerle [6]'da sunulan e�sitsizlikler kar�s�la�st�r�ld��g�nda

e�sitsizliklerin sa�g tara
ar�n�n ayn� fakat sol tara
ar�n�n farkl� oldu�gu g�ozlenir.

Bu farkl�l�k, �c�oz�umlerin global varl��g� i�cin katsay�lar �uzerine getirilen k�s�tlamalar

a�c�s�ndan 
 < 0 durumunda herhangi bir farkl�l�k yaratmamakla birlikte, 
 > 0

durumunda [6] ve �simdiki �cal��smada farkl� sonu�clara ula�s�lmas�na neden olmaktad�r.

Burada elde edilen sonu�clar�n [6]'da elde edilen sonu�clar�n bir iyile�stirilmesi �seklinde

oldu�gu ileride g�osterilecektir. (�(�1; �2) b�uy�ukl�u�g�u i�cin yukar�da verilmi�s (3.44)

ve (3.45) e�sitsizliklerinin do�grulu�gu [6]'n�n yazarlar� taraf�ndan da s�ozl�u olarak

belirtilmi�stir.)

_Ikinci olarak, Hamiltonyeni negatif yapan ba�slang��c datas�n�n varl��g� ile ilgili

ko�sullar� verecek olan a�sa�g�daki lemma ispatlanacakt�r.

Lemma 2: � > 1, m2 > m1 > 0, n > 0 ve

�2 =

p
m1(1� 2n+m1) +

p
�m2(1 +m1)

(m1

p
�+

p
m1m2)(

p
m2 +

p
�m1)

(3.46)

olmak �uzere,


 > 0; � < �
minf�2;min(
1

m1
; 1)g

ve


 < 0; � < �
max(
1

m1
; 1)

durumlar� i�cin H(u0) < 0 olacak �sekilde u0 2 H1(R2) vard�r.

_Ispat: �; �1 ve �2 pozitif parametreler olmak �uzere v� = � exp(�x2=�21 � y2=�22)
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fonksiyonu i�cin [6]'da Hamiltonyen hesaplanm��st�r. Uzun hesaplamalardan sonra

J(�1; �2) =

(m2 +
p
�m1m2)�

2
1 + [

p
m1(1� 2n+m1) +

p
�m2(1 +m1)]�1�2 + (�m1 +

p
�m1m2)�

2
2

(m1

p
�+

p
m1m2)[

p
m1m2�21 + (

p
m2 +

p
�m1)�1�2 +

p
��22 ]

olmak �uzere, Hamiltonyenin

H(v�) =
�(�21 + �22)

2�1�2
�2 +

��1�2
8

(�+ 
J)�4 (3.47)

�seklinde yaz�labilece�gi g�osterilmi�stir. (3.43) e�sitsizli�ginin kullan�lmas� ile baz� uzun

hesaplamalardan sonra,

(i) m1 � 1 iken

min(�2;
1

m1
) � J(�1; �2) � 1 (3.48)

(ii) 0 < m1 < 1 iken

min(�2; 1) � J(�1; �2) � 1

m1
(3.49)

oldu�gunu g�ostermek m�umk�und�ur. Bu iki sonucun

minf�2;min(
1

m1
; 1)g � J(�1; �2) � max(

1

m1
; 1)

�seklinde birle�stirilebilece�gi a�c�kt�r. Hamiltonyenin (3.47) ile verilen ifadesinden,

�+ 
J � 0 ise Hamiltonyenin negatif olamayaca�g� sonucu �c�kar. �Ote

yandan, �+ 
J < 0 olmas�n�n Hamiltonyeni negatif yapmaya yetmeyece�gine ve

Hamiltonyenin negatif olmas� i�cin

�+ 
J < �4(�21 + �22)

�2�21�
2
2

ko�sulunun sa�glanmas� gerekti�gine dikkat edilmelidir. Ancak, �+
J < 0 durumunda

� parametresini uygun �sekilde se�cerek Hamiltonyen negatif yap�labilir. K�sa bir

hesap


 > 0; � < �
max(
1

m1
; 1)

ve


 < 0; � < �
minf�2;min(
1

m1
; 1)g
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durumlar� i�cin, �1 ve �2 parametrelerinin nas�l se�cildi�ginden ba�g�ms�z olarak,

�+ 
J < 0 ve H(v�) < 0 oldu�gunu g�osterir. Benzer �sekilde, yine k�sa bir hesap, �1

ve �2 parametrelerinin uygun bir �sekilde se�cilmesi ko�suluyla,


 > 0; � < �
minf�2;min(
1

m1
; 1)g

ve


 < 0; � < �
max(
1

m1
; 1)

durumlar� i�cin �+ 
J < 0 ve dolay�s�yla H(v�) < 0 oldu�gunu g�osterir.

Yukar�da verilen ispat�n [6]'da verilen ispata tamamen benzer oldu�gu ve

aradaki fark�n (3.48) ve (3.49) e�sitsizliklerinin t�uretilmesinden kaynakland��g�

vurgulanmal�d�r. _Ilk olarak, [6]'da sadece m1 � 1 durumu i�cin bir e�sitsizlik

t�uretildi�gine, di�ger bir deyi�sle (3.49) e�sitsizli�gi i�cin bir kar�s�la�st�rma yapma

olana�g�n�n olmad��g�na dikkat edilmelidir. (3.48) e�sitsizli�gi [6]'da verilen benzer

e�sitsizlik ile kar�s�la�st�r�ld��g�nda e�sitsizliklerin sa�g tara
ar�n�n ayn� fakat sol

tara
ar�n�n farkl� oldu�gu g�ozlenir. Bu farkl�l�k Hamiltonyenin negatif olmas� ve

Teorem 3 nedeniyle �c�oz�umlerin sonlu zamanda patlamas� i�cin katsay�lar �uzerine

getirilen k�s�tlamalar a�c�s�ndan, hem 
 > 0 hem de 
 < 0 durumlar�nda �simdiki

�cal��sma ve [6] aras�nda farkl�l��ga neden olmaktad�r. Burada elde edilen sonu�clar�n

[6]'da elde edilen sonu�clar�n bir iyile�stirilmesi oldu�gu ileride g�osterilecektir.

S�imdi hem �c�oz�umlerin global varl��g� hem de �c�oz�umlerin sonlu zamanda patlamas�

i�cin gereken ko�sullar bir b�ut�unl�uk sa�glamas� i�cin birlikte yaz�lacakt�r. GDS

sisteminin EEE halinde;

(i) katsay�lar�n


 > 0; � � �
minf�1;min(
1

m1
; 1)g (3.50)

veya


 < 0; � � �
max(
1

m1
; 1) (3.51)

ko�sullar�n� sa�glamas� durumunda lokal olarak varolan �c�oz�umler global olarak da

vard�r ve

(ii) katsay�lar�n


 > 0; � < �
minf�2;min(
1

m1
; 1)g (3.52)
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veya


 < 0; � < �
max(
1

m1
; 1) (3.53)

ko�sullar�n� sa�glamas� durumunda Cauchy probleminin u 2 H1(R2) �c�oz�um�u sonlu

zamanda patlayacakt�r. Bu ko�sullarda g�or�unen �1 ve �2 parametreleri (3.40) ve

(3.46) denklemleri ile verilmi�s olup genel halde, yani � > 1, m2 > m1 > 0 ve

n > 0 iken,

�1 =
1 +m1 � 2n

�m1 +m2
=

(1 +m1 � 2n)(
p
m1 +

p
�m2)

(�m1 +m2)(
p
m1 +

p
�m2)

<

p
m1(1 +m1 � 2n) +

p
�m2(1 +m1)

�m1
p
m1 + �m1

p
�m2 +m2

p
m1 +m2

p
�m2

<

p
m1(1 +m1 � 2n) +

p
�m2(1 +m1)

�m1
p
m1 +m1

p
�m2 +m2

p
m1 +m2

p
�m2

= �2

e�sitsizli�gi ge�cerlidir. �Ote yandan, � = 1, m2 = m1 = m, n = 0 limit durumunda

bu e�sitsizlik �1 = �2 e�sitli�gine d�on�u�smektedir.

Bu tez �cal��smas�n�n hareket noktalar�ndan birinin [6]'da a�c�k problem olarak

belirtilen soruna �c�oz�um bulmak, di�ger bir deyi�sle � parametresinin [6]'da

global varl�k veya sonlu zamanda patlama a�c�s�ndan bir sonuca ula�st�r�lamam��s

aral�klar�nda ne oldu�gunu ortaya �c�karmak oldu�gu yukar�da belirtilmi�sti. Yukar�da

toplu halde verilen ko�sullar�n bir incelemesi, bu tez �cal��smas�nda elde edilen yeni

ko�sullarla 
 < 0 durumu i�cin bir bo�sluk kalmad��g�n�, yani 
 < 0 durumunda �

parametresinin b�ut�un de�gerleri i�cin �c�oz�umlerin global varl��g� veya sonlu zamanda

patlamas� a�c�s�ndan bir belirsizli�gin kalmad��g�n� g�osterir. B�oylece [6]'da belirtilen

a�c�k problem, analitik teknikler kullan�larak bu altb�ol�umde 
 < 0 i�cin �c�oz�ulm�u�s

olur.

�Ote yandan, 
 > 0 durumunda �c�oz�umlerin global varl��g� ve �c�oz�umlerin patlamas�

a�c�s�ndan bir belirsizli�gin mevcut oldu�gu bir � aral��g� hala vard�r. (3.50) ve (3.52)

e�sitsizliklerinden bu aral��g�n

�
minf�2;min(
1

m1
; 1)g � � < �
minf�1;min(

1

m1
; 1)g (3.54)

�seklinde oldu�gu sonucu �c�kar. Burada �1 < �2 oldu�guna dikkat edilmelidir. Elde

edilen bu sonucu [6]'da elde edilenlerle kar�s�la�st�rabilmek i�cin �simdilik m1 � 1
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oldu�gu kabul edilecektir. Bu durumda (3.54) e�sitsizli�gi

�
min(�2;
1

m1
) � � < �
min(�1;

1

m1
)

�seklini al�r. S�imdi (i)
1

m1
< �1, (ii) �1 <

1

m1
< �2 ve (iii) �2 <

1

m1
durumlar�n�n

herbiri i�cin bu e�sitsizli�gin ald��g� �sekil irdelenecektir:

(i)
1

m1
< �1 durumunda bu e�sitsizlik ortadan kalkacak, yani 
 > 0 durumunda

da �c�oz�umlerin global varl��g� veya sonlu zamanda patlamas� a�c�s�ndan a�c�kl��ga

kavu�smam��s bir � de�geri mevcut olmayacakt�r.

(ii) �1 <
1

m1
< �2 durumunda belirsizli�gin mevcut oldu�gu aral�k

� 


m1
� � < �
�1

�seklini alacakt�r.

(iii) �2 <
1

m1
durumunda s�ozkonusu aral�k

�
�2 � � < �
�1 (3.55)

�seklini alacakt�r. 
 > 0 i�cin [6]'da belirsizlik aral��g�n�n, (3.34) ve (3.36)

e�sitsizliklerinden g�or�uld�u�g�u �uzere,

� 


m1
� � < 0 (3.56)

�seklinde bulundu�gu hat�rlan�rsa, �1 > 0 durumunda yukar�da (ii) ve (iii)

durumlar�nda elde edilen aral�klar�n [6]'da bulunmu�s aral�ktan daha k�u�c�uk oldu�gu

a�c�kt�r. Bu durumu daha a�c�k bir �sekilde g�orebilmek amac�yla, say�sal �c�oz�um

y�ontemleri ile ilgili olan B�ol�um 4 ve B�ol�um 5'de kullan�lacak katsay� de�gerleri i�cin

bu aral�klar� kar�s�la�st�rmak yararl� olacakt�r. E�ger katsay�lar i�cin yukar�da belirtilen

k�s�tlamalar g�oz�on�une al�n�r ve katsay�lar

� = 2; m1 = 2; m2 = 3; n = 1; 
 = 1 (3.57)

se�cilirse

�1 =
1

7
; �2 =

1 + 3
p
3

(2 +
p
3)2

= �0 ' 0:444
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bulunur. Bu durumda �1 < �2 <
1

m1
olup, belirsizlik aral��g� (3.55) e�sitsizli�ginden

��0 � � < �1

7

olarak elde edilir. Ancak (3.56) e�sitsizli�ginin yukar�daki katsay� de�gerleri i�cin

�1

2
� � < 0

�seklinde oldu�guna dikkat edilirse, beklenildi�gi gibi �simdiki �cal��smada 
 > 0 i�cin

ula�s�lan belirsizlik aral��g�n�n [6]'da verilenden daha k�u�c�uk oldu�gu sonucuna ula�s�l�r.

Bu altb�ol�umde elde edilen sonu�clarla [6]'da elde edilen sonu�clar�n farkl�l��g�, YGDS

sistemi ile ilgili Altb�ol�um 3.4'de yeniden ele al�narak analitik olarak incelenecektir.

Ancak bu noktada B�ol�um 4 ve B�ol�um 5'de ger�cekle�stirilen baz� say�sal deneylerin

sonu�clar�ndan da bahsetmek yararl� olacakt�r. Bu altb�ol�umde analitik olarak

elde edilen ko�sullar, genel olarak, B�ol�um 4 ve B�ol�um 5'de �cal��s�lacak olan,

s�ras�yla, r�olaksasyon ve split-step say�sal y�ontemlerinin do�gru bir �sekilde bilgisayar

program� haline getirilip getirilmedi�gini test etmek a�c�s�ndan son derece yararl�d�r.

Ancak, yukar�daki gibi, farkl� analitik sonu�clar�n mevcut oldu�gu durumlarda

say�sal deneyler de sonuca varmak a�c�s�ndan yararl� olabilmektedir. �Orne�gin,

bu altb�ol�umde elde edilen sonu�clar (3.57) parametre de�gerleri i�cin � = �1=7
durumunda �c�oz�um�un global olarak varoldu�gunu belirtirken, � = �1=7 de�geri

[6]'da belirsizlik aral��g�n�n i�cinde kalm��st�r. Bu durumu a�c�kl��ga kavu�sturmak

amac�yla, B�ol�um 4 ve B�ol�um 5'de yukar�daki parametre de�gerleri ve � = �1=7
i�cin (4.35) ile verilen Gaussyen ba�slang��c ko�suluna kar�s�l�k gelen Cauchy problemi,

s�ras�yla, r�olaksasyon ve split-step say�sal y�ontemleri kullan�larak �c�oz�ulm�u�s ve

jjujj1 normunun zamanla de�gi�simi S�ekil 4.8 ve S�ekil 5.3'de sunulmu�stur. Bu

�sekillerde sunulan e�grilerin incelenmesi, � = �1=7 de�geri i�cin her iki say�sal y�ontem

a�c�s�ndan da �c�oz�um�un global olarak varoldu�guna i�saret eder. B�oylece hem bu

altb�ol�umde elde edilen analitik sonu�clar�n hem de iki farkl� say�sal y�ontem ile elde

edilen say�sal sonu�clar�n tam bir uyum i�cerisinde oldu�gu g�ozlenir. �Ote yandan,

yukar�da [6]'dan farkl� olarak 
 < 0 durumu i�cin bir bo�sluk kalmad��g�, yani 
 < 0

durumunda � parametresinin b�ut�un de�gerleri i�cin �c�oz�umlerin global varl��g� veya

sonlu zamanda patlamas� a�c�s�ndan bir belirsizli�gin kalmad��g� ifade edilmi�sti. Bu
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durumu da say�sal olarak irdelemek amac�yla, katsay�lar

� = 2; m1 = 2; m2 = 3; n = 1; 
 = �1 (3.58)

�seklinde se�cilirse, (3.51) ko�sulundan

� � 1

iken �c�oz�umlerin global olarak varoldu�gu ve (3.53) ko�sulundan da

� < 1

iken �c�oz�umlerin sonlu zamanda patlayaca�g� ortaya �c�kar. Ancak, yukar�daki katsay�

de�gerleri i�cin [6]'da verilen ko�sullar

0 � � < 1

aral��g�n� belirsiz olarak b�rakmaktad�r.

S�ekil 3.1'de (4.35) ba�slang��c ko�sulu ve � = 1=2 de�geri i�cin, split-step y�ontemi ile

elde edilen say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi sunulmu�stur. S�ekilden

g�or�uld�u�g�u �uzere, say�sal y�ontem � = 1=2 de�geri i�cin �c�oz�um�un sonlu zamanda

patlayaca�g�na i�saret etmektedir. Dolay�s�yla 
 < 0 durumu i�cin de hem bu

altb�ol�umde analitik olarak elde edilen sonu�c hem de split-step say�sal y�ontemi ile

elde edilen sonu�c uyum i�cerisindedir.

S�ekil 3.1. � = 1=2 de�geri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi.

(D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)
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Yukar�daki irdelemelere ek olarak, [6] ve �simdiki �cal��smada bulunan sonu�clar�n

farkl�l��g�, Altb�ol�um 3.4'de YGDS sisteminin �c�oz�umlerinin global varl��g� veya sonlu

zamanda patlama ko�sullar� incelendi�ginde, yeniden ele al�nacak ve bu altb�ol�umde

elde edilen ko�sullar�n YGDS i�cin t�uretilen ko�sullara indirgendi�gi analitik olarak

g�osterilecektir.

3.3.3 GDS sisteminin �c�oz�umlerinin asimptotik davran��s�

Altb�ol�um 3.2.3'de, j�j = 1 olmas� halinde GDS sisteminin s�ozde-kon-

formal d�on�u�s�um alt�nda invaryant kald��g�ndan bahsedilmi�sti. Dolay�s�yla

s�ozde-konformal d�on�u�s�um sistemin EEE hali i�cin de ge�cerlidir. Bu

altb�ol�umde, Weinstein'in [22] izledi�gi yolu takip ederek, sistemin EEE hali

i�cin � = fu 2 H1(R2) : (x2 + y2)1=2u 2 L2(R2)g k�umesinden se�cilen �c�oz�umlerin

p > 2 iken Lp normlar�n�n s�f�ra gitti�gi s�ozde-konformal d�on�u�s�um yard�m�yla

g�osterilecektir [18].

[6]'da m1 > 0 ve � � maxf�
maxf1; 1=m1g; 0g olmak �uzere, her � 2 R
2 i�cin

(3.41) ile verilen �(�1; �2) ifadesi i�cin � + �(�1; �2)
 > 0 oldu�gu g�osterilmi�stir.

S�imdiki �cal��smada ise, [6]'da verilen bu ko�sullar iyile�stirilerek, Teorem 3'de verilen

ko�sullar i�cin � + �(�1; �2)
 > 0 oldu�gu g�osterilmi�stir. H(u) ile g�osterilen korunan

b�uy�ukl�u�g�un

H(u) =
Z
R2

f� j ux j2 + j uy j2 +�
2
j u j4 +


2
[('1;x)

2 +m2('1;y)
2

+�('2;x)
2 +m1('2;y)

2 + n('1;y'2;x + '1;x'2;y)]gdxdy;

toplam enerjiyi g�osterdi�gi hat�rlan�rsa,

kruk2
L2(R2) � H(u)(t)

elde edilir. K�utle ve enerji korunan b�uy�ukl�ukler oldu�gundan �c�oz�umlerin H1 normu

kuk2H1(R2) � H(u0) + ku0k2L2(R2)

s�n�rl� kalacakt�r.

Fonksiyonunun kendisi ile mod�ul�un�un gradyanlar�n�n L2 normlar� aras�ndaki ili�skiyi

g�osteren

krjujkL2(R2) � krukL2(R2) (3.59)
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e�sitsizlik Stampacchia e�sitsizli�gi olarak adland�r�l�r [9]. (3.59) yard�m�yla

H(juj)(t) � H(u)(t) (3.60)

yaz�labilir. GDS sisteminin herhangi bir v �c�oz�um�u i�cin, (3.60) ve enerjinin

korunumundan

H(jvj)(c+ dt

a+ bt
) � H(v)(

c+ dt

a+ bt
) � H(v)(

c

a
)

sa�glanacakt�r. S�ozde-konformal d�on�u�s�um�un v �c�oz�um�un�u u �c�oz�um�une ta�s�d��g�n�

varsayarsak, T =
c+ dt

a+ bt
i�cin

H(juj)(T ) = (a+ bt)2H(jvj)(T ) � (a+ bt)2H(v)(
c

a
) = (d� bT )�2H(v)(

c

a
)

elde edilir. Dolay�s�yla k bir sabit olmak �uzere,

H(juj)(T ) � k(1 + jT j)�2

bulunur.

Sonu�c olarak, Gagliardo-Nirenberg e�sitsizli�gi [23] kullan�l�rsa

kukpLp(R2) � Ckrjujkp�2
L2(R2)kuk2L2(R2) � CH(juj)(p�2)=2ku0k2L2(R2)

� N(1 + jtj)2�p

bulunur. Burada N bir sabiti g�ostermektedir. B�oylece � > 1, m2 > m1 > 0, n > 0

ve (3.40) ile verilen �1 ifadesi i�cin,


 > 0; � � �
minf�1;min(
1

m1
; 1)g

veya


 < 0; � � �
max(
1

m1
; 1)

ko�sullar� sa�glanmak �uzere � k�umesinden se�cilen �c�oz�umlerin Lp normlar�n�n p > 2

i�cin t!1 iken s�f�ra gitti�gi sonucuna var�l�r.

3.4 Yozla�sm��s Genelle�stirilmi�s Davey-Stewartson (YGDS) sistemi i�cin

baz� analitik sonu�clar

Genelle�stirilmi�s elastik bir ortamda yay�lmakta olan bir k�sa enine dalga (u)

ile, biri boyuna dalga ('1) ve di�geri enine dalga ('2) olmak �uzere, iki uzun
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dalgan�n etkile�simini tan�mlayan GDS sisteminin en iyi bilinen indirgemeleri NLS

denklemi ve DS sistemidir. Bu altb�ol�umde, bu iyi bilinen indirgemeler d��s�nda,

GDS sisteminin bir �ozel �ziksel durumdan kaynaklanan bir ba�ska indirgemesi

tan�t�lacakt�r. Ayr�ca bulunan yeni denklem sistemi, �c�oz�umlerin global varl��g� ve

�c�oz�umlerin sonlu zamanda patlamas� a�c�lar�ndan tart��s�lacakt�r.

Boyuna dalgalar�n faz h�z� olan c1 ile enine dalgalar�n faz h�z� c2 birbirlerine e�sit

oldu�gu zaman (c21 = c22), faz h�zlar� ve elastik malzeme sabitlerine ba�gl� olarak a�c�k

ifadeleri [6]'da (sayfa 11534, (10) denklemi) verilmi�s olan �; m1; m2 ve n katsay�lar�

� = 1; m1 = m2; n = 0 (3.61)

�seklini al�r. Bu �ozel durum i�cin GDS sistemi,

i ut + �uxx + uyy = � j u j2 u+ 
('1;x + '2;y)u

'1;xx +m '1;yy = (j u j2)x
'2;xx +m '2;yy = (j u j2)y (3.62)

sistemine indirgenir. Burada m1 = m2 = m g�osterilimi kullan�lm��st�r.

(3.62) denklem sistemi bundan sonra Yozla�sm��s Genelle�stirilmi�s Davey-Stewartson

(YGDS) sistemi olarak adland�r�lacak olup, bu sistemin GDS sisteminden en �onemli

fark� son iki denklemdeki kar��s�k t�urevli terimlerin yok olmas� ve dolay�s�yla son

iki denklemin sol tara
ar�n�n birbirlerinden ba�g�ms�z olmas�d�r. YGDS sisteminin

eliptik-hiperbolik-hiperbolik (� = 1;m < 0) hali i�cin gezen dalga �seklindeki baz�

�ozel �c�oz�umleri [24]'de sunulmu�stur.

GDS sistemi i�cin [6]'da verilmi�s olan s�n�
and�rma, � = 1 ve m > 0 i�cin YGDS

sisteminin EEE durumda olaca�g�n� belirtir. S�imdi GDS sisteminin EEE durumu

i�cin �c�oz�umlerin global varl��g� ve sonlu zamanda patlamas� ile ilgili olarak gerek

[6]'da gerekse bu �cal��smada elde edilen ko�sullar (3.61) �ozel durumu i�cin yani YGDS

sistemi i�cin ifade edilecektir. (3.61) �ozel durumu i�cin [6]'da t�uretilen (3.34)-(3.37)

ko�sullar� �su �sekli al�r. YGDS sisteminin EEE hali i�cin

(i) katsay�lar�n


 > 0; � � 0 (3.63)
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veya


 < 0; � � �
max(
1

m
; 1) (3.64)

ko�sullar�n� sa�glamas� durumunda �c�oz�um global olarak varolacak ve

(ii) katsay�lar�n


 > 0; m > 1; � < � 


m
(3.65)

veya


 < 0; m > 1; � < 0 (3.66)

ko�sullar�n� sa�glamas� durumunda �c�oz�um sonlu zamanda patlayacakt�r. YGDS

sistemi i�cin elde edilen bu ko�sullar�nm1 = m yerle�stirmesi d��s�nda, GDS sistemi i�cin

t�uretilmi�s (3.34)-(3.37) ko�sullar� ile tamamen ayn� oldu�guna dikkat edilmelidir. Bu

nedenle yukar�da ifade edilen (3.63)-(3.66) ko�sullar�n�n, GDS sisteminde oldu�gu

gibi YGDS sistemi i�cin de, bir belirsizlik aral��g� yaratmas� yani bu ko�sullar�n �

parametresinin b�ut�un de�gerlerini kapsamamas� do�gald�r.

Altb�ol�um 3.3.2'de t�uretilen ko�sullar�n (3.61) �ozel durumu i�cin alaca�g� �sekli

belirlemeden �once, bu ko�sullarda g�or�unen �1 ve �2 katsay�lar�n�n bu �ozel durumda

ald��g� �sekli belirtmekte yarar vard�r. (3.61) �ozel durumu i�cin (3.40) ve (3.46)

denklemleriyle tan�mlanan �1 ve �2 katsay�lar�

�1 = �2 =
1 +m

2m
> 0

�seklini al�r. E�ger �1 = �2 = � g�osterilimi kullan�l�rsa Altb�ol�um 3.3.2'de GDS sistemi

i�cin t�uretilmi�s (3.50)-(3.53) ko�sullar� YGDS sistemi i�cin a�sa�g�daki �sekli al�r: YGDS

sisteminin EEE hali i�cin

(i) katsay�lar�n


 > 0; � � �
minf�;min(
1

m
; 1)g

veya


 < 0; � � �
max(
1

m
; 1)

ko�sullar�n� sa�glamas� durumunda lokal olarak varolan �c�oz�umler global olarak da

vard�r ve
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(ii) katsay�lar�n


 > 0; � < �
minf�;min(
1

m
; 1)g

veya


 < 0; � < �
max(
1

m
; 1)

ko�sullar�n� sa�glamas� durumunda �c�oz�um sonlu zamanda patlayacakt�r. Ancak,

� = (1 +m)=(2m) tan�m� nedeniyle

minf�;min(
1

m
; 1)g = min(

1

m
; 1)

oldu�guna dikkat edilmelidir. Bu durumda yukar�daki ko�sullar a�sa�g�daki �sekli al�r:

YGDS sisteminin EEE hali i�cin

(i) katsay�lar�n


 > 0; � � �
min(
1

m
; 1) (3.67)

veya


 < 0; � � �
max(
1

m
; 1) (3.68)

ko�sullar�n� sa�glamas� durumunda lokal olarak varolan �c�oz�umler global olarak da

vard�r ve

(ii) katsay�lar�n


 > 0; � < �
min(
1

m
; 1) (3.69)

veya


 < 0; � < �
max(
1

m
; 1) (3.70)

ko�sullar�n� sa�glamas� durumunda �c�oz�um sonlu zamanda patlayacakt�r.

Yukar�daki ko�sullar�n, GDS sistemi i�cin Altb�ol�um 3.3.2'de t�uretilmi�s ko�sullardan

farkl� olarak, � parametresinin b�ut�un de�gerlerini kapsad��g�na dikkat edilmelidir.

Di�ger bir deyi�sle, aynen DS sisteminde oldu�gu gibi, YGDS sistemi i�cin de

�c�oz�umlerin varl��g� ve/veya varolmamas� anlam�nda, � parametresinin bir belirsizlik

aral��g� mevcut de�gildir. Ancak bu a�c�dan (3.67)-(3.70) ko�sullar�n�n [6]'da sunulan

ko�sullardan indirgeme yoluyla elde edilen (3.63)-(3.66) ko�sullar� ile �celi�sti�gine dikkat

edilmelidir.
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S�imdi yukar�da sunulan (3.67)-(3.70) ko�sullar�n�n do�grulu�gu farkl� bir yol izleyerek

ispatlanacakt�r. Bu ama�cla, ilk olarak YGDS sistemi bir d�on�u�s�um yard�m�yla klasik

DS sistemine d�on�u�st�ur�ulecektir. Daha sonra YGDS sistemi i�cin yukar�da elde edilen

ko�sullar�n ger�cekte DS sistemine kar�s�l�k gelen ko�sullardan ba�ska bir�sey olmad��g�

g�osterilecektir.

Yukar�da belirtilen d�on�u�s�umde i�slem kolayl��g� sa�glama amac�yla DS sistemi,

~�; ~�; ~
; ~m yeni parametreler olmak �uzere v ve  fonksiyonlar� i�cin

i vt + ~�vxx + vyy = ~� j v j2 v + ~
 v  x (3.71)

 xx + ~m  yy = (j v j2)x (3.72)

�seklinde yeniden yaz�lacakt�r. Eliptik-eliptik durum yani ~� > 0; ~m > 0 durumu

g�oz�on�une al�nacakt�r. Hesaplamalarda kolayl�k sa�glamak amac�yla ~� parametresi

~� = 1 �seklinde normalize edilecektir. Ghidaglia ve Saut [17] DS sistemi i�cin

(i) katsay�lar�n

~
 > 0; ~� � 0 (3.73)

veya

~
 < 0; ~� � �~
 (3.74)

ko�sullar�n� sa�glamas� halinde �c�oz�umlerin global olarak varoldu�gunu ve

(ii) katsay�lar�n

~
 > 0; ~� < 0 (3.75)

veya

~
 < 0; ~� < �~
 (3.76)

ko�sullar�n� sa�glamas� halinde �c�oz�um�un sonlu zamanda patlayaca�g�n�

g�ostermi�slerdir.

(3.72) denklemi x de�gi�skenine g�ore t�uretilir ve a ve b sabitleri a2 > 0 ve b 6= 0

ko�sullar�n� sa�glamak �uzere

u =
v

a
; � =

 x
b

tan�mlar� yap�l�rsa, DS sisteminin farkl� bir �sekilde yaz�l�m�na kar�s�l�k gelen [2]

i ut + uxx + uyy = ~�a2 j u j2 u+ ~
b u�

49



�xx + ~m �yy =
a2

b
(j u j2)xx (3.77)

sistemine ula�s�l�r.

S�imdi (3.62) YGDS sisteminin bir do�grusal olmayan d�on�u�s�um yard�m�yla (3.77)

sistemine d�on�u�st�u�g�u g�osterilecektir. Bu ama�cla

� = '1;x + '2;y � 1

m
juj2 (3.78)

�seklinde bir � fonksiyonu tan�mlan�r. E�ger �xx + m�yy b�uy�ukl�u�g�u bu tan�m

kullan�larak hesaplan�r ve bulunan ifadede (3.62) sisteminin ikinci ve �u�c�unc�u

denklemleri kullan�l�rsa

�xx +m�yy = (1� 1

m
)(juj2)xx (3.79)

denklemi elde edilir. �Ote yandan (3.78) tan�m�n�n (3.62) sisteminin birinci

denkleminde kullan�lmas�yla, � = 1 i�cin,

i ut + uxx + uyy = (�+



m
) j u j2 u+ 
 u� (3.80)

denklemi elde edilir. E�ger (3.77) denklemleri ile verilen DS sisteminin katsay�lar�

a2~� = �+



m
; ~
 =




b
; ~m = m;

a2

b
= 1� 1

m

�seklinde se�cilirse, (3.77) DS sisteminin (3.79) ve (3.80) denklemlerinin tan�mlad��g�

sisteme d�on�u�st�u�g�u g�ozlenir. Di�ger bir deyi�sle, bir do�grusal olmayan d�on�u�s�um

yard�m�yla YGDS sistemini DS sistemine d�on�u�st�urmenin m�umk�un oldu�gu g�ozlenir.

Yukar�daki katsay� d�on�u�s�umlerinde a2 > 0 oldu�guna ve 0 < m < 1 ve m � 1

durumlar� i�cin, s�ras�yla, b < 0 ve b > 0 olaca�g�na dikkat edilmelidir. A�sa�g�daki

hesaplamalarda, a ve b katsay�lar�n�n

m � 1 i�cin a2 = 1� 1

m
; b = 1

0 < m < 1 i�cin a2 = �(1� 1

m
); b = �1

�seklinde se�cildi�gi varsay�lacakt�r.
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C��oz�umlerin global varl��g� ve �c�oz�umlerin sonlu zamanda patlamas� ile ilgili

olarak DS sistemi i�cin [17]'de t�uretilmi�s olan (3.73)-(3.76) ko�sullar� �; 
;m ve b

parametrelerine ba�gl� olarak a�sa�g�daki �sekli al�r: DS sisteminin EE hali i�cin,

(i) katsay�lar�n



b
> 0; � � � 


m
(3.81)

veya



b
< 0; � � �
 (3.82)

ko�sullar�n� sa�glamas� halinde �c�oz�um global olarak vard�r ve

(ii) katsay�lar�n



b
> 0; � < � 


m
(3.83)

veya



b
< 0; � < �
 (3.84)

ko�sullar�n� sa�glamas� halinde �c�oz�um sonlu zamanda patlamaktad�r. Bu ko�sullar�n,

yukar�da belirtilen d�on�u�s�um nedeniyle, art�k ayn� zamanda YGDS sisteminin

EEE hali i�cin �c�oz�umlerin global varl��g� veya �c�oz�umlerin sonlu zamanda patlamas�

ko�sullar� oldu�guna dikkat edilmelidir. Yukar�daki ko�sullar�n (3.73)-(3.76)

ko�sullar�ndan elde edilmesi s�ras�nda a2 > 0 ve
a2

b
+

1

m
= 1 ba�g�nt�lar�n�n

kullan�ld��g�na dikkat edilmelidir. Yeni ko�sullar�n b parametresini i�cermesi

nedeniyle, (3.81)-(3.84) ko�sullar�n� m � 1 (yani b = 1) ve 0 < m < 1

(yani b = �1) durumlar� i�cin ayr� ayr� ele almak gerekir. E�ger bu i�slem yap�l�r ve

g�osterilim kolayl��g� sa�glamak i�cin min(
1

m
; 1) ve max(

1

m
; 1) g�osterilimi kullan�l�rsa,

(3.81) ve (3.84) ko�sullar� �su �sekli al�r: DS sisteminin EE hali ve YGDS sisteminin

EEE hali i�cin

(i) katsay�lar�n


 > 0; � � �
min(
1

m
; 1) (3.85)

veya


 < 0; � � �
max(
1

m
; 1) (3.86)

ko�sullar�n� sa�glamas� halinde �c�oz�um global olarak vard�r ve
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(ii) katsay�lar�n


 > 0; � < �
min(
1

m
; 1) (3.87)

veya


 < 0; � < �
max(
1

m
; 1) (3.88)

ko�sullar�n� sa�glamas� halinde �c�oz�um sonlu zamanda patlamaktad�r. DS sistemi ve

DS sistemine d�on�u�st�ur�uld�u�g�u g�osterilmi�s olan YGDS sistemi i�cin t�uretilmi�s olan

bu ko�sullarla ilgili ilgin�c nokta, bu ko�sullar�n, Altb�ol�um 3.3.2'de, GDS sistemi i�cin

bulunmu�s ko�sullardan (3.61) indirgemesi yoluyla YGDS sistemi i�cin elde edilmi�s,

(3.85)-(3.88) ko�sullar�na �ozde�s olmas�d�r. Di�ger bir deyi�sle, GDS sistemi i�cin bu

�cal��smada elde edilmi�s ko�sullardan indirgeme yoluyla YGDS sistemi i�cin bulunmu�s

ko�sullar ve DS sistemi i�cin literat�urde verilmi�s ko�sullar kullan�larak yine YGDS i�cin

bulunmu�s ko�sullar tam olarak �cak��smaktad�r. �Ote yandan, GDS sistemi i�cin [6]'da

t�uretilmi�s olan (3.34)-(3.37) ko�sullar� i�cin benzer bir �cak��sma sa�glanmamaktad�r.

Di�ger bir deyi�sle, (3.34)-(3.37) ko�sullar� (3.61) indirgemesi sonucu YGDS sistemi

i�cin yukar�da bulunmu�s ko�sullara (3.85)-(3.88) indirgenmemektedir.
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4. GDS S_ISTEM_I VE R�OLAKSASYON SAYISAL Y�ONTEM_I

4.1 Giri�s

Do�grusal olmayan dalga denklemleri ile modellenmi�s bir�cok �ziksel sistemde �cok

h�zl� bir �sekilde lokalize olan �c�oz�umlerin varoldu�gu iyi bilinmektedir. Bu �sekilde

a�s�r� lokalize olmu�s �c�oz�umler �orne�gin gaz dinami�ginde �sok dalgalar� olarak do�grusal

olmayan optikte ise sonlu zaman tekillikleri, yani patlama �c�oz�umleri, olarak

ortaya �c�kmaktad�r. Bu �sekilde a�s�r� lokalize olmu�s �c�oz�umleri say�sal olarak etkin

bir �sekilde hesaplama �cabalar�n�n daha d�uzg�un �c�oz�umleri hesaplama �cabalar�

yan�nda ilave zorluklar i�cerece�gi a�c�kt�r. Bunun nedeni hem �c�oz�um�un s�n�rl�

d�uzg�unl�u�ge sahip oldu�gu b�olgelerde �cok say�da uzaysal grid noktas�ndan olu�san

bir uzayda ayr�kla�st�rmaya ihtiya�c duyulmas� hem de patlama problemlerinde

patlama zaman�na yakla�st�k�ca �c�oz�um�un genli�ginin h�zl� bir �sekilde b�uy�umesinin en

az�ndan patlama zaman� civar�nda �cok say�da zamansal grid noktas�ndan olu�san bir

zamanda ayr�kla�st�rmaya ihtiya�c duymas�d�r. Bu zorluklar ara�st�r�c�lara patlama

problemleri i�cin �ozel say�sal teknikler geli�stirmeye y�oneltmi�stir.

Patlama olay�n� say�sal olarak incelemede en �cok kullan�lan y�ontemler (i) dinamik

yeniden �ol�cekleme y�ontemi (the method of dynamic rescaling) [2] ve (ii) ard��s�k

grid yeniden da�g�t�m� (the method of iterative grid redistribution) [39] olarak

adland�r�lan y�ontemlerdir. Dinamik yeniden �ol�cekleme y�ontemi, patlama civar�nda

ge�cerli olan �c�oz�um�un asimptotik pro�linden yararlanarak hem ba�g�ml� de�gi�skeni

hem de ba�g�ms�z de�gi�skenleri dinamik bir �sekilde yeniden �ol�cekleme �uzerine

kurulmu�s bir say�sal y�ontemdir. Ard��s�k grid yeniden da�g�t�m� y�onteminde ise,

tekilli�gin ortaya �c�kt��g� b�olgelerde istenilen hassasiyete ula�s�lmas�n� sa�glayacak

�sekilde grid da�g�l�m� bir varyasyonel ilke yard�m�yla uyarlamal� (adaptive) olarak

yenilenir.

GDS sisteminin say�sal olarak ara�st�r�lmak istenilen patlama �c�oz�umlerinin

53



asimptotik pro�lleri hen�uz bilinmedi�ginden, yukar�da belirtilen say�sal y�ontemleri

bu �cal��smada uygulama olana�g� yoktur. Bu nedenle �simdiki �cal��smada, say�sal

y�ontemin direkt olarak do�grusal olmayan dalga denklemine uygulanmas�na izin

veren say�sal y�ontemler tercih edilmi�stir. Son zamanlarda patlama �c�oz�umlerini

say�sal olarak yakalama amac�yla �onerilmi�s ve bu niteli�ge sahip iki y�ontem

mevcuttur. Bu y�ontemler NLS denklemi ve DS sistemine uygulanm��s olan

r�olaksasyon [25, 26] ve split-step [7, 27] say�sal y�ontemleridir.

Bu b�ol�umde, ilk olarak r�olaksasyon say�sal y�ontemi iki boyutlu NLS denklemi i�cin

tan�t�lm��st�r. Daha sonra literat�urde patlama zaman� verilmi�s bir �ornek problem

i�cin say�sal �seman�n ve bilgisayar program�n�n do�grulu�gu ara�st�r�lm��st�r. Bir

sonraki ad�mda ise, r�olaksasyon y�ontemi DS sistemine uygulanm��st�r. Say�sal

�seman�n do�grulu�gu DS sisteminin hem eliptik-eliptik ve hem de hiperbolik-eliptik

halleri i�cin, literat�urdeki �ornek problemlere ait patlama zamanlar� ile ilgili

sonu�clarla kar�s�la�st�rma yaparak do�grulanm��st�r. Son olarak, r�olaksasyon y�ontemi

GDS sistemine geni�sletilmi�stir. Say�sal �sema GDS sisteminin EEE, HEE halleri ve

GDS sisteminin �ozel hali olan YGDS sistemi i�cin verilen analitik sonu�clar ile test

edilmi�stir. Sonu�c olarak, r�olaksasyon y�onteminin NLS denklemi, DS sistemi ve GDS

sistemi i�cin patlama olay�n� yakalamakta ba�sar�l� oldu�gu sonucuna var�lm��st�r.

Bu b�ol�umde ele al�nan t�um dalga denklemleri iki boyutlu uzayda yani xy

d�uzleminin tamam�nda tan�ml� olacakt�r. Ancak say�sal yakla�s�mlar do�gas� gere�gi,

say�sal y�ontemin uygulanmas� s�ras�nda xy d�uzleminin tamam� yerine [a; b]� [c; d]

dikd�ortgensel b�olgesi �uzerinde hesaplamalar yap�lacakt�r. Se�cilen b�ut�un �ornek

problemlerin b�oyle bir yakla�s�ma izin verecek �sekilde oldu�guna, yani bilinmeyen

fonksiyonlar�n x ! �1 ve/veya y ! �1 iken h�zl�ca s�f�ra gitti�gine dikkat

edilmelidir. [a; b] aral��g� Nx say�da e�sit uzunluklu alt aral��ga ve [c; d] aral��g�

Ny say�da e�sit uzunluklu alt aral��ga b�ol�un�urse, (xj; yk) uzaysal grid noktalar�n�n

koordinatlar�

xj = a+ j(b� a)=Nx; j = 0; 1; :::; Nx

yk = c+ k(d� c)=Ny; k = 0; 1; :::; Ny

�seklinde olacakt�r. Benzer �sekilde zaman aral��g�M say�da e�sit uzunluklu alt aral��ga
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b�ol�unecek ve zamansal grid noktalar�

tm = mT=M; m = 0; 1; :::;M

�seklinde tan�mlanacakt�r. u fonksiyonunun (xj; yk) grid noktas� ve tm zaman�na

kar�s� gelen yakla�s�m� umj;k ile g�osterilecektir. Bu ifade uj;k b�uy�ukl�u�g�un�un m: kuvveti

olan (uj;k)
m ile kar��st�r�lmamal�d�r.

4.2. R�olaksasyon y�ontemi ve NLS denkleminin patlama �c�oz�umleri

NLS denkleminin say�sal �c�oz�umleri son y�llarda bir�cok ara�st�rman�n ko-

nusu olmu�stur. NLS denkleminin say�sal �c�oz�umlerinin elde edilmesinde

kullan�lan y�ontemlerden biri de sonlu farklar y�ontemidir. Sonlu farklar

y�onteminin uygulanmas� s�ras�nda zamandaki ilerlemeler i�cin Crank-Nicolson [28],

Runge-Kutta [29], operat�or ayr��st�rmas� (splitting) tipinde [30] gibi bir�cok farkl�

ayr�kla�st�rmalar yaparak NLS denkleminin say�sal �c�oz�umleri elde edilmi�stir. Fakat

bu y�ontemlerin �cok az� k�utlenin korunumu ve enerjinin korunumu yasalar�n�

sa�glamaktad�r. K�utlenin korunumu ve enerjinin korunumu yasalar�n� da sa�glayan

y�ontemlerden biri Delfour, Fortin ve Payre taraf�ndan �onerilen kapal� (implicit)

Crank-Nicolson �semas�d�r [28]. Bir boyutlu NLS denklemi (2.1) i�cin Crank-Nicolson

�semas�

i
un+1j � unj

�t
+

1

2
fu

n+1
j+1 � 2un+1j + un+1j�1

(�x)2
+
unj+1 � 2unj + unj�1

(�x)2
g

= � �

2�

jun+1j j2� � junj j2�
jun+1j j2 � junj j2

(un+1j + unj )

�seklinde verilmi�stir. Burada �x ve �t ile, s�ras�yla, uzayda ve zamandaki ad�mlar,

unj ile u fonksiyonunun xj grid noktas� ve tn zaman�na kar�s� gelen yakla�s�m� ifade

edilmektedir. Bu �seman�n zamanda ve uzayda ikinci mertebeden do�grulu�ga sahip

oldu�gu g�osterilmi�stir. S�ema, uygulanmas� kolay bir �sema olmakla birlikte, her

ad�mda bir do�grusal olmayan denklem sisteminin bir iterasyon �semas� ile �c�oz�ulmesi

gerekmektedir. Bu ise hesap zaman�n�n bir hayli artmas�na sebep olmaktad�r. Bu

sebeple Besse do�grusal olmayan ad�m� rahatlat�lmas� �uzerine kurulmu�s r�olaksasyon

y�ontemini �onermi�stir [25]. Ayr�ca [25]'de, Besse iki uzay boyutlu NLS denklemi i�cin

r�olaksasyon �semas�n�n yak�nsakl��g�n� da g�ostermi�stir. A�sa�g�da r�olaksasyon y�ontemi

iki uzay boyutlu NLS denklemine uygulanarak a�c�klanacakt�r.
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_Ilk olarak, 2 boyutlu NLS denklemi

 = juj2� (4.1)

iut +�u = �� u (4.2)

�seklinde yeniden yaz�lacakt�r. R�olaksasyon y�ontemindeki temel �kir, do�grusal

olmayan terimi yeni bir de�gi�sken cinsinden yazarak denklemleri farkl� zaman

ad�m�nda �c�ozmektir. Bu ama�cla, juj2� fonksiyonunun yakla�s�m� olarak  fonksiyonu

tan�t�lm��s ve (4.1) ve (4.2) denklemlerine s�ras�yla t = n�t ve t = (n+1=2)�t zaman

ad�mlar�nda yakla�s�lm��st�r. Besse'nin �onerdi�gi r�olaksasyon �semas� yar�-ayr�k formda

 n+ 1

2 +  n� 1

2

2
= junj2�

i
un+1 � un

�t
+�(

un+1 + un

2
) = ��(u

n+1 + un

2
) n+ 1

2

ile verilir. Ayr�ca ba�slang��c ko�sullar�

u0(x) = u0(x);  �1=2(x) =ju0(x)j2

�seklinde al�nacak ve Dirichlet s�n�r ko�sullar�n�n sa�gland��g� varsay�lacakt�r. Uzaysal

t�urevlere merkezi farklar ile yakla�s�l�rsa

 
n+ 1

2

j;k +  
n� 1

2

j;k

2
= junj;kj2�

i
un+1j;k � unj;k

�t
+
un+1j+1;k � 2un+1j;k + un+1j�1;k + unj+1;k � 2unj;k + unj�1;k

2(�x)2

+
un+1j;k+1 � 2un+1j;k + un+1j;k�1 + unj;k+1 � 2unj;k + unj;k�1

2(�y)2

= ��u
n+1
j;k + unj;k

2
 
n+ 1

2

j;k (4.3)

�semas� elde edilir. Gereksiz matris �carp�mlar�ndan ka�c�nmak i�cin,

w
n+ 1

2

j;k =
un+1j;k + unj;k

2

tan�m� yap�l�rsa, (4.3) �semas� ba�slang��c ve s�n�r ko�sullar�n� i�cerecek �sekilde,

j = 1; 2; :::; Nx � 1 ve k = 1; 2; :::; Ny � 1 olmak �uzere

 
n+ 1

2

j;k +  
n� 1

2

j;k

2
= junj;kj2� (4.4)
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2i

�t
w
n+ 1

2

j;k +
w
n+ 1

2

j+1;k � 2w
n+ 1

2

j;k + w
n+ 1

2

j�1;k

(�x)2
+
w
n+ 1

2

j;k+1 � 2w
n+ 1

2

j;k + w
n+ 1

2

j;k�1

(�y)2

+�w
n+ 1

2

j;k  
n+ 1

2

j;k =
2i

�t
unj;k (4.5)

un+1j;k = 2w
n+ 1

2

j;k � unj;k (4.6)

un+10;k = 0; un+1Nx;k = 0; k = 0; 1; :::; Ny (4.7)

un+1j;0 = 0; uj;Ny
= 0; j = 1; :::; Nx � 1 (4.8)

halini al�r. B�oylece b�ut�un (xj; yk) uzaysal grid noktalar�nda (4.5) denkleminin

yaz�lmas�yla olu�san

(B + �	n+ 1

2 )W n+ 1

2 = Un (4.9)

lineer denklem sistemine ula�s�l�r. Burada (Nx�1)� (Ny�1) bilinmeyenden olu�san

W n+ 1

2 vekt�or�u ve (Nx� 1)� (Ny� 1) bilinmeyenden olu�san 	n+ 1

2 ve Un vekt�orleri

W n+ 1

2 =
�
w
n+ 1

2

1;1 w
n+ 1

2

2;1 � � � w
n+ 1

2

Nx�1;1 � � � w
n+ 1

2

1;Ny�1 w
n+ 1

2

2;Ny�1 � � � w
n+ 1

2

Nx�1;Ny�1

�T

	n+ 1

2 =
�
 
n+ 1

2

1;1  
n+ 1

2

2;1 � � �  
n+ 1

2

Nx�1;1 � � �  
n+ 1

2

1;Ny�1  
n+ 1

2

2;Ny�1 � � �  
n+ 1

2

Nx�1;Ny�1

�T

Un =
�
un1;1 un2;1 � � � unNx�1;1 � � � un1;Ny�1 un2;Ny�1 � � � unNx�1;Ny�1

�T

�seklindedir.

(4.9) denkleminde ge�cen B katsay�lar matrisi �u�c k�o�segenli (tridiagonal) yap�da

de�gildir. �Ornek olarak, Nx = 5; Ny = 6 al�nmas� haline kar�s�l�k gelen B matrisinin

yap�s� sunulmu�stur. Burada �; rx; ry parametreleri

� =
2i

�t
� 2

(�x)2
� 2

(�y)2
; rx =

1

(�x)2
; ry =

1

(�y)2

olarak tan�mlanm��st�r.

Sonu�c olarak, verilen ( 
n�1=2
j;k ; unj;k) ba�slang��c ko�sulu i�cin r�olaksasyon �semas� �u�c

ad�mda ger�cekle�stirilecektir. _Ilk ad�mda, (4.4) yard�m�yla  fonksiyonunun bir

sonraki zaman ad�m�ndaki de�geri,  
n+1=2
j;k , hesaplanacakt�r. _Ikinci ad�mda ise,

 
n+1=2
j;k yakla�s�k �c�oz�um�u kullan�larak (4.9) lineer denklem sistemi �c�oz�ulecektir

ve W
n+1=2
j;k hesaplanacakt�r. Son ad�mda ise, (4.6) denklemi yard�m�yla u

fonksiyonunun bir sonraki zaman ad�m�ndaki de�geri, un+1j;k , hesaplanacakt�r.
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B =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

� rx 0 0 ry 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

rx � rx 0 0 ry 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 rx � rx 0 0 ry 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 rx � 0 0 0 ry 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ry 0 0 0 � rx 0 0 ry 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 ry 0 0 rx � rx 0 0 ry 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 ry 0 0 rx � rx 0 0 ry 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 ry 0 0 rx � 0 0 0 ry 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 ry 0 0 0 � rx 0 0 ry 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ry 0 0 rx � rx 0 0 ry 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 ry 0 0 rx � rx 0 0 ry 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 ry 0 0 rx � 0 0 0 ry 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 ry 0 0 0 � rx 0 0 ry 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 ry 0 0 rx � rx 0 0 ry 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ry 0 0 rx � rx 0 0 ry 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ry 0 0 rx � 0 0 0 ry

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ry 0 0 0 � rx 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ry 0 0 rx � rx 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ry 0 0 rx � rx

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ry 0 0 rx �

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

_Iki uzay boyutlu NLS denklemi i�cin Besse taraf�ndan �onerilen r�olaksasyon y�ontemi,

�ornek problem i�cin a�sa�g�da test edilecektir. Katsay�lar � = 1; � = 1 �seklinde

al�nm��st�r.

�Ornek 4.1:

_Ilk olarak, Gaussyen ba�slang��c ko�sulu,

u(x; y; 0) = 4 exp[�(x2 + y2)]; (4.10)

i�cin tan�mlanm��s problem ele al�nacakt�r. NLS denklemi (4.10) ba�slang��c ko�sulu

i�cin [�6; 6] � [�6; 6] b�olgesinde T = 0; 15 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Uzaysal

ayr�kla�st�rma i�cin grid say�lar� Nx = Ny = 200 ve zamansal ayr�kla�st�rma i�cin grid
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say�s� M = 300 olarak al�nm��st�r. S�ekil 4.1'de �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi sunulmu�stur.

S�ekil 4.1. NLS denkleminde �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi.

(D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekilden de g�or�uld�u�g�u �uzere, �c�oz�um�un genli�gi patlama zaman�na yakla�st�k�ca

giderek b�uy�umektedir. Ba�slang��cta �c�oz�um�un genli�gi 4 olmas�na ra�gmen,

patlama zaman�na yakla�st��g�nda �c�oz�um�un genli�ginin 50 civar�nda oldu�guna dikkat

edilmelidir. Se�cilen uzay ve zaman ad�mlar�na kar�s�l�k gelen patlama zaman�

t� = 0; 141 olarak elde edilmi�stir. Bulunan bu patlama zaman�, ayn� uzay ve

zaman ad�m say�lar� i�cin, Besse taraf�ndan yine r�olaksasyon y�ontemi kullanarak

bulunan netice ile tam olarak �cak��smaktad�r [8]. Bu durum r�olaksasyon

y�onteminin bilgisayar ortam�na ta�s�nmas�n�n do�gru bir �sekilde ger�cekle�stirildi�ginin

bir do�grulamas� olarak kabul edilebilir. Radyal simetrik NLS denklemi Akrivis

ve arkada�slar� taraf�ndan, hem iki hemde �u�c uzay boyutu i�cin, uzayda Galerkin

sonlu eleman y�ontemi zamanda ise kapal� Crank-Nicolson �semas� kullanarak

�c�oz�ulm�u�st�ur [31]. Bu �cal��smada uzay ve zaman ad�m say�lar�n�n �cok daha

b�uy�uk de�gerleri i�cin (4.10) ba�slang��c ko�suluna kar�s�l�k gelen patlama zaman�,

maksimum genlik 1015 mertebesinde olmak �uzere, t� = 0; 145445128 olarak

hesaplanm��st�r. Shen taraf�ndan ger�cekle�stirilen bir ba�ska �cal��smada ise, iki boyutlu

radyal Schr�odinger denklemi hareketli e�s yerle�stirme (moving collacation) y�ontemi

kullan�larak �c�oz�ulm�u�s ve patlama zaman�, maksimum genlik 1013 mertebesinde

olmak �uzere, t� = 0; 14544222 olarak elde edilmi�stir [32]. Patlama zaman�n�n se�cilen

uzay ve zaman ad�m�na ba�gl� oldu�gu d�u�s�un�ul�urse, literat�urde verilen sonu�clarla
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�simdiki �cal��smada ve Besse taraf�ndan elde edilen sonu�clar�n uyumlu oldu�guna

ve r�olaksasyon y�onteminin patlama olay�n� yakalamakta ba�sar�l� oldu�guna dikkat

edilmelidir.

C��oz�um�un patlama zaman�na yakla�st�k�ca de�gi�sen pro�lini g�ormek i�cin, ba�slang��c

pro�li ve r�olaksasyon y�ontemi kullan�larak bulunan say�sal �c�oz�um�un t� = 0; 141

zaman�na ait pro�li S�ekil 4.2'de sunulmu�stur.

S�ekil 4.2. Ba�slang��c pro�li (t = 0) ve say�sal �c�oz�um�un t� = 0; 141 zaman�na kar�s�l�k

gelen pro�li. (D�u�sey eksen: juj, Yatay eksenler: x; y)

4.3. R�olaksasyon y�ontemi ve DS sisteminin patlama �c�oz�umleri

(2.12)-(2.13) ile verilen DS sistemi

i ut + �uxx + uyy = � j u j2 u+ 
 u 'x (4.11)

60



'xx +m'yy = ��(j u j2)x (4.12)

formunda yeniden yaz�labilir [8]. Burada � parametresi bir reel sabittir. (4.11) ve

(4.12) denklemleri operat�or formda yaz�l�rsa

i ut +Au = � j u j2 u+ 
 u �x

�� = ��(j u j2)x

halini al�r. A operat�or�u A = �@2x+@2y veya A = � �seklinde tan�mlan�r. Dolay�s�yla

bu altb�ol�umde, sistemin hiperbolik-eliptik ve eliptik-eliptik durumlar� g�oz�on�une

al�nacakt�r. Besse'nin �onerdi�gi r�olaksasyon �semas�,  =j u j2 olmak �uzere, yar�

ayr�k formda

i
un+1 � un

�t
+A(u

n+1 + un

2
) =

�
�  n+ 1

2 + 
 �
n+ 1

2
x

�
(
un+1 + un

2
);

�(
�n+

1

2 + �n�
1

2

2
) = ��(j un j2)x;

(
 n+ 1

2 +  n� 1

2

2
) = j un j2

ile verilir [8]. Ayr�ca, ba�slang��c ko�sullar�

u0(x) = u0(x);  �1=2(x) =ju0(x)j2; ��1=2(x) = �1=2(x)

�seklinde al�nacak ve Dirichlet s�n�r ko�sullar� uygulanacakt�r. Buradaki uzaysal

t�urevlere merkezi farklar ile yakla�s�l�rsa

i
un+1j;k � unj;k

�t
+ �

un+1j+1;k � 2un+1j;k + un+1j�1;k + unj+1;k � 2unj;k + unj�1;k
2(�x)2

+
un+1j;k+1 � 2un+1j;k + un+1j;k�1 + unj;k+1 � 2unj;k + unj;k�1

2(�y)2

=

2
4�  n+ 1

2

j;k + 

�
n+1=2
j+1;k � �

n+1=2
j�1;k

2�x

3
5 (u

n+1
j;k + unj;k

2
);

�
n+1=2
j+1;k � 2�

n+1=2
j;k + �

n+1=2
j�1;k + �

n�1=2
j+1;k � 2�

n�1=2
j;k + �

n�1=2
j�1;k

2(�x)2

+
�
n+1=2
j;k+1 � 2�

n+1=2
j;k + �

n+1=2
j;k�1 + �

n�1=2
j;k+1 � 2�

n�1=2
j;k + �

n�1=2
j;k�1

2(�y)2

= �� j u
n
j+1;k j2 � j unj�1;k j2

2�x
;

 
n+ 1

2

j;k +  
n� 1

2

j;k

2
=j unj;k j2 (4.13)
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�semas� elde edilir. Gereksiz matris �carp�mlar�ndan ka�c�nmak i�cin

�
n+1=2
j;k =

un+1j;k + unj;k
2

; �nj;k =
�
n+1=2
j;k + �

n�1=2
j;k

2

tan�mlar� yap�l�r ve (4.13) �semas� ba�slang��c ve s�n�r ko�sullar�n� da i�cerecek �sekilde

yaz�l�rsa

2i

�t
�
n+1=2
j;k + �

�
n+1=2
j+1;k � 2�

n+1=2
j;k + �

n+1=2
j�1;k

(�x)2
+
�
n+1=2
j;k+1 � 2�

n+1=2
j;k + �

n+1=2
j;k�1

(�y)2

�
2
4�  n+ 1

2

j;k + 

�
n+1=2
j+1;k � �

n+1=2
j�1;k

2�x

3
5 �n+1=2j;k =

2i

�t
unj;k (4.14)

�nj+1;k � 2�nj;k + �nj�1;k
(�x)2

+
�nj;k+1 � 2�nj;k + �nj;k�1

(�y)2
= �� j u

n
j+1;k j2 � j unj�1;k j2

2�x
;(4.15)

 
n+ 1

2

j;k +  
n� 1

2

j;k

2
=j unj;k j2 (4.16)

un+1j;k = 2�
n+ 1

2

j;k � unj;k (4.17)

�
n+1=2
j;k = 2�nj;k � �

n�1=2
j;k (4.18)

un+10;k = 0; un+1Nx;k = 0; �
n+1=2
0;k = 0; �

n+1=2
Nx;k = 0 k = 0; 1; :::; Ny (4.19)

un+1j;0 = 0; un+1j;Ny
= 0; �

n+1=2
j;0 = 0; �

n+1=2
j;Ny

= 0 j = 1; :::; Nx � 1 (4.20)

u0(x) = u0(x);  �1=2(x) =ju0(x)j2; ��1=2(x) = �1=2(x) (4.21)

halini al�r. B�oylece b�ut�un (xj; yk) uzaysal grid noktalar�nda (4.14) denkleminin

yaz�lmas�yla olu�san

AW
n+ 1

2

1 =
2i

�t
Un (4.22)

lineer denklem sisteminin ve (4.15) denkleminin yaz�lmas�yla olu�san

BW n
2 = C (4.23)

lineer denklem sisteminin �c�oz�ulmesi gerekecektir. Burada (Nx � 1) � (Ny � 1)

bilinmeyenden olu�san W
n+ 1

2

1 ve W n
2 vekt�orleri

W
n+ 1

2

1 =
�
�
n+ 1

2

1;1 �
n+ 1

2

2;1 � � � �
n+ 1

2

Nx�1;1 � � � �
n+ 1

2

1;Ny�1 �
n+ 1

2

2;Ny�1 � � � �
n+ 1

2

Nx�1;Ny�1

�T

W n
2 =

�
�n1;1 �n2;1 � � � �nNx�1;1 � � � �n1;Ny�1 �n2;Ny�1 � � � �nNx�1;Ny�1

�T

(4.24)

�seklindedir. (4.22) ve (4.23) denklemlerinde ge�cen A ve B matrislerinin, �u�c

k�o�segenli yap�da olmad��g�n� belirtmek gerekir. Son olarak, r�olaksasyon y�onteminin

DS sistemi i�cin yak�nsamas� [8, 33]'da tart��s�lm��st�r.
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4.3.1 Hiperbolik-Eliptik hal

Bu k�s�mda hiperbolik-eliptik hal g�oz�on�une al�naca�g�ndan DS sisteminde parametre

de�gerleri � = �1 ve m = 1 se�cilir. B�ol�um 3'de, Ozawa [4] taraf�ndan bir

s�ozde-konformal d�on�u�s�um yard�m�yla DS sisteminin bir analitik patlama �c�oz�um�u

elde edildi�ginden bahsedilmi�sti. S�imdi bu patlama �c�oz�um�u yard�m�yla yukar�da

�onerilen say�sal �sema test edilecektir.

Ozawa [4], DS sisteminin hiperbolik-eliptik hali i�cin

u�(x; y; t) =
1

a+ bt
exp[

ib

4(a+ bt)
(y2 � x2)][1 +

�

(a+ bt)2
(x2 + y2)]�1 (4.25)

�seklinde bir analitik patlama �c�oz�um�u elde etmi�stir. Burada � pozitif key� bir

parametredir. a ve b parametreleri ise s�ozde-konformal d�on�u�s�ume uygun olarak

se�cilmesi gereken parametrelerdir. (4.25) �c�oz�um�unde a = 1; b = �4 ve � = 1

oldu�gu varsay�l�r. Bu durumda

kuk1 =
1

1� 4t

olmas� nedeniyle, analitik patlama zaman� t� = 0; 25 olacakt�r. Al�nan parametre

de�gerlerine kar�s�l�k gelen ba�slang��c ko�sulu ise

u(x; y; 0) =
exp[i(x2 � y2)]

1 + x2 + y2
(4.26)

ile verilir.

DS sistemi (4.26) ba�slang��c ko�sulu i�cin [�10; 10] � [�10; 10] b�olgesinde T = 0; 25

zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Uzaysal ayr�kla�st�rma grid say�lar� Nx = Ny = 256

ve zamansal ayr�kla�st�rma grid say�s� ise M = 500 olarak al�nm��st�r. S�ekil 4.3'de

�c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi sunulmu�stur.

S�ekilden de g�or�uld�u�g�u �uzere, �c�oz�um�un genli�gi patlama zaman�na yakla�st�k�ca

giderek b�uy�umektedir. Ba�slang��cta �c�oz�um�un maksimum genli�gi 1 olmas�na ra�gmen,

patlama zaman�na yakla�st��g�nda �c�oz�um�un genli�ginin 8 civar�nda oldu�guna dikkat

edilmelidir. Se�cilen uzay ve zaman ad�mlar�na kar�s�l�k gelen patlama zaman�

t� = 0; 2226 olarak elde edilmi�stir. Ayn� uzay ve zaman ad�m� i�cin, Besse

r�olaksasyon y�ontemini kullanarak patlama zaman�n� t� = 0; 222 olarak elde etmi�stir

[8]. Analitik patlama zaman�n�n t� = 0; 25 oldu�gu d�u�s�un�ul�urse, �simdiki �cal��smada
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elde edilen sonucun analitik patlama zaman�na daha yak�n oldu�gu s�oylenebilir. Bu

durum yine, hem r�olaksasyon �semas�n�n mevcut bir patlama olay�n� yakalamakta

ba�sar�l� oldu�gunu ve hem de yukar�da belirtilen r�olaksasyon �semas�n�n ba�sar�l� bir

�sekilde bilgisayar ortam�na ta�s�nd��g�n� g�osterir.

S�ekil 4.3. DS sisteminin HE hali i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi.

(D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 4.4. DS sisteminin HE hali i�cin say�sal �c�oz�um�un t = 0; 22 zaman�ndaki pro�li.

(D�u�sey eksen: juj, Yatay eksenler: x; y)

Patlama zaman�na yakla�st�k�ca �c�oz�um�un de�gi�sen pro�lini g�ormek i�cin, S�ekil 4.4' de

say�sal �c�oz�um�un t = 0; 22 zaman�ndaki pro�li sunulmu�stur.

4.3.2 Eliptik-Eliptik hal

Bu k�s�mda eliptik-eliptik hal g�oz�on�une al�naca�g�ndan (4.11)-(4.12) DS sisteminde

parametre de�gerleri � = 1 ve m = 1 se�cilir. Ghidaglia ve Saut yapt�klar�
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�cal��smada, DS sisteminin eliptik-eliptik hali i�cin, (i) � = �1 veya (ii) � = 1 ve

� > 1 durumunda sistemin negatif enerjiye sahip olaca�g�n� ve b�oylece sonlu zaman

i�cinde �c�oz�umde bir tekilli�gin ortaya �c�kaca�g�n� g�ostermi�slerdir [17]. Elde edilen bu

sonu�c, a�sa�g�daki �ornek problem yard�m�yla, �onerilen say�sal y�ontemi test etmek i�cin

kullan�lacakt�r.

�Ornek 4.2:

Yukar�da belirtilen patlama sonucuna g�ore DS sisteminde katsay�lar�n � = �1,

 = 1 ve � = 1 al�nmas� halinde, DS sisteminin �c�oz�um�u sonlu zaman i�cinde tekilli�ge

sahip olacakt�r. S�imdiki �ornekte de katsay�lar bu �sekilde se�cilir ve ba�slang��c ko�sulu

u(x; y; 0) = 4 exp(�x
2 + y2

4
) (4.27)

Gaussyen fonksiyonu olarak al�n�r. DS sistemi (4.27) ba�slang��c ko�sulu i�cin

[�4; 4] � [�4; 4] b�olgesinde T = 0; 14 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Uzaysal

ayr�kla�st�rma i�cin grid say�lar� Nx = Ny = 100 ve zamansal ayr�kla�st�rma i�cin grid

say�s� M = 700 olarak al�nm��st�r. S�ekil 4.5'de �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi sunulmu�stur.

S�ekil 4.5. DS sisteminin EE hali i�cin �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi.

(D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekilden de g�or�uld�u�g�u �uzere, �c�oz�um�un genli�gi patlama zaman�na yakla�st�k�ca

giderek b�uy�umektedir. Ba�slang��cta �c�oz�um�un genli�gi 4 olmas�na ra�gmen,

patlama zaman�na yakla�st��g�nda �c�oz�um�un genli�ginin 40 civar�nda oldu�guna dikkat

edilmelidir.
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Se�cilen uzay ve zaman ad�mlar�na kar�s�l�k gelen patlama zaman� t� = 0; 1336 olarak

elde edilmi�stir. Ayn� uzay ve zaman ad�m� i�cin, Besse r�olaksasyon y�ontemini

kullanarak, yine maksimum genlik 40 civar�nda olmak �uzere, patlama zaman�n�

t� = 0; 1332 olarak elde etmi�stir [8]. Bir di�ger �cal��smada ise, Besse ayn� problemi

farkl� uzay ve zaman ad�mlar� i�cin ikinci mertebe split-step y�ontemi ile �c�ozm�u�s ve

patlama zaman�n�, maksimum genlik 110 civar�nda olmak �uzere, t� = 0; 1311 olarak

bulmu�stur [7]. S�imdiki �cal��smada elde edilen patlama zaman�n�n virg�ulden sonraki

ilk iki hanesi ile di�ger �cal��smalarda elde edilen neticelerin virg�ulden sonraki ilk iki

hanesinin ayn� oldu�guna dikkat edilmelidir. Burada say�sal patlama zaman�n�n

se�cilen uzay ve zaman ad�m�na ba�gl� oldu�gu g�oz�on�unde bulundurulursa, EE

durumda da r�olaksasyon y�onteminin patlama olay�n� yakalamakta ba�sar�l� oldu�gu

sonucuna var�l�r.

Patlama zaman�na yakla�st�k�ca �c�oz�um�un de�gi�sen pro�lini g�ormek i�cin, S�ekil 4.6'da

�c�oz�um�un de�gi�sik zamanlardaki �cevrit (contour) �cizimleri verilmektedir.

S�ekil 4.6. C��oz�um�un s�ras�yla t = 0; 1152, t = 0; 1224, t = 0; 1296, t = 0; 1336

zamanlar�ndaki �cevrit �cizimleri.

S�ekilden de g�or�uld�u�g�u �uzere, �c�oz�um t = 0; 1152 zaman�nda radyal simetrik

bir yap�ya sahip olmas�na kar�s�l�k, say�sal patlama zaman�na yakla�st�k�ca radyal
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simetrik olmayan bir yap�ya d�on�u�smektedir.

S�ekil 4.7'de ise �simdiki �cal��smada elde edilen say�sal �c�oz�um�un t� = 0; 1336 say�sal

patlama zaman�ndaki pro�li sunulmu�stur.

S�ekil 4.7. C��oz�um�un t� = 0; 1336 say�sal patlama zaman�ndaki pro�li.

(D�u�sey eksen: juj, Yatay eksen: x; y)

4.4. R�olaksasyon y�ontemi ve GDS sisteminin patlama �c�oz�umleri

(2.16)-(2.18) ile verilen GDS sistemi

i ut +Au = � j u j2 u+ 
('1;x + '2;y)u

L1'1 +M'2 = (j u j2)x
M'1 + L2'2 = (j u j2)y

�seklinde yeniden yaz�labilir. Burada A;L1;L2 ve M operat�orleri

A = �@xx + @yy; L1 = @xx +m2 @yy; L2 = � @xx +m1 @yy; M = n @xy

ile verilmektedir. GDS sistemi i�cin �onerdi�gimiz r�olaksasyon �semas�n�n yar� ayr�k

formu,  =ju j2 olmak �uzere,

 n+ 1

2 +  n� 1

2

2
=j un j2 (4.28)

L1(
'
n+ 1

2

1 + '
n� 1

2

1

2
) +M(

'
n+ 1

2

2 + '
n� 1

2

2

2
) = (j un j2)x (4.29)

M(
'
n+ 1

2

1 + '
n� 1

2

1

2
) + L2(

'
n+ 1

2

2 + '
n� 1

2

2

2
) = (j un j2)y (4.30)

i
un+1 � un

�t
+A(u

n+1 + un

2
) =

�
�  n+ 1

2 + 
 ('
n+ 1

2

1;x + '
n+ 1

2

2;y )
�
(
un+1 + un

2
) (4.31)
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�seklinde verilir. Ayr�ca Dirichlet s�n�r ko�sullar�n�n sa�gland��g� varsay�lacakt�r.

Ba�slang��c ko�sullar� ise

u0(x) = u0(x);  �1=2(x) =ju0(x)j2; '
�1=2
1 (x) = '

1=2
2 (x); '

�1=2
2 (x) = '

1=2
2 (x)

formunda al�nacakt�r.

E�ger tn zaman�na kar�s�l�k gelen (un; '
n�1=2
1 ; '

n�1=2
2 ;  n�1=2) �c�oz�um�un�un bilindi�gi

varsay�l�rsa, bir sonraki zaman ad�m�na kar�s�l�k gelen say�sal �c�oz�um �su �sekilde

hesaplan�r: _Ilk olarak  fonksiyonunun tn+1=2 zaman ad�m�ndaki yakla�s�k de�geri,

(4.28) denkleminin tam ayr�kla�st�r�lm��s formu olan

 
n+ 1

2

j;k +  
n� 1

2

j;k

2
=j unj;k j2

denklemi yard�m�yla a�c�k bir �sekilde hesaplanacakt�r. �Ote yandan (4.29)

denkleminin tam ayr�kla�st�r�lm��s hali

'
n+1=2
1 j+1;k � 2'

n+1=2
1 j;k + '

n+1=2
1 j�1;k + '

n�1=2
1 j+1;k � 2'

n�1=2
1 j;k + '

n�1=2
1 j�1;k

2(�x)2

+m2

'
n+1=2
1 j;k+1 � 2'

n+1=2
1 j;k + '

n+1=2
1 j;k�1 + '

n�1=2
1 j;k+1 � 2'

n�1=2
1 j;k + '

n�1=2
1 j;k�1

2(�y)2

+n
'
n+1=2
2 j+1;k+1 � '

n+1=2
2 j+1;k�1 � '

n+1=2
2 j�1;k+1 + '

n+1=2
2 j�1;k�1

8�x�y

+n
'
n�1=2
2 j+1;k+1 � '

n�1=2
2 j+1;k�1 � '

n�1=2
2 j�1;k+1 + '

n�1=2
2 j�1;k�1

8�x�y

=
j unj+1;k j2 � j unj�1;k j2

2�x
(4.32)

�seklinde ve (4.30) denkleminin tam ayr�kla�st�r�lm��s hali

�
'
n+1=2
2 j+1;k � 2'

n+1=2
2 j;k + '

n+1=2
2 j�1;k + '

n�1=2
2 j+1;k � 2'

n�1=2
2 j;k + '

n�1=2
2 j�1;k

2(�x)2

+m1

'
n+1=2
2 j;k+1 � 2'

n+1=2
2 j;k + '

n+1=2
2 j;k�1 + '

n�1=2
2 j;k+1 � 2'

n�1=2
2 j;k + '

n�1=2
2 j;k�1

2(�y)2

+n
'
n+1=2
1 j+1;k+1 � '

n+1=2
1 j+1;k�1 � '

n+1=2
1 j�1;k+1 + '

n+1=2
2 j�1;k�1

8�x�y

+n
'
n�1=2
1 j+1;k+1 � '

n�1=2
1 j+1;k�1 � '

n�1=2
1 j�1;k+1 + '

n�1=2
1 j�1;k�1

8�x�y

=
j unj;k+1 j2 � j unj;k�1 j2

2�y
(4.33)
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ile verilir. C��oz�um�un ikinci ad�m�nda, (4.32) ve (4.33) denklemleri yard�m�yla

olu�sturulan ba�glant�l� lineer denklem sistemi �c�oz�ulerek, '1 ve '2 fonksiyonlar�n�n

tn+1=2 zaman ad�m�ndaki yakla�s�k de�gerleri hesaplanacakt�r. (4.31) denkleminin

tam ayr�kla�st�r�lm��s hali ise

i
un+1j;k � unj;k

�t
+ �

un+1j+1;k � 2un+1j;k + un+1j�1;k + unj+1;k � 2unj;k + unj�1;k
2(�x)2

+
un+1j;k+1 � 2un+1j;k + un+1j;k�1 + unj;k+1 � 2unj;k + unj;k�1

2(�y)2

=

2
4�  n+ 1

2

j;k + 
(
'
n+1=2
1 j+1;k � �

n+1=2
1 j�1;k

2�x
+
'
n+1=2
2 j;k+1 � �

n+1=2
2 j;k�1

2�y
)

3
5 (u

n+1
j;k + unj;k

2
) (4.34)

ile verilir. C��oz�um�un �u�c�unc�u ad�m�nda, daha �onceki ad�mlarda hesaplanan

'
n+1=2
1 ; '

n+1=2
2 ve  n+1=2 yakla�s�k de�gerleri (4.34) denkleminde yaz�larak olu�sturulan

lineer denklem sistemi �c�oz�ulerek u fonksiyonunun tn+1 zaman ad�m�ndaki yakla�s�k

de�geri hesaplanacakt�r.

4.4.1 Hiperbolik-Eliptik-Eliptik hal

_Ilk olarak, HEE hal g�oz�on�une al�naca�g�ndan, (2.18) sisteminde � = �1 se�cilir.

Daha �once B�ol�um 3'de belirtildi�gi �uzere, GDS sisteminin HEE hali i�cin bir

s�ozde-konformal d�on�u�s�um yard�m�yla analitik patlama �c�oz�um�u elde edilmi�sti.

S�imdi bu patlama �c�oz�um�u yard�m�yla say�sal �sema test edilecektir.

B�ol�um 3'de GDS sisteminin katsay�lar�n�n (3.29) ba�g�nt�lar�n� sa�glamas� halinde,

(3.31) ile verilen �c�oz�ume sahip oldu�gu g�osterilmi�stir. (3.31) ile verilen �c�oz�umde

a = 1; b = �4; � = 1 ve A = 1 olarak al�n�rsa, �c�oz�um�un L1 normunun

kuk1 =
1

1� 4t

olmas� nedeniyle, analitik patlama zaman� t� = 0; 25 olacakt�r.

�Ornek 4.3:

S�imdiki �ornek problemde, katsay�lar (3.29) ba�g�nt�lar�n� sa�glayacak �sekilde m1 = 2,

m2 = n = � = 2=3, 
 = 32; � = �24 se�cilir. Problem [�10; 10]� [�10; 10]
b�olgesinde t = 0; 25 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Tablo 4.1'de, de�gi�sik uzay

ve zaman ad�mlar� i�cin r�olaksasyon say�sal y�ontemi kullan�larak bulunan patlama

zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1 normunun de�geri verilmektedir.

Verilen bir (�x;�y) uzaysal ad�m�na kar�s�l�k gelen �t zaman ad�m�n� belirlemek
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i�cin �t = �[(�x)2 + (�y)2] ba�g�nt�s� kullan�lacakt�r. Burada � = 0; 3828125

al�nm��st�r.

Tablo 4.1
Uzay ve zaman grid say�lar�n�n de�gi�sik de�gerleri i�cin bulunan patlama zamanlar� ve

say�sal �c�oz�um�un bu patlama zamanlar�ndaki L1 normunun de�geri

Nx = Ny M t� kuk1
150 18 0,1806 4,1478

200 33 0,1894 4,9669

250 51 0,2009 5,8684

300 73 0,2055 6,7183

350 100 0,2075 7,3959

400 131 0,2099 8,1943

500 204 0,2169 9,5290

Tablodan da g�or�uld�u�g�u �uzere, uzaysal ve zamansal ayr�kla�st�rma grid say�lar�

artt�k�ca, say�sal patlama zaman� da analitik patlama zaman�na giderek

yakla�smaktad�r. Ayr�ca, grid say�lar� artt�k�ca �c�oz�um�un L1 normunun yakla�s�k

patlama zaman�ndaki de�geri de artmaktad�r. Sonu�c olarak, r�olaksasyon y�onteminin

teorik olarak varl��g� g�osterilen patlama olay�n� yakalamakta ba�sar�l� oldu�gu

s�oylenebilir. Bilgisayar kapasitesindeki k�s�tlamalar nedeniyle grid say�lar�n� daha

fazla artt�rmak ve patlama zaman�na daha iyi bir yakla�s�m elde etmek m�umk�un

olmam��st�r.

4.4.2 Eliptik-Eliptik-Eliptik hal

Bu k�s�mda, EEE hal g�oz�on�une al�naca�g�ndan a�sa�g�daki b�ut�un say�sal testlerde

� = 1 al�nm��st�r. A�sa�g�da GDS sistemi �ce�sitli parametre de�gerleri al�narak,

u(x; y; 0) = 6 exp(�x
2 + y2

4
) (4.35)

Gaussyen ba�slang��c ko�sulu i�cin [�12; 12]� [�12; 12] b�olgesinde T = 1 zaman�na

kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Uzaysal ayr�kla�st�rma grid say�lar� Nx = Ny = 200 ve

zamansal ayr�kla�st�rma grid say�s�M = 150 olarak al�nm��st�r. �Onerilen say�sal �sema

Altb�ol�um 3.3.2'de verilen analitik sonu�clar yard�m�yla test edilecektir. A�sa�g�da

GDS sisteminin EEE hali i�cin iki farkl� durum, 
 > 0 ve 
 < 0 durumlar�, ele

al�nm��st�r.
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4.4.2.1. 
 > 0 durumu

GDS sistemindeki katsay�lar, (2.19) ba�g�nt�s�n� sa�glayacak �sekilde, � = 2;m1 = 2,

m2 = 3; n = 1 olarak se�cilir. Ayr�ca 
 > 0 ko�suluna dikkat ederek, 
 = 1 al�n�r.

Se�cilen parametre de�gerleri i�cin, (3.50) ve (3.52) ko�sullar�ndan, (i) � � �1=7
iken �c�oz�um�un global olarak varoldu�gu ve (ii) � < �0; 444 iken de �c�oz�um�un

sonlu zaman i�cinde bir tekilli�ge sahip olaca�g� a�c�kt�r. Fakat �0; 444 � � < �1=7
olmas� durumunda �c�oz�um�un global olarak varolup olmad��g� konusu analitik olarak

cevaplanamam��s problemlerden biridir.

S�ekil 4.8'de � = �1=7 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun

zamanla de�gi�simi sunulmu�stur.

S�ekil 4.8. � = �1=7 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

Analitik neticelere g�ore, � � �1=7 iken �c�oz�um�un global olarak varoldu�gu

g�osterilmi�stir. Dolay�s�yla elde edilen say�sal sonu�clar analitik neticeler ile

uyumludur. S�ekil 4.9'da ise, � = �5=7 ve � = �1 de�gerleri i�cin �c�oz�um�un L1

normunun zamanla de�gi�simi sunulmu�stur.

S�ekil 4.9, se�cilen � de�gerleri i�cin, �c�oz�um�un L1 normunun patlama zaman�na

yakla�st�k�ca b�uy�ud�u�g�un�u g�ostermektedir. Yukar�da �se�cilen katsay� de�gerleri i�cin,

� < �0; 444 iken GDS sistemi sonlu zaman i�cinde tekilli�ge sahip olaca�g�ndan, elde

edilen say�sal sonu�clar analitik sonu�clarla tamamen uyumludur.

Yukar�da da belirtildi�gi gibi, �0; 444 � � < �1=7 olmas� durumunda �c�oz�um�un

global olarak varolup olmad��g� konusu analitik olarak bilinmemektedir. Bu
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aral�ktaki � de�gerleri i�cin, her t�url�u gayrete ra�gmen Hamiltoniyeni negatif yapacak

�sekilde uygun bir ba�slang��c ko�sulu bulunamad��g�ndan, say�sal y�ontem yard�m�yla da

bu aral�kta �c�oz�um�un global olarak varolup olmad��g� sorusuna cevap verilememi�stir.

S�ekil 4.9. � = �5=7 ve � = �1 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�imdi �c�oz�um�un zamanla de�gi�sen pro�li �ce�sitli � de�gerleri i�cin sunulacakt�r. S�ekil

4.10'da � = 1 de�geri i�cin �c�oz�um�un t = 0 ve t = 1 zamanlar�ndaki pro�lleri

sunulmu�stur. � parametresinin bu de�geri i�cin �c�oz�um�un global varl��g�n�n analitik

olarak g�osterildi�gine dikkat edilmelidir.
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S�ekil 4.10. Say�sal �c�oz�um�un t = 0 ve t = 1 zamanlar�ndaki pro�lleri.

(D�u�sey eksen: juj, Yatay eksen: x; y)

Say�sal �c�oz�um�un t = 0 zaman�ndaki genli�gi 6 olmas�na ra�gmen, t = 1 zaman�ndaki

genli�gi yakla�s�k 1 civar�ndad�r. Burada �c�oz�um�un zaman ilerledik�ce gittik�ce

da�g�larak yay�ld��g� g�or�ulmektedir. Sonu�c olarak, se�cilen � de�geri i�cin dispersiyonun

etkisi nonlinerli�gin etkisine g�ore daha bask�nd�r.

S�ekil 4.11'de ise � = �1 de�geri i�cin �c�oz�um�un t = 0 ve t = 1'deki

pro�lleri sunulmu�stur. � parametresinin bu de�geri i�cin �c�oz�um�un sonlu zamanda

patlayaca�g�n�n analitik olarak ispatland��g�na dikkat edilmelidir.
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S�ekil 4.11 Say�sal �c�oz�um�un t = 0 ve t = 1 zamanlar�ndaki pro�lleri

(D�u�sey eksen: juj, Yatay eksen: x; y)

Say�sal �c�oz�um�un ba�slang��cta 6 olan genli�gi, t = 1 zaman�nda yakla�s�k 30

civar�ndad�r. Bu durum, se�cilen � de�geri i�cin do�grusal olmayan terimin etkisinin

dispersiyonunun etkisine g�ore daha bask�n oldu�gunu g�osterir.

4.4.2.2. 
 < 0 durumu

GDS sisteminde (2.19) ba�g�nt�s�n� sa�glayacak �sekilde � = 2;m1 = 2, m2 = 3; n = 1

ve 
 = �1 al�n�r. Se�cilen parametre de�gerleri i�cin, (3.51) ve (3.53) ko�sullar�ndan

� � 1 iken �c�oz�um�un global olarak varoldu�gu ve � < 1 iken de �c�oz�um�un sonlu zaman

i�cinde bir tekilli�ge sahip olaca�g� a�c�kt�r. Dolay�s�yla 
 < 0 durumunda, hakk�nda

analitik olarak bir bilgiye sahip olamad��g�m�z � aral��g� bulunmamaktad�r. S�ekil

4.12'de, � = 1 ve � = 2 de�gerleri i�cin �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi

sunulmu�stur.

S�ekil 4.13'de ise, � = 0 ve � = �1 de�gerleri i�cin �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi sunulmu�stur. Analitik neticelere g�ore, � � 1 iken �c�oz�um�un global olarak

varoldu�gu ve � < 1 iken �c�oz�um�un sonlu zaman i�cinde bir tekilli�ge sahip olaca�g�

g�osterilmi�stir. Dolay�s�yla hem S�ekil 4.12'de hem de S�ekil 4.13'de elde edilen say�sal

sonu�clar analitik neticeler ile tamamen uyumludur.
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S�ekil 4.12. � = 1 ve � = 2 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi

(D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 4.13 � = 0 ve � = �1 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

4.5 YGDS sisteminin patlama �c�oz�umleri

Bu altb�ol�umde, (3.62) sisteminde � = 1 ve m > 0 al�nacakt�r. A�sa�g�da YGDS

sistemi �ce�sitli parametre de�gerleri al�narak (4.35) Gaussyen ba�slang��c ko�sulu i�cin

[�12; 12]� [�12; 12] b�olgesinde T = 1 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Uzaysal

ayr�kla�st�rma grid say�lar� Nx = Ny = 200 ve zamansal ayr�kla�st�rma grid say�s�

M = 150 olarak al�nm��st�r. S�imdi YGDS sistemi 
 parametresinin iki farkl� hali

i�cin g�oz�on�une al�nacakt�r.
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4.5.1. 
 > 0 durumu

YGDS sisteminde 
 = 1;m = 2 katsay�lar� se�cilir. Se�cilen parametre de�gerleri i�cin,

(3.85) ve (3.87) ko�sullar�ndan � � �0; 5 iken �c�oz�um�un global olarak varoldu�gu ve

� < �0; 5 iken de �c�oz�um�un sonlu zaman i�cinde bir tekilli�ge sahip olaca�g� a�c�kt�r.

S�ekil 4.14'de � = �0; 5 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun

zamanla de�gi�simi sunulmu�stur.

S�ekil 4.14. � = �0; 5 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 4.15. � = �1 ve � = �1; 5 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 4.15'de ise � = �1 ve � = �1; 5 de�gerleri i�cin �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi sunulmu�stur.
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� = �0; 5 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla giderek

azalmas�, � = �1 ve � = �1; 5 de�gerleri i�cin de say�sal �c�oz�um�un L1 normunun

zamanla giderek b�uy�umesi yukar�da verilen analitik sonu�clarla uyumludur.

4.5.2. 
 < 0 durumu

YGDS sisteminde 
 = �1;m = 2 katsay�lar� se�cilir. Al�nan parametre de�gerleri

i�cin, (3.86) ve (3.88) ko�sullar�ndan � � 1 iken �c�oz�um�un global olarak varoldu�gu ve

� < 1 iken de �c�oz�um�un sonlu zaman i�cinde bir tekilli�ge sahip olaca�g� a�c�kt�r.

S�ekil 4.16. � = 1 ve � = 2 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi

(D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 4.17. � = �1 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 4.16'da � = 1 ve � = 2 de�gerleri i�cin, S�ekil 4.17'de ise � = �1 ve � = 0

de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi sunulmu�stur. � = 1

ve � = 2 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla giderek azalmas�,
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� = �1 ve � = 0 de�gerleri i�cin de say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla giderek

b�uy�umesi analitik sonu�clarla uyumludur.
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5. GDS S_ISTEM_I VE SPLIT-STEP FOURIER Y�ONTEM_I

5.1 Giri�s

Bu b�ol�umde, ilk olarak split-step y�ontemi iki boyutlu NLS denklemi i�cin

tan�t�lm��st�r. NLS denklemi i�cin split-step y�onteminin zamanda birinci mertebe

ve zamanda ikinci mertebe yakla�s�mlar�na kar�s�l�k gelen say�sal �semalar verilmi�stir.

Daha sonra say�sal �semalar�n do�grulu�gunu test etmek amac�yla, �ornek problemler

i�cin bulunan patlama zamanlar� literat�urde verilen sonu�clar ve r�olaksasyon

y�onteminin uygulanmas�yla elde edilen sonu�clarla kar�s�la�st�r�lm��st�r. Bir sonraki

ad�mda ise, split-step y�ontemi DS sistemine uygulanm��s ve y�ontemin zamanda

birinci ve zamanda ikinci mertebe olan yakla�s�mlar� sunulmu�stur. Say�sal

�semalar�n do�grulu�gu, DS sisteminin EE ve HE hallerine ait �ornek problemler i�cin

literat�urde verilmi�s patlama zamanlar� ile ilgili sonu�clarla kar�s�la�st�rma yaparak

do�grulanm��st�r. Son olarak, split-step y�ontemi GDS sistemine geni�sletilmi�stir.

Say�sal �sema GDS sisteminin EEE, HEE halleri ve YGDS sistemi i�cin B�ol�um 3'te

verilen analitik sonu�clar ve B�ol�um 4'de verilen say�sal sonu�clar ile test edilmi�stir.

Sonu�c olarak, split-step y�onteminin patlama olay�n� yakalamakta ba�sar�l� oldu�gu

ve split-step y�onteminin r�olaksasyon y�onteminden daha h�zl� ve daha do�gru sonu�c

verdi�gi g�ozlenmi�stir.

R�olaksasyon y�onteminde yap�ld��g� gibi, say�sal y�ontemi uygulayabilmek i�cin R
2

yerine [a; b]� [c; d] �seklinde dikd�ortgensel bir b�olge al�n�r. a ve b sabitleri ile c

ve d sabitlerinin elde edilen say�sal sonu�clar� etkilemeyecek kadar birbirlerinden

uzak se�cilmesi gerekir. u(x; y; t) fonksiyonunun periyodik s�n�r ko�sullar�n� sa�glad��g�

varsay�l�r. [a; b] aral��g� Nx say�da e�sit uzunluklu alt aral��ga ve [c; d] aral��g� Ny say�da

e�sit uzunluklu alt aral��ga b�ol�un�urse, uzaysal grid noktalar�

Xj = j(b� a)=Nx; j = 0; 1; :::; Nx

Yk = k(d� c)=Ny; k = 0; 1; :::; Ny
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�seklinde olacakt�r. Benzer �sekilde, say�sal �c�oz�um�un aranaca�g� [0; T ] zaman aral��g�

M tane e�sit uzunluklu alt aral��ga b�ol�un�urse, zamansal grid noktalar�

tm = mT=M; m = 0; 1; :::;M

�seklinde verilir. Son olarak, u fonksiyonunun (Xj; Yk) grid noktas� ve tm zaman�na

kar�s� gelen yakla�s�m� Um
j;k ile g�osterilecektir.

5.2. Split-step Fourier y�ontemi ve NLS denkleminin patlama �c�oz�umleri

Do�grusal olmayan dalga denklemlerinin say�sal �c�oz�umlerini elde etmek i�cin

kullan�lan say�sal y�ontemlerden biri de split-step y�ontemidir. Split-step

y�ontemindeki esas �kir, orijinal ba�slang��c-de�ger problemini altproblemlere

ayr��st�rmak ve bu altproblemleri uygun bir s�rada �c�ozerek orijinal problemin

�c�oz�um�une yakla�smakt�r. Do�grusal olmayan dispersif dalga denklemleri i�cin

genellikle bu ayr��s�m sadece dispersif ve sadece do�grusal olmayan etkileri i�ceren

altproblemler �seklinde ger�cekle�stirilir. Split-step y�ontemi ilk olarak Hardin ve

Tappert [34] taraf�ndan NLS denklemine uygulanm��st�r. Taha ve Ablowitz

yapt�klar� �cal��smada, sonlu farklar y�onteminin a�c�k ve kapal� algoritmalar�n�

i�ceren de�gi�sik versiyonlar�n� split-step y�ontemi ile kar�s�la�st�rm��slar ve split-step

y�onteminin NLS denklemi i�cin en iyi y�ontem oldu�gu sonucuna ula�sm��slard�r [35].

Ancak bu noktada, split-step y�onteminin NLS denklemi i�cin �cok ba�sar�l� olmas�n�n

alt�nda bu �ozel duruma ait altproblemlerin analitik olarak �c�oz�ulebilmesinin yatt��g�

belirtilmelidir. Split-step y�ontemi ile ilgili daha ayr�nt�l� bilgi i�cin [36, 37, 38] ve

bu �cal��smalarda belirtilen kaynaklara ba�svurulabilir.

_Ilk olarak, split-step y�ontemi iki boyutlu NLS denklemi i�cin tan�t�lacakt�r. E�ger

[a; b]� [c; d] b�olgesi

X =
2�(x� a)

b� a
; Y =

2�(y � c)

d� c
(5.1)

d�on�u�s�umleri yard�m�yla [0; 2�]� [0; 2�] kare b�olgesine normalize edilirse, (2.1) NLS

denklemi

iut + � uXX + � uY Y + �juj2�u = 0 (5.2)

�seklini al�r. Burada � = [2�=(b � a)]2 ve � = [2�=(d � c)]2 tan�mlar� yap�lm��st�r.

Yukar�da da bahsedildi�gi �uzere, split-step y�ontemindeki esas �kir orijinal problemi

dispersif ve do�grusal olmayan etkileri i�ceren altproblemlere ayr��st�rmak ve daha
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sonra altproblemleri verilmi�s bir s�rada �c�ozerek orijinal problemin �c�oz�um�une

yakla�smakt�r. Bu ama�cla, (5.2) NLS denklemi,

L : iut + � uXX + � uY Y = 0 (5.3)

lineer denklemi ve

N : iut + �juj2�u = 0 (5.4)

do�grusal olmayan denkleme ayr��st�r�l�r ve bu denklemler verilmi�s bir s�rada ard��s�k

olarak �c�oz�ul�ur. (5.3) lineer denklemi i�cin tan�mlanm��s ba�slang��c-de�ger problemi

iki boyutlu Fourier d�on�u�s�um�u kullanarak �c�oz�ul�ur. B�oylece m: zaman ad�m�na ait

Um
j;k b�uy�ukl�uklerinin bilindi�gi varsay�l�rsa, (m + 1): zaman ad�m�na kar�s�l�k gelen

b�uy�ukl�ukleri hesaplamak i�cin zamandaki ilerlemeler

Um+1
j;k = F�1

j;k fexp[�i(��21 + ��22)�t]:F�1;�2 [U
m
j;k]g

denklemi kullan�larak ger�cekle�stirilir. Burada F iki boyutlu ayr�k Fourier

d�on�u�s�um�un�u, F�1 iki boyutlu ters ayr�k Fourier d�on�u�s�um�un�u ve �1; �2 ise x; y

koordinatlar�na kar�s�l�k gelen Fourier de�gi�skenlerini g�ostermektedir. (5.4) do�grusal

olmayan denklem i�cin zamandaki ilerlemeler

Um+1
j;k = exp(i�jUm

j;kj2��t)Um
j;k

ba�g�nt�s� yard�m�yla hesaplanacakt�r. Herbir zaman ad�m�nda NLS denklemine ait

say�sal �c�oz�um, birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi i�cin

'1(�t) = SL(�t) � SN (�t) (5.5)

ayr��st�rma form�ul�une g�ore ger�cekle�stirilecektir. Burada SL(�t) ve SN (�t) ile,

s�ras�yla, lineer altprobleme ve do�grusal olmayan altprobleme kar�s�l�k gelen �c�oz�um

operat�orleri g�osterilmektedir. Yani, birinci ad�mda (5.4) do�grusal olmayan

denklemine g�ore ilerlenir ve ara �c�oz�um elde edilir. _Ikinci ad�mda ise, bu ara �c�oz�um

ba�slang��c datas� olmak �uzere (5.3) lineer denklemine g�ore ilerlenir. _Ikinci mertebe

split-step Fourier y�ontemi i�cin, herbir zaman ad�m�ndaki ilerleme

'2(�t) = SN (�t
2
)SL(�t)SN (�t

2
) (5.6)

ayr��st�rma form�ul�une g�ore ger�cekle�stirilecektir. Birinci mertebe ve ikinci mertebe

split-step y�ontemlerinin hem yak�nsamas� hem de yak�nsama h�zlar�n�n, s�ras�yla,
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birinci ve ikinci mertebe oldu�gunun g�osterilmesi literat�urde tart��s�lm��s bir konudur

[27]. Bu �cal��smada ele al�nan �ornek problemler i�cin (5.5) ve (5.6) ifadelerinde SL ve

SN operat�orlerinin yerlerinin de�gi�stirilmesinin de say�sal sonu�clar� de�gi�stirmedi�gi

g�ozlenmi�stir.

Yukar�da NLS denklemi i�cin �onerilen birinci ve ikinci mertebe split-step �semalar�,

literat�urde tart��s�lm��s �u�c farkl� �ornek problem i�cin test edilecektir. A�sa�g�daki say�sal

deneylerde, (2.1) denkleminde � = 1 ve � = 1 al�nm��st�r. Se�cilen (�x;�y) uzaysal

ad�m�na kar�s� gelen �t zaman ad�m�n� belirlemek i�cin, �t = �[(�x)2 + (�y)2]

ba�g�nt�s� kullan�lm��st�r. � parametresinin �ce�sitli de�gerleri i�cin yap�lan deneylerde

say�sal yak�nsama g�ozlenmi�s, ancak a�sa�g�daki b�ut�un say�sal deneylerde, hesaplama

zaman� a�c�s�ndan daha etkin olan, � = 0; 1 de�geri kullan�lm��st�r.

�Ornek 5.1:

_Ilk olarak, Gaussyen ba�slang��c ko�sulu,

u(x; y; 0) = 4 exp[�(x2 + y2)]; (5.7)

i�cin tan�mlanm��s problem ele al�nacakt�r. NLS denklemi yukar�da verilen ba�slang��c

ko�sulu i�cin [�6; 6] � [�6; 6] b�olgesinde T = 0; 15 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur.

Tablo 5.1'de, de�gi�sik uzay ve zaman ad�mlar� kullan�larak, birinci mertebe

split-step Fourier y�ontemi ile bulunan patlama zamanlar� ve �c�oz�um�un bu patlama

zamanlar�ndaki L1 normunun de�geri verilmektedir.

Tablo 5.1
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

Nx = Ny M t� kuk1
64 22 0,14318182 19,689

128 86 0,14476744 37,394

256 342 0,14517544 72,552

512 1365 0,14527473 140,175

1024 5462 0,14541377 280,540

2048 21486 0,14543424 555,542

Tablo 5.2'de ise, ikinci mertebe split-step Fourier y�ontemi i�cin de�gi�sik uzay ve

zaman ad�mlar� kullanarak bulunan patlama zamanlar� ve �c�oz�um�un bu patlama

zamanlar�ndaki L1 normunun de�geri verilmektedir.
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Tablo 5.2
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin ikinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

Nx = Ny M t� kuk1
64 22 0,15000000 19,302

128 86 0,14651163 36,535

256 342 0,14517544 71,226

512 1365 0,14538462 142,383

1024 5462 0,14541300 278,050

2048 21486 0,14546216 436,278

Her iki tablodan da g�or�uld�u�g�u gibi, uzaysal ve zamansal grid noktalar�n�n

say�lar�n�n artmas� ile t� ile g�osterilen yakla�s�k patlama zamanlar� belirli bir

de�gere do�gru yak�nsamaktad�r. Bu tablolardaki say�sal de�gerlerin bir incelemesi,

yakla�s�k patlama zaman�n�n en az�ndan virg�ulden sonraki ilk d�ort hanesi do�gru

olacak �sekilde kestirilebilece�gini ve bu de�gerin t� = 0; 1454 oldu�gunu ortaya koyar.

Altb�ol�um 4.2'deki �Ornek 4.1'de bahsedilen ve [31, 32]'da verilen sonu�clar ile �simdi

bulunan sonucun ilk d�ort hanesinin uyumlu oldu�guna dikkat edilmelidir. Ayr�ca

[31] ve [32]'de farkl� say�sal teknikler ve �cok daha b�uy�uk grid say�lar� i�cin bulunan

daha do�gru sonu�clar, split-step y�ontemi ile bulunan patlama zaman�n�n r�olaksasyon

y�ontemi ile bulunana g�ore daha iyi oldu�gunu ortaya koyar. Burada ikinci

mertebe split-step y�ontemi ile daha h�zl� bir yak�nsamaya ula�s�lmas� beklenirken,

patlama zaman�n� tahmin etme konusunda birinci ve ikinci mertebe y�ontemler

aras�nda belirgin bir farkl�l�k g�ozlenmemi�stir. Bu durumun dispersif ve do�grusal

olmayan etkilerin dengelenmesini ifade eden NLS denkleminde genli�gin �cok b�uy�uk

de�gerleri i�cin do�grusal olmayan etkilerin dispersif etkilere g�ore daha belirleyici

olmas�ndan kaynakland��g� ve bu nedenle genli�gin �cok b�uy�uk de�gerleri i�cin ayr��st�rma

form�ul�un�un �onemini yitirdi�gi d�u�s�un�ulmektedir.

S�ekil 5.1'de say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi sunulmu�stur.

S�ekilden de g�or�uld�u�g�u �uzere, �c�oz�um�un genli�gi patlama zaman�na yakla�st�k�ca

giderek b�uy�umektedir. Ba�slang��cta �c�oz�um�un genli�gi 4 iken, patlama zaman�na

yakla�s�ld��g�nda �c�oz�um�un genli�ginin 300 civar�nda oldu�guna dikkat edilmelidir.

Patlama zaman�na yakla�st�k�ca �c�oz�um�un de�gi�sen pro�lini g�ormek i�cin, birinci

mertebe split-step y�ontemi kullan�larak elde edilen say�sal �c�oz�um�un ba�slang��c ve

t = 0; 14541377 zaman�na ait pro�lleri S�ekil 5.2'de sunulmu�stur.
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S�ekil 5.1. NLS denkleminde say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi.

(D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 5.2. Say�sal �c�oz�um�un t = 0 ve t� = 0; 14541377'deki pro�lleri.

Burada uzaysal ayr�kla�st�rma grid say�s� Nx = Ny = 1024 ve zamansal

ayr�kla�st�rma grid say�s�M = 5462 al�nm��st�r. S�ekilden de g�or�uld�u�g�u �uzere patlama
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zaman�na yakla�st�k�ca dalgan�n genli�gi artarak b�uy�umektedir.

�Ornek 5.2:

_Ikinci olarak, farkl� bir Gaussyen ba�slang��c ko�sulu,

u(x; y; 0) = 15 exp[�(x2 + y2)2];

i�cin tan�mlanm��s problem ele al�nacakt�r. Bu ba�slang��c ko�sulu i�cin NLS denklemi

[�2; 5; 2; 5]� [�2; 5; 2; 5] b�olgesinde T = 0; 03 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. �Ornek

5.1'de, hesaplanan patlama zamanlar� a�c�s�ndan birinci ve ikinci mertebe y�ontemler

aras�nda belirgin bir farkl�l�k g�ozlenmedi�ginden, bu problemde sadece birinci

mertebe split-step y�ontemi uygulanm��st�r. Tablo 5.3'de de�gi�sik uzay ve zaman

ad�mlar� i�cin bulunan patlama zamanlar� ve �c�oz�um�un bu patlama zamanlar�ndaki

L1 normunun de�geri verilmektedir.

Tablo 5.3
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

Nx = Ny M t� kuk1
64 25 0,02760000 71,315

128 99 0,03000000 95,838

256 394 0,02984772 258,352

512 1573 0,02879847 394,333

1024 6291 0,02885551 859,381

Tablo 5.3'de sunulan say�sal de�gerler uzay ve zaman ad�mlar�n�n de�gerleri azald�k�ca

patlama zaman�n�n belirli bir say�sal de�gere do�gru yak�nsad��g�n� ve yakla�s�k

patlama zaman�n�n, en az�ndan virg�ulden sonraki ilk �u�c hanesi do�gru olmak �uzere,

t� = 0; 028 al�nabilece�gini g�osterir. Bu problem [39]'da dinamik yeniden �ol�cekleme

say�sal y�ontemi kullan�larak �c�oz�ulm�u�s ve patlama zaman�, maksimum genlik 106

mertebesinde olmak �uzere, t� = 0; 02875793 olarak hesap edilmi�stir. Dolay�s�yla

�simdiki �cal��smada elde edilen patlama zaman�n�n literat�urde bulunanlar ile uyumlu

oldu�gu sonucuna ula�s�l�r.

�Ornek 5.3:

Akrivis ve arkada�slar� taraf�ndan incelenen bir di�ger problemde ise

u(x; y; 0) = 6
p
2 exp[�(x2 + y2)];
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�seklindeki Gaussyen ba�slang��c ko�sulu al�nm��st�r [31]. Bu �cal��smada patlama

zaman�, maksimum genlik 1011 mertebesinde olmak �uzere, t� = 0; 0402898 olarak

hesaplanm��st�r. A�sa�g�da bu problem, birinci mertebe split-step y�ontemi kullanarak,

[�6; 6] � [�6; 6] b�olgesinde T = 0; 05 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Elde edilen

de�gerler Tablo 5.4'de sunulmu�stur.

Tablo 5.4
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

Nx = Ny M t� kuk1
128 29 0,03965517 42,499

256 114 0,04035088 83,683

512 456 0,04024123 153,790

1024 1821 0,04028007 298,031

Tablo 5.4'de sunulan say�sal sonu�clar grid noktalar�n�n artan say�s� ile yakla�s�k

patlama zamanlar�n�n belirli bir de�gere yak�nsad��g�n� ve yakla�s�k patlama

zaman�n�n, virg�ulden sonraki ilk d�ort hane do�gru olmak �uzere, t� = 0; 0402

al�nabilece�gini g�osterir. Bu de�gerin [31]'de elde edilen ve yukar�da belirtilen netice

ile uyumlu oldu�guna dikkat edilmelidir.

Literat�urde �ce�sitli say�sal teknikler kullan�larak �cal��s�lm��s NLS denklemine ait �u�c

�ornek problem i�cin split-step y�ontemi ile yukar�da elde edilen say�sal sonu�clar�n

literat�urde sunulanlar ile �cak��smas� dikkat �cekicidir. Bu durum split-step

y�onteminin NLS denkleminin patlama �c�oz�umlerini yakalamakta olduk�ca ba�sar�l�

oldu�gunu g�osterir.

5.3. Split-step y�ontemi ve DS denkleminin patlama �c�oz�umleri

(4.11)-(4.12) ile verilen DS sistemi, say�sal �c�oz�um�un aranaca�g� b�olgenin (5.1)

d�on�u�s�umleri alt�nda normalize edilmesi ile

i ut + � uXX + � uY Y = � j u j2 u+ 
 u �X

� �XX +m �Y Y = �� (j u j2)X

halini al�r. Burada

� = (
2�

b� a
)2�; � = (

2�

d� c
)2; 
 =

2�

b� a

; m = (

2�

b� a
)2m; � = (

2�

b� a
)�
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tan�mlar� yap�lm��st�r. NLS denklemi i�cin yap�lm��s olana benzer �sekilde, DS

sisteminin split-step y�ontemi ile �c�oz�um�u,

L : i ut + � uXX + �uY Y = 0 (5.8)

lineer denkleminin ve

N : ��XX +m �Y Y + �(j u j2)X = 0 (5.9)

i ut � � j u j2 u� 
 u �X = 0 (5.10)

do�grusal olmayan denklem sisteminin verilmi�s bir s�rada �c�oz�ulmesi esas�na dayan�r

[7, 40]. Yine NLS denkleminde oldu�gu gibi, (5.8) lineer denkleminin kesin �c�oz�um�u

iki boyutlu Fourier d�on�u�s�um�u kullan�larak elde edilecek ve lineer altproblem i�cin

zamanda ilerlemeler

Um+1
j;k = F�1

j;k fexp[�i(��21 + ��22)�t] F�1;�2 [U
m
j;k]g (5.11)

denklemi kullan�larak ger�cekle�stirilecektir. Do�grusal olmayan altproblem ise iki

ad�mda �c�oz�ulecektir. _Ilk olarak (5.9) denklemi yard�m�yla �X t�urevi hesaplanacak,

daha sonra bulunan �X t�urevi (5.10) denkleminde yerine konarak u fonksiyonu

hesaplanacakt�r. Bu durumda do�grusal olmayan altproblem i�cin zamanda

ilerlemeler

(�X)
m+1
j;k = F�1

j;k [�
� �21

� �21 +m �22
F�1;�2 [jUm

j;kj2]]
Um+1
j;k = expf�i[� jUm

j;kj2 +
 (�X)
m
j;k]�tgUm

j;k

denklemleri kullan�larak ger�cekle�stirilecektir. Birinci mertebe split-step y�ontemi

(SS1) i�cin (5.5) ayr��st�rma form�ul�u, ikinci mertebe split-step y�ontemi (SS2) i�cin

de (5.6) ayr��st�rma form�ul�u dikkate al�nacakt�r. Ayr�ca ayr��st�rma form�ullerinde

SL ve SN operat�orlerinin yerde�gi�stirmesinin, patlama zaman� i�cin bulunan

yakla�s�k de�gerleri etkilemedi�gi ele al�nan �orneklerde g�osterilecektir. Ancak (5.6)

ayr��st�rma form�ul�un�un uygulanmas� s�ras�nda do�grusal olmayan altproblemin

iki ad�mda �c�oz�ul�uyor olmas�n�n, yerde�gi�stirme i�sleminin hesaplama zaman�n�

etkilemesi sonucunu verece�gi g�ozden ka�c�r�lmamal�d�r. Sonu�c olarak, s�ras�yla,

do�grusal olmayan, lineer ve do�grusal olmayan ad�m�n uyguland��g� �semadaki (NLN )

hesaplama zaman�, yine s�ras�yla, lineer, do�grusal olmayan ve lineer ad�mlar�n
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uyguland��g� �semadaki (LNL) hesaplama zaman�ndan daha b�uy�ukt�ur. Split-step

y�onteminin DS sistemi i�cin yak�nsamas� [7]'de tart��s�lm��st�r.

A�sa�g�da DS sisteminin EE ve HE halleri i�cin birtak�m say�sal deneyler sunulacakt�r.

Se�cilen bir (�x;�y) uzaysal ad�m�na kar�s� gelen �t zaman ad�m�n� belirlemek i�cin

�t = �[(�x)2 + (�y)2] ba�g�nt�s� kullan�lacakt�r. B�ut�un say�sal �orneklerde � = 0; 1

al�nm��st�r.

5.3.1 Hiperbolik-Eliptik hal

Bu altb�ol�umde HE hal g�oz�on�une al�naca�g�ndan (4.11)-(4.12) ile verilen sistemde

� = �1 vem = 1 se�cilir. Altb�ol�um 4.3.1'de DS sisteminin Ozawa [4] taraf�ndan elde

edilen bir analitik patlama �c�oz�um�unden bahsedilmi�sti. S�imdi bu analitik patlama

�c�oz�um�u yard�m�yla split-step �semalar� test edilecektir.

DS sistemi, r�olaksasyon y�onteminde yap�ld��g� gibi, (4.26) ba�slang��c ko�sulu i�cin

[�40; 40]�[�40; 40] b�olgesinde t = 0; 25 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Tablo 5.5'de

birinci mertebe split-step �semas� i�cin, Tablo 5.6'da ise ikinci mertebe split-step

�semas� i�cin elde edilen sonu�clar sunulmu�stur.

Tablo 5.5
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

SS1 (LN ) SS1 (NL)
Nx = Ny M t� kuk1 t� kuk1

256 13 0,23076923 5,238 0,23076923 5,245

512 51 0,24509804 9,840 0,24509804 9,843

1024 205 0,24878049 18,834 0,24878049 18,837

Tablo 5.6
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin ikinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

SS2 (NLN ) SS2 (LNL)
Nx = Ny M t� kuk1 t� kuk1

256 13 0,23076923 5,242 0,23076923 5,242

512 51 0,24509804 9,841 0,24509804 9,841

1024 205 0,24878049 18,836 0,24878049 18,836

2048 819 0,24969475 36,135 0,24969475 36,135

Her iki tablodan da g�or�uld�u�g�u �uzere, uzay ve zaman ad�mlar�n�n de�geri azald�k�ca,

say�sal patlama zaman� da teorik patlama zaman� olan t� = 0; 25 de�gerine
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yakla�smaktad�r. Ayr��st�rma form�ullerinde L ve N operat�orlerinin yerde�gi�stirmesi

ile patlama zaman� i�cin elde edilen sonu�clar �simdiki sonu�clar ile tamamen ayn�d�r.

Tablo 5.5 ve Tablo 5.6'daki say�sal de�gerler, patlama zaman� i�cin birinci ve ikinci

mertebe say�sal �semalar kullan�larak elde edilen sonu�clar�n da tamamen ayn�

oldu�gunu g�osterir. Bu durum daha �cok hesaplama zaman� alan ikinci mertebe

split-step �semas� yerine, birinci mertebe split-step �semas� ile de ayn� sonu�clar�n

elde edilebilece�gini ve daha iyi sonu�clar� elde etmede belirleyici olan�n y�ontemin

mertebesinin de�gil uzaysal ayr�kla�st�rma oldu�gunu g�osterir.

Altb�ol�um 4.3.1'de r�olaksasyon y�ontemi kullanarak yap�lan say�sal incelemede

patlama zaman� t� = 0; 2226 olarak bulunmu�stu. Uzay ve zaman ad�mlar�n�n

farkl� olmas� nedeniyle bu �ornek problem i�cin r�olaksasyon ve split-step y�ontemleri

aras�nda tam bir kar�s�la�st�rma m�umk�un olmamakla birlikte, split-step y�ontemi

ile elde edilen yukar�daki sonucun teorik patlama zaman�na daha yak�n oldu�gu

a�c�kt�r. R�olaksasyon y�ontemi ile daha iyi bir sonu�c elde etmek i�cin uzaysal ve

zamansal grid nokta say�lar�n�n bir hayli artt�r�lmas� gerekmektedir. Bu ise bu

�cal��sman�n yap�ld��g� bilgisayar�n kapasitesindeki k�s�tlamalar nedeniyle m�umk�un

olmamaktad�r.

5.3.2 Eliptik-Eliptik hal

Bu altb�ol�umde EE hal g�oz�on�une al�naca�g�ndan (4.11)-(4.12) sisteminde � = 1 ve

m = 1 se�cilir. Altb�ol�um 4.3.2'de bahsedilen analitik sonu�clar, yine ayn� altb�ol�umde

tan�mlanm��s iki �ornek problem yard�m�yla �onerilen say�sal y�ontemi test etmek i�cin

kullan�lacakt�r.

�Ornek 5.4:

Altb�ol�um 4.3.2'de DS sisteminin katsay�lar�n�n � = �1, 
 = 1 ve � = 1

al�nmas� halinde, DS sistemi �c�oz�um�un�un sonlu zaman i�cinde tekilli�ge sahip

olaca�g�ndan bahsedilmi�sti. Altb�ol�um 4.3.2'de tan�ml� ayn� �ornek problem (4.27)

ba�slang��c ko�sulu i�cin [�12; 12] � [�12; 12] b�olgesinde T = 0; 14 zaman�na kadar

�c�oz�ulm�u�st�ur. Tablo 5.7'de birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi i�cin �once

do�grusal olmayan sonra lineer ad�m�n uyguland��g� �semaya (LN ) ait sonu�clar ve

�once lineer sonra do�grusal olmayan ad�m�n uyguland��g� �semaya (NL) ait sonu�clar
birlikte sunulmu�stur.
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Tablo 5.8'de ise, ikinci mertebe split-step Fourier y�ontemi i�cin do�grusal olmayan,

lineer, do�grusal olmayan ad�mlar�n uyguland��g� �semaya (NLN ) ait sonu�clar ve

lineer, do�grusal olmayan, lineer ad�mlar�n uyguland��g� �semaya (LNL) ait sonu�clar
birlikte sunulmu�stur.

Tablo 5.7
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

SS1 (LN ) SS1 (NL)
Nx = Ny M t� kuk1 t� kuk1

128 20 0,13300000 19,700 0,14000000 19,662

256 80 0,13125000 34,891 0,13300000 34,928

512 319 0,13078370 63,861 0,13122257 63,904

1024 1274 0,13076923 121,734 0,13087912 121,698

2048 5907 0,13078043 237,547 0,13080413 237,406

Tablo 5.8
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin ikinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

SS2 (NLN ) SS2 (LNL)
Nx = Ny M t� kuk1 t� kuk1

128 20 0,14000000 18,048 0,14000000 19,185

256 80 0,13125000 33,576 0,13300000 35,385

512 319 0,13078370 62,514 0,13122257 66,483

1024 1274 0,13087912 119,517 0,13098901 127,961

2048 5097 0,13080413 237,618 0,13082783 248,239

Tablo 5.7 ve Tablo 5.8'de sunulan say�sal sonu�clar, ikinci mertebe y�ontem i�cin daha

fazla hesap maliyeti ortaya �c�kmas�na ra�gmen birinci mertebe ile hemen hemen

ayn� sonu�clar�n elde edildi�gini g�ostermektedir. Yine grid noktas� say�s�n�n artan

de�gerleri ile say�sal sonu�clar belirli bir de�gere yak�nsamakta olup, yakla�s�k patlama

zaman�n� t� = 0; 1308 kabul etmek uygun g�or�ulmektedir. Burada bulunan patlama

zaman�n�n ayn� �ornek problem i�cin gerek literat�urde sunulmu�s gerekse Altb�ol�um

4.3.2'de r�olaksasyon y�ontemi kullanarak bulunmu�s patlama zamanlar�n�n virg�ulden

sonraki iki hanesinin �cak��st��g�na dikkat edilmelidir.
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�Ornek 5.5:

S�imdiki �ornek problemde � = 1; 
 = 1 ve � = 5 al�nm��st�r. Altb�ol�um

4.3.2'de bahsedilen patlama sonuca g�ore, � > 1 oldu�gundan, �c�oz�um�un bir s�ure

sonra patlamas� beklenmektedir. (4.27) ile verilen ba�slang��c ko�sulu i�cin problem

[�12; 12] � [�12; 12] b�olgesinde T = 0; 12 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Tablo

5.9'da birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi i�cin �once do�grusal olmayan sonra

lineer ad�m�n uyguland��g� �semaya (LN ) ait sonu�clar ve �once lineer sonra do�grusal

olmayan ad�m�n uyguland��g� �semaya (NL) ait sonu�clar birlikte sunulmu�stur.

Tablo 5.9
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

SS1 (LN ) SS1 (NL)
Nx = Ny M t� kuk1 t� kuk1

128 18 0,12000000 16,382 0,12000000 12,195

256 68 0,11294118 32,862 0,11470588 32,858

512 273 0,11076923 56,976 0,11120879 56,960

1024 1092 0,11142857 104,832 0,11153846 104,839

Tablo 5.10
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar�i�cin ikinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

SS2 (NLN ) SS2 (LNL)
Nx = Ny M t� kuk1 t� kuk1

128 20 0,12000000 14,389 0,12000000 12,357

256 80 0,11250000 33,122 0,11550000 37,378

512 319 0,11059561 57,977 0,11059561 61,334

1024 1274 0,11142857 106,963 0,11161695 114,043

Tablo 5.10'da ise, ikinci mertebe split-step Fourier y�ontemi i�cin do�grusal olmayan,

lineer, do�grusal olmayan ad�mlar�n uyguland��g� �semaya (NLN ) ait sonu�clar ve

lineer, do�grusal olmayan, lineer ad�mlar�n uyguland��g� �semaya (LNL) ait sonu�clar
birlikte sunulmu�stur.

Yukar�daki tablolarda sunulan sonu�clar, patlama zaman�n�n yakla�s�k olarak t� =

0; 111 al�nabilece�gini g�osterir. Ayn� problem i�cin patlama zaman�, ikinci mertebe

split-step y�ontemi kullanarak, maksimum genlik 150 civar�nda olmak �uzere, Besse

taraf�ndan t� = 0; 1115 �seklinde hesaplanm��st�r [7].
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Yukar�da EE hal i�cin ele al�nan iki �ornek problem, �onerilen say�sal y�ontemin teorik

olarak varl��g� g�osterilen patlama olay�n� yakalamakta ba�sar�l� oldu�gunu ve patlama

zaman� i�cin bulunan de�gerlerin hem literat�urde sunulanlar hem de bir �onceki

b�ol�umde r�olaksasyon y�ontemi kullanarak elde edilen sonu�clar ile uyumlu oldu�gunu

g�osterir.

5.4. Split-step Fourier y�ontemi ve GDS sisteminin patlama �c�oz�umleri

Say�sal �c�oz�um�un aranaca�g� b�olgenin (5.1) d�on�u�s�umleri alt�nda normalize

edilmesiyle (2.16)-(2.18) GDS sistemi

i ut + � uXX + � uY Y = � j u j2 u+ (
1 '1;X + 
2 '2;Y )u

�'1;XX +m2'1;Y Y + n'2;XY = �1(j u j2)X
�'2;XX +m1'2;Y Y + n'1;XY = �2(j u j2)Y

�seklini al�r. Burada

� = (
2�

b� a
)2�; � = (

2�

d� c
)2; 
1 = (

2�

b� a
)
; 
2 = (

2�

d� c
)


� = (
2�

b� a
)2; m2 = (

2�

d� c
)2m2; n =

(2�)2

(b� a)(d� c)
n

� = (
2�

b� a
)2�; m1 = (

2�

d� c
)2m1; �1 =

2�

b� a
; �2 =

2�

d� c

tan�mlar� yap�lm��st�r. GDS sisteminin split-step y�ontemi ile �c�oz�um�u,

L : i ut + � uXX + � uY Y = 0 (5.12)

lineer denkleminin ve

N : �'1;XX +m2'1;Y Y + n'2;XY � �1(j u j2)X = 0 (5.13)

�'2;XX +m1'2;Y Y + n'1;XY � �2(j u j2)Y = 0 (5.14)

i ut � � j u j2 u� (
1 '1;X + 
2 '2;Y )u = 0 (5.15)

do�grusal olmayan denklemlerinin uygun bir s�rada �c�oz�ulmesi esas�na dayan�r. Hem

NLS denkleminde hem de DS sisteminde oldu�gu gibi, (5.12) denkleminin kesin

�c�oz�um�u iki boyutlu Fourier d�on�u�s�um�u kullanarak elde edilir ve lineer altproblem

i�cin zamanda ilerlemeler

Um+1
j;k = F�1

j;k fexp[�i(��21 + ��22)�t]:F�1;�2 [U
m
j;k]g
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denklemine g�ore ger�cekle�stirilir. Do�grusal olmayan altproblem ise �u�c ad�mda

�c�oz�ulecektir. _Ilk olarak, (5.13) ve (5.14) denklemleri yard�m�yla '1;X ve '2;Y

t�urevleri hesaplanacak, daha sonra '1;X ve '2;Y t�urevleri (5.15) denkleminde

yerine konarak u fonksiyonu hesaplanacakt�r. Bu do�grultuda, ilk olarak, '1;X ve

'2;Y t�urevlerini hesaplamak i�cin (5.13) ve (5.14) denklemlerine Fourier d�on�u�s�um�u

uygulan�rsa

�(��21 +m2�
2
2) '̂1 � n �1�2 '̂2 = i�1�1

^(j u j2)
�n �1�2 '̂1 � (��21 +m1�

2
2) '̂1 = i�2�2

^(j u j2)

cebirsel denklemleri elde edilir. Bu cebirsel denklemlerin �c�oz�ulmesiyle '1;X

t�urevinin �ziksel uzaydaki noktasal g�osterilimi

('1;X)
m+1
j;k = F�1

j;k f
�1(��

2
1 +m1�

2
2)�

2
1 � �2n�

2
1�

2
2

(��21 +m2�22)(��
2
1 +m1�22)� n2�21�

2
2

F�1;�2 [j Um
j;k j2] g (5.16)

ba�g�nt�s� ve '2;Y t�urevinin �ziksel uzaydaki noktasal g�osterilimi

('2;Y )
m+1
j;k = F�1

j;k f
�2(��

2
1 +m2�

2
2)�

2
2 � �1n�

2
1�

2
2

(��21 +m2�22)(��
2
1 +m1�22)� n2�21�

2
2

F�1;�2 [j Um
j;k j2] g (5.17)

ba�g�nt�s� yard�m�yla hesaplan�r. Son olarak (5.16) ve (5.17) t�urevleri

Um+1
j;k = expf�i[� jUm

j;kj2 +
1 ('1;X)
m
j;k + 
2 ('2;Y )

m
j;k]�tg Um

j;k

denkleminde yerine konulursa, do�grusal olmayan altproblem �c�oz�ulm�u�s olur. DS

sistemi ile ilgili �orneklerde birinci ve ikinci mertebe split-step �semalar� ile

tamamen ayn� sonu�clar elde edildi�ginden, GDS sistemine yaln�z birinci mertebe

split-step y�ontemi uygulanacakt�r. Ayr�ca, DS sisteminde L ve N operat�orlerinin

yerde�gi�stirmesi ile elde edilen sonu�clar tamamen ayn� oldu�gundan, GDS sistemi

i�cin �once do�grusal olmayan sonra lineer ad�m�n uyguland��g� �sema (LN ), yani (5.5)

form�ul�u, dikkate al�nacakt�r.

Bu b�ol�umde GDS sisteminin EEE ve HEE halleri g�oz�on�une al�nacakt�r. Verilen

bir (�x;�y) uzaysal ad�m�na kar�s� gelen �t zaman ad�m�n� belirlemek i�cin

�t = �[(�x)2 + (�y)2] ba�g�nt�s� kullan�lacakt�r. B�ut�un say�sal deneylerde � = 0; 1

al�nm��st�r.
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5.4.1 Hiperbolik-Eliptik-Eliptik hal

_Ilk olarak, HEE hal g�oz�on�une al�naca�g�ndan, GDS sisteminde � = �1 se�cilir. Daha
�once B�ol�um 3'de, GDS sisteminin HEE hali i�cin bir s�ozde-konformal d�on�u�s�um

yard�m�yla analitik patlama �c�oz�um�u elde edilmi�sti. S�imdi bu patlama �c�oz�um�u

yard�m�yla say�sal �sema test edilecektir.

B�ol�um 3'de GDS sisteminin, katsay�lar�n (3.29) ba�g�nt�lar�n� sa�glamas� halinde,

(3.31) ile verilen analitik �c�oz�ume sahip oldu�gu ve bu �c�oz�um�un sonlu zamanda

patlayaca�g� g�osterilmi�stir. (3.31) ile verilen �c�oz�umde a = 1; b = �4; � = 1 ve

A = 1 al�n�rsa, �c�oz�um�un L1 normu

kuk1 =
1

1� 4t
(5.18)

olarak hesaplan�r ve bu durumda analitik patlama zaman� t� = 0; 25 olur.

A�sa�g�da ele al�nan iki �ornek problemde (3.32) ba�slang��c ko�sulundaki A parametresi

1 olacak �sekilde GDS sistemindeki katsay�lar se�cilmi�stir. Bu durumda

GDS sisteminin HEE hali i�cin se�cilen ba�slang��c ko�sulunun, DS sisteminin

hiperbolik-eliptik halinde al�nan (4.26) ba�slang��c ko�sulu ile �cak��st��g�na dikkat

edilmelidir.

�Ornek 5.6:

_Ilk �ornek problemde, katsay�lar (3.29) ba�g�nt�lar�n� sa�glayacak �sekilde m1 = 2,

m2 = n = � =
2

3
, 
 = 32; � = �24 se�cilmi�stir. Problem [�40; 40]� [�40; 40]

b�olgesinde t = 0; 25 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur.

Tablo 5.11
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

Nx = Ny M t� kuk1
256 13 0,23076923 5,238

512 51 0,24509804 9,840

1024 205 0,24878049 18,834

Tablo 5.11'de birinci mertebe split-step y�ontemi kullan�larak, de�gi�sik uzay ve zaman

ad�mlar� i�cin bulunan patlama zamanlar� ve �c�oz�um�un bu patlama zamanlar�ndaki

L1 normunun de�geri verilmektedir.
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Tablodan g�or�uld�u�g�u �uzere, uzay ve zaman ad�mlar�n�n de�geri azald�k�ca, say�sal

patlama zaman� da teorik patlama zaman� olan t� = 0; 25 de�gerine yakla�smaktad�r.

�Ote yandan Altb�ol�um 4.4.1 �Ornek 4.3'de ayn� �ornek problem i�cin r�olaksasyon

y�ontemi ile, bilgisayar kapasitesindeki k�s�tlamalar nedeniyle, t� = 0; 2169

de�gerinden daha iyi bir sonu�c elde edilemedi�gi unutulmamal�d�r. Dolay�s�yla, bu

problem i�cin split-step y�ontemi ile elde edilen sonucun analitik patlama zaman�na

daha yak�n olmas� nedeniyle, split-step y�onteminin bu �ornekte r�olaksasyon

y�onteminden daha ba�sar�l� oldu�gu sonucuna var�l�r.

�Ornek 5.7:

_Ikinci �ornek problemde, yine katsay�lar (3.29) ba�g�nt�lar�n� sa�glayacak �sekilde,

m1 = 0; 5, m2 = n = � =
1

3
, 
 = �16; � = 24 olarak se�cilmi�stir. Problem

[�40; 40] � [�40; 40] b�olgesinde t = 0; 25 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Tablo

5.12'de birinci mertebe split-step y�ontemi i�cin elde edilen sonu�clar sunulmu�stur.

Tablo 5.12
De�gi�sik uzay ve zaman grid say�lar� i�cin birinci mertebe split-step Fourier y�ontemi

kullan�larak bulunan patlama zaman� ve �c�oz�um�un bu patlama zaman�ndaki L1

normunun de�geri

Nx = Ny M t� kuk1
256 13 0,23076923 5,238

512 51 0,24509804 9,840

1024 205 0,24878049 18,834

Bu tablodan da g�or�uld�u�g�u �uzere, uzay ve zaman ad�mlar�n�n de�geri azald�k�ca,

say�sal patlama zaman� da teorik patlama zaman� olan t� = 0; 25 de�gerine

yakla�smaktad�r.

Tablo 5.11 ve Tablo 5.12'de sunulan say�sal sonu�clar�n tamamen ayn� oldu�guna

dikkat edilmelidir. Bu iki tabloya kar�s�l�k gelen �ornek problemlerde, ba�slang��c

ko�sulu ayn� olmakla beraber katsay� de�gerleri farkl� se�cilmi�stir. Ancak ayn�

patlama zamanlar� ve ayn� maksimum genlikler bulunmu�stur. C��oz�um�un

L1 normunun zamana ba�gl�l��g�n� veren (5.18) denkleminin GDS sisteminin

katsay�lar�n� i�cermemesi nedeniyle, patlama zaman� se�cilen katsay� de�gerlerine ba�gl�

de�gildir. Bu sebeple her iki �ornekte de ayn� patlama zaman� elde edilmi�stir. DS

sisteminin de ayn� �ozelli�ge sahip oldu�gunun alt�n� �cizmek gerekir. GDS sisteminin

burada ele al�nan iki �ornek problemi i�cin bulunan say�sal sonu�clarla, DS sistemi i�cin
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elde edilen ve Tablo 5.5 ve Tablo 5.6'da sunulan sonu�clar�n tamamen ayn� oldu�guna

dikkat edilmelidir.

5.2.2 Eliptik-Eliptik-Eliptik hal

Bu altb�ol�umde, EEE hal g�oz�on�une al�naca�g�ndan b�ut�un say�sal �orneklerde � =

1 al�nm��st�r. GDS sisteminin EEE hali i�cin, katsay�lar�n (3.50) veya (3.51)

ko�sulunu sa�glamas� halinde �c�oz�um�un global olarak varoldu�gu, (3.52) veya (3.53)

ko�sulunu sa�glamas� halinde de �c�oz�um�un bir s�ure sonra patlayaca�g� analitik olarak

g�osterilmi�stir. S�imdi �onerilen say�sal �sema bu analitik sonu�clar yard�m�yla test

edilecektir. A�sa�g�da GDS sisteminin EEE hali i�cin iki farkl� durum, 
 > 0 ve 
 < 0

durumlar�, ele al�nm��st�r. Her iki durum i�cin de, GDS sistemi �cesitli parametre

de�gerleri al�narak (4.35) Gaussyen ba�slang��c ko�sulu i�cin [�12; 12]� [�12; 12]
b�olgesinde T = 1 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Uzaysal ayr�kla�st�rma grid say�lar�

Nx = Ny = 1024 ve zamansal ayr�kla�st�rma grid say�s� M = 9102 olarak al�nm��st�r.

5.2.2.1. 
 > 0 durumu

Altb�ol�um 4.4.2.1'de, se�cilen parametre de�gerleri i�cin, (i) � � �1=7 iken �c�oz�um�un

global olarak varoldu�gu ve (ii) � < �0; 444 iken de �c�oz�um�un sonlu zaman i�cinde

bir tekilli�ge sahip olaca�g� ifade edilmektedir.

S�ekil 5.3'de � = �1=7 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun

zamanla de�gi�simi sunulmu�stur.

S�ekil 5.3. � = �1=7 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

Analitik neticelere g�ore, � � �1=7 iken �c�oz�um�un global olarak varoldu�gu
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g�osterilmi�stir. Dolay�s�yla elde edilen say�sal sonu�clar, analitik neticeler ve

r�olaksasyon y�ontemi ile elde edilen say�sal sonu�clar ile uyumludur. S�ekil 5.4'de

ise, � = �5=7 ve � = �1 de�gerleri i�cin �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi

sunulmu�stur.

S�ekil 5.4. � = �5=7 ve � = �1 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 5.4'de sunulan e�griler, se�cilen � de�gerleri i�cin, �c�oz�um�un L1 normunun patlama

zaman�na yakla�st�k�ca b�uy�ud�u�g�un�u g�ostermektedir. Se�cilen katsay� de�gerleri i�cin,

� < �0; 444 iken GDS sistemi sonlu zaman i�cinde tekilli�ge sahip olaca�g�ndan, elde

edilen say�sal sonu�clar analitik sonu�clarla ve r�olaksasyon y�ontemi ile elde edilen

say�sal sonu�clarla tamamen uyumludur. S�ekil 5.4 ve S�ekil 4.9'da sunulan e�grilerin

bir kar�s�la�st�r�lmas�, r�olaksasyon say�sal y�ontemi yard�m�yla elde edilen sonu�clarda

patlama zaman� civar�nda �c�oz�um�un genli�gi 30 civar�nda iken split-step y�ontemi

yard�m�yla elde edilen sonu�clarda genli�gin 200 civar�nda oldu�gunu g�osterir. Bu

durum split-step y�ontemi kullan�larak patlama zaman�n�n daha iyi bir yakla�s�kl�kla

hesaplanabilece�gini ortaya koyar.

5.2.2.2. 
 < 0 durumu

Altb�ol�um 4.4.2.2'de, se�cilen parametre de�gerleri i�cin (i) � � 1 iken �c�oz�um�un global

olarak varoldu�gu ve (ii) � < 1 iken de �c�oz�um�un sonlu zaman i�cinde bir tekilli�ge

sahip olaca�g� ifade edilmektedir.
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S�ekil 5.5. � = 1 ve � = 2 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi.

(D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 5.6. � = 0 ve � = �1 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 5.5'de � = 1 ve � = 2 de�gerleri i�cin, S�ekil 5.6'da ise, � = 0 ve � =

�1 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi sunulmu�stur.

Analitik neticeler, � � 1 iken �c�oz�um�un global olarak varoldu�gunu ve � < 1

iken �c�oz�um�un sonlu zaman i�cinde bir tekilli�ge sahip olaca�g�n� g�ostermektedir.

Dolay�s�yla hem S�ekil 5.5'de hem de S�ekil 5.6'da elde edilen say�sal sonu�clar

analitik neticeler ve r�olaksasyon y�ontemi yard�m�yla elde edilen say�sal sonu�clar

ile tamamen uyumludur. Ayr�ca S�ekil 5.6 ve S�ekil 4.13'de sunulan e�grilerin bir

kar�s�la�st�r�lmas�, r�olaksasyon say�sal y�ontemi yard�m�yla elde edilen sonu�clarda

patlama zaman� civar�nda �c�oz�um�un genli�gi 30 civar�nda iken split-step y�ontemi
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yard�m�yla elde edilen sonu�clarda genli�gin 120 civar�nda oldu�gunu g�osterir. Bu

durum split-step y�ontemi kullan�larak patlama zaman�n�n daha iyi bir yakla�s�kl�kla

hesaplanabilece�gini ortaya koyar.

5.5 YGDS sisteminin patlama �c�oz�umleri

Bu altb�ol�umde, (3.62) YGDS sistemi split-step say�sal y�ontemi kullan�larak

�c�oz�ulecektir. Altb�ol�um 4.5'de oldu�gu gibi, (3.62) sisteminde 
 = 1 ve m >

0 al�nacakt�r. R�olaksasyon y�ontemi kullanarak Altb�ol�um 4.5'de �c�oz�ulen �ornek

problemler, (4.35) Gaussyen ba�slang��c ko�sulu i�cin [�12; 12]� [�12; 12] b�olgesinde
T = 1 zaman�na kadar �c�oz�ulm�u�st�ur. Uzaysal ayr�kla�st�rma grid say�lar� Nx = Ny =

1024 ve zamansal ayr�kla�st�rma grid say�s� M = 9102 olarak al�nm��st�r. S�imdi

YGDS sistemi 
 parametresinin iki farkl� durumu i�cin, 
 > 0 ve 
 < 0, split-step

y�ontemi kullan�larak �c�oz�ulecektir.

5.5.1. 
 > 0 durumu

YGDS sisteminde katsay�lar 
 = 1;m = 2 �seklinde se�cilir. Altb�ol�um 4.5.1'de,

se�cilen parametre de�gerleri i�cin, (3.85) ve (3.87) ko�sullar�n sonucu olarak � � �0; 5
iken �c�oz�um�un global olarak varoldu�gu ve � < �0; 5 iken de �c�oz�um�un sonlu zaman

i�cinde bir tekilli�ge sahip olaca�g� ifade edilmektedir.

S�ekil 5.7'de � = �0; 5 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun

zamanla de�gi�simi sunulmu�stur. S�ekil 5.8'de ise � = �1 ve � = �1; 5 de�gerleri

i�cin �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi sunulmu�stur. � = �0; 5 ve

� = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla giderek azalmas�,

� = �1 ve � = �1; 5 de�gerleri i�cin de say�sal �c�oz�um�un L1 normunun belirli

bir zamanda h�zla b�uy�umesi yukar�da verilen analitik sonu�clarla ve r�olaksasyon

y�ontemi yard�m�yla elde edilen say�sal sonu�clarla uyumludur. Ayr�ca S�ekil 5.8

ve S�ekil 4.15'de sunulan e�grilerin bir kar�s�la�st�rmas�, r�olaksasyon say�sal y�ontemi

yard�m�yla elde edilen sonu�clarda patlama zaman� civar�nda �c�oz�um�un genli�ginin

30 civar�nda iken split-step y�ontemi yard�m�yla elde edilen sonu�clarda genli�gin 160

civar�nda oldu�gunu g�osterir.
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S�ekil 5.7. � = �0; 5 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 5.8. � = �1 ve � = �1; 5 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

5.5.2. 
 < 0 durumu

YGDS sisteminde katsay�lar 
 = �1;m = 2 �seklinde se�cilir. Altb�ol�um 4.5.2'de,

al�nan parametre de�gerleri i�cin, (3.86) ve (3.88) ko�sullar�n�n sonucu olarak � � 1

iken �c�oz�um�un global olarak varoldu�gu ve � < 1 iken de �c�oz�um�un sonlu zaman i�cinde

bir tekilli�ge sahip olaca�g� ifade edilmektedir.

S�ekil 5.9'da � = 1 ve � = 2 de�gerleri i�cin �c�oz�um�un L1 normunun zamanla de�gi�simi

sunulmu�stur. S�ekil 5.10'da ise � = �1 ve � = 0 de�gerleri i�cin �c�oz�um�un L1

normunun zamanla de�gi�simi sunulmu�stur.
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S�ekil 5.9. � = 1 ve � = 2 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi.

(D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

S�ekil 5.10. � = �1 ve � = 0 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla

de�gi�simi. (D�u�sey eksen: jjujj1, Yatay eksen: t)

� = 1 ve � = 2 de�gerleri i�cin say�sal �c�oz�um�un L1 normunun zamanla giderek

azalmas�, � = �1 ve � = 0 de�gerleri i�cin de say�sal �c�oz�um�un L1 normunun belirli

bir zamanda h�zla giderek b�uy�umesi analitik sonu�clarla ve r�olaksasyon y�ontemi

yard�m�yla elde edilen say�sal sonu�clarla uyumludur. Ayr�ca S�ekil 5.10 ve S�ekil

4.17'de sunulan e�grilerin bir kar�s�la�st�rmas�, r�olaksasyon say�sal y�ontemi yard�m�yla

elde edilen sonu�clarda patlama zaman� civar�nda �c�oz�um�un genli�ginin 30 civar�nda

iken, split-step y�ontemi yard�m�yla elde edilen sonu�clarda genli�gin 120 civar�nda

oldu�gunu g�osterir.
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6. SONUC�LAR

Bu tez �cal��smas�nda, esas olarak GDS sisteminin patlama �c�oz�umleri ve patlama

�c�oz�umlerinin ortaya �c�kmas� i�cin gereken ko�sullar analitik ve say�sal y�ontemler

yard�m�yla incelenmi�stir. Bu �cer�cevede ilk olarak, B�ol�um 2'de, NLS denklemi,

DS sistemi ve GDS sistemi i�cin literat�urde bilinenler k�saca �ozetlenmi�stir.

_Ikinci olarak, B�ol�um 3'de, GDS sisteminin HEE, EEE halleri ve GDS sisteminin

bir �ozel hali olan YGDS sistemi i�cin yeni baz� analitik sonu�clar verilmi�stir.

HEE hal ile ilgili k�s�mda, ilk olarak GDS sistemi i�cin �ol�cek ve s�ozde-konformal

d�on�u�s�umler tan�t�lm��s ve bu d�on�u�s�umlere kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�ukler elde

edilmi�stir. Daha sonra, s�ozde-konformal d�on�u�s�um yard�m�yla, hem Ozawa'n�n

yakla�s�m�n� takip ederek hem de "radyal" �c�oz�umler yakla�s�m�n� kullanarak GDS

sistemi i�cin bir parametreli �c�oz�um ailesi elde edilmi�stir. Ayr�ca bu �c�oz�um

ailesinin sonlu zamanda orijinde tekilli�ge sahip oldu�gu g�osterilmi�stir. EEE hal

ile ilgili k�s�mda, ilk olarak [6]'da GDS sistemi i�cin verilen global varl�k ve sonlu

zamanda patlama ko�sullar� iyile�stirilerek yeni ko�sullar, (3.50)-(3.53), t�uretilmi�stir.

Yeni ko�sullarla [6]'da verilen � parametresi ile ilgili bo�sluk 
 < 0 durumu i�cin

ortadan kalkmaktad�r. Yani 
 < 0 durumunda �c�oz�umlerin global varl��g� veya

sonlu zamanda patlamas� a�c�s�ndan belirsiz bir aral�k bulunmamaktad�r. Fakat


 > 0 durumunda �c�oz�umlerin global varl��g� veya sonlu zamanda patlamas�

a�c�s�ndan a�c�kl��ga kavu�smam��s bir � aral��g�, [6]'da verilene g�ore daha k�u�c�uk olmakla

beraber, hala mevcuttur. Dolay�s�yla bu belirsizlik aral��g�ndaki � de�gerleri i�cin

�c�oz�umlerin global olarak varolup olmad��g� konusunda analitik bir sonu�c mevcut

olmad��g�ndan, say�sal y�ontemlere ba�svurulmu�stur. Ancak, belirsizlik aral��g�ndaki

� de�gerleri i�cin, Hamiltonyeni negatif yapacak �sekilde uygun bir ba�slang��c ko�sulu

bulunamad��g�ndan, B�ol�um 4 ve B�ol�um 5 'de sunulan say�sal y�ontemler yard�m�yla

da �c�oz�um�un global varl��g� konusunda bir sonuca ula�s�lamam��s ve bu durum bir a�c�k

problem olarak kalm��st�r. Son olarak, GDS sisteminin �c�oz�umlerinin asimptotik
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davran��s� incelenmi�s ve belirli bir k�umeden se�cilen �c�oz�umlerin Lp normlar�n�n,

p > 2 i�cin, t!1 iken s�f�ra gitti�gi g�osterilmi�stir. YGDS sistemi ile ilgili k�s�mda

ise, ilk olarak YGDS sistemi �ozel bir d�on�u�s�um yard�m�yla klasik DS sistemine

d�on�u�st�ur�ulm�u�st�ur. Daha sonra, DS sistemi i�cin literat�urde verilmi�s ko�sullardan

yararlan�larak, YGDS sistemi i�cin �c�oz�umlerin global varl��g� ve patlamas� ile ilgili

(3.85)-(3.88) ko�sullar� elde edilmi�stir. Buradaki en ilgin�c nokta, GDS sistemi i�cin

bu tez �cal��smas�nda t�uretilen ko�sullardan � = 1; m1 = m2; n = 0 indirgenmesiyle

elde edilen ko�sullar�n YGDS sistemi i�cin verilen (3.85)-(3.88) ko�sullar�na �ozde�s

olmas�d�r. Bu sonu�c, GDS sistemi i�cin sunulan ko�sullar�n do�grulu�gunun ayr� bir

i�sareti olarak kabul edilmektedir. Bu b�ol�umde GDS sistemi i�cin verilen �ol�cek ve

s�ozde-konformal d�on�u�s�umler, bu d�on�u�s�umlere kar�s�l�k gelen korunan b�uy�ukl�ukler,

sistemin HEE hali i�cin bir s�ozde-konformal d�on�u�s�um yard�m�yla elde edilen analitik

patlama �c�oz�umleri ve GDS sisteminin EEE hali i�cin belirli bir k�umeden se�cilen

�c�oz�umlerin asimptotik davran��s� i�cin elde edilen sonu�clar tamamen orijinal nitelikte

olup bir makale [18] haline getirilmi�s ve yay�nlanm��st�r.

�U�c�unc�u olarak, B�ol�um 4'de, esas olarak DS sistemi i�cin �onerilen r�olaksasyon

�semas� [26, 33] GDS sistemine geni�sletilmi�stir. Say�sal �sema, GDS sisteminin EEE,

HEE halleri ve GDS sisteminin �ozel hali olan YGDS sistemi i�cin verilen analitik

sonu�clar ile test edilmi�stir. GDS sistemi i�cin �onerilen r�olaksasyon y�ontemi, teorik

olarak varl��g� g�osterilmi�s patlama olay�n� yakalamakta veya �c�oz�um�un global olarak

varoldu�gunu g�ostermekte olduk�ca ba�sar�l�d�r. Elde edilen say�sal sonu�clar, B�ol�um

3'de sunulan analitik sonu�clar ve B�ol�um 5'de split-step say�sal y�ontemi ile elde

edilen sonu�clarla ile tam bir uyum i�cerisindedir. Bu b�ol�umde, GDS sistemi i�cin

�onerilen r�olaksasyon y�onteminin ve sunulan say�sal deneylerin orijinal nitelikte

oldu�gunu vurgulamak gerekir. Bu b�ol�umdeki i�cerik daha da zenginle�stirilerek

�on�um�uzdeki g�unlerde bir makale haline getirilmeye �cal��s�lacakt�r.

Son olarak, B�ol�um 5'de, esas olarak DS sistemi i�cin �onerilen split-step y�ontemi

[7, 40] GDS sistemine geni�sletilmi�stir. Say�sal �sema GDS sisteminin EEE,

HEE halleri ve YGDS sistemi i�cin B�ol�um 3'de verilen analitik sonu�clar ve

B�ol�um 4'de r�olaksasyon y�ontemi yard�m�yla elde edilen say�sal sonu�clar ile test

edilmi�s ve tam bir uyum i�cerisinde oldu�gu g�ozlenmi�stir. Sonu�c olarak, GDS
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sistemi i�cin �onerilen birinci ve ikinci mertebe split-step Fourier y�ontemlerinin,

teorik olarak varl��g� g�osterilmi�s patlama olay�n� yakalamakta ba�sar�l� oldu�gu

g�ozlenmi�stir. GDS sisteminin HEE halinde, iki farkl� katsay� grubu se�cilmesine

ra�gmen split-step y�ontemi kullan�larak ayn� patlama zamanlar� bulunmu�stur. Bu

sonu�c, �c�oz�um�un L1 normunun zamana ba�gl�l��g�n�n GDS sisteminin katsay�lar�n�

i�cermemesi sonucu ile uyumludur. Ayr�ca HEE durumda, analitik patlama zaman�

bilindi�ginden, r�olaksasyon ve split-step y�ontemleri kar�s�la�st�r�lm��s ve split-step

y�ontemiyle patlama zaman�n�n daha iyi bir yakla�s�kl�kla hesaplanabilece�gi

sonucuna var�lm��st�r. Gerek HEE hal i�cin gerekse EEE hal i�cin ger�cekle�stirilen

say�sal deneyler, split-step y�onteminin r�olaksasyon y�ontemine k�yasla sadece daha

h�zl� de�gil daha do�gru da oldu�gunu g�ostermektedir. Son olarak, GDS sistemi

i�cin �onerilen split-step y�onteminin ve sunulan say�sal deneylerin orijinal nitelikte

oldu�gunu vurgulamak gerekir. Bu b�ol�umdeki i�cerik �on�um�uzdeki g�unlerde bir

makale haline getirilmeye �cal��s�lacakt�r.

Gelecekte �cal��s�lmas� d�u�s�un�ulen problemler a�sa�g�daki gibi �ozetlenebilir. B�ol�um 4'de

GDS sistemini �c�ozmek i�cin kullan�lan r�olaksasyon y�ontemi her zaman ad�m�nda

bir lineer denklem sisteminin �c�oz�um�une gerek duymaktad�r. Ayr�kla�st�rmadaki

nokta say�s� artt�k�ca, matrisin boyutu da artmaktad�r. B�oylece hem h�z hem

de bellek a�c�s�ndan daha g�u�cl�u bilgisayarlara gerek duyulmaktad�r. Bu tez

�cal��smas�nda, GDS sistemi i�cin elde edilen say�sal sonu�clar 4 i�slemcili, haf�zas�

8GB olan bir Sun Solaris 9 bilgisayar� kullan�larak hesaplanm��st�r. Ancak tezde

sunulanlardan daha hassas sonu�clar elde edilememi�stir. Bu nedenle, gelecekte

�cal��s�lmas� d�u�s�un�ulen konulardan biri GDS sisteminin r�olaksasyon y�ontemi ile

�c�oz�um�u i�cin yaz�lm��s bilgisayar program�n�n paralelle�stirerek daha hassas sonu�clar

elde edilmesi olacakt�r.

NLS denkleminin say�sal �c�oz�umlerinin lokal varl��g�, tekli�gi ve r�olaksasyon �semas�n�n

yar� ayr�k formunun yak�nsakl�kl��g� [25]'de g�osterilmi�stir. Daha sonra, NLS

denklemi i�cin verilen yak�nsakl�k analizi DS sistemi i�cin geni�sletilmi�stir [8, 33].

Ayr�ca, NLS denklemi ve DS sistemi i�cin k�utle ve enerjinin ayr�k hallerinin de

r�olaksasyon �semas� taraf�ndan korundu�gu [8, 25, 33]'da g�osterilmi�stir. Split-step

y�onteminin NLS denklemi i�cin yak�nsakl��g� [27]'de, DS sistemi i�cin yak�nsakl��g�
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ise [7]'de g�osterilmi�stir. Gelecekte �cal��s�lmas� d�u�s�un�ulen bir di�ger konu ise, GDS

sistemi i�cin �onerilen r�olaksasyon ve split-step �semalar�n�n yak�nsakl�k analizinin

ger�cekle�stirilmesi olacakt�r. Ayr�ca korunan b�uy�ukl�uklerin ayr�k hallerinin

r�olaksasyon ve split-step �semalar� taraf�ndan korunup korunmad��g� da ara�st�r�lmas�

gereken konulardan biridir.

NLS denkleminin kritik ve kiritik�ust�u durumlar� i�cin, patlama zaman� ile do�grusal

olmayan terimin katsay�s� aras�ndaki ili�ski monotonluk a�c�s�ndan hem analitik hem

de say�sal y�ontemler yard�m�yla incelenmi�stir [41]. Hem kiritik hem de kritik�ust�u

durumda, patlama zaman�n�n do�grusal olmayan terimin katsay�s�na monoton

olarak ba�gl� olmad��g� g�osterilmi�stir. GDS sistemi i�cin benzer bir incelemenin

yap�lmas� gelecekte �cal��s�lmas� d�u�s�un�ulen konulardan biridir.

Do�grusal olmayan dalga denklemlerine direkt olarak uygulanan y�ontemlerin

patlama �c�oz�umlerini daha iyi bir do�grulukla yakalayabilmeleri i�cin (i) patlaman�n

ger�cekle�sti�gi b�olge civar�nda uzaysal koordinatlar�n �cok �cok k�u�c�uk uzay ad�mlar�na

izin verecek �sekilde ayr�kla�st�r�lmas�na ve (ii) patlama zaman�na yakla�st�k�ca giderek

h�zl� bir �sekilde azalan zaman ad�mlar�na izin verecek �sekilde ayr�kla�st�r�lmas�na izin

vermesi gerekir. Bu �sekildeki dinamik uyarlamal� say�sal y�ontemlerin bu �cal��smada

�onerilen, hem zaman ad�mlar�n�n hem de uzay ad�mlar�n�n sabit olmas� esas� �uzerine

kurulu, y�ontemlere g�ore �cok daha ba�sar�l� olmas� beklenir. S�imdiki �cal��sman�n, GDS

sisteminin patlama �c�oz�umlerini anlama amac�yla gelecekte geli�stirilmesi planlanan

uyarlamal� say�sal y�ontemler i�cin bir yol g�osterici �cal��sma niteli�ginde oldu�gunu da

ayr�ca vurgulamak gerekir.

105



KAYNAKLAR

[1] Whitham, G. B., 1974. Linear and nonlinear waves, Wiley, New York.

[2] Sulem, C., Sulem, P., 1999. The nonlinear Schr�odinger equation
self-focusing and wave collapse, Springer-Verlag, Toronto.

[3] Strauss, W., 1989. Nonlinear wave equations, NSF-CBMS Research
Monograph, Amer. Math. Soc., Providence.

[4] Ozawa, T., 1992. Exact blow-up solutions to the Cauchy problem for the
Davey-Stewartson systems, Proc. R. Soc. Lond., 436, 345-349.

[5] Babao�glu, C., Erbay, S., 2004. Two dimensional wave packets in
an elastic solid with couple stresses, Int. J. Non-Linear Mech.,
39, 941-949.

[6] Babao�glu, C., Eden, A., Erbay, S., 2004. Global existence and
nonexistence results for a generalized Davey-Stewartson equation,
J. Phys. A: Math. Gen., 37, 11531-11546.

[7] Besse C., Mauser, N.J., Stimming, H.P., 2004. Numerical study of
the Davey-Stewartson system, Math. Model. Numer. Anal., 38,
1035-1054.

[8] Besse, C. 1998. Analyse numerique des systemes de Davey-Stewartson,
Ph.D. Thesis.

[9] Kesavan, S, 1989. Topics in functional analysis and applications, John
Wiley & Sons.

[10] Zakharov, V. E., Shabat, A. B., 1972. Exact theory of
two-dimensional self-focusing and one dimensional self modulation
of waves in nonlinear media, Soviet Physics JETP, 34, 62-69.

[11] Chiao, R. Y., Garmire, E., Townes, C., 1964. Self trapping of optical
beams, Phys. Rev. Lett., 73, 479-482.

[12] Talanov, V. I., 1965. Self-focusing of wave beams in nonlinear media, JETP
Lett., 2, 138-141.

[13] Zakharov, V. E., 1972. Collapse of Langmuir waves, Soviet Physics
JETP, 35, 908-922.

[14] Cazenave, T., 1994. Blow up and scattering in the nonlinear Schr�odinger
equation, Textos de Mtodos Matemticos 30, I.M.U.F.R.J., Rio de
Janeiro.

106



[15] Gelfand, I. M., Fomin, S. V., 1963. Calculus of variations, Prentice-Hall.

[16] Davey, A., Stewartson K., 1974. On three-dimensional packets of
surface wawes, Proc. Roy. Soc. London A, 338, 101-110.

[17] Ghidaglia, J. M., Saut, J. C., 1990. On the initial value problem for
the Davey-Stewartson systems, Nonlinearity, 3, 475-506.

[18] Eden, A., Erbay, H. A., Muslu, G. M., 2006. Two remarks on a
generalized Davey-Stewartson system, Nonlinear Analysis, 64,
979-986.

[19] Ginibre, J., Velo, G., 1979. On a class of nonlinear Schr�odinger
equations, J. Funct. Anal., 32, 1-71.

[20] Kuznetsov, E. A., Turitsyn, S. K., 1985. Talanov transformations
in self-focusing problems and instability of stationary waveguides,
Phys. Lett., 112A, 273-375.

[21] G�ung�or, F., Aykanat, �O., 2006. The generalized Davey-Stewartson
equations, its Kac-Moody-Virasoro symmetry algebra and relation
to Davey-Stewartson equations, J. Math. Phys., 47, 013510.

[22] Weinstein, M. I., 1989. The nonlinear Schr�odinger equation- Singularity
formation, stability and dispersion, Contemp. Math., 99, 213-232.

[23] Evans, L. C., 1997. Partial di�erential equations, American Mathematical
Society.

[24] Babaoglu, C., 2006. Some special solutions of a generalized
Davey-Stewartson system, Chaos, Solitons & Fractals, 30, 781-790.

[25] Besse, C., 2004. A relaxation scheme for nonlinear Schr�odinger equation,
SIAM J. Numer. Anal., 42, 934-952.

[26] Besse, C., Bruneau, C. H., 1998. Numerical study of elliptic-hyperbolic
Davey-Stewartson system: Dromions simulation and blow-up, Math.
Model Meth. Appl. Sci., 8, 1363-1386.

[27] Besse, C., Bidegaray, B., Descombes, S., 2002. Order estimates in time
of splitting methods for the nonlinear Schr�odinger equation, SIAM
J. Numer. Anal., 40, 1, 26-40.

[28] Delfour, M., Fortin, M., Payre, G., 1981. Finite di�erence solutions of
a nonlinear Schr�odinger equation, J. Comput. Phys., 44, 277-288.

[29] Sanz-Serna, J. M., Calvo M. P., 1994. Numerical hamiltonian
problems, Chapman & Hall, London.

[30] Weideman, J. A. C., Herbst, B. M., 1986. Split-step methods for the
solution of the nonlineer Schr�odinger equation, SIAM J. Numer.
Anal., 23, 425.

107



[31] Akrivis, G. D., Dougalis V. A., Karakashian, O. A., Mckinney,
W. R., 2003. Numerical approximation of blow-up of radially
symmetric solutions of the nonlinear Schr�odinger equation, SIAM
J. Sci. Comput., 25 , 186-212.

[32] Chen, S, 2000. Blow-up rate for the numerical solutions of the cubic
nonlinear Schr�odinger equation at critical dimension, Ph.D. Thesis.

[33] Besse, C., 1998. Sch�ema de relaxation pour l'�equation de Schr�odinger non
lin�eaire et les syst�emes de Davey et Stewartson, C. R. Acad. Sci.
S�erie I, 326, 1427-1432.

[34] Hardin, Tappert F.D., 1973. Applications of the split-step Fourier
method to the numerical solution of nonlinear and variable coe�cient
wave equations, SIAM Rev. Chronicle, 15, 423.

[35] Taha, T.R., Ablowitz, M.J., 1984. Analytical and numerical aspects
of certain nonlinear evolution equations. II. Numerical nonlinear
Schr�odinger equation, J. Comp. Phys., 55, 203-230.

[36] Muslu, G. M., Erbay, H. A., 2003. A split-step Fourier method
for the complex modi�ed Korteweg-de Vries equation, Comput.
Math. Appl., 45, 503-514.

[37] Muslu, G. M., Erbay, H. A., 2005. Higher-order split-step Fourier
schemes for the generalized nonlinear Schr�odinger equation, Math.
Comput. Simulat. 67, 581-595.

[38] Borluk, H., Muslu, G. M., Erbay, H. A., A numerical study of the long
wave-short wave interaction equations, Math. Comput. Simulat.,
74, 113-125.

[39] Fibich, G., Gavish, N., Wang, X.-P., 2005. New singular solutions of
the nonlinear Schr�odinger equation, Physica D, 211, 193-220.

[40] White, P. W., Weideman, J. A. C., 1994. Numerical simulation
of solitons and dromions in the Davey-Stewartson system, Math.
Comput. Simulat., 37, 469-479.

[41] Besse, C., Carles, R., Mauser, N., Stimming, H.P., Monotonicity
properties of blow-up time for nonlinear Schr�odinger equation:
numerical tests (sunuldu).

108



�OZGEC�M_IS�

1977 y�l�nda _Izmit'de do�gdu. _Ilk�o�gretimini �Ozel K�orfez _Ilkokulu'nda, ortaokul
e�gitimini _Izmit Ortaokulu'nda, lise e�gitimini _Izmit Lisesi'nde, y�uksek �o�grenimini
ise 1993-1997 y�llar� aras�nda _Istanbul Teknik �Universitesi, Fen-Edebiyat Fak�ultesi,
Matematik M�uhendisli�gi B�ol�um�u'nde tamamlad�. 1997 y�l�nda _Istanbul Teknik
�Universitesi, Matematik B�ol�um�u'nde lisans �ust�u e�gitimine ba�slad�. 2000 y�l�nda
y�uksek lisans e�gitimini tamamlad�. 1998 y�l�nda _Istanbul Teknik �Universitesi,
Matematik B�ol�um�u'nde ara�st�rma g�orevlisi olarak �cal��smaya ba�slam��s olup, halen
bu g�orevine devam etmektedir.

109


