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GENELLESTIRILMIS DAVEY-STEWARTSON SISTEMININ
PATLAMA COZUMLERI: ANALITIiK VE SAYISAL SONUCLAR

OZET

Bu tezde, Genellegtirilmig Davey-Stewartson (GDS) sisteminin patlama ¢6ziimlerini
arastirmak icin yapilmig bir caligmanin analitik ve sayisal sonuglari sunulmaktadir.
GDS sistemi

iU+ Uy + Uy = K | u P u+ (010 + 0ay)u
P11,z + mMaP1,yy + Y2 oy = (‘ u ’ )
)\@2 ze T mi1¥Yo yy + Y1 zy = (| U | )y7

genellegtirilmis elastik bir malzemeden olugan sonsuz bir ortamdaki zayif dogrusal
olmayan dalgalarin yayilimini1 karakterize eden model olarak ortaya cikmigtir.
Bu modelde, u(x,y,t) kisa enine dalganin kompleks genligidir, ¢q(z,y,t) ve
a(x,y,t) reel degerli fonksiyonlari, sirasiyla, uzun boyuna ve uzun enine dalga
modlandir, x ve y uzaysal koordinatlardir ve ¢t zamandir. o,k,v, A, mi,mg,n
parametreleri (A — 1)(my — my) = n? bagintisim saglayan reel sabitlerdir. Kiibik
Dogrusal Olmayan Schrédinger (NLS) denklemi ve Davey-Stewartson (DS) sistemi
yukaridaki sistemin iki iyi bilinen 6zel durumudur. GDS sisteminin 6nemli bir
ozel durumu A = 1, my = my, n = 0 kogullann saglandigi zaman ortaya
cikar. Bu 6zel durum Yozlagmig Genellestirilmis Davey-Stewartson (YGDS) sistemi
olarak adlandirihr. GDS sistemi (o, mq, mo, \) katsayilarimin isaretlerine gore
simflandirilir. Bu tez ¢caliymasinda, (—, +, 4+, +) ve (+, +, +, +) isaretlerine karsilik
gelen, sirasiyla, hiperbolik-eliptik-eliptik (HEE) ve eliptik-eliptik-eliptik (EEE)
durumlar1 gozoniine alinmigtir. Diizgiin baglangic datasina sahip bir ¢oziimiin
herhangi bir normu sonlu zamanda sinirsiz oluyorsa, bu c¢oziim GDS sisteminin
patlama c¢oziimii olarak adlandirilir.

Bu tez alti temel sonug¢ icermektedir. Birinci olarak, HEE durumda, GDS
sisteminin sozde-konformal invaryantligini kullanarak bir analitik patlama ¢oziimii
elde edilmistir. Tkinci olarak, EEE durumda, p > 2 icin ¢oziimlerin LP-normlarmin
t — oo iken sifira gittigi gosterilmistir. Ugﬁncﬁ olarak, EEE durumda, sonlu
zamanda patlama ve global varlik hakkinda yeni sonuclar sunulmug ve bu yeni
sonuclarim v < 0 durumunda s parametresinin bitiin degerlerini kapsadigi
vurgulanmigtir.  Dordiincii olarak, YGDS sisteminin bir dogrusal olmayan
doniigiim yardimiyla DS sistemine doniigtiigii gosterilmistir. Besinci olarak, GDS
sistemini ¢cozmek icin rolaksasyon sayisal yontemi kullanilmig ve sayisal semanin
patlama olaymi yakalamakta bagarili oldugu gozlenmistir. Altinci olarak, GDS
sistemini ¢ozmek icin bir diger sayisal yontem olan split-step Fourier yontemi
kullanilmig ve, bu yontemin rélaksasyon yontemi ile kargilagtirilmasindan, split-step
yonteminin hesaplama zamani acisindan rolaksasyon yonteminden daha etkin
oldugu bulunmugtur.



Tez, kendi i¢inde bitiinlikli, alti bolimden olugur. Her bir bolimin igerigi
agagida verilmigtir. Boliim 1, dispersif dogrusal olmayan dalga denklemlerinin
patlama c¢oziimleri konusuna bir genel girigtir. Boliim 2, NLS denklemi, DS sistemi
ve GDS sistemine kisa, genel, ogretici bir bakig sunar. Bu dogrusal olmayan
dalga denklemlerinin tamami icin, kiitlenin korunumuna, enerjinin korunumuna
ve momentumun korunumuna kargilik gelen korunum yasalari Noether teoremi
yardimiyla tiiretilmistir. Boliim 3’de, GDS sisteminin HEE ve EEE durumlar:
icin, sonlu zamanda patlamayla ilgili yeni analitik sonuclar sunulmustur. GDS
sisteminin HEE durumunda, ilk olarak GDS sistemi icin bir olcek doniisimii
tanitilmig ve bu dontigiime karsihk gelen korunan biyukliik elde edilmistir. Daha
sonra, literatiirde DS sistemi icin verilmis sozde-konformal dontigiim GDS sistemine
genigletilmig ve bu doniigtime kargilik gelen korunan biiyiikliik Noether teoremi
kullanilarak elde edilmistir. Son olarak, sozde-konformal doniigiim iizerine insa
edilmig bir analitik patlama c¢oziimii iki farkl yaklagim kullanilarak elde edilmistir.
GDS sisteminin EEE durumunda, tekillik olusumu ve global varlik hakkinda yeni
analitik sonuclar sunulmustur. GDS sisteminin ¢oziimlerinin asimptotik davranigt
incelenmis ve p > 2 icin ¢oziimlerin L? normlarinin zamanda sifira yakinsadig
ispatlanmigtir. Bundan bagka, YGDS sistemi DS sistemine doniigtiiriilerek, YGDS
sisteminin diizgiin baglangic datasina sahip sonlu zamanda patlayan ¢oztiimlerinin
mevcut oldugu gosterilmistir. Bolim 4’de, GDS sisteminin yaklagik ¢oziimlerini
elde etmek icin rolaksasyon sayisal yontemi kullanilmigtir. Sayisal sema, GDS ve
YGDS sistemleri i¢in verilmig analitik sonuclar kullanilarak, test edilmig ve patlama
olayin1 yakalamada basarili oldugu bulunmustur. Boliim 5’de, GDS sistemini
cozmek icin split-step Fourier sayisal yontemi kullanilmigtir. Sayisal deneyler,
split-step yonteminin rolaksasyon yontemine kiyasla sadece daha hizh degil daha
dogru da oldugunu gostermektedir. Boliim 6, sonuclarin kisa bir 6zetini ve gelecek
icin caligma Onerilerini kapsamaktadir.
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BLOW-UP SOLUTIONS OF THE GENERALIZED
DAVEY-STEWARTSON SYSTEM: ANALYTICAL AND
NUMERICAL RESULTS

SUMMARY

This thesis presents the analytical and numerical results of a study conducted to
investigate blow-up solutions of the generalized Davey-Stewartson (GDS) system.
The GDS system

U U+ OUgy + Uyy — K | U |2 u -+ f\/(gplaﬂﬂ + QDZ;y)u
V1,22 + mMaP1,yy + Yo oy = (‘ u ’2)1’
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arises as a model for the propagation of weakly nonlinear waves in a bulk medium
composed of an elastic material with couple stresses. In this model, u(x,y,t) is the
complex amplitude of the short transverse wave mode, the real-valued functions
o1(x,y,t) and po(z,y,t) are the long longitudinal and long transverse wave modes,
respectively, x and y are the spatial coordinates and ¢ is the time. The parameters
0, K, 7, A\, M1, Ma, n are real constants that satisfy the relation (A—1)(my—m;) = n*.
The cubic nonlinear Schrodinger (NLS) equation and the Davey-Stewartson (DS)
system are two well-known special cases of the above system. An important special
case of the GDS system occurs when A\ = 1, m; = mo, n = 0. It is called
the degenerate generalized Davey-Stewartson (YGDS) system. The GDS sytem is
classified according to the signs of (o, my,ms, A). The hyperbolic-elliptic-elliptic
(HEE) and elliptic-elliptic-elliptic (EEE) cases, corresponding to (—,+,+,+) and
(+,+,+,+), respectively, are considered in this thesis study. A solution of the GDS
system with smooth initial data is said to be a blow-up solution if some norm of
the solution becomes unbounded in finite time.

There are six main results in this thesis. First, in the HEE case an explicit blow-up
solution is obtained using the pseudo-conformal invariance of the GDS system.
Second, in the EEE case it is shown that for p > 2 the LP-norms of the solutions
decay to zero as t — co. Third, in the EEE case, new results about global existence
and blow-up in finite time are presented and it is emphasized that these new results
cover the whole parameter range for x when v < 0. Fourth, it is shown that
the YGDS system reduces to the DS system through a nonlinear transformation.
Fifth, the relaxation numerical method is used to solve the GDS system and it is
observed that the numerical scheme is successful in detecting blow-up phenomena.
Sixth, the split-step Fourier method is another numerical method used for solving
the GDS system and a comparison with the relaxation method shows that it is
computationally more efficient than the relaxation method.

The thesis is organized in six relatively self-contained chapters. Details of each
chapter are given as follows. Chapter 1 is a general introduction to the subject of

vii



blow-up solutions of nonlinear wave equations with dispersion. Chapter 2 gives a
brief tutorial overview of the NLS equation, the DS system and the GDS system.
For all of these nonlinear wave equations, the conservation laws corresponding to
the conservation of mass, the conservation of momentum and the conservation
of energy are derived with the help of Noether’s theorem. In Chapter 3, new
analytical results related to blow-up in finite time for the HEE and EEE cases
of the GDS system are presented. In the HEE case of the GDS system, first, a
scale transformation is introduced for the GDS system and the conserved quantity
corresponding to this transformation is obtained. Next, the pseudo-conformal
transformation given for the DS system in the literature is extended to the GDS
system and the conserved quantity corresponding to this transformation is obtained
using Noether’s theorem. Finally, an explicit blow-up solution based on the
pseudo-conformal transformation is obtained using two different approaches. In
the EEE case of the GDS system, new analytical results about global existence
and singularity formation are presented. Asymptotic behavior of the solutions of
the GDS system is investigated and it is proved that for p > 2 the LP-norms of
the solutions converge to zero in time. Moreover, it is shown, by transforming
the YGDS system into the DS system, that the YGDS system has solutions that
blow-up in finite time from smooth initial data. In Chapter 4, the relaxation
numerical method is used to obtain approximate solutions of the GDS system. The
numerical scheme is tested using the analytical results given for the GDS system
and the YGDS system and is found to exhibit promising performance in detecting
blow-up phenomena. In Chapter 5, the split-step Fourier numerical method is
used to solve the GDS system. Numerical experiments show that the split-step
method is not only faster but more accurate than the relaxation method. Chapter
6 contains a brief summary of the results and also covers suggestions for future
work.
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1. GIRIS

Dogrusal olmayan dalga denklemleri akigkanlar dinamigi, kat1 hal fizigi, plazma
fizigi ve optik gibi fizigin bir cok farkli alaninda dalga yayilimini modelleyen
denklemler olarak ortaya c¢ikmaktadirlar. Bu nedenle son yillarda hem
fizikcilerin hem de matematikgilerin cesitli acilardan ilgisini cekmektedirler. Dalga
yayihiminin lineer ve lineer olmayan seklinde smiflandirilmasinin yaninda bir
diger smiflandirilmas: da hiperbolik (dispersif olmayan) dalga ve dispersif dalga
smiflandirmasidir [1].  Hiperbolik dalga tanimi, dalga denkleminin ¢oziimiinden
bagimsiz olup, matematiksel olarak hiperbolik kismi tiirevli diferansiyel denklem
ile tanmimlanabilen dalgalar icin kullanilir. Dispersif dalga tanimi ise, denklem tipi
yerine ¢oziimiin formu {izerine insa edilen bir tanimdir. Dispersif dalgalar faz
hizinin dalga sayisina bagli oldugu dalgalar, yani farkli dalga sayilarina kargilik
gelen dalga modlarimin farkhh hizlarda yayildigi dalgalardir. Boylece, dogrusal
olmayan etkiler dalganin diklesmesine neden olurken dispersif etkiler dalganin
dagilmasina neden olacaktir. Zayif dogrusal olmayan bazi dalga denklemlerinin
soliton adi verilen ve dispersiyon ve dogrusal olmayan etkilerin dengelenmesi sonucu
olusan ¢ok ozel dalga coziimlerine sahip oldugu bilinmektedir. Soliton ¢oziimleri
uzayda lokalize olmug, sabit hizla yayilan ve seklini koruyan dalgalar1 gosterir.
Bu dalgalarin en 6nemli 6zelligi carpigmalar sonucunda hiz ve gekillerinde bir
degisiklik olmamasidir. Soliton ¢oziimlerine sahip zayif dogrusal olmayan dalga
denklemlerinin en basit olanlar1 ve ayni1 zamanda en ¢ok bilinenleri Korteweg-de
Vries (KdV) denklemi ve Dogrusal Olmayan Schrodinger (NLS) denkleminin bir
boyutlu ve kiibik dogrusal olmayan terim iceren halidir. KdV denklemi zayif
dispersif bir ortamda yayilan uzun dalgalarin yayilimini karakterize eden denklem
olarak ortaya cikarken, bir boyutlu NLS denklemi kuvvetli dispersif bir ortamda
yayilan kisa dalgalarin (kompleks) genliklerinin degigimini tanimlayan denklem

olarak ortaya cikar.



Bir boyutlu kiibik Dogrusal Olmayan Schrodinger denklemi igin tanimlanmis
baglangi¢-deger problemi, yeteri kadar hizli bir gekilde azalan diizgiin bir baglangic
datasi icin global olarak iyi tamimhidir [2, 3]. Ancak bu denklemin iki uzay
boyutuna genigletilmesi olan ve ozellikle dogrusal olmayan optik gibi alanlarda
uygulama bulan iki boyutlu kiibik NLS denklemi ic¢in ayni durum gegerli degildir.
Bu denklemin eliptik hali icin, baglangic datasimin uygun bir normunun yeteri
kadar biiyiik olmasi halinde, dogrusal olmayan etkilerin dispersif etkilerden daha
baskin olmasi sonucu, ¢ozlimlerinin diklesecegi ve sinirsiz biiyiime sonucu sonlu bir
zamanda tekilligin ortaya ¢ikacag bilinmektedir [2]. Tki boyutlu NLS denkleminin
tanimladig1 fiziksel biiyikliikler sinirsiz olamayacagi icin, bunun anlami tekillik
civarinda iki boyutlu NLS denkleminin gecerliliginin kalmayacag1 ve bu denklemin
yerine yeni bir denklemin yazilmasi gerektigidir. Bu yeni denklem baslangi¢ta zayif
ama ¢oziim diklegtikce katkisi giderek artan ek fiziksel katkilar, ornegin dissipasyon
veya daha kuvvetli dispersiyon gibi, icerecek ve boylece tekillik olugsumunu
engelleyebilecektir. Diizgiin basglangi¢ kogullarina sahip bir ¢oziimiin sonlu zamanda
tekillige sahip olmasinin, yani patlamasinin, en basit ornegini igeren iki boyutlu
NLS denklemi bu ozelligi nedeniyle cok sayida matematikcinin ilgisini ¢ekmistir.
Bu dogrultuda yapilan arastirmalar sonucunda eliptik NLS denkleminin dogrusal
olmayan teriminin katsayisindaki parametre cinsinden basglangi¢-deger probleminin
global olarak iyi tamimh oldugu veya sonlu zamanda patlama coziimlerine sahip
oldugu parametre araliklar1 belirlenmistir. Bu tez caligmasi acisindan ilging olan
nokta bu araliklarin sozkonusu parametre cinsinden biitlin degerleri kapsamasi,
yani global varlik ve sonlu zamanda patlamanin gecerli oldugu araliklar arasinda

veya bu araliklar disinda herhangi bir boglugun olmamasidir.

Benzer bir durum, yine su dalgalar1 ve dogrusal olmayan optik gibi bircok alanda
ortaya cikan ve diizlemde bir kisa dalga ile bir uzun dalganin etkilegimini karakterize
eden DS sistemi i¢in de gecerlidir [2]. DS sistemi, iki denklemi birbirine baglayan
terimler bir an icin ihmal edildiginde, iki boyutlu kiibik NLS denklemi ve bir lineer
ikinci mertebe kismi tiirevli diferansiyel denklemden olugur. Bu iki denklemden
birinin hiperbolik digerinin eliptik oldugu durumda yani hiperbolik-eliptik (HE)
ve eliptik-hiperbolik (EH) durumlarinda, DS sisteminin soliton ¢6ziimlerine sahip

oldugu bilinmektedir. Ancak gerek HE durumda gerekse eliptik-eliptik (EE)



durumda parametrelerin degerlerine bagl olarak DS sisteminin sonlu zamanda
patlayan ¢oziimlere sahip oldugu gosterilmigtir. HE durumunda, DS sisteminin
sozde-konformal doniisiim olarak adlandirilan bir 6zel dontigiim altinda invaryant
kalmas1 kullanilarak, ve belirli parametre degerleri igin, bir analitik patlama
¢6ziimi elde edilmistir [4]. EE durumunda ise, yine iki boyutlu kiibik NLS
denkleminde oldugu gibi, Cauchy probleminin global olarak iyi tanimli oldugu ve
patlama ¢oziimlerine sahip oldugu parametre araliklar belirlenmigtir [2]. Bu tez
caligmasi acgisindan ilging olan nokta, NLS denkleminde oldugu gibi, bu araliklarin

birlesiminin biitiin reel ekseni kapsamasidir.

Fizik ve miihendisligin degigsik alanlarinda strdiirilen aragtirmalarin sonucu
olarak, yeni bazi fiziksel etkileri katmak icin gerek NLS denklemine gerekse DS
sistemine bazi yeni terimler ilave edilmesi ve hatta bazen de yeni denklemler
ilave edilmesi giindeme gelmigtir. Yakin bir zamanda, genellegtirilmisg elastik bir
malzemeden olusan sonsuz bir elastik diizlemde yayilan iki uzun dalga ile bir kisa
enine dalganin etkilegimi incelenmis ve bu etkilesimin, gsimdiki tez ¢aligmasinda
Genellestirilmig Davey-Stewartson (GDS) sistemi olarak adlandirilacak bir denklem
sistemi ile modellenebilecegi gosterilmistir [5]. Burada kisa dalga esas olarak
bir enine dalga iken, iki uzun dalgadan biri enine dalga digeri boyuna
dalgadir. Bu yeni sistem ii¢ denklemden olugmakta ve bir NLS denklemi
tipinde olan denklem, esas olarak, kisa dalganin kompleks genliginin degisimini
tanimlamaktadir. Bu ii¢ denklem arasindaki baglantiyr saglayan terimler ihmal
edildiginde, esas olarak uzun dalgalarin degigimini tanimlayan diger iki denklem
iki baglantili diferansiyel denkleme indirgenir. GDS sistemi parametrelerinin
isaretlerine bagh olarak smiflandirilmig ve eliptik-eliptik-eliptik (EEE) olarak
adlandirilan bir durumda global varlik ve sonlu zamanda patlama acilarindan
incelenmistir [6]. Bu inceleme sonucunda global varlik ve sonlu zamanda patlama
icin parametreler tlizerine getirilen kisitlamalarin, DS sisteminden farkli olarak,
parametrelerin biuitiin degerlerini kapsamadigi gozlenmistir. Bu durum, yani global
varlik ve sonlu zamanda patlama acilarindan hi¢bir sonucun elde edilemedigi
parametre araliklarinin bulunmasi agik bir problem olarak arastiricilarin dikkatine

sunulmustur.



Bu tez caligmasinin amaclarindan biri, yukarida belirtilen ve bir sonu¢ elde
edilemeyen parametre araliklarinda global varlik ve sonlu zamanda patlama
acilarindan ne oldugunu gerek analitik gerekse sayisal teknikler kullanarak ortaya
¢ikarmak ve bu dogrultuda miimkiinse belirsizlik araliklarini tamamen kaldirmak
ve eger bu miimkiin degilse en azindan araliklar1 kiigiiltmektir. Tez caligmasinin
diger bir amaci, hiperbolik-eliptik-eliptik (HEE) olarak adlandirilan durumda,
DS sistemi icin yapildigi gibi, sozde-konformal doniigiim yardimiyla bir analitik
patlama ¢oziimii ingsa etmektir. Tez caligmasi, ayrintilari ileride verilecegi tizere,

her iki amacina da hemen hemen tamamen ulagmis durumdadar.

Tez caligmasinda sunulan yeni analitik sonuclar, literatiirde sunulan bazi caligmalar:
temel alarak elde edilmigtir. DS sistemi icin [4]'de uygulanan yaklasim GDS
sistemine genisgletilmig ve, sozde-konformal doniisiim yardimiyla, HEE durumunda
GDS sistemi icin bir analitik patlama ¢oziimii elde edilmigtir. EEE durumunda ise,
GDS sistemi icin tanimh Cauchy probleminin ¢oziimiiniin global varhigi ve sonlu
zamanda patlamas ile ilgili olarak [6]’da verilen iki ayri teoremin ispatlar1 esas
alinarak, yeni parametre araliklar: elde edilmig ve global varlik ve sonlu zamanda
patlama icin verilen kogullarin en azindan bazi durumlarda bogluk icermedigi ve
eger bosluk iceriyorsa da bu bosluklarin literatiirde sunulanlardan daha kiiciik

oldugu gosterilmigtir.

Tez c¢alismasinda sunulan sayisal sonuclar iki farkli sayisal yontem, split-step
ve rolaksasyon yontemleri kullanilarak elde edilmigtir. Literatiirde DS sistemini
sayisal olarak ¢ozmek i¢in kullamlmig bu iki yontem [7, 8], bu tez caligmasinda
GDS sistemine genigletilmis ve yapilan sayisal deneyler sonucunda bulunan sayisal
sonuclarla analitik sonuclarin tam bir uyum icerisinde oldugu gozlenmistir. Ayrica,
bir sonlu fark semasi olmasi nedeniyle esas olarak ”lokal” bir yontem olan
rolaksasyon yontemi ile bir Fourier spektral semasi olmasi nedeniyle esas olarak
bir ”global” y6ntem olan split-step yonteminin tamamen farklh yapilarina ragmen
benzer sayisal sonuclar verdigi tespit edilmistir. GDS sistemini ¢ozmek i¢in bu iki

sayisal yontemin secilmesindeki diger nedenler ileride ayrica belirtilecektir.

Tez caligmasinin diger boliimlerinin icerikleri asagidaki gibidir. Boliim 2’de NLS

denklemi, DS sistemi ve GDS sistemi tanitilacaktir. Daha sonra, bu denklemler



icin kiitlenin korunumu, enerjinin korunumu ve momentumun korunumuna kargilik
gelen korunum yasalart Noether teoremi yardimiyla yeniden tiiretilecektir. Son
olarak, bu dalga denklemlerinin patlama c¢oztiimleri ve patlama kogullar1 icin

bilinenler kisaca ozetlenecektir.

Boliim 3’de GDS sisteminin HEE ve EEE halleri i¢in yeni baz analitik sonuclar
verilecektir. Ilk olarak, GDS sistemi icin bir olcek dontisiimi tanitilacaktir.
Bu olcek dontigiimiine karsilik gelen korunan biiyiikliik elde edilecek ve varyans
ozdegligi ile arasindaki iligki iizerinde durulacaktir. Daha sonra, literatiirde NLS
denklemi ve DS sistemi i¢in sunulmus sézde-konformal doniisiimler tamitilacaktir.
DS sistemi icin verilen sozde-konformal dontisim GDS sistemine genisletilecek
ve bu doniigim ile ilgili korunan biiyiiklik iki farkli yontem kullanilarak elde
edilecektir. ~ Son olarak, sozde-konformal doniigiim yardimiyla, ayni analitik
patlama c¢oziimleri iki farkli yaklagim kullanilarak elde edilecektir. GDS sisteminin
EEE hali icin, ilk olarak, literatiirde verilen patlama kogullar: ifade edilecek ve daha
sonra yeniden tiiretilen iyilestirilmig patlama kosullari verilecektir. Bu boliimde
son olarak, GDS sisteminin belirli bir kiimeden secilen ¢oziimlerinin zaman icinde
asimptotik davranisi incelenecek ve ¢oziimlerin L, normlarnin p > 2 icin sifira

gittigi gosterilecektir.

Boliim 4’de ise, GDS sistemini olusturan denklemlere farkli zaman adimlarinda
yaklagarak, nonlineer terimleri hesaplama rahatligi saglayan rolaksasyon sayisal
yontemi GDS sistemini ¢ozmek icin kullamlmgtir. Ilk olarak, rolaksasyon semasi
iki boyutlu NLS denklemi ve DS sistemi icin tanitilmig ve gsema ve bilgisayar
programi literatiirde verilen sonuclar ile kargilagtirarak dogrulanmigtir. Daha sonra,
rolaksasyon yontemi GDS sistemine genisletilmistir. Sayisal sema GDS sisteminin
EEE ve HEE halleri ve GDS sisteminin bir 6zel hali olan Yozlagmig Genellegtirilmis
Davey-Stewartson (YGDS) sistemi i¢in verilen analitik sonuclar ile test edilmig ve

sayisal semanin patlama olayini yakalamakta bagarili oldugu gozlenmistir.

Bolim 5’de, GDS sistemi icin tanimlh baglangic-deger problemini alt problemlere
ayrigtirarak, orijinal problemin ¢ozimiine alt problemlerin ardisik olarak
¢oOziilmesiyle yaklagan split-step yontemi GDS sistemini ¢ozmek i¢in kullanilmistir.

Tlk olarak, split-step yontemi iki boyutlu NLS denklemi i¢in tanitilmigtir. NLS



denklemi icin split-step yonteminin zamanda birinci mertebe ve ikinci mertebe
yaklagimlarina kargilik gelen algoritmalart verilmistir.  Sayisal semalarin ve
bilgisayar programlarinin dogrulugunu test etmek icin, bazi 6rnek problemler icin
hesaplanan patlama zamanlari literatlirde verilmis sonuglarla karsilagtirilmigtir.
Daha sonra, split-step yontemi DS sistemine uygulanmig ve yontemin zamanda
birinci ve ikinci mertebe olan yaklagimlarn sunulmugtur. Sayisal gemalarin
dogrulugu DS sisteminin EE ve HE halleri icin verilmig patlama zamanlar ile ilgili
sonuglarla karsilagtirma yaparak dogrulanmigtir. Son olarak, split-step yontemi
GDS sistemine genigletilmigtir. Sayisal sema hem GDS sisteminin EEE, HEE
halleri ve YGDS sistemi icin literatiirde verilen analitik sonuclar ile hem de Bolim

4’de rolaksasyon yontemi yardimiyla elde edilen sayisal sonuclar ile test edilmistir.

Boliim 6’da, sonuclarin genel bir degerlendirmesi yapilmig ve gelecekte caligilmasi

diigtiniilen konular sunulmustur.

Son olarak, dogrusal olmayan dalga denklemlerinin patlama coziimleri hakkinda
cok sayida makalenin yayinlandigini ve bunlarin tamamim kapsayan bir inceleme
yazisinin bu tez caligmasinin gergevesi igerisinde diiginiilmedigini, burada kaynak
olarak verilen makalelerin tez calhigmasi ile ilgili yakindan ilgili olan makaleler

oldugunu belirtmek uygun olacaktir.



2. GENELLESTIRILMIS DAVEY-STEWARTSON (GDS) SISTEMI

2.1 Giris

Bu boliimde, tez boyunca ele alinacak olan dogrusal olmayan dalga denklemleri,
NLS denklemi, DS sistemi ve GDS sistemi, tanitilacaktir. Ele alinan denklemlerin
bazi analitik ozellikleri ifade edilecek ve kiitlenin korunumu, enerjinin korunumu
ve momentumun korunumuna kargilik gelen korunum yasalari Noether teoremi
yardimiyla yeniden tiiretilecektir. Ayrica, bu denklemlerin patlama coziimleri ve

patlama kosullar: icin literatiirde bilinenler kisaca ¢zetlenecektir.

Simdiki Girig altboliimiinii bitirmeden 6nce, bu ve bundan sonraki béliimlerde

kullanilacak baz1 tanimlari vermek uygun olacaktir: 1 < p < oo olmak

lizere / |u(x)|Pdz < oo kosulunu saglayan u : R"™ — R (veya C) Olgiilebilir
Rn

fonksiyonlarinin olugturdugu LP(R™) uzay: i¢in norm
sy = ([ Jul@)Pdo)'” < o0
ile tanimlanir.
aq, ay pozitif tamsayilar olmak iizere, @ = (a1, ) ¢oklu indisin mertebesi
| |= a1 + ay

ile hesaplanir. Verilen bir o ¢oklu indisi igin D%u(z) tiirevi

lolyy (2
D%u(x) = 0 u(x)

0x]' 0x5?

ile tanimlamir. m > 0 ve 1 < p < oo iken
W™P(R?) = {u € LP(R?) : D*u € LP(R*), V]|al|<m},

uzayl Sobolev uzay1 olarak adlandirihir. Bu uzaydaki norm ise,

mp = 2 D%l

la|<m

[l
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ile verilir. p = 2 olmasi durumunda Sobolev uzaylar1 H™(R?) ile gosterilir [9]:
H™ (RQ) — Wm’2 (RQ).
Schwartz uzay1 ise 2? = x1%2,° olmak iizere

S={uecC®RY: lim |2°D(x)|=0, Va,B coklu indis icin}

|z| =00
seklinde tanmmlanir [9]. Bu uzay test fonksiyonlar1 uzayi olarak da adlandirilir.
S’ dual uzay1 ise distribiisyonlar ya da genellestirilmis fonksiyonlar uzayi adini

*

alir [9]. Son olarak, kompleks eglenigi gostermek igin * semboliiniin kullanildig:

belirtilmelidir.

2.2 Dogrusal Olmayan Schrodinger denklemi

NLS denklemi genel halde
iup+ Au4 Mul u=0, t>0, x=(21,7,..74) € R (2.1)

seklinde verilen bir dogrusal olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemdir. Burada
u fonksiyonu uzaysal koordinatlarin ve ¢ zamaninin kompleks degerli bir fonksiyonu
olup, A ve o reel parametrelerdir. Ayrica i = /—1 olup, A operatérii d boyutlu
uzayda Laplace operatoriinii gostermektedir. NLS denklemi akigkanlar dinamigi,
plazma fizigi, dogrusal olmayan optik gibi fizigin bir¢ok alaninda kargimiza
ckmaktadir.  Ornegin bir uzay boyutu icin, NLS denklemi kuvvetli dispersif
bir ortamda yayilan zayif dogrusal olmayan dalgalarin genlik modulasyonunu
karakterize eden denklem olarak ortaya ¢ikmugtir [10]. Tki uzay boyutu icin,
kirilma indeksi elektromanyetik alanmin genliginin fonksiyonu ile orantili olan bir
elektromanyetik alanda i1smlarin yayilhimini karakterize eden denklem olarak ortaya
¢tkmigtir [11, 12]. Ug uzay boyutu i¢in, Langmuir dalgalarinin Zakharov modelinin

limit durumu olarak tiiretilmigtir [13].

NLS denklemini
‘ A
L= E(U*ut —uu)— | Vu > + ——

o

Lagrange yogunluk fonksiyonuna kargilik gelen Euler-Lagrange denklemi olarak

tiiretmek miimkiindiir. Bir boyutlu kiibik NLS denklemi ters sagilma teknigi
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anlaminda tamamen integre edilebilir bir denklemdir [14]. Bu sebeple, |x| — oo
iken u fonksiyonunun ve tiirevlerinin yeterince hizla sifira gittigi varsayimi altinda,
bir boyutlu kiibik NLS denkleminin ¢6ziimlerinin sonsuz sayida korunum yasasini
sagladigi bilinmektedir. Eger, (2.1) denklemi u* ile ¢arpilir, sonu¢ denklemin
eslenigi alinir, bulunan iki denklem taraf tarafa c¢ikarilir ve elde edilen denklem

R? iizerinde integre edilirse, NLS denkleminin ¢oziimlerinin

L(t) = /R Ju(x, 1) dx = 1,(0) (2.3)

korunum yasasini sagladig1 gosterilir. Bu sekilde direkt hesaplama yontemi ile NLS
denkleminin sagladig1 daha karigik korunum yasalarini bulmak oldukca zordur. Bu
sebeple diizglin ¢oziimler icin daha sistematik bir yaklagim uygulanmasina izin

veren Noether teoreminden yararlanilacaktir.

Noether teoremi kisaca su sekilde ifade edilebilir: Eger bir varyasyonel problem bir
dontiisiim ailesi altinda invaryant kaliyor ise, bu varyasyonel probleme kargilik gelen
Euler denklemi bir korunum yasasi seklindedir. Simdi, zg, z1, ..., x4 seklinde (d+ 1)
bagimsiz degisken, bu bagimsiz degiskenlerin uy, us, ..., 4, seklinde m bilinmeyen

fonksiyonunu ve bu fonksiyonlarin birinci mertebe kismi tiirevlerini iceren bir

J{'LLl,Ug, ,’U,m}

=/ F (20, @1, ey Tty Uty Uy ey Uy Ul gy Wiy s ooy Ul iy s oo Uy ) AT0 AT ... dTg
R

fonksiyoneli icin Noether teoremi ifade edilecektir. Ancak sunumda sadelik
saglamak amaciyla v = (u1,...,un) ve = = (xg,21,22,...,xy) notasyonlari

kullamilacak, ayrica dzodx,dxs...dx, ifadesi dz ile gosterilecektir.
Noether Teoremi: ([15], sayfa 177)
Eger
J{u} = /DF(x,u,Vu)d:E
fonksiyoneli bir D keyfi bolgesi i¢in
z, = ®i(x,u, Vu;€) ~ x; + ep; (1, u, Vu) (1=0,1,2,...d)

wy = Ui(x,u, Vus €) ~ uj + e(x, u, Vu) (j=1,2,..m)

doniigiim ailesi altinda invaryant ise, J{u} fonksiyonelinin herbir ekstremal yiizeyi

9



tizerinde

i I ooFr (Lo
Sl X g (C g e )~ Fer 1=0 (24)
i=0 Y1 j:1a(87;)10 4y

denklemi saglanir.

Noether teoreminin bu bolimde sunulacak uygulamalarinda zaman ve uzay
koordinatlarinin ayrigtirilmasi kolaylik saglayacag: icin, sadelestirmek amaciyla
bundan sonra D uzay-zaman bolgesi olarak D = R?x [0, T, yani (z1, 9, ..., 74) € R?

ve t € [0,T] olmak iizere biitiin (¢, xy, z3, ..., £4) noktalarinin kiimesi, alinacak ve

t=mx9, xX=(21,2Z9,....,2q), dx=dzi...dry, Ot = €py,
dx; =ep; (i=1,...,d), du;j =ep;  (j=1,...,m)

notasyonu kullanilacaktir. Bu durumda, yukarida herbir ekstremal yiizey iizerinde

saglanmasi gereken (2.4) 6zdesligi diverjans formunda

or L oQ;
Ei; o, =0 (2.5)

seklinde yeniden yazilabilir. Burada
a- = au] ot + Z 8u] 6Il — (5UJ
=1

olmak lzere

= OF

P=% —5 —; It (2.6)
o)

Qz:zm: aai w _F6'Tz (2_1727 7d) (27)
= oG

tanimlart yapilmigtir. (2.5) ile verilen diverjans form baz kogullarin saglanmasi
durumunda bir korunum yasasina doniisiir. Eger @Q; (i = 1,2, ..., d) biiyiikliikklerinin
tamaminin |z| — oo iken sifira gittigi varsayilir ve (2.5) denklemi R? {izerinde
integre edilirse

d
[ pax =0
it /Rd x

korunum yasasina ulagilir. Burada P korunan biiyiikligin yogunlugu olup,
yukaridaki korunum yasasi

I(t)= | Pdx (2.8)

Rd
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korunan biiyiikliigiiniin zamanla degismedigini yani
I(t) = 1(0) (2.9)
oldugunu ifade eder.

Simdi Noether teoreminin herhangi bir alan i¢in (2.5) lokal korunum yasalarini
ve (2.9) global korunum yasalarini tiiretmenin genel bir yontemini sagladigi, (2.1)
NLS denklemi i¢in korunum yasalar tiiretilerek gosterilecektir. Bu amacla (2.2)

Lagrange yogunluk fonksiyonu yardimiyla ”action” yani

S{u} = //E(u, Vu)dxdt

fonksiyoneli tamimlanacaktir. Bu durumda m = 2 olup, w1 = u, us = u*

alimacaktir. NLS denklemi i¢in S{u} fonksiyoneli
i A
S{u} = //[E(U'*ut - ’LLUI)— ‘ VU |2 + 0_7_’_1 ‘ U ’ 20+2] dth (210)
seklinde verilir.

Faz Déniigiimi: (2.10) integrali ' = e'“u faz doniigiimi altinda invaryant

kalmaktadir. Faz doniisiimiine kargilik gelen sonsuz kii¢iik doniigim

~

u =+ ieu
ile verilir. Bu durumda

oup = ieu, dug = —ieu”, Odt=d0r1=..=0xy=0
olacaktir. (2.8) yardimiyla hesaplanan korunan biiyiikliik

11:/ | u|? dx
Rd

ile verilir.

Uzay Koordinatinda Oteleme: (2.10) integrali X' = x 4 0x uzay koordinatinda

oteleme altinda invaryant kalmaktadir. Bu durumda
0t = duy = dug =0
olacaktir. (2.8) yardimiyla hesaplanan
I, = /Rdé (uVu* —u*Vu) dx
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biiyiikliigli korunan bir biiytkliktiir.

Zamanda Oteleme: (2.10) integrali ¢’ = ¢ 4 dt Gteleme doniiglimii altinda invaryant

kalmaktadir. Bu durumda
ou; = 0uy =021 = ... = 0xg =10

olacaktir. (2.8) yardimiyla hesaplanan

A
= [ (1Vuf -
R4

-~ 1 | U |20+2) dX

biiyiikliigli korunan bir biiytikliktiir.

Yukarida ifade edilen [I;,I, ve I3 korunan biiyiikliikleri, sirasiyla, kiitlenin
korunumu, momentumun korunumu ve enerjinin korunumu yasalar1 ile ilgili
korunan biiytkliiklerdir ve bu korunan biiyiikliikler patlama neticelerinin elde

edilmesinde 6nemli rol oynar.

NLS denkleminin patlama c¢oziimleri ve patlama kogullar1 1970°li yillardan
baglayarak caligilmigtir. A = 1 halinde, NLS denklemi icin uzay boyutu d ile
dogrusal olmayan terimin kuvveti o arasindaki iligkiye bagl olarak ii¢ farkh
durum sézkonusudur. od < 2 durumu kritikalt1 (subcritical) durum olarak
adlandirilmaktadir. Bu durumda verilen bir baglangic kogulu icin NLS denkleminin
global olarak ¢oziimii mevcuttur. od = 2 ve od > 2 durumlan, sirasiyla, kritik
(critical) ve kritikiistii (supercritical) durum olarak adlandirihir. Kritik durumda,
yani 0 = 1, d = 2 iken, ¢oziimiin sonlu zamanda patlamasi miimkiindiir. Patlama
icin gerek kosul kiitlenin baglangic degerinin, I;(0), belirli bir egik degerinden yani
I ¢ kritik degerinden daha biiyiik veya esit olmasidir; 1;(0) > I¢. Patlama igin

yeter kosul ise, enerjinin (Hamiltonyenin) baglangi¢ degerinin,

1
15(0) = [ (1 Vu [ =5 | uo [')dx
R? 2

negatif olmasidir; I3(0) < 0. Kritikiistii durumda da patlama igin yeter kogul
enerjinin baglangi¢ degerinin negatif olmasidir. Kritik ve kritikiistii durumlarda

patlama neticeleri

% :/ | x 2] u |? dx (2.11)
R4
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ile tanimlanan varyansin zaman igerisindeki degigsimi incelenerek elde edilmistir.

Varyansin sonlu oldugu kabul edilerek, (2.11) denkleminin iki kere tiiretilmesinden

2 R
RRY od 2/\u]2”+2dx

varyans Ozdegligi elde edilmigtir. Kritik ve kritikiistii durumlar i¢in yukarida

W o+1

bahsedilen patlama neticeleri (2.11) ile tanimlanan varyansi sonlu yapan veya
radyal simetrik baslangic kosullar: icin ispat edilmistir. Varyansin sonlu kalmamasi
halinde hangi kogullar altinda patlama olayinin gergeklegsecegi sorusu ile hala

ilgilenilmektedir [2, 3].

2.3 Davey-Stewartson sistemi

(1 + 1) NLS denkleminin, iki boyutlu genellegtirmelerinden biri de DS sistemidir.

DS sistemi

éut+0um+uyy:/§|u\2u+7ugpx (2.12)
Prz+1m gy = (| u [*)a (2.13)

seklinde verilmig bir dogrusal olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemidir.
Burada u kompleks degerli, ¢ reel degerli olup x,y uzaysal koordinatlarinin ve ¢
zamaninin fonksiyonlarndir. o, k,y ve m reel parametrelerdir. Bu sistem ilk olarak
Davey ve Stewartson tarafindan zayif dogrusal olmayan su dalgalarinin yayilimini
karakterize eden sistem olarak &nerilmigtir [16]. v = 0 veya m = 0 durumlarinda

DS sistemi NLS denklemine indirgenmektedir.

DS sistemi, parametrelerin ¢ = £1,x = £1,7 = +2,m = F1 seklinde secilmesi
halinde, ters sacilma teknigi anlaminda tamamen integre edilebilir bir sistemdir
[2]. (0, m) katsayilarimin igaretlerine gore DS sistemi sirasiyla eliptik-eliptik (+, +),
eliptik-hiperbolik (+, —), hiperbolik-eliptik (—, +) ve hiperbolik-hiperbolik (—, —)
olarak adlandirilir. Bu calismada, daima m > 0 kabul edilecek ve hem u hem de ¢

fonksiyonunun ve uzaysal tiirevlerinin sonsuzda sifira gittigi varsayilacaktur.

DS sistemi
ﬁ_é ooy R 4 2 2 2 7 2 2
= gty —wy) = o fu P =0 [ug 7= [uy |7 =y @0 [u " 45 [(02)” + m(py)7]

(2.14)
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Lagrange yogunluk fonksiyonuna karsilik gelen Euler-Lagrange denklemleri olarak
tiiretilebilir.  Yukarida da bahsedildigi {izere, DS sistemi parametrelerin 6zel
secilmig baz1 degerleri icin integre edilebilir bir sistemdir, yani sonsuz coklukta
korunum yasasina sahiptir. Burada sadece kiitlenin korunumu, enerjinin korunumu,
2 yoniindeki momentumun ve y yoniindeki momentumun korunumuna kargilik gelen

korunum yasalar: icin korunan biytklikler elde edilecektir.
DS sistemi i¢in S{u} fonksiyoneli

v, o, . K
stut = [ [ [ ww =) = Sl =0 fu P =Ly P =y oo |u

5 () +m(p,)?} dodydt  (2.15)

seklinde verilir. Bu durumda iki boyutlu uzay ele alindigindan d = 2 olup, bagimsiz
degiskenler zo =1, 21 = x, x5 = y ile verilir. Bagimh degisken sayis1 m = 3 olup,

up = u, us = u*, uz = @ seklinde alinacaktar.

Faz Dondigiimi: (2.15) integrali ' = e'“u faz doniigiimi altinda invaryant

kalmaktadir. Faz doniisiimiine kargilik gelen sonsuz kii¢iik doniigim
u' = u+ieu
ile verilir. Bu durumda
duy = ieu, dug = —ieu™, duz=0t=0x=0y=0

olacaktir. (2.8) yardimiyla hesaplanan korunan biiyiiklik kiitlenin korunumuna

kargsihk gelir ve
11:/' | u |* dody
R2
ile verilir.

Uzay Koordinatinda Oteleme: (2.15) integrali ' = x + dx uzay koordinatinda

oteleme altinda invaryant kalmaktadir. Bu durumda
ouy = dug = duz =0t =dy =0
olacaktir. (2.8) yardimiyla hesaplanan
I, = /R2 (wu) — v ug)dzdy
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korunan biiyiikligii # yoniindeki momentumun korunumuna tekabiil eder. Benzer
sekilde ¢’ = y+dy uzay koordinatinda teleme altinda (2.15) integralinin invaryant
kalmasina karsilik gelen

Iy = /}%2 (uuy, — u uy)dvdy

korunan biiytikliigii, y yoniindeki momentumun korunumuna tekabiil eder.

Zamanda Oteleme: (2.15) integrali ¢’ = ¢ 4 dt Gteleme doniiglimii altinda invaryant

kalmaktadir. Bu durumda
ouy = 0ug = dug = dx = dy =0
olacaktir. (2.8) yardimiyla hesaplanan
Ii=[ ol 2+ Ly [P 4+(n | w | 4902 4+ migh)) 2] dady
korunan biiyiikliigii enerjinin korunumuna karsilik gelir.

DS sisteminin patlama ¢oziimleri ve patlama kogullar ile ilgili iki 6nemli makale
goze carpmaktadir. Bunlardan ilki, Ghidaglia ve Saut’un yaptigi ¢aligmadir [17].
Bu caligmada, Ghidaglia ve Saut DS sisteminin eliptik-eliptik ve hiperbolik-eliptik
durumlan igin L?(R?), H(R?) ve H?(R?) uzaylarinda ¢oziimiin varhgimi, tekligini
ve baglangi¢ kosuluna siirekli bagimhligim [0,7) sonlu zaman araligi icin
gostermiglerdir.  Eliptik-eliptik durumda ise, 0 = 1 ve k£ > max(—~,0) igin
L?(R?) ve H'(R?) uzaylarindaki lokal ¢oziimiin genigletilmesiyle ¢oziimiin global
olarak da varoldugu gosterilmigtir. Ayrica eliptik-eliptik durumda, £ < max(—-, 0)
iken ¢oziimiin sonlu zaman iginde bir tekillige sahip olacag1 gosterilmigtir. Diger
cahigmada ise, Ozawa [4] hiperbolik-eliptik hal icin sézde-konformal déniigim
yardimiyla analitik olarak patlama c¢oziimlerini bulmustur. Bu konudan bir sonraki

boliimde ayrintili olarak bahsedilecektir.

2.4 Genellegtirilmis Davey-Stewartson sistemi

Genellestirilmig Davey-Stewartson (GDS) sistemi

iU+ Uy + Uy = K | u [P u+ (010 + Qo) (2.16)
@1z + MaP1yy + NP2y = (| u |2)fc (2.17)
)‘90271‘:1: + ml@?,yy + ngpl,:ry — (’ U |2)y (218)
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seklinde verilmig bir dogrusal olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemidir.
Burada u kompleks degerli, ¢; ve ¢y reel degerli fonksiyonlar olup, z,y
uzaysal koordinatlarinin ve ¢ zamaninin fonksiyonlarndir. o, x,y, A\, my, ms, n reel

parametrelerdir. Ayrica, katsayilar arasinda
(A= 1)(my — my) =n? (2.19)

seklinde bir bagint1 saglanmaktadir. GDS sistemi sonsuz bir genellestirilmis elastik
ortamda yayilan dalgalarin genlik modiilasyonunu karakterize eden sistem olarak
onerilmigtir [5]. GDS sistemi (o, m1, mo, A) katsayilarinin isaretlerine gore elip-
tik-eliptik-eliptik (+,+,+,+), eliptik-eliptik-hiperbolik (+,+,+,-), eliptik-hiperbo-
lik-hiperbolik (+,-,—,+), hiperbolik-eliptik-eliptik (—,+,4,+), hiperbolik-hiperbo-
lik-hiperbolik (—,—,—,+), hiperbolik-eliptik-hiperbolik (-,+,+,-) olarak adlandirihir
[6].

GDS sisteminin en Onemli ozel hallerinden biri iki boyutlu NLS denklemidir.
Bir diger ozel halinde, katsayilarin n = 1 — A = my; — my iligkisini saglamasi
halinde, GDS sistemi bir dogrusal olmayan doniigiim yardimiyla DS sistemine
indirgenmektedir [6]. Bunun digindaki bazi 6zel durumlarda da GDS sisteminin

klasik DS sistemine indirgendigi gosterilebilir.

GDS sistemi i¢in Lagrange yogunluk fonksiyonu

v, . K
£=§(U Ut—uut)—§ Ju|* =0 | up [P = [ uy P —v(10 + 2y) [ u |
Y
+§[(901,x)2 + ma(@14)” + M2,e)? + mi(9ay)? + nl@1yos + ©1002y)]

olarak verilir [6].

GDS sistemi icin S{u} fonksiyoneli

v, . K
stuy = [ [ [0t w =) =5 lul =0 [ = uy B =101+ ¢20) |0

Y
+§[(9017:c)2 + ma(p1y) + Meza)® +mi(2y)? + n(Q1yp2a + Crapay)]} dedydt

(2.20)

ile verilir. Bu durumda iki boyutlu uzay ele alindigindan d = 2 olup, bagimsiz
degiskenler zo = ¢, x1 = x, x5 = y ile verilir. Bagimh degisken sayis1t m = 4 olup,

Uy =u, us = u*, uz = 1, us = @9 seklinde alinacaktir.
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Faz Déndisimi: (2.20) integrali «' = e“u faz doniigiimii altinda invaryant

kalmaktadir. Faz dontigiimiine karsilik gelen sonsuz kiiciik doniigiim

I~

U U+ 1eu

ile verilir. Bu durumda
dup = teu, Odug = —ieu”, Oduz =ouy =t =0x =0y =20

olacaktir. (2.8) yardimiyla hesaplanan korunan biiyiikliik kiitlenin korunumuna

kargihk gelir ve
11:/‘ | u |* dody
R2
ile verilir.

Uzay Koordinatinda Oteleme: (2.20) integrali #' = z + 6z uzay koordinatinda

oteleme altinda invaryant kalmaktadir. Bu durumda
oup = dug = duz = duy = 6t = oy =0
olacaktir. (2.8) yardimiyla hesaplanan
I, = /R2 i(u*u, — uul)dzdy

korunan biiyiikligi # yoniindeki momentumun korunumuna tekabiil eder. Benzer
sekilde 3’ = y + dy uzay koordinatinda oteleme altinda GDS sisteminin invaryant

kalmasina karsilik gelen
I; = /11@2 i(u uy — uuy)drdy

korunan biiytikligi y yoniindeki momentumun korunumuna tekabiil eder.

Zamanda Oteleme: (2.20) integrali ' = ¢ + 8t Gteleme déniigiimii altinda invaryant

kalmaktadir. Bu durumda
oup = dug = duz = duy = dx = oy =0

olacaktir. (2.8) yardimiyla hesaplanan

K
o= [ Ao lu P+ luy P45 Ll 42100107 + ma(en,)?
FA(92.0)7 + M1 (92,4)* + (015020 + PLapay)]Fdady (2.21)
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korunan biiyiikliigii enerjinin (Hamiltonyenin) korunumuna kargihik gelir.

GDS sisteminin EEE hali i¢in ¢oziimlerin varhgi ve patlama kosullari ile ilgili
olarak [6]’da elde edilen sonuglar, biitiinlik saglamak amaciyla Altboliim 3.3’de

sunulacaktir.
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3. GDS SISTEMI ICIN BAZI ANALITIK SONUCLAR

3.1 Giris

Bu boliimde, GDS sisteminin HEE ve EEE halleri ve GDS sisteminin bir 6zel
hali olan YGDS sistemi icin bazi analitik sonuclar verilecektir. HEE hal ile
ilgili kisimda, Altbolim 3.2, ilk olarak GDS sistemi i¢in bir olgek doniisiimii
tanitilacaktir. Bu Ol¢ek doniigiimiine karsilik gelen korunan biiyiikliik elde edilecek
ve varyans Ozdesligi ile arasindaki iliski tizerinde durulacaktir. Daha sonra,
NLS denklemi ve DS sistemi icin literatiirde verilmis sozde-konformal dontigiimler
tanitilacaktir. Bir sonraki adimda, Ozawa [4] tarafindan DS sistemi igin kullanilan
sozde-konformal doniigim GDS sistemine genisletilecek ve bu yeni dontisiim ile ilgili
korunan biiytikliik iki farkli yontem ile elde edilecektir. Son olarak, sozde-konformal
doniiglim yardimiyla, hem Ozawa [4] tarafindan izlenen yol takip edilerek hem de
"radyal” ¢oziimler yaklagimi kullanilarak GDS sistemi i¢in bir parametreli ¢oziim
ailesi elde edilecek ve bu ¢oziim ailesinin sonlu zamanda orijinde tekillige sahip olan
analitik patlama ¢oztimlerini olusturdugu gosterilecektir. EEE ile ilgili kisimda,
Altbolim 3.3, ilk olarak GDS sistemi igin literatiirde verilen patlama kogullari
sunulacak ve daha sonra iyilestirilmis patlama kosullarn tiretilecektir. Ayrica,
GDS sisteminin belirli bir kiimeden secilen coziimlerinin asimptotik davranis
incelenecek ve p > 2 ic¢in ¢oziimlerin LP normlarinin ¢ — oo iken sifira gittigi
gosterilecektir. YGDS sistemi ile ilgili kisimda ise, Altboliim 3.4, YGDS sistemi
ozel bir doniigiim yardimiyla klasik DS sistemine doniistiirtilecek ve boylece YGDS
sisteminin ¢oziimlerinin global varligi ve ¢oziimlerin sonlu zamanda patlamasi icin
kogullar DS sistemine ait kogullardan tiiretilecektir. Ayrica, GDS sistemi i¢in
gerek literatiirde verilmis kogullarin gerekse Altboliim 3.3’de tiiretilmis kosullarin
ozel hal olarak YGDS sistemi icin elde edilmis kosullara indirgenip indirgenmedigi

tartigilacaktir.
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3.2 Hiperbolik-Eliptik-Eliptik Hal icin bazi analitik sonuclar

Bu altbolimde GDS sisteminin HEE hali i¢in literatiirde de sunulmus [18] baz

analitik sonucglar verilecektir.

3.2.1 GDS sistemi icin ol¢gek doniisiimii

[6]’da belirtilmeyen ancak (2.20) fonksiyonelini invaryant birakan bir diger doniigiim
ise Olgek doniigiimiidiir. GDS sistemi igin (x,y,t, u, p1,p2) — (2/, ¢, t', ', @), ©h)

olcek doniigimi

u'(o, ) = poulz, y,t)
O (@ 1) = popi(m,y,t)
o5 (' ' 1) = 1o, y, 1)
! x ) 1= 3

olarak verilir. Burada p 6lcegi gosteren bir parametredir. Olcek déniigiimiine

karsilik gelen sonsuz kiiciik dontigiim, 4 =1 — € ve € < 1 olmak iizere
¥=x+e, y=ytey t =t+2t
W=u—eu, @)= —ep, ©h=p— €p
ile verilir [2]. Bu bagintilar ve (2.8) yardimiyla hesaplanan
Is =i Rz{x(uu; — utug) + y(uuy — utuy) fdrdy — 41, (3.1)

biiytikliigii bir korunan biyiikliiktiir. Eger x = xi 4 yj gosterilimi kullanilirsa, I

korunan biiyiikligi
Is = i/RQ x.(uVu* — u*Vu)dedy — 4t1y
seklinde de yazilabilir. GDS sisteminde ¢ = 1 alinmasi halinde, varyans fonksiyonu
V() = [, @ +y?) | dady

seklinde tanimlanir [6]. Varyans fonksiyonunun birinci tiirevi

d
v 20 | {x(uu], — u*uy) + y(uw;, — uuy) tdzdy
dt R2 Y
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olarak elde edilmistir [6]. Olcek doniigiimiine kargihk gelen (3.1) korunan
biiytikligine dikkat edilirse,
dy

— =21 8tI
T 5+ Sty

esitligi elde edilir. Varyans fonksiyonunun ikinci tiirevinden de

d?V
LAy
d2t 4

varyans Ozdegligi bulunur. Bu o6zdeglik [6]’da farkli bir yol kullanilarak elde

edilmigtir.

3.2.2 NLS denklemi ve DS sistemi i¢in so0zde-konformal doniigiim

(i) NLS Denklemi:

NLS denklemi Altboliim 2.2°de bahsedilen simetrilerin diginda ¢ok 6zel bir simetriye
daha sahiptir. Uzay boyutu ile dogrusal olmayan terimin kuvveti arasindaki iligki
od = 2 geklinde iken, NLS denklemi bir (x,t,u) — (x/,#',u’) doniigiimii altinda

invaryant kalmaktadir. Burada (x,t,u) — (x/,t,«’) doniigiimii

t 12t
x= 0% g Wy,
t, — 1 t(te — 1)
t.—1t ilx|?
I Itl (" d/2 t I il B 3.2
() = (S Pk, ) expl g =) (3.2)

olarak verilir ve bu doniisim ”sozde-konformal” dontigiim olarak adlandirilir.
Burada t; ve t, keyfi parametreleri gostermektedir. Sozde-konformal doniigim
optikte ”lens” doniisiimii olarak da adlandirilir. Sézde-konformal doniisim ilk
olarak 1970 yilinda Talanov, 1979 yihinda Ginibre ve Velo [19] tarafindan eliptik
NLS denklemi icin farkedilmigtir. Daha sonra hiperbolik NLS denkleminin de

sozde-konformal doniigiim altinda invaryant kaldigi gésterilmistir [20].

NLS denklemi i¢in, s6zde-konformal doniigiime kargilik gelen korunan biiytiiklik ilk
olarak Noether teoremi yardimiyla bulunacaktir. Ozel olarak t, = t, secilirse, (3.2)

déniiglimiine kargihik gelen sonsuz kiigiik doniigiim, € = 1/t* olmak {izere

x' = x + xte, t =1+t

P
v =u+ (—525 + %|X|2)ue
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seklinde verilir [2]. Bu bagmtilar ve (2.8) yardimiyla hesaplanan,

ANE?

c+1

C= /(yxu + 2t Vul? — a2 2)dx (3.3)

biiyiikligu sozde-konformal dontigiime karsilik gelen korunan biyitikliktiir.

Sozde-konformal doniigiime karsilik gelen korunan biiytkliigi elde etmede bir diger
yol ise, NLS denkleminin sézde-konformal doniigiim altinda invaryant kalmasi
gercegine dayanir. Yeni koordinat takimindaki toplam enerjiyi gosteren

A

- : | u/ |20+2) dXI

= [ (v -
R

biiyiikligii de korunacaktir. (3.2) ifadeleri bu denklemde kullanilirsa,

t. — 1 7 At —t
* \V4 _ 2__ 2 (= 7
t() ) 'U/‘|’2t0XU’ O'+1( t()

L= {l( )* [u 72} dx
R

elde edilir. Ozel olarak to =1, t, = 0 alinirsa

ANE?

51 |u|* ) dx (3.4)

Ay = [ (jxu+ 20Vl -
Rd

bulunur. Yeni koordinat takiminda toplam enerjiyi gosteren I} biiyiikliigii bir
korunan biiyiikliikk oldugundan, 47} biiyiikligii de bir korunan biiyiiklik olacaktir.
(3.3) ve (3.4) ifadelerinin kargilagtirilmasindan, hem Noether teoremi kullanilarak
hem de NLS denkleminin s6zde-konformal doniigiim altinda invaryant kalmasindan

yararlanilarak ayni korunan biiyiikliigiin elde edildigi gozlenir.
(1) DS Sistemi:

NLS denklemi icin elde edilen s6zde-konformal dontigim Kuznetsov ve Turitsyn
[20] ve Ozawa [4] tarafindan DS sistemine genigletilmigtir. DS sistemi i¢in
sozde-konformal déniigiim

or? + y?
4(a + bt)
'’y 1) = (a+ bt)p(x,y, 1)

u'(2',y 1) = (a + bt) exp[—ib Ju(z, y,t)

N f_ Y g _cHd
_(a+bt)’y_(a+bt)’ Ca+bt
b
€ SLy(R), (yani,a,b,c,d € R ve ad—bc=1)
c d
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olarak verilir. DS sistemi i¢in s6zde-konformal doniisiime kargilhik gelen korunan

bityiikliik
C = /2{0 | vu+2ictu, |* + | yu+t2itu, [* +26%(k | w |* 4y [(02)2+mlp,)?]) Hdady
R

ile verilir [2]. Bu korunan biiyiikliik, aynen yukarida NLS denklemi igin yapilan
hesaplamalara benzer sekilde, hem Noether teoremi kullanilarak hem de DS
sisteminin sozde-konformal doniigiim altinda invaryant kalmasindan yararlanilarak

elde edilmistir. Ancak bu hesaplamalar burada sunulmayacaktir.

3.2.3 GDS sistemi icin s6zde-konformal doniigiim

GDS sistemi, Altbdliim 2.4’de bahsedilen simetrilerin diginda ¢ok 6zel bir si-
metriye daha sahiptir.  (2.20) fonksiyoneli |¢] = 1 olmasi durumunda, bir
(,y,t,u, 1, 02) = (2, ¢, 1,0, ¢, ¢y) doniigimii altinda invaryant kalmaktadir.

Burada (', ¢/, t', v, ¢!, ¢,) degigkenleri

2 2
W (o, ) = (a+ bt) exp(—z’bmw(x,y,t)
9011 (36’7 yl> tl) = (CL + bt)g&l ($7 Y, t)
(2, y' 1) = (a + bt)pa(z, y, 1)
o T . Y , c+ dt
“aroty ! T @ty " T atot

€ SLy(R), (yani,a,b,c,d € R ve ad—bc=1) (3.5)
c d

olarak verilir ve bu doniisiim ”sozde-konformal doniigim” olarak adlandirilir

18, 21].

Tk olarak, sdzde-konformal déniisiime karsihik gelen korunan biiyiikliik Noether
teoremi yardimiyla bulunacaktir. Ozel olarak a = 1, b = 1/t ¢=0,d=1
segilirse, (3.5) doniigiimiine kargilik gelen sonsuz kii¢iik doniigiim, € = 1/t* olmak

uzere

' = x + xte, y' =1y + yte, t=1t+t%
O =1+ @ite, 0y = 2 + pate

u' = wu — tue + %(0'1’2 + y*)ue

23



seklinde verilir [2]. Bu bagmtilar ve (2.8) yardimiyla hesaplanan,

Is = /2{0 | zu + 2iotu, > + | yu + 2ituy, |* 4265k | u [* + [(012) + ma(p1y)?
R

FA(2,0) + mi(2y)? + 1120 + P1a02y)]) ady (3.6)

biiyiikliigii korunan bir buytkliktiir.

Sozde-konformal doniiglime karsilik gelen korunan biiyiikliigii elde etmede bir
diger yol ise, GDS sisteminin sozde-konformal doniigiim altinda invaryant kalmasi

gercegine dayanir. Yeni koordinat takimindaki toplam enerjiyi gosteren
/ ro2 o2 K 14 g ! 2 / 2
L= [ {0 L P+ P45 10 [ 4000600+ malh )
FA(Ph0)? + M) + 1Py Pl o + )] 2 dy'
biiyiikligi de korunmahdir. (3.5) ifadeleri bu denklemde kullamlirsa,

box by
R T P TP
1= Jple Tt fu 2(a+bt)u|+|% 2(a + bt)
o

+§[(901,a:)2 + ma(@1y)” + Mp2,0)” + mi(92y)” + n(Q1yP20 + Qrapay)] dady (3.7)

2 K 4
uP 4

elde edilir. Ozel olarak ¢ = 0, b= —1 secilir ve

ibox 9 1 ‘ 9
| u 2(a+bt)u‘ Iz | xu + 2iotu, |
| P = [ gut it
Uy — ———U = — U ANTA

Y7 2(a + bt) a2 Y v

olduguna dikkat edilirse,

415 = /2{0 | mu + 2iotu, |* + | yu + 2itu, | 4262 (5 | u |* +9[(014)?
.
+ma(91)” + Mw20)® + ma(02,)” + 101020 + Pra2,)]) Hdady (3.8)
bulunur. Yeni koordinat takiminda toplam enerjiyi gosteren I biiyiikligi bir
korunan biiyiikliik oldugundan, 47 biiytikligii de bir korunan biiyiikliik olacaktir.

(3.6) ve (3.8) ifadelerinin kargilagtirilmasindan, hem Noether teoremi kullanarak
hem de GDS sisteminin sozde-konformal doniigim altinda invaryant kalmasindan

yararlanilarak ayni korunan biiyiikliigiin elde edildigi gozlenir.
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3.2.4 GDS sistemi icin patlama profilleri

Sozde-konformal doniigim GDS sisteminin HEE hali icin analitik patlama
coziimlerinin bulunmasinda cok oOnemli bir rol oynar. Burada ilk olarak,
sozde-konformal doniigim yardimiyla, Ozawa’'nin yaklagimini takip ederek bir
patlama ¢oziimii elde edilecektir. Daha sonra, GDS sisteminin bir 6zel "radyal”
¢oziime sahip olmasi koguluna kargilik gelen bir parametreye bagh analitik patlama
cozliim ailesi elde edilecektir. Ozawa’nin yaklagimini kullanarak bulunan ¢6ziimiin

bu ¢oziim ailesinin bir elemani olduguna isaret edilecektir.

3.2.4.1 Ogzawa’nin yaklagimi

Tk olarak, GDS sisteminin flz,y) =1+ Ax® + By? ve A, B,C}, C, sabitler olmak

uzere

_ o~ fa(@y) _ o fy(@y)
’ (,01(1','!/,t) _Cl f(:c,y)’ 902($>y7t) _02 ;(:L’,y)

1
W)= G

seklinde bir ¢oziime sahip oldugu varsayilacaktir. 1 ve ¢y ¢Ozlimleri (2.17) ve

(2.18) denklemlerinin sol tarafinda konulursa, sirasiyla,

Praa T M2P1yy + NP2.0y
_ 90 {[A + (mg + n1)B] + Az?[(mg + n1) B — A] + By?*[A — (ma + n1) B
=20

i 1. (3.9)

ve

/\902,1717 + M12yy + NP1y
20y [A(N + njz +mB] | A’ B ;QA(A +n)] | B[O +f7;2) ———

by
(3.10)

elde edilir. Burada ny = n(Cy/CY), ny = n(C1/Cy) tamumlar yapilmigtir. (2.17)
ve (2.18) denklemleri nedeniyle, (3.9) ifadesi (| u? |), = (1/f?). ifadesine, (3.10)

ifadesi ise (] u* |), = (1/f?), ifadesine egit olacagindan,

1
A:B(m2+n1), AClz—

N

1
mlB = A(/\ + TLQ), mlBC'Q = Z (311)
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bagintilar elde edilir. Benzer sekilde @1, ps ve u ¢oziimleri (2.16) denkleminde

yerine konulursa,

G U+ Oy + Uy — K | u |2 u— (P12 + P2)u
= [(=240 — 2B — k — 2AC,y — 2BCyy) + 2*(6A4%0 — 2AB + 2A°Cyy — 2ABCyy)

+y?(=2ABo + 6B? — 2ABC, vy + 2B*Cyy)]/ f? (3.12)
bulunur. Bu ifadenin her x, y i¢in sifira egit olmasi kogulundan,

—2A0 — 2B — k — 2AC,y —2BCyy =0
6A%0 — 2AB + 2A%Cyy — 2ABCyy =0

—2ABo + 6B%* — 2ABC,y 4 2B%*Cyy = 0 (3.13)

egitlikleri elde edilir. Bu kisimda, HEE hal gozoniine alindigindan o bir negatif
reel say1 olmalidir. Ayrica, denklemin sézde-konformal doniisiim altinda invaryant
kalabilmesi i¢in | o |= 1 olmalidir. Bu nedenle bundan sonraki hesaplarda o = —1

alinacaktir. (3.11) ve (3.13) bagmtilarinin ardigik olarak ¢oziilmesiyle, katsayilar

arasida
n
C’lzmIC’Q, )\:ml(l—n), mgzl——
my
¥ 1 ol 1
= ——(14+ — A=B=-"(1- —
=g+, 16 )

bagintilart bulunur. Sonug¢ olarak, A parametresi yukaridaki bagint1 saglanacak

sekilde secilirse,

() = ——
D = T A + )
(2, y,t) = -
PUEY Y =9 ¥ A2 + 42)]
902($7y>t) y (314)

" 2my[1 + A(z? + 2]

coziimii GDS sisteminin zamana bagh olmayan bir ¢oziimudiir.

3.2.4.2 ”Radyal” ¢oziim yaklagimi

GDS sisteminin zamana bagl olmayan coziimlerini bulmak icin, ilk olarak GDS
sistemi

xr=rcosf, y=rsind
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kutupsal koordinat sistemi igin yeniden yazilacaktir. Yeni koordinatlarda bagimlh
degiskenlerin sadece r ve 6 degiskenlerinin fonksiyonlari olduklar1 varsayilacaktir:

u=u(r,0), o1 = @©1(r,0), 2 = po(r,0). Bu durumda (2.16) denklemi,

o[ty cos? 0 — sm(20) — sin? 0 + sm(20) 6 sin? )]
+,p sin 9+ sm(29) . —cos?f — :f sin(20) + 0 —~cos?
= KU +7u(901r0080 - —s1n9+<pg¢sm9+ b cos 0) (3.15)
r r

(2.17) denklemi,

©10r COS 0 — PLit g (20) PLI Gin2g + £L0 % ’sin(26) + P10 Gin2 g
r r?

o[y sin? 0 + 2210 i (20) 9";’" 20—7 in(20) + 19 cos? 0]

2
+n[9022,m~ sin(26) + 902;0 cos(20) — 8022; sin(26) — ? cos(26) — 90227“09 sin(20)]
= 2u(u, cosf — %0 gin 6) (3.16)
T

e (2.18) denklemi,

Ao, cos® 0 — $art sin(26) + P2 gin2 g + P20 992 ? sin(26) + £200 i 2 0]
r r r2

+m [a 4 si0% O + T P20 sin(20) + P21 s 0 902 Y sin(20) + L2001 2 0]
r r?
+n [SOI " sin(26) + % " cos(26) — Lir sin(260) — 901 7 cos(20) — P160 sin(20)]
2 r 2r 2 2r2
u
= 2u(u, sinf — =4 cos 6) (3.17)
r
seklini alir.  Ozel olarak v = u(r), ¢1 = @i1(r), 2 = @o(r) varsayim

altinda, sistemin sadece ¢, = sabit, @9 = sabit ve u = 0 ¢Ozlimiine sahip oldugu
gozlenmigtir. Simdi sistemin

h(r)

Cs

1(r,0) = Cy g(r)cosb

u(r,0) =

a(r,0) = Cy g(r)sin b (3.18)

seklinde bir ¢oziimii oldugu varsayilacaktir. Burada C7, Cy ve C5 keyfi sabitlerdir.
Ayrica g(r) fonksiyonunun r — oo iken hizlica sifira gittigi varsayilacaktir. Bu

ifadeler (3.16) ve (3.17) denklemlerinde yerine konulursa, sirasiyla,

g"(r)[C} cos® O + (myC) + nCy) sin® 0] + (@)'

r

[(m2C + nCy) cos® O + (3C] — 2myCy — 2nCy) sin? 0] = [(—2)?]"  (3.19)
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ve

& (N[(ACy + nCy) cos? 8 + m, Cy sin® 6] + (L)
T

h(r)

[(—2ACy + 3m,Cy — 2nCy) cos? @ + (ACy + nC) sin? §] = [(7)2]'
3

(3.20)

elde edilir. Burada / notasyonu r degiskenine gore tiirevi gosterir. Bu iki denklemin

uyumlu olabilmesi icin

Cl = /\CQ + TLCl, mgcl + TLCQ = m102
m201 + HOQ = —2)\02 + 3m102 - 2”01
301 - 2m201 - 2nC’2 = /\OQ + TLCl

bagmmtilarinin saglanmasi gerekir. Bu bagintilar ardigik olarak ¢oziiliirse,

Ol = m102
oldugu sonucuna varthr. Yani, @o(r,0) = —g(r) sin 6 seklinde olmahdr.
my
bagintilar1 (3.19) veya (3.20) denkleminde yerine konulursa
h(r)
C " M n _ 271 — 0
")+ (5= 1 )]
denklemi elde edilir. Ote yandan (3.15) denklemi
h" n h? h
Cg)[a cos? § + sin® 4] + C(;;“)[U sin?@ + cos* 0] =k Cg) + VC(‘:,)
1 1
{C1d'(r)[cos® § + — sin® 0] + Clw[sin2 0 + — cos® 0]}
my r my

seklini alir.

Simdi h(r) = g(r)/r oldugu varsayilacaktir. Boylece (3.22) denklemi

il + X0y Ly =

r
bigiminde yazilip integre edilirse,

1 g*(r)
C2 r2

C’lg'(r) =K — Clg(rr) +

(3.21)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

birinci mertebe diferansiyel denklemi elde edilmis olur. Burada K keyfi bir sabittir.

g(r) fonksiyonunun ve tiirevinin r — oo iken hizlica sifira gittigi varsayimindan,

K = 0 sonucuna varilir. Bu durumda

(3.25)



Riccati denklemi i¢in g(r) = 2 C,C3r fonksiyonu bir 6zel ¢oziimiidiir. v yeni bir

bagimli degigsken olmak iizere

1
g(r) =2 C1Car + —

v(r)

doniigtimii yapilirsa,

i qulr) 1
vir) = -3 r C10%1r2

homojen olmayan lineer denklemi elde edilir. Bu lineer denklemin ¢oziimii, M keyfi

bir sabit olmak tizere
1 1

= — 1
o(r) 20103?7“( * MTQ)
seklindedir. Boylece (3.25) Riccati denkleminin ¢oziimii

. 2010??7"
1+ M2

g(r)

olarak elde edilir. Sonug olarak, (3.18) sistemi

u(r) = 2C,C}
1+ Mr?
o1(r,0) = % cos 6
a(r,0) = 7:“ %sin& (3.26)
seklini alir. (3.23) denkleminde o = —1 alinir ve (3.26) ifadeleri yerine yazilirsa,

4M0103 16M20103T2 4M0103

E— 2 1 2 E—
(— cos” 0 + sin” 6){ (1 M2y + (1 + Mr2)3 (1+M7“2)2}

80%05’ 20103 9 1 . 9 20120??(1 - MTQ)
= 0+ — 0
ﬁ(1+Mr2)3 +71+Mr2{(cos +m1 sin” ) (1+ Mr2)?
1 20202
+(sin? @ + o cos’ G)ﬁ (3.27)
elde edilir. Paydalar esitlenip diizenlenirse, her 6 icin
1 1
AM~C3C3 r?(1 — — 8kC3C3 + 4yC3C3 (1 + —
16M201C37"2:[ G705 r¥( ml)]+ 143 7705 ( m1) (3.8)
(1+ Mr2)3 (14 Mr2)3 (14 Mr2)3 '

esitliginin saglanmasi gerektigi sonucuna ulagilir. Bu ise ancak M = 4C2C% A olmak

uzere

v 1 Y 1
-1+ = A=-L01-—
h=—5( +m1)’ 16t ml)

olmasi durumunda gergeklegecektir.
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Kartezyen koordinatlara geri doniiliirse, katsayilar arasinda

oc=-1, A=mi(1—-n), m2:1_£
my
vy 1 ¥ 1
S e — A=-"(1 - — 3.29
iligkilerinin saglanmasi durumunda
( ) 20,05
u(x =
W T TV ACICIA(2 + )
2C%C2x
t) =
Qpl(xayv ) 14+ 401208?A($2 + yg)
1 20%C?
902($7 Y, t) = =3y (330)

my 1+ 4C2C2A(x% + 12)

ifadeleri GDS sisteminin zamana bagli olmayan bir ¢oziimiinii olusturur. Elde
edilen bu ¢oziim aslinda Ozawa’nin yaklagimini takip ederek elde edilen ¢oziimiin
@ = 2C7C5 olcek parametresi ile olceklenmis halidir. Yani, "radyal” c¢oziim
yaklagimiyla elde edilen (3.30) ¢oziimii (v, ¢}, ©) ile gosterilir ve = 2C;C3 olmak

tizere olgek doniiglimii uygulanirsa,

u'(2f Y ) = 201 Cs = a = pu(x,y,t)
7 1 +4C2C2A(x"? +y?) 1+ A(x? +3?) 7
202024 p

" ot = 13 — = t

ALY ) = ATy T s A vy @yt
207Gy 1y

" ) = 1+3 — — t

(e g, 1) mi[l +4C?C3 A2 + y'3)]  2my[1 + A(22 + y2)] Hoa(2, 1)

bulunan (u, @1, p2) ¢oziimii Ozawa’nin yaklagimini takip ederek elde edilen (3.14)

¢cOzimiidiir.

3.2.4.3 u, ¢Ozliimiiniin patlamasi

Yukarida verilen tartigma (3.29) bagmtilarimin saglanmasi halinde, (3.30)

denklemleri ile verilen

_ K
Al = T g
2

Az

\\ =
)
2

\IJQA(xay) = Y

- 2my 1+ Ap?(a? 4 y?)]
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fonksiyonlarinin GDS sisteminin zamana bagh olmayan bir ¢oziimiinii olugturdu-
gunu gosterir. Ote yandan, GDS sistemi (3.5) sozde-konformal doniigiimii altinda

invaryant kaldigindan, (v4, Uy4, Ua4) fonksiyonlart GDS sisteminin bir ¢6ziimii ise,

ua(z,y,t) = ! explib ye— o loa(z',y)
AlT, Y, (G/ bt) p 4(0/ bt) A » Y
) t) = —VU "
SCIA(ZU,:U, ) (a bt) 114(33 7y>
e = —— Yy
QOZA(x?ya ) (a bt) 2A($ 73/)

seklinde tamimlanan fonksiyonlar da GDS sisteminin bir ¢oziimiinii olugturur.

Boylece katsayilarin (3.29) bagimtilarim saglayacak sekilde se¢imi halinde,

y2 — 372 M
UA(x7y7t) = eXp[Zb ] 2 ’
(a+0t) “Pa a0t T+ A 1 )
i’
t) =
v14(z,y,1) (a+bt) 21+ AM2(I/2 + y/2)]
1y’ 3.31
1) = '
QOQA(l‘) Y, ) (a/ + bt) 2m1[1 -+ AMQ(J/‘IQ + y/2)] ( )

fonksiyonlart GDS sisteminin HEE hali icin bir ¢6ziim ailesini olugturur. Bu
durumda u 4 fonksiyonu icin ¢ = 0 zamanina karsilik gelen baslangic kosulu
yQ B 'TQ) 2
4 A
Cl S+ )
a

1
ua(z,y,0) = " exp(ib (3.32)

seklinde olacaktir. A > 0 iken
loalls = (r/A)M2

olmasi nedeniyle, v4 fonksiyonu L? uzayinmn elemanidir. u, fonksiyonu ise her
t € RT igin, a + bt # 0 ve A > 0 iken,

oc oo 2

1 — g2 U
. = ib ? dudy |'°
etz L44|W+M¢muqmwwl+mﬂw+y%|xy]
o i 1 2d ld ! 1/2
- /’L[ ‘ 1+AM2($’2+7J’2) ’ T ay ]
oo 2T 1
= ————)? rdrd]'?
M[/ (1—|—A/ﬂfr2) rdrdf]
r=00=0
— (e
()
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olmas1 nedeniyle L? uzaymm bir elemamdir. Fakat (22 + 3?)'/?v, fonksiyonu L?

uzaymm elemam degildir. Ote yandan, Vu, fonksiyonu da

v 8uA auA
IVua®le = 1 [ [P Gt Pdody 1
- [(b—2+4A2 ! 7070;1; +y) ! )2da'dy' '/
4 o) 1 + Ap2 (2" + y'?)
oo 27
_ b’ 2 4 3 1/2
B M[(ZL Al / / 1+Au 7‘2 drdd |
r=00=0
— (3.33)

olmasi nedeniyle L? uzaymin elemani degildir. Boylece uy fonksiyonu (3.33)

nedeniyle H! uzaymin bir elemani degildir.

T = —a/b ve ab < 0 olmak tizere, ¢ = a + bt = —b(T" — t) tanum yapilirsa, kiitle

yogunluk fonksiyonu

1 Ty
N PR= = T Yy 9
| ua(z,y,t) | GQIUA(CaE)\

halini alir. | uy [*€ 8" ve V¢ € S i¢in

/R? |UA(ZL’7y,t) |2 <Z5(£E,y) diEdy = / l

Ty
5 2 UA(iv 7) |2 ¢($7y) diEdy
R2 € € ¢

= /R2 | va(z,y) |” ¢lex, ey) dady
olup, € = 0 yani ¢t — T iken, son integral (7/A)¢$(0,0) olarak bulunur. Dolayisiyla

2, T
ualt) P> 5 0

yakinsamasi elde edilir. Burada ¢ Dirac delta fonksiyonunu gostermektedir.

va fonksiyonunun radyal simetrik olduguna fakat wua(x,y,0) fonksiyonunun
eksponansiyel terim nedeniyle radyal simetrik olmadigina dikkat edilmelidir.
Baglangic durumu olan wua(x,y,0) fonksiyonu uzayda cebirsel bir azalma
gostermektedir. Zaman patlama zamani olan T degerine yaklastikca,
¢oziim orijinde lokalize olacak ve |wa(t)|*> kiitle yogunluk fonksiyonu
pre 2 = p?b2(T — t)~? maximum degerine ulagacaktir. Bu ise ¢oziimiin (7 — )2
patlama hiziyla sonsuza gittigini gosterir. Sonuc olarak, a ve b parametrelerinin
uygun secilmesi koguluyla, istenilen patlama zamaninda tekillige sahip olacak

sekilde bir parametreye baglh (analitik) patlama ¢oziim ailesi elde edilmigtir.
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3.3 Eliptik-Eliptik-Eliptik hal i¢in baz1 analitik sonuglar

Bu altboliimde, GDS sisteminin EEE hali i¢in baz1 analitik sonuclar verilecektir.
Bu boliimiin geri kalan kisminda ve bundan sonraki béliimlerde, GDS sistemi i¢in
(2.21) ile verilen ve enerjinin korunumuna karsilik gelen I, biiyiikligi literatiir ile

uyum saglamak amaciyla # (Hamiltonyen) ile gosterilecektir.

3.3.1 GDS sistemi icin patlama ¢ozumleri ve literatiir

GDS sisteminin ¢oziimlerinin global varhigi sorusu ilk olarak [6]'da ele alinmigtir.
Bu caligmada mq, my ve A katsayilarinin pozitif degerli oldugu varsayilarak, GDS

sisteminin EEE hali icin agagidaki teorem ispatlanmigtir:

1
Teorem 1 ([6], sayfa 11537): m; > 0 ve k > max{—ymax(1,—), 0} i¢in GDS
my

sisteminin ¢oziimleri globaldir.

Yine ayni caligmada ¢oziimlerin sonlu zamanda patlamasinin hangi kogullar altinda
miimkiin oldugu sorusu tartigilmistir. mq, ms ve A katsayilarimin pozitif degerli
oldugu varsayilarak, GDS sisteminin EEE hali icin asagidaki Lemma ve Teorem

ispatlanmigtir.

Lemma 1 ([6], sayfa 11540): m; > 1 ve k < min(—l, 0) i¢in H(up) < 0 olacak
my
sekilde ug € H'(R?) vardr.

Teorem 2 ([6], sayfa 11541): Vo, Vs € L2(R?) ve u € H'(R?) olmak tizere,
GDS sisteminin uy € H'(R?) baglangig degeri igin tanimlanmig Cauchy probleminin

¢oziimi u olsun. Eger
(1) H(uo) <0
(11) H(ug) = 0 ve Im/_ (Tuguo » + yuguoy) drdy < 0
RZ
(iii) H(ug) > 0 ve —Tm /R (o + yuguo,) drdy > /H(u)V(0)
kosullarindan bir tanesi saglanirsa, o zaman oyle bir T zamani vardir ki

lim (|[us]|r2 + [Juy|[z2) = o0
t—T

olur, yani, eger ¢oziim var ise sonlu zamanda patlayacaktir.
[6]'da GDS sisteminin EEE hali i¢in mq, my ve A pozitif olmak iizere elde edilen
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sonuclar ileride yapilacak kargilagtirmalarda kolaylik saglamasi amaciyla, asagida
v > 0 ve v < 0 durumlar igin ayr1 ayri ifade edilecektir. GDS sisteminin EEE hali
icin
(1) katsayilarin

v>0 igin m; >0, k>0 (3.34)

veya

1
v <0 igin my; >0, k>—ymax(l,—) (3.35)
my

kogullarim saglamasi durumunda ¢oziim global olarak varolacak ve

(1) katsayilarin

v>0 icin my >1, K< ——L (3.36)
my

veya

v <0 igin my>1, k<0 (3.37)

kosullarin1  saglamasi durumunda ise c¢oziim sonlu zamanda patlayacaktir.
[6]’da belirtildigi gibi, burada ilging olan nokta yukarida verilen kosullarin
parametresinin biitiin degerlerini kapsamamasidir. Ornegin, v > 0 durumu icin;
(i) eger my > 1 ise kK parametresinin _7731 < Kk < 0 arahginda veya (ii) eger
0 < mp < 1ise kK < 0 icin ¢oziimlerin global varligi veya patlamasi iizerine
yukaridaki kosullardan yararlanarak bir sey soylemek miimkiin olmamaktadir.
Benzer sekilde, v < 0 durumu igin; (3) eger m; > 1 ise k parametresinin 0 < k < —v
araliginda veya (i) eger 0 < m; < 1 ise k < _wzl icin yine [6]'da ifade edilen
kosullardan yararlanarak coziimlerin global varligi veya patlamasi iizerine bir sey
soylemek miimkiin degildir. Bu durum [6]’da da belirtilmis ve yukaridaki kogullarda
kapsanmayan parametre degerleri i¢in ¢oziimlerin varhigi veya patlamasinin agikliga
kavugturulmasinin bir acik problem oldugu ifade edilmistir. Bu tez caligmasinin en

onemli basglangic noktalarindan biri, bu problemi gerek analitik teknikler gerekse

sayisal teknikler kullanarak bir ¢oziime kavusturma c¢abasi olmugtur.

3.3.2 Coziimlerin varlig: ve patlama icin kogullar

Yukarida GDS sisteminin EEE hali i¢in ¢6ziimlerin global varligi ve patlamasi ile

ilgili olarak [6]'da ifade edilen kogullarin, £ parametresi i¢in
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(i) v > 0 durumunda

my > 1 ise [—l, 0)
my
0<m <1 ise (—00,0) (3.38)
araliklarini
(i) v < 0 durumunda
my > 1 ise [0, —v)
0<mi<1 ise  (—oo,—-L) (3.39)
my

araliklarini belirsiz biraktigi belirtilmigti. Coziimlerin global varligi ve patlamasi
ile ilgili olarak [6]’da ispatlanan teoremler burada yeniden ele alinacak ve yukarida
belirtilen kosullar iyilestirilmeye calisilacak, diger bir deyigle global varhik veya
patlama konusunda birgey soylenemeyen parametre araliklar: ortadan kaldirilmaya
veya en azindan kiiciiltiilmeye calhigilacaktir. Asagida verilecek teoremlerin ispatlari
[6]'da yapilan ispatlara ¢ok benzer oldugundan, burada sadece farkhlik yaratan

noktalar tzerinde durulacaktir.

Ilk olarak, GDS sisteminin ¢oziimlerinin varhg ile ilgili bir teorem ispatlanacaktir.
Bu teoremin ifadesini ve ispatini vermeden Once yukarida ifade edilen Teorem
l'in ifadesi ile ilgili bir uyarida bulunulmasi yararhh olacaktir. [6]'da
Teorem 1’in ifadesinde acikca belirtilmemesine ragmen, elde edilen sonucun
A>1, my>myg > 0ven > 0icin gegerli oldugu, diger bir deyisle bu egitsizliklerin

hesaplamalar sirasinda kullanildigi vurgulanmalidir.
Teorem 3: A >1, mo>m; >0, n>0ve

_1—|—m1—2n

Amy + meo

olmak tizere,

1
v>0, k> —ymin{d;, min(—, 1)}
my

ve



durumlar: igin GDS sisteminin ¢oziimleri globaldir.

Ispat: [6]'da Plancherel teoremi kullanilarak u ¢éziimiine ait Hamiltonyenin (yani
enerjinin (2.21)) ,

_ _ A+ (I m = 20)E8 + mofy
) T T R (@ + e 41

olmak tizere, Fourier uzayinda
. 1 .
Hu) = [(& + Pdeds + 5 [ (x4 an)|fPdgds, (3.42)

seklinde yazilabilecegi gosterilmistir ([6], sayfa 11538, denklem (26)). Burada
(&1, &) Fourier degiskenlerini, @ ve f ise, srasiyla, u ve |u|? fonksiyonlarinm Fourier
doniiglimlerini gosterir.  Simdi [6] Ek A’da izlenen yaklagim uygulanacak, yani
pozitif d, e ve f biiyiikliikleri icin gecerli

b
a c <a+b+c ab ¢

in{-, -, -} <% 225 3.43
mln{dﬂe7f _d+€+f_max{d’e7f} ( )
esitsizligi a(&1,&) fonksiyonuna uygulanacaktir. Bu durumda bazi uzun
hesaplamalardan sonra
(i) my > 1 iken
1
min(d;, —) < (&, &) < 1, (3.44)
my
(11) 0 < my < 1 iken
1
min(51, 1) S O{(fl,gg) S mi (345)
1

oldugunu gostermek miimkiindiir. Bu iki sonucun

min{(sl,min(wl“, DY < alé, &) < max(nlll, 1)

seklinde biraraya getirilebilecegine dikkat edilmelidir. Bu durumda
(1) v > 0 iken
1
Kk > —ymin{d;, min(—, 1)}
my
icin ve
(ii) v < 0 iken

1
Kk > —ymax(—,1)
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icin k + ary > 0 olacag agiktir. Boylece (3.42) enerji ifadesi

Hw) = [(@+ ) dads

= [l + Juy ) dody

seklinde asagidan simirlanabilecektir. Bu ise, [6]'da belirtildigi gibi, u
fonksiyonunun H' normu {izerine bir smir getirecek ve c¢oziimiin global olarak

varolmasi icin lokal varliginin yeterli olmasi sonucunu verecektir.

Yukarida verilen ispatin [6]'da verilen ispata tamamen benzer oldugu ve
aradaki farkin (3.44) ve (3.45) esitsizliklerinin tiiretilmesinden kaynaklandig
vurgulanmalidir. Bu esitsizliklerle [6]'da sunulan esitsizlikler kargilagtirildiginda
egitsizliklerin sag taraflarinin ayni fakat sol taraflarinin farkhi oldugu gozlenir.
Bu farklilik, ¢6ziimlerin global varligi icin katsayilar iizerine getirilen kisitlamalar
agisindan v < 0 durumunda herhangi bir farklilik yaratmamakla birlikte, v > 0
durumunda [6] ve simdiki caligmada farkli sonuclara ulagilmasina neden olmaktadir.
Burada elde edilen sonuclarin [6]’da elde edilen sonuglarin bir iyilegtirilmesi seklinde
oldugu ileride gosterilecektir. («(&,&) biyikligi icin yukarida verilmis (3.44)
ve (3.45) egitsizliklerinin dogrulugu [6]'nin yazarlarn tarafindan da sozli olarak

belirtilmistir. )

Ikinci olarak, Hamiltonyeni negatif yapan baslangic datasmm varhg ile ilgili

kosullar1 verecek olan agagidaki lemma ispatlanacaktir.
Lemma 2: A>1, mo>m; >0, n>0ve

5, — V(1 = 2n+my) + v Ama(1 4+ my) (3.46)

(ml\/x + /mamz) (y/ma + v/ Amy)

olmak tizere,

1
v >0, k< —ymin{ds, min(—, 1)}
my

ve

1
v<0, Kk<—ymax(—,1)
my

durumlart igin H(ug) < 0 olacak sekilde ug € H'(R?) vardir.
Ispat: p, 81 ve (s pozitif parametreler olmak iizere v, = pexp(—x?/5% — y?*/53)

37



fonksiyonu i¢in [6]’da Hamiltonyen hesaplanmistir. Uzun hesaplamalardan sonra

J(B1, B2) =
(ma 4+ VAmims) 57 + [/mi(1 — 20+ mq) + VAma(1 +my)| 51 Sa + (Amy + v/ Amyms) 55

(maV/A + /mams) [y/mama B2 + (y/mz + v/ Amy) 816 + VABE]
olmak tizere, Hamiltonyenin

H(v,) = ”(gfﬁfﬁf@ W+ ”ﬁé@ (i + 7 ) (3.47)

seklinde yazilabilecegi gosterilmigtir. (3.43) esitsizliginin kullanilmas ile bazi uzun
hesaplamalardan sonra,

(i) my > 1 iken

min (3, W}L) < J(Bi,B) < 1 (3.48)

1
(i1) 0 < my <1 iken

min((52, 1) S J(ﬁl, 52) S (349)

1
my
oldugunu gostermek miimkiindiir. Bu iki sonucun

min{dg,min(wlh, D)} < J(Br, B) < max(wlh, 1)

seklinde birlestirilebilecegi agiktir. Hamiltonyenin (3.47) ile verilen ifadesinden,
k+~J >0 ise Hamiltonyenin negatif olamayacagr sonucu c¢ikar. Ote
yandan, x + v.J < 0 olmasinin Hamiltonyeni negatif yapmaya yetmeyecegine ve

Hamiltonyenin negatif olmasi i¢in

(87 + 53)
k+7) < ————57
1257 B3
kosulunun saglanmasi gerektigine dikkat edilmelidir. Ancak, k+v.J < 0 durumunda

(4 parametresini uygun sekilde secerek Hamiltonyen negatif yapilabilir. Kisa bir

hesap
1
v>0, Kk<—ymax(—,1)
my
ve
. .1
v <0, k< —ymin{ds, min(—, 1)}
my
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durumlan igin, B; ve [, parametrelerinin nasil secildiginden bagimsiz olarak,
k+7vJ < 0ve H(v,) <0 oldugunu gosterir. Benzer gekilde, yine kisa bir hesap,
ve (B, parametrelerinin uygun bir sekilde secilmesi kosuluyla,

1
v >0, k< —ymin{ds, min(—, 1)}
my

ve

1
v<0, k<—ymax(—,1)
my

durumlari i¢in k + v.J < 0 ve dolayisiyla H(v,) < 0 oldugunu gosterir.

Yukarida verilen ispatin [6]'da verilen ispata tamamen benzer oldugu ve
aradaki farkin (3.48) ve (3.49) esitsizliklerinin tiiretilmesinden kaynaklandig
vurgulanmahdir. Ik olarak, [6]'da sadece m; > 1 durumu igin bir esitsizlik
tiiretildigine, diger bir deyigle (3.49) esitsizligi icin bir kargilagtirma yapma
olanagmin olmadigmma dikkat edilmelidir. (3.48) esitsizligi [6]'da verilen benzer
egitsizlik ile kargilagtirildiginda egitsizliklerin sag taraflarmmin aymi fakat sol
taraflarinin farkli oldugu gozlenir. Bu farklilik Hamiltonyenin negatif olmasi ve
Teorem 3 nedeniyle ¢oziimlerin sonlu zamanda patlamasi icin katsayilar tizerine
getirilen kisitlamalar acisindan, hem v > 0 hem de v < 0 durumlarinda gimdiki
caligma ve [6] arasinda farkhiliga neden olmaktadir. Burada elde edilen sonuglarin

[6]'da elde edilen sonuglarin bir iyilestirilmesi oldugu ileride gosterilecektir.

Simdi hem ¢oztimlerin global varligi hem de ¢oziimlerin sonlu zamanda patlamasi
icin gereken kosullar bir bitiinlik saglamasi icin birlikte yazlacaktir. GDS

sisteminin EEE halinde;

(i) katsayilarin

1
v>0, K> —’ymin{(Sl,min(E, 1)} (3.50)

veya

1
v <0, k>—ymax(—,1) (3.51)
my

kogullarimi saglamasi durumunda lokal olarak varolan coziimler global olarak da

vardir ve

(1) katsayilarin

1
v >0, k< —ymin{ds, min(ﬁl, 1)} (3.52)
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veya

1
v<0, Kk<-—ymax(—,1) (3.53)
my

kosullarim saglamasi durumunda Cauchy probleminin v € H'(R?) ¢oziimii sonlu
zamanda patlayacaktir. Bu kosullarda goriinen d; ve do parametreleri (3.40) ve
(3.46) denklemleri ile verilmig olup genel halde, yani A > 1, mgy > m; >0 ve

n > 0 iken,
_1+m1—2n _ (1+m1—2n)(\/m1+\//\m2)

51— —
! /\m1 -+ Mo (/\m1 =+ mQ)(\/m1 + /\mg)
Vmi(l4+mq —2n) + v/ Amg(1 + my)

<
Ama/ma + Ami/ Amg + may/my + ma/Ame
_ vmi(1+my —2n) + VAma(1 +my) _5
= 02

)\mh/ml + miy /\mg -+ Moy/M1 + May/ /\mg

esitsizligi gecerlidir. Ote yandan, A =1, my =m; =m, n = 0 limit durumunda

bu esitsizlik §; = & esitligine dontismektedir.

Bu tez caligmasinin hareket noktalarindan birinin [6]’da agik problem olarak
belirtilen soruna ¢6ziim bulmak, diger bir deyigle k parametresinin [6]'da
global varlik veya sonlu zamanda patlama acisindan bir sonuca ulagtirilamamig
araliklarinda ne oldugunu ortaya ¢ikarmak oldugu yukarida belirtilmisti. Yukarida
toplu halde verilen kogullarin bir incelemesi, bu tez ¢aligmasinda elde edilen yeni
kosullarla v < 0 durumu igin bir bosgluk kalmadigini, yani v < 0 durumunda
parametresinin biitiin degerleri icin ¢oziimlerin global varligi veya sonlu zamanda
patlamasi agisindan bir belirsizligin kalmadigin gosterir. Boylece [6]'da belirtilen
acik problem, analitik teknikler kullanilarak bu altboliimde v < 0 icin ¢oziilmiig

olur.

Ote yandan, v > 0 durumunda c¢éziimlerin global varhig ve coziimlerin patlamas:
agisindan bir belirsizligin mevcut oldugu bir s araligi hala vardir. (3.50) ve (3.52)

esitsizliklerinden bu araligin

1 1
—~ min{ds, min(ﬁ, 1)} <k < —ymin{dy, min(ﬁ, 1)} (3.54)
1 1

seklinde oldugu sonucu cikar. Burada 6; < d5 olduguna dikkat edilmelidir. Elde

edilen bu sonucu [6]'da elde edilenlerle kargilagtirabilmek i¢in gimdilik m; > 1
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oldugu kabul edilecektir. Bu durumda (3.54) esitsizligi

1 1
—ymin(dy, —) < kK < —ymin(dy, —)
my my
. TR | g 1 1
seklini alir. Simdi (i) — < 6y, (i) §; < — < 0y ve (ii1) 63 < — durumlarinin
my m my

herbiri i¢in bu egitsizligin aldigr sekil irdelenecektir:

1

(i) — < ¢; durumunda bu esitsizlik ortadan kalkacak, yani v > 0 durumunda
my

da coziimlerin global varligi veya sonlu zamanda patlamasi acisindan acikliga

kavugmamig bir x degeri mevcut olmayacaktir.

1
(ii) 61 < — < 09 durumunda belirsizligin mevcut oldugu aralik
my

- < K < =701
my

seklini alacaktir.

1
(#ii) 83 < — durumunda sézkonusu aralik
my

—78y < Kk < —0; (3.55)

seklini alacaktir. v > 0 icin [6]'da belirsizlik arahgmin, (3.34) ve (3.36)

esitsizliklerinden gortldigi tizere,

~ T <k<o (3.56)

nmy

seklinde bulundugu hatirlanirsa, 6; > 0 durumunda yukarida (i) ve (i)
durumlarinda elde edilen araliklarin [6]’da bulunmusg araliktan daha kiigiik oldugu
aciktir. Bu durumu daha acik bir gekilde gorebilmek amaciyla, sayisal ¢oziim
yontemleri ile ilgili olan Boliim 4 ve Boliim 5’de kullanilacak katsay: degerleri i¢in
bu araliklar kargilagtirmak yararh olacaktir. Eger katsayilar i¢in yukarida belirtilen

kisitlamalar gozoniine alimir ve katsayilar

A=2, m =2, my=3, n=1, ~v=1 (3.57)
secilirse
1 14+3v3
5 ==, 2:;‘[:50:0.444
7 (2 +/3)2



1
bulunur. Bu durumda §; < d, < — olup, belirsizlik arahig (3.55) esitsizliginden
my

1
—m0§ﬁ<—?

olarak elde edilir. Ancak (3.56) esitsizliginin yukaridaki katsay1 degerleri i¢in

1
——<Kk<0
2_,‘{

seklinde olduguna dikkat edilirse, beklenildigi gibi simdiki caliymada v > 0 i¢in

ulagilan belirsizlik arahgimin [6]’da verilenden daha kiiciik oldugu sonucuna ulagihir.

Bu altboliimde elde edilen sonuglarla [6]’da elde edilen sonuglarin farklihg, YGDS
sistemi ile ilgili Altboliim 3.4’de yeniden ele alinarak analitik olarak incelenecektir.
Ancak bu noktada Bolim 4 ve Béliim 5’de gerceklestirilen bazi sayisal deneylerin
sonu¢larindan da bahsetmek yararli olacaktir. Bu altbdlimde analitik olarak
elde edilen kogullar, genel olarak, Bolim 4 ve Bolim 5'de caligilacak olan,
sirasiyla, rolaksasyon ve split-step sayisal yontemlerinin dogru bir sekilde bilgisayar
programi haline getirilip getirilmedigini test etmek agisindan son derece yararhdir.
Ancak, yukarnidaki gibi, farkli analitik sonuglarin mevcut oldugu durumlarda
sayisal deneyler de sonuca varmak acisindan yararli olabilmektedir. Ornegin,
bu altbolimde elde edilen sonuglar (3.57) parametre degerleri icin k = —1/7
durumunda ¢6ziimiin global olarak varoldugunu belirtirken, xk = —1/7 degeri
[6]'da belirsizlik araliginin iginde kalmigtir. Bu durumu agikhga kavugturmak
amaciyla, Bolim 4 ve Boliim 5’de yukaridaki parametre degerleri ve k = —1/7
icin (4.35) ile verilen Gaussyen baglangi¢ kosuluna kargilik gelen Cauchy problemi,
sirastyla, rolaksasyon ve split-step sayisal yontemleri kullanilarak c¢oziilmig ve
||t||oc normunun zamanla degisimi Sekil 4.8 ve Sekil 5.3’de sunulmusgtur. Bu
sekillerde sunulan egrilerin incelenmesi, k = —1/7 degeri i¢in her iki sayisal yontem
acisindan da ¢ozliimiin global olarak varolduguna isaret eder. Boylece hem bu
altboliimde elde edilen analitik sonuclarin hem de iki farkh sayisal yontem ile elde
edilen sayisal sonuclarin tam bir uyum icerisinde oldugu gozlenir. Ote yandan,
yukarida [6]’dan farkh olarak v < 0 durumu igin bir bogluk kalmadigi, yani v < 0
durumunda x parametresinin biitiin degerleri i¢in ¢ozlimlerin global varhigi veya

sonlu zamanda patlamasi agisindan bir belirsizligin kalmadig: ifade edilmigti. Bu
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durumu da sayisal olarak irdelemek amaciyla, katsayilar

A=2, m =2, my=3, n=1, ~v=-1 (3.58)

seklinde secilirse, (3.51) kosulundan
k>1

iken ¢oziimlerin global olarak varoldugu ve (3.53) kogulundan da
k<1

iken coziimlerin sonlu zamanda patlayacagi ortaya cikar. Ancak, yukaridaki katsay1

degerleri i¢in [6]'da verilen kogullar
0< k<l

araligini belirsiz olarak birakmaktadir.

Sekil 3.1’de (4.35) baslangi¢ kosulu ve k = 1/2 degeri icin, split-step yontemi ile
elde edilen sayisal ¢oziimiin L* normunun zamanla degisimi sunulmustur. Sekilden
goriildiigii iizere, sayisal yontem xk = 1/2 degeri i¢in ¢Ozlimiin sonlu zamanda
patlayacagina isaret etmektedir. Dolayisiyla v < 0 durumu icin de hem bu
altboliimde analitik olarak elde edilen sonuc hem de split-step sayisal yontemi ile

elde edilen sonug¢ uyum icerisindedir.

300

2001

100+

O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 3.1. k = 1/2 degeri i¢in saysal ¢éziimiin L normunun zamanla degigimi.

(Diisey eksen: ||u|lco, Yatay eksen: t)
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Yukandaki irdelemelere ek olarak, [6] ve gimdiki caligmada bulunan sonuglarin
farklihigi, Altbolim 3.4’de YGDS sisteminin ¢oziimlerinin global varligi veya sonlu
zamanda patlama kogullar: incelendiginde, yeniden ele alinacak ve bu altboliimde
elde edilen kogullarin YGDS icin tiiretilen kosullara indirgendigi analitik olarak

gosterilecektir.

3.3.3 GDS sisteminin ¢oziimlerinin asimptotik davranigi

Altbolim 3.2.3de, |0 = 1 olmast halinde GDS sisteminin s6zde-kon-
formal doniigiim altinda invaryant kaldigindan bahsedilmisti. Dolayisiyla
sozde-konformal donitisim sistemin EEE hali icin de gecerlidir. Bu

altboliimde, Weinstein’in [22] izledigi yolu takip ederek, sistemin EEE hali
icin ¥ = {uc H'(R?): (22 +y?)"?u € L?(R?)} kiimesinden secilen ¢oziimlerin
p > 2 iken LP normlarinin sifira gittigi sozde-konformal dontigiim yardimiyla

gosterilecektir [18].

[6]'da m; > 0 ve k > max{—vymax{1,1/m;},0} olmak iizere, her £ € R? i¢in
(3.41) ile verilen «(&,&) ifadesi icin k + a(&1,&)y > 0 oldugu gosterilmistir.
Simdiki ¢aligmada ise, [6]’da verilen bu kosullar iyilestirilerek, Teorem 3’de verilen
kosullar i¢in & + «(&;, &)y > 0 oldugu gosterilmigtir. H(u) ile gosterilen korunan
biiytikligiin

K v
Hw) = [ Ao lu P+ Ly P 5wl 4+ 201w + malony)?

+)‘(S02,:c)2 + m1(902,y)2 + (14920 + P1a9024)] Hdady,

toplam enerjiyi gosterdigi hatirlanirsa,

IVu

Doz < H(u)(t)
elde edilir. Kiitle ve enerji korunan biiyiikliikler oldugundan c¢oziimlerin H' normu

[ull ) < H(uo) + [uol

2
L2(R2)
sinirh kalacaktir.

Fonksiyonunun kendisi ile modiiliiniin gradyanlarinin L? normlarn arasindaki iliskiyi
gosteren
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esitsizlik Stampacchia esitsizligi olarak adlandirilir [9]. (3.59) yardimiyla
H(|ul)(#) < H(u)(t) (3.60)

yazilabilir.  GDS sisteminin herhangi bir v ¢6ziimii i¢in, (3.60) ve enerjinin

korunumundan
c+dt c+dt c
H <H < H(v)(-
(D) = HWIC ) < HWI(E)
saglanacaktir. Sozde-konformal doniigiimiin v ¢Oziimiinii u ¢oziimiine tagidigini
T c+dt . .
varsayarsa = i¢in
Y ’ atot

c

H([ul)(T) = (a + bt)*H(|p|)(T) < (a+ bt)Q%(v)(g) = (d = bT) " H(v)(-)

a

elde edilir. Dolayisiyla k bir sabit olmak {iizere,
H(|ul)(T) < k(1+|T))7?

bulunur.

Sonug olarak, Gagliardo-Nirenberg esitsizligi [23] kullanilirsa

lull oy < CIVIulllfagelulfo@e) < CHuD® 22| luollZ @)

< N1+ |t)*?

bulunur. Burada N bir sabiti gostermektedir. Boylece A > 1, mgy > my >0, n > 0
ve (3.40) ile verilen ¢, ifadesi i¢in,

1
v>0, k> —ymin{d;, min(—, 1)}
my

veya

1
v<0, k>—ymax(—,1)
my

kosullar saglanmak iizere 3 kiimesinden secilen ¢oziimlerin L? normlarinin p > 2

icin ¢ — oo iken sifira gittigi sonucuna varilir.

3.4 Yozlagmig Genellestirilmis Davey-Stewartson (YGDS) sistemi igin

baz1 analitik sonuglar

Genellegtirilmig elastik bir ortamda yayillmakta olan bir kisa enine dalga (u)

ile, biri boyuna dalga (¢;) ve digeri enine dalga (¢3) olmak iizere, iki uzun
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dalganin etkilesimini tanimlayan GDS sisteminin en iyi bilinen indirgemeleri NLS

denklemi ve DS sistemidir. Bu altbdliimde, bu iyi bilinen indirgemeler diginda,

GDS sisteminin bir ozel fiziksel durumdan kaynaklanan bir baska indirgemesi

tanitilacaktir. Ayrica bulunan yeni denklem sistemi, ¢oziimlerin global varhig: ve

¢oziimlerin sonlu zamanda patlamasi agilarindan tartigilacaktir.

Boyuna dalgalarin faz hiz1 olan ¢ ile enine dalgalarin faz hizi ¢y birbirlerine egit
2 _ 2

oldugu zaman (¢ = ¢3), faz hizlar ve elastik malzeme sabitlerine bagh olarak acik

ifadeleri [6]’da (sayfa 11534, (10) denklemi) verilmig olan A, m;, my ve n katsayilari

A=1, mi=my, n=20 (3.61)

seklini ahr. Bu 6zel durum icin GDS sistemi,

T U + OUgg + Uyy — K | U |2 u -+ 7(@01@ + 902,y)u
Plax +m Plyy = (| u |2)ﬂC

P2z + M P24y = (| u ’2)31 (3.62)

sistemine indirgenir.  Burada m; = my = m gosterilimi kullanilmigtir.
(3.62) denklem sistemi bundan sonra Yozlagmig Genellestirilmis Davey-Stewartson
(YGDS) sistemi olarak adlandirilacak olup, bu sistemin GDS sisteminden en énemli
fark: son iki denklemdeki karigik tiirevli terimlerin yok olmasi ve dolayisiyla son
iki denklemin sol taraflarinin birbirlerinden bagimsiz olmasidir. YGDS sisteminin
eliptik-hiperbolik-hiperbolik (o = 1,m < 0) hali i¢in gezen dalga seklindeki baz

ozel ¢oziimleri [24)'de sunulmustur.

GDS sistemi igin [6]’da verilmig olan simiflandirma, ¢ = 1 ve m > 0 igin YGDS
sisteminin EEE durumda olacagin belirtir. Simdi GDS sisteminin EEE durumu
icin ¢oziimlerin global varligi ve sonlu zamanda patlamas: ile ilgili olarak gerek
[6]’da gerekse bu ¢aliymada elde edilen kogullar (3.61) 6zel durumu i¢in yani YGDS
sistemi icin ifade edilecektir. (3.61) 6zel durumu igin [6]’da tiiretilen (3.34)-(3.37)
kosullar1 su gekli alir. YGDS sisteminin EEE hali icin

(1) katsayilarin

v>0, k>0 (3.63)
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veya

1
v<0, k>—ymax(—,1) (3.64)
m

kosullarimi saglamasi durumunda ¢oziim global olarak varolacak ve

(1) katsayilarin

v>0, m>1, w<-—L (3.65)
m
veya
¥y<0, m>1, k<O (3.66)

kogullarin1 saglamasi durumunda ¢oziim sonlu zamanda patlayacaktir. YGDS
sistemi icin elde edilen bu kogullarin m; = m yerlestirmesi disinda, GDS sistemi i¢in
tiiretilmis (3.34)-(3.37) kosullari ile tamamen ayni olduguna dikkat edilmelidir. Bu
nedenle yukarida ifade edilen (3.63)-(3.66) kosullarinin, GDS sisteminde oldugu
gibi YGDS sistemi icin de, bir belirsizlik araligl yaratmasi yani bu kosullarin «

parametresinin biitiin degerlerini kapsamamasi dogaldir.

Altboliim 3.3.2°de tiiretilen kogullarim (3.61) &zel durumu icin alacagr gekli
belirlemeden 6nce, bu kosullarda goriinen §; ve o katsayilarinin bu 6zel durumda
aldigr sekli belirtmekte yarar vardir. (3.61) 6zel durumu i¢in (3.40) ve (3.46)

denklemleriyle tanimlanan §; ve d, katsayilar

1
61:62:;;7;,rn>0

seklini alir. Eger 0; = 6, = 6 gosterilimi kullanilirsa Altboliim 3.3.2°de GDS sistemi
icin tiiretilmis (3.50)-(3.53) kogullar1 YGDS sistemi igin agagidaki sekli ahr: YGDS
sisteminin EEE hali icin
(1) katsayilarin
1
v>0, k> —ymin{d, min(—,1)}
m
veya

1
v<0, Kk>—ymax(—,1)
m

kosullarimi saglamasi durumunda lokal olarak varolan c¢oziimler global olarak da

vardir ve
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(1) katsayilarin
1
v >0, k< —ymin{d, min(—,1)}
m
veya

1
v<0, k<-—ymax(—,1)
m

kogullarim1 saglamasi durumunda ¢Oziim sonlu zamanda patlayacaktir. Ancak,

d = (1+m)/(2m) tanimi nedeniyle

min{o, min(i, 1)} = min(l, 1)
m m

olduguna dikkat edilmelidir. Bu durumda yukaridaki kogullar agagidaki sekli alir:
YGDS sisteminin EEE hali i¢in

(1) katsayilarin
1
v¥>0, Kk>—ymin(—,1) (3.67)
m
veya
1
v<0, &k>—ymax(—,1) (3.68)
m
kosullarin1 saglamasi durumunda lokal olarak varolan c¢oziimler global olarak da

vardir ve

(1) katsayilarin

1
v>0, K< —ymin(—,1) (3.69)
m
veya
1
v<0, K< —ymax(—,1) (3.70)
m

kosullarim saglamasi durumunda ¢oziim sonlu zamanda patlayacaktir.

Yukaridaki kogullarin, GDS sistemi i¢in Altbdliim 3.3.2’de tiiretilmig kosullardan
farkli olarak, x parametresinin biitiin degerlerini kapsadigina dikkat edilmelidir.
Diger bir deyigle, aynen DS sisteminde oldugu gibi, YGDS sistemi icin de
¢Ozlimlerin varhg ve/veya varolmamasi anlaminda, x parametresinin bir belirsizlik
araligi mevcut degildir. Ancak bu agidan (3.67)-(3.70) kogullarinin [6]’da sunulan
kosullardan indirgeme yoluyla elde edilen (3.63)-(3.66) kogullar1 ile ¢eligtigine dikkat

edilmelidir.
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Simdi yukarida sunulan (3.67)-(3.70) kosullarinin dogrulugu farkh bir yol izleyerek
ispatlanacaktir. Bu amacla, ilk olarak YGDS sistemi bir doniigiim yardimiyla klasik
DS sistemine doniistiiriilecektir. Daha sonra YGDS sistemi icin yukarida elde edilen
kosullarin gercekte DS sistemine karsilik gelen kogullardan bagka birgey olmadig:

gosterilecektir.

Yukarida belirtilen doniisiimde iglem kolayhigi saglama amaciyla DS sistemi,

0, K,7,m yeni parametreler olmak tizere v ve 1 fonksiyonlari icin
P+ TV + Uy =R v P+ T vy, (3.71)
Yoo + 11 Pyy = (| 0 [P)a (3.72)
seklinde yeniden yazilacaktir. Eliptik-eliptik durum yani ¢ > 0, m > 0 durumu

gozoniine alinacaktir. Hesaplamalarda kolaylik saglamak amaciyla ¢ parametresi

& =1 geklinde normalize edilecektir. Ghidaglia ve Saut [17] DS sistemi igin

(i) katsayilarin
5>0, £>0 (3.73)

veya
¥y<0, K>-% (3.74)
kogullarimi saglamasi halinde ¢oziimlerin global olarak varoldugunu ve

(1) katsayilarin
>0, &<0 (3.75)

veya
v<0, K<-—=% (3.76)
kogullarim1  saglamasi  halinde ¢oziimin sonlu zamanda  patlayacagini

gostermislerdir.

(3.72) denklemi z degigkenine gore tiiretilir ve a ve b sabitleri a*> > 0 ve b # 0

kogullarim saglamak tizere

tamimlar1 yapilirsa, DS sisteminin farkli bir gekilde yazilimina kargihik gelen [2]
iU+ Ugy + Uy = K6 | u [P u+ b ud
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Dy + 11 Py = (| 4 P (3.77)

sistemine ulagilir.

Simdi (3.62) YGDS sisteminin bir dogrusal olmayan déniigiim yardimiyla (3.77)

sistemine dontigtiigii gosterilecektir. Bu amacla

1
® = 1+ 2y — —uf’ (3.78)

seklinde bir @ fonksiyonu tanmmlanir. Eger &,, + m®,, biyikligi bu tanim
kullanilarak hesaplanir ve bulunan ifadede (3.62) sisteminin ikinci ve iigiincii

denklemleri kullanilirsa

1
¢m+n@W:(L—Exmﬁm (3.79)

denklemi elde edilir. Ote yandan (3.78) tammmmn (3.62) sisteminin birinci

denkleminde kullanilmasiyla, o = 1 icin,

iut+um+uyy:(ﬁ+%)|u|2u—i—fyu<1> (3.80)

denklemi elde edilir. Eger (3.77) denklemleri ile verilen DS sisteminin katsayilari

2
1
GQR:/{_‘_ 9 :}/:%a m:m, aizl—f

3 1=

seklinde segilirse, (3.77) DS sisteminin (3.79) ve (3.80) denklemlerinin tanimladig
sisteme doniigtiigii gozlenir. Diger bir deyisle, bir dogrusal olmayan doniigiim
yardimiyla YGDS sistemini DS sistemine doniigtiirmenin miimkiin oldugu gozlenir.
Yukaridaki katsay1 doniisiimlerinde a? > 0 olduguna ve 0 < m < 1 ve m > 1
durumlan igin, sirasiyla, b < 0 ve b > 0 olacagina dikkat edilmelidir. Asgagidaki

hesaplamalarda, a ve b katsayilarinin

1
m>1 icin a*=1——, b=1
m
1
0<m<1 icin a>=—-(1-—), b=-1
m

seklinde secildigi varsayilacaktir.
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(ozlimlerin global varhigt ve c¢oziimlerin sonlu zamanda patlamas: ile ilgili
olarak DS sistemi i¢in [17]’de tiiretilmisg olan (3.73)-(3.76) kosullar1 x,v,m ve b

parametrelerine bagh olarak asagidaki sekli alir: DS sisteminin EE hali icin,

(1) katsayilarin

v Y

-—>0 > —— 3.81

50, k-l (3.1
veya

Y

3 < 0, K>-—v (3.82)

kosullarini saglamasi halinde ¢oziim global olarak vardir ve

(1) katsayilarin

>0, K<-—— (3.83)

m

o =2

veya

% <0, K<-—v (3.84)

kosullarimi saglamasi halinde ¢oziim sonlu zamanda patlamaktadir. Bu kosullarin,
yukarida belirtilen doniisiim nedeniyle, artik ayni zamanda YGDS sisteminin
EEE hali i¢in ¢oztimlerin global varhig veya ¢oziimlerin sonlu zamanda patlamasi
kogullar1 olduguna dikkat edilmelidir. Yukaridaki kogullarin  (3.73)-(3.76)
kosullarindan elde edilmesi sirasinda a?> > 0 ve 622 + o= 1 bagmtilarinin
kullanildigina dikkat edilmelidir. Yeni kosullarin b parametresini icermesi
nedeniyle, (3.81)-(3.84) kosullarmi m > 1  (yani b = 1) ve 0 < m < 1
(yani b = —1) durumlar igin ayr ayr ele almak gerekir. Eger bu iglem yapilir ve
gosterilim kolayligi saglamak igin min(;, 1) ve max(ﬂll, 1) gosterilimi kullanihirsa,
(3.81) ve (3.84) kosullar1 su gekli alir: DS sisteminin EE hali ve YGDS sisteminin
EEE hali icin

(1) katsayilarin

1
v>0, k>—ymin(—,1) (3.85)
m

veya

1
v<0, &>—ymax(—,1) (3.86)
m

kosullarini saglamasi halinde ¢oziim global olarak vardir ve
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(1) katsayilarin
1

v>0, K< —ymin(—,1) (3.87)
m
veya
1
v<0, k< -—ymax(—,1) (3.88)
m

kosullarini saglamasi halinde ¢6ziim sonlu zamanda patlamaktadir. DS sistemi ve
DS sistemine doniigtiiriildiigii gosterilmig olan YGDS sistemi i¢in tiiretilmig olan
bu kosullarla ilgili ilging nokta, bu kosullarim, Altboliim 3.3.2’de, GDS sistemi icin
bulunmug kogullardan (3.61) indirgemesi yoluyla YGDS sistemi icin elde edilmis,
(3.85)-(3.88) kosullarina 6zdeg olmasidir. Diger bir deyigle, GDS sistemi i¢in bu
caligmada elde edilmis kosullardan indirgeme yoluyla YGDS sistemi i¢in bulunmus
kosullar ve DS sistemi icin literatiirde verilmig kosullar kullanilarak yine YGDS i¢in
bulunmusg kogullar tam olarak cakismaktadir. Ote yandan, GDS sistemi icin [6]'da
tiiretilmig olan (3.34)-(3.37) kosullar1 igin benzer bir ¢akigma saglanmamaktadir.
Diger bir deyisle, (3.34)-(3.37) kosullar1 (3.61) indirgemesi sonucu YGDS sistemi

icin yukarida bulunmus kogullara (3.85)-(3.88) indirgenmemektedir.
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4. GDS SISTEMI VE ROLAKSASYON SAYISAL YONTEMI

4.1 Giris

Dogrusal olmayan dalga denklemleri ile modellenmis bircok fiziksel sistemde cok
hizli bir sekilde lokalize olan ¢oziimlerin varoldugu iyi bilinmektedir. Bu gekilde
agir1 lokalize olmug ¢oziimler 6rnegin gaz dinamiginde sok dalgalar1 olarak dogrusal
olmayan optikte ise sonlu zaman tekillikleri, yani patlama ¢oziimleri, olarak
ortaya cikmaktadir. Bu sekilde asir1 lokalize olmug coziimleri sayisal olarak etkin
bir gekilde hesaplama c¢abalarinin daha diizgiin c¢oziimleri hesaplama cabalar:
yaninda ilave zorluklar igerecegi aciktir. Bunun nedeni hem ¢ozliimiin sinirh
diizgiinliige sahip oldugu bolgelerde cok sayida uzaysal grid noktasindan olugan
bir uzayda ayriklagtirmaya ihtiyac duyulmasi hem de patlama problemlerinde
patlama zamanina yaklagtikca ¢ozlimiin genliginin hizli bir gsekilde biiyiimesinin en
azindan patlama zamani civarinda ¢ok sayida zamansal grid noktasindan olugan bir
zamanda ayriklastirmaya ihtiya¢ duymasidir. Bu zorluklar arastiricilara patlama

problemleri i¢in 0zel sayisal teknikler gelistirmeye yoneltmigtir.

Patlama olayin1 sayisal olarak incelemede en ¢ok kullanilan yontemler (i) dinamik
yeniden olcekleme yontemi (the method of dynamic rescaling) [2] ve (ii) ardigik
grid yeniden dagitimi (the method of iterative grid redistribution) [39] olarak
adlandirilan yontemlerdir. Dinamik yeniden o6lcekleme yontemi, patlama civarinda
gecerli olan ¢Oziimiin asimptotik profilinden yararlanarak hem bagimh degigkeni
hem de bagimsiz degiskenleri dinamik bir gekilde yeniden Oolcekleme iizerine
kurulmus bir sayisal yontemdir. Ardisik grid yeniden dagitimi yonteminde ise,
tekilligin ortaya ciktigr bolgelerde istenilen hassasiyete ulagilmasini saglayacak
sekilde grid dagihm bir varyasyonel ilke yardimiyla uyarlamah (adaptive) olarak

yenilenir.

GDS sisteminin sayisal olarak aragtirilmak istenilen patlama c¢oziimlerinin
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asimptotik profilleri heniiz bilinmediginden, yukarida belirtilen sayisal yontemleri
bu caligmada uygulama olanagi yoktur. Bu nedenle simdiki ¢aligmada, sayisal
yontemin direkt olarak dogrusal olmayan dalga denklemine uygulanmasina izin
veren sayisal yontemler tercih edilmistir. Son zamanlarda patlama coziimlerini
sayisal olarak yakalama amaciyla onerilmis ve bu nitelige sahip iki yontem
mevcuttur. Bu yontemler NLS denklemi ve DS sistemine uygulanmig olan

rolaksasyon [25, 26] ve split-step [7, 27] sayisal yontemleridir.

Bu béliimde, ilk olarak rolaksasyon sayisal yontemi iki boyutlu NLS denklemi i¢in
tanitilmigtir. Daha sonra literatiirde patlama zamani verilmig bir 6rnek problem
icin sayisal semanin ve bilgisayar programinin dogrulugu arastirilmistir. Bir
sonraki adimda ise, rolaksasyon yontemi DS sistemine uygulanmigtir. Sayisal
semanin dogrulugu DS sisteminin hem eliptik-eliptik ve hem de hiperbolik-eliptik
halleri icin, literatiirdeki ornek problemlere ait patlama zamanlar: ile ilgili
sonuclarla karsilagtirma yaparak dogrulanmistir. Son olarak, rolaksasyon yontemi
GDS sistemine genisletilmigtir. Sayisal gema GDS sisteminin EEE, HEE halleri ve
GDS sisteminin 6zel hali olan YGDS sistemi i¢in verilen analitik sonuclar ile test
edilmistir. Sonug olarak, rolaksasyon yonteminin NLS denklemi, DS sistemi ve GDS

sistemi icin patlama olayini1 yakalamakta bagarili oldugu sonucuna varilmigtar.

Bu bolimde ele alinan tiim dalga denklemleri iki boyutlu uzayda yani zy
diizleminin tamaminda tanimli olacaktir. Ancak sayisal yaklagimlar dogas1 geregi,
sayisal yontemin uygulanmasi sirasinda xy diizleminin tamam yerine [a, b] X [c, d]
dikdortgensel bolgesi iizerinde hesaplamalar yapilacaktir. Secilen biitiin ornek
problemlerin boyle bir yaklagima izin verecek gekilde olduguna, yani bilinmeyen
fonksiyonlarin  — 400 ve/veya y — +oo iken hizhica sifira gittigine dikkat
edilmelidir. [a,b] arahg N, sayida egit uzunluklu alt arahga ve [c,d] arahg
N, sayida esit uzunluklu alt araliga boliiniirse, (x;,yx) uzaysal grid noktalarinin

koordinatlari

zj=a+jb—a)/N,, j=0,1,...,N,

yr = c+ k(d — ¢)/ Ny, E=0,1,...,N,

seklinde olacaktir. Benzer sekilde zaman aralhigi M sayida egit uzunluklu alt araliga
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boliinecek ve zamansal grid noktalar:
tm =mT /M, m=0,1,...M

seklinde tanimlanacaktir. u fonksiyonunun (x;,ys) grid noktas: ve t,, zamanina
karst gelen yaklagimi ), ile gosterilecektir. Bu ifade u;; biiyiikliginin m. kuvveti

olan (u;;)™ ile kangtirlmamalidir.

4.2. Rolaksasyon yontemi ve NLS denkleminin patlama c¢oziimleri

NLS denkleminin sayisal c¢oziimleri son yillarda bircok arastirmanin ko-
nusu olmugtur. NLS denkleminin sayisal c¢oziimlerinin elde edilmesinde
kullanilan yontemlerden biri de sonlu farklar yontemidir. Sonlu farklar
yonteminin uygulanmasi sirasinda zamandaki ilerlemeler icin Crank-Nicolson [28],
Runge-Kutta [29], operator ayrigtirmasi (splitting) tipinde [30] gibi bir¢ok farklh
ayriklagtirmalar yaparak NLS denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmigtir. Fakat
bu yontemlerin ¢ok azi kiitlenin korunumu ve enerjinin korunumu yasalarini
saglamaktadir. Kiitlenin korunumu ve enerjinin korunumu yasalarini da saglayan
yontemlerden biri Delfour, Fortin ve Payre tarafindan énerilen kapal (implicit)
Crank-Nicolson semasidir [28]. Bir boyutlu NLS denklemi (2.1) igin Crank-Nicolson

semasli
R R e N VRS AN
N (Ar)? (Az)?
A ‘un+1’2a _ ‘un 20
J

_ J n+1 n
20 U [urf? (uj ™ +uf)

seklinde verilmigtir. Burada Ax ve At ile, sirasiyla, uzayda ve zamandaki adimlar,

u

7 ile u fonksiyonunun z; grid noktasi ve ¢, zamanina karsi gelen yaklagimi ifade

edilmektedir. Bu semanin zamanda ve uzayda ikinci mertebeden dogruluga sahip
oldugu gosterilmistir. Sema, uygulanmasi kolay bir sema olmakla birlikte, her
adimda bir dogrusal olmayan denklem sisteminin bir iterasyon semasi ile ¢oziilmesi
gerekmektedir. Bu ise hesap zamaninin bir hayli artmasina sebep olmaktadir. Bu
sebeple Besse dogrusal olmayan adimi rahatlatilmasi tizerine kurulmug rolaksasyon
yontemini 6nermistir [25]. Ayrica [25]'de, Besse iki uzay boyutlu NLS denklemi i¢in
rolaksasyon gemasinin yakinsakligini da gostermistir. Agagida rolaksasyon yontemi

iki uzay boyutlu NLS denklemine uygulanarak agiklanacaktir.
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Tlk olarak, 2 boyutlu NLS denklemi

Y = [ul* (4.1)
iuy + Au = —\pu (4.2)

seklinde yeniden yazilacaktir. Rolaksasyon yontemindeki temel fikir, dogrusal

olmayan terimi yeni bir degigsken cinsinden yazarak denklemleri farkli zaman

adiminda gozmektir. Bu amagla, |u|?* fonksiyonunun yaklagimi olarak 1 fonksiyonu

tanitilmig ve (4.1) ve (4.2) denklemlerine sirasiyla t = nAt ve t = (n+1/2)At zaman
adimlarinda yaklasilmigtir. Besse’nin onerdigi rolaksasyon semasi yari-ayrik formda
wn+% + wnfﬁ

2

un+1 — " un+1 + u" un—l—l + u
- A(— V= N— — n+s
i AT = A e

— mn,?a

ile verilir. Ayrica baslangic kosullar
u(w) = uo(x), 7V (x) =|u’ ()

seklinde alinacak ve Dirichlet sinir kogullarinin saglandig varsayilacaktir. Uzaysal

tiirevlere merkezi farklar ile yaklasilirsa

n+i n—s
Yk T V87

_ n (20
9 = |ng:|
n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
ik T Wk Uk = 2k e UG = 205 U
At 2(Ax)?
n+1 n+1 n+1 n n n
| Uik1 T 2ujy +ugpty Uy — 2ufy Uy
2(Ay)?
n+1 n
U7 + Uy 1
_ j:k j7k TL+2

semasi elde edilir. Gereksiz matris carpimlarindan kaginmak igin,

n+l1 n
nty _ Wik T Uk
W,y =
s 2
tanim yapilirsa, (4.3) semasi baglangic ve smir kosullarmi icerecek sekilde,

J=12,. N, —1vek=12..,N,—1olmak iizere
n—&-% n—1
Vik” TUik" om0
R
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2wyt ouptt el unh countt
At Jik (Az)2 (Ay)g

Al = Z ufy (4.5)
it = 2wyt — (16)
ugt' =0, ui =0, k=0,1,...,N, (4.7)
uld' =0, ujn, =0, j=1,.,N;—1 (4.8)

halini alir. Boylece biitiin (z;,yx) uzaysal grid noktalarimnda (4.5) denkleminin

yazilmasiyla olusan

(B4 AU 2)Wts = U (4.9)

lineer denklem sistemine ulagilir. Burada (N, —1) x (/V, — 1) bilinmeyenden olugan

Wn+s vektorii ve (N — 1) x (N, — 1) bilinmeyenden olugan ¥"*2 ve U™ vektorleri

wid [ttt i} wtd wtd
w — | Wia" Way T Wh, 1 o Wy N1 Wan,1 0 W, DN, -1
) 1 1 1 1 1 1 T
Ut = | gt gl L it T (U
11 2,1 Np—1,1 LN,—1 WY2,nN,-1 N,—1,N,—1
T

Un: un un ce. un ce. un un e un

11 Y21 No—1,1 LN,—1 UY2.N,-1 N.—1,N,—1

seklindedir.

(4.9) denkleminde gecen B katsayilar matrisi ii¢ kogegenli (tridiagonal) yapida
degildir. Ornek olarak, N, = 5, N, = 6 alinmas1 haline kargilik gelen B matrisinin
yapist sunulmustur. Burada v, r,, r, parametreleri
21 2 2 1 1
V —m— — — — 7"17 _= y =
At (Az)? (Ay)* (Ax)?

olarak tanimlanmigtir.

—-1/2

Sonug olarak, verilen (5, /", uf;,) baslangic kosulu icin rolaksasyon semasi iig
) b

adimda gerceklestirilecektir. Ilk adimda, (4.4) yardimiyla ¢ fonksiyonunun bir

. Co e 1/2 L .
sonraki zaman adimindaki degeri, I/J;z / , hesaplanacaktir. Tkinci adimda ise,

1/1?7:1/ 2 vaklagik ¢oziimii kullanilarak (4.9) lineer denklem sistemi ¢oziilecektir
ve WJ"; 2 hesaplanacaktir.  Son adimda ise, (4.6) denklemi yardimiyla u

fonksiyonunun bir sonraki zaman adimindaki degeri, u?}gl, hesaplanacaktir.
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Iki uzay boyutlu NLS denklemi icin Besse tarafindan énerilen rolaksasyon yontemi,
ornek problem icin agagida test edilecektir. Katsayillar A = 1,0 = 1 geklinde

alinmigtir.
Ornek 4.1:

Ilk olarak, Gaussyen baslangic kosulu,
u(w,y,0) = 4 exp[—(2* +y?)], (4.10)

icin tamimlanmig problem ele alinacaktir. NLS denklemi (4.10) baslangic kosulu
i¢in [—6,6] x [—6, 6] bolgesinde T" = 0,15 zamanina kadar ¢oziilmiigtiir. Uzaysal

ayriklagtirma igin grid sayilar1 N, = N, = 200 ve zamansal ayriklastirma icin grid
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sayist M = 300 olarak alinmigtir. Sekil 4.1’de ¢oziimiin L*° normunun zamanla

degigimi sunulmugtur.

50
40+
30+

204 \

104

0
0 003 006 009 012 015

Sekil 4.1. NLS denkleminde ¢ozimiun L% normunun zamanla degigimi.

(Diigey eksen: ||u||oo, Yatay eksen: t)

Sekilden de goriildiigii iizere, ¢Ozlimiin genligi patlama zamanina yaklastikca
giderek buylumektedir. Baslangicta c¢ozimiin genligi 4 olmasina ragmen,
patlama zamanina yaklastiginda ¢oziimiin genliginin 50 civarinda olduguna dikkat
edilmelidir. Secilen uzay ve zaman adimlarina kargilik gelen patlama zamani
t, = 0,141 olarak elde edilmistir. Bulunan bu patlama zamani, ayni uzay ve
zaman adim sayilar icin, Besse tarafindan yine rolaksasyon yontemi kullanarak
bulunan netice ile tam olarak cakigmaktadir [8]. Bu durum ro6laksasyon
yonteminin bilgisayar ortamina taginmasinin dogru bir gsekilde gergeklestirildiginin
bir dogrulamasi olarak kabul edilebilir. Radyal simetrik NLS denklemi Akrivis
ve arkadaglar tarafindan, hem iki hemde ii¢ uzay boyutu icin, uzayda Galerkin
sonlu eleman yontemi zamanda ise kapali Crank-Nicolson gemasi kullanarak
¢Oziilmiigtiir [31]. Bu ¢aligymada uzay ve zaman adim sayilarinin ¢ok daha
biiyiik degerleri i¢in (4.10) baglangic koguluna karsiik gelen patlama zaman,
maksimum genlik 10 mertebesinde olmak {izere, ¢, = 0,145445128 olarak
hesaplanmigtir. Shen tarafindan gerceklestirilen bir bagka caligmada ise, iki boyutlu
radyal Schrédinger denklemi hareketli eg yerlegtirme (moving collacation) yéntemi
kullanilarak ¢oziilmiis ve patlama zamani, maksimum genlik 10 mertebesinde
olmak iizere, ¢, = 0, 14544222 olarak elde edilmigtir [32]. Patlama zamaninin segilen

uzay ve zaman adimina bagh oldugu diigiiniiliirse, literatiirde verilen sonugclarla
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simdiki caligmada ve Besse tarafindan elde edilen sonuclarin uyumlu olduguna
ve rolaksasyon yonteminin patlama olayini yakalamakta basarili olduguna dikkat

edilmelidir.
(oziimiin patlama zamanina yaklastikca degisen profilini gormek icin, basglangic
profili ve rolaksasyon yontemi kullanilarak bulunan sayisal ¢ézlimiin ¢, = 0,141

zamanina ait profili Sekil 4.2’de sunulmustur.

-6 -6

Sekil 4.2. Baslangig profili (¢ = 0) ve sayisal ¢ozliimiin ¢, = 0,141 zamanina kargilik
gelen profili. (Diigey eksen: |u|, Yatay eksenler: z,y)

4.3. Rolaksasyon yontemi ve DS sisteminin patlama ¢oziimleri
(2.12)-(2.13) ile verilen DS sistemi

éut+0um+uyy:/€|u\2u+7ugpx (4.11)
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oz + mipyy = =] u [*)a (4.12)

formunda yeniden yazilabilir [8]. Burada n parametresi bir reel sabittir. (4.11) ve

(4.12) denklemleri operator formda yazilirsa

iug+Au = klulPutyu g,
Ap = —n(lul?),

halini alir. A operatorii A = —97? +8§ veya A = A geklinde tanimlanir. Dolayisiyla
bu altboliimde, sistemin hiperbolik-eliptik ve eliptik-eliptik durumlar1 gozoniine
almacaktir. Besse'nin onerdigi rélaksasyon gemasi, ¢ =| u |? olmak iizere, yari

ayrik formda

.un—&-l _un un+1+un s L n+ un+1+un
ZTJFA(#) = |KY"2 47 ¢ (f),
¢n+% _|_¢n7%
N Tl
d}n—l—é_'_l/)n—% "
() = | P

ile verilir [8]. Ayrica, baglangi; kosullar:

w(x) = uo(w), v (@) =’ (@)P, ¢7(x) = ¢'/(2)

seklinde alimacak ve Dirichlet sinir kogullari uygulanacaktir. Buradaki uzaysal

tirevlere merkezi farklar ile yaklasilirsa

= = 2 b — 2
At 2(Ax)?
%r}d - 2“”“ + “?7511 Ul — 22Uy, +ule
+ 2
2(Ay)
+1/2 +1/2 1
_ |VI€ ¢n+> QS?—&-I,QJ _¢;’L—1,§€-| ( n+ +u]k)
[ 2Ax 2 ’
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n—1/2 n—1/2 n—1/2
¢j+1,§c _2¢ / <bjflje ¢j+1,§c _2¢ / ¢j,17§€
2(Az)?
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n—1/2 n—1/2 n—1/2
Gt = 205 O o = 200 4 0
2(Ay)?
_ | Uiy ‘2 — | ui_y ‘2
2Azx ’
+1 n—1
Uit
J, . Lk (4.13)
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semasi elde edilir. Gereksiz matris ¢arpimlarindan kaginmak igin

n +1/2 1/2
nt1/2 ult +uly n O " D /
fj,k T 9 Nik = 9

tamimlar1 yapilir ve (4.13) semasi baglangic ve siir kogullarimi da icerecek gekilde

yazilirsa
2, Gk 250 GNY G g G
Ay Sk o (Az)2 N (Ay)?
nt+1/2  n+1/2

_ { ¢n+2 +ry¢jj—_1592;$¢jjl,§ﬂ } gn,k+1/2 Zzt ?k (4.14)

Miv1e — 205 + 151k n Nikt1 — 2050 + Mg _ —77’ who 2= uj_yy, ‘2(4_15)
(Ax)? (Ay)? 2Ax

Vit + :
# =|ul) | (4.16)
Wit = 25;14: P, (4.17)
(bzzuz = 2, — q25;_1’;1/2 (4.18)
upft =0, Wi =00 63 =00 O\ =0 k=010, (4.19)
Wist =0, Wi =0, ¢y =0, g =0 j=1,N—1 (4.20)
S0 = ), 6 I 6 e) = ) (421)

halini alir. Bdylece biitiin (z;,yx) uzaysal grid noktalarinda (4.14) denkleminin

yazilmasiyla olusan

AWPTE = E o (4.22)

lineer denklem sisteminin ve (4.15) denkleminin yazilmasiyla olugan
BW} =C (4.23)

lineer denklem sisteminin ¢Oziilmesi gerekecektir. Burada (N, — 1) x (N, — 1)

- n+i . .
ilinmeyenden olusan v vektorleri
bilinmeyenden olusan W, ?* ve W3 vektorle

T
nty  _ n+y n+3 n+3 n+tg
W = Eia7 &7 o En i 511\/—1 521\/—1 5N-1N—1}
T
w3y = {77?,1 773,1 77]%—1,1 n?,Ny—1 n?,Ny_l n?vz—l,Ny—1:|
(4.24)

seklindedir. (4.22) ve (4.23) denklemlerinde gecen A ve B matrislerinin, iig
kosegenli yapida olmadigini belirtmek gerekir. Son olarak, rolaksasyon yonteminin

DS sistemi i¢in yakinsamasi [8, 33]'da tartigilmigtir.
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4.3.1 Hiperbolik-Eliptik hal

Bu kisimda hiperbolik-eliptik hal gézoniine alinacagindan DS sisteminde parametre
degerleri 0 = —1 ve m = 1 secilir. Bolim 3’de, Ozawa [4] tarafindan bir
sozde-konformal dontigiim yardimiyla DS sisteminin bir analitik patlama ¢oziimii
elde edildiginden bahsedilmisti. Simdi bu patlama ¢oziimii yardimiyla yukarida

onerilen sayisal sema test edilecektir.
Ozawa [4], DS sisteminin hiperbolik-eliptik hali icin

b

a+ bt eXp[4(a bt (z2+ )]t (4.25)

(y* — 2”1 +

Uo(2,y,t) = m

seklinde bir analitik patlama coziimii elde etmistir. Burada o pozitif keyfi bir
parametredir. a ve b parametreleri ise sozde-konformal doniigiime uygun olarak
segilmesi gereken parametrelerdir. (4.25) ¢oziimiinde a = 1,0 = —4 ve a = 1

oldugu varsayilir. Bu durumda

1
1—4¢

[ulloo =

olmasi nedeniyle, analitik patlama zamani t, = 0,25 olacaktir. Alinan parametre

degerlerine karsilik gelen baslangic kosulu ise

_expli(z® — y*)]

ile verilir.

DS sistemi (4.26) baglangic kosulu icin [—10, 10] x [—10, 10] bdlgesinde 7" = 0,25
zamanina kadar ¢oziillmiistiir. Uzaysal ayriklagtirma grid sayilarnt N, = N, = 256
ve zamansal ayriklagtirma grid sayisi ise M = 500 olarak alhinmigtir. Sekil 4.3’de

cOoziimin L* normunun zamanla degisimi sunulmustur.

Sekilden de gorildiigii tizere, ¢Ozumiin genligi patlama zamanina yaklagtikca
giderek biiyiimektedir. Basglangicta ¢oziimiin maksimum genligi 1 olmasina ragmen,
patlama zamanina yaklastiginda ¢ozlimiin genliginin 8 civarinda olduguna dikkat
edilmelidir. Secilen uzay ve zaman adimlarina kargilik gelen patlama zamani
t, = 0,2226 olarak elde edilmistir. Aym uzay ve zaman adimi icin, Besse
rolaksasyon yontemini kullanarak patlama zamanini ¢, = 0, 222 olarak elde etmistir

[8]. Analitik patlama zamannin ¢, = 0,25 oldugu diisiiniiliirse, simdiki ¢aligmada
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elde edilen sonucun analitik patlama zamanina daha yakin oldugu soylenebilir. Bu
durum yine, hem rolaksasyon gemasinin mevcut bir patlama olayimni yakalamakta
bagarili oldugunu ve hem de yukarida belirtilen rélaksasyon semasinin basarili bir

sekilde bilgisayar ortamina tagindigini gosterir.

0 T T T T T
0 0.05 0.1 015 0.2 0.25

Sekil 4.3. DS sisteminin HE hali icin sayisal ¢oziimiin L* normunun zamanla degisimi.

(Diigey eksen: ||u||oc, Yatay eksen: t)

-10 10

Sekil 4.4. DS sisteminin HE hali icin sayisal ¢oziimin ¢ = 0,22 zamanmindaki profili.

(Diigey eksen: |u|, Yatay eksenler: z,y)

Patlama zamanina yaklastikca ¢oziimiin degisen profilini gérmek igin, Sekil 4.4’ de

sayisal ¢coziimiin ¢ = 0, 22 zamanindaki profili sunulmustur.
4.3.2 Eliptik-Eliptik hal

Bu kisimda eliptik-eliptik hal gzoniine alinacagindan (4.11)-(4.12) DS sisteminde

parametre degerleri ¢ = 1 ve m = 1 secilir. Ghidaglia ve Saut yaptiklar
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caligmada, DS sisteminin eliptik-eliptik hali i¢in, (i) K = —1 veya (ii) kK = 1 ve
n > 1 durumunda sistemin negatif enerjiye sahip olacagini ve boylece sonlu zaman
icinde ¢oziimde bir tekilligin ortaya gikacagimi gostermiglerdir [17]. Elde edilen bu
sonug, agagidaki ornek problem yardimiyla, onerilen sayisal yontemi test etmek icin

kullanilacaktir.
Ornek 4.2:

Yukarida belirtilen patlama sonucuna goére DS sisteminde katsayilarin xk = —1,
v = 1ven =1 alinmasi halinde, DS sisteminin ¢oziimii sonlu zaman icinde tekillige
sahip olacaktir. Simdiki o6rnekte de katsayilar bu gekilde secilir ve baglangi¢ kogulu

x2+y2)
4

uw(z,y,0) =4 exp(— (4.27)

Gaussyen fonksiyonu olarak ahmir. DS sistemi (4.27) baslangic kosulu igin
[—4,4] x [—4,4] bolgesinde T = 0,14 zamanina kadar ¢Ozilmigtiir. Uzaysal
ayriklagtirma igin grid sayilart N, = N, = 100 ve zamansal ayriklastirma icin grid
sayist M = 700 olarak alinmistir. Sekil 4.5’de ¢oziimin L°° normunun zamanla

degisimi sunulmustur.

40

30

20+

104

Sekil 4.5. DS sisteminin EE hali i¢in ¢oziimun L normunun zamanla degigimi.

(Diisey eksen: ||u|ls, Yatay eksen: t)

Sekilden de goruldiigii tizere, ¢Ozimiin genligi patlama zamanina yaklagtikca
giderek buylumektedir. Baslangicta c¢oziimiin genligi 4 olmasina ragmen,
patlama zamanina yaklagtiginda ¢oztimiin genliginin 40 civarinda olduguna dikkat

edilmelidir.
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Secilen uzay ve zaman adimlarina kargilik gelen patlama zamani ¢, = 0, 1336 olarak
elde edilmistir. Ayni uzay ve zaman adimi icin, Besse rolaksasyon yoOntemini
kullanarak, yine maksimum genlik 40 civarinda olmak iizere, patlama zamanini
t. = 0,1332 olarak elde etmistir [8]. Bir diger ¢aligmada ise, Besse ayni problemi
farkli uzay ve zaman adimlar icin ikinci mertebe split-step yontemi ile ¢ozmiig ve
patlama zamanini, maksimum genlik 110 civarinda olmak tizere, t, = 0, 1311 olarak
bulmustur [7]. Simdiki ¢alismada elde edilen patlama zamaninin virgiilden sonraki
ilk iki hanesi ile diger ¢aligmalarda elde edilen neticelerin virgiilden sonraki ilk iki
hanesinin ayni olduguna dikkat edilmelidir. Burada sayisal patlama zamaninin
secilen uzay ve zaman adimina bagh oldugu goézoniinde bulundurulursa, EE
durumda da rolaksasyon yonteminin patlama olayini yakalamakta basarili oldugu

sonucuna vartlir.

Patlama zamanina yaklagtikca ¢oziimiin degisen profilini gormek icin, Sekil 4.6’da

¢Oztiimiin degigik zamanlardaki ¢evrit (contour) ¢izimleri verilmektedir.

t=0.1152 t=0.1224

" N =N

S
@

N N

t=0.1296 t=0.1336
2 2
0 0
) 0 2 2 0 2

Sekil 4.6. Coziimiin swasiyla ¢ = 0,1152, ¢ = 0,1224, t = 0,1296, ¢ = 0, 1336

zamanlarindaki ¢evrit cizimleri.

Sekilden de goriildiigii iizere, ¢oziim ¢ = 0,1152 zamaninda radyal simetrik

bir yapiya sahip olmasina kargilik, sayisal patlama zamanina yaklagtik¢a radyal
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simetrik olmayan bir yapiya doniigmektedir.

Sekil 4.7°de ise gimdiki caligmada elde edilen sayisal ¢oziimiin ¢, = 0, 1336 sayisal

patlama zamanindaki profili sunulmustur.

-4 4
Sekil 4.7. Cozumiin ¢, = 0,1336 sayisal patlama zamanindaki profili.

(Diisey eksen: |u|, Yatay eksen: z,y)

4.4. Rolaksasyon yontemi ve GDS sisteminin patlama ¢oziimleri

(2.16)-(2.18) ile verilen GDS sistemi
i+ Au=r|ul® u+v(pre + @2y)u
Lipr + Mops = (| u [*),
M1+ Loy = ([ u [?),
seklinde yeniden yazilabilir. Burada A, L, L5 ve M operatorleri
A=00+0yy, L1 = Op+my 0Oy, Ly=A0p+mi 0y, M=noiy

ile verilmektedir. GDS sistemi i¢in Onerdigimiz rolaksasyon gemasinin yari ayrik

formu, v =|u|? olmak {izere,

1 _1
Uit

; 1 | | (4.28)
PR i Y VIEARER S (429
M : T ?032) —(lu" ), (4.30)
A et i ] )
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seklinde verilir.  Ayrica Dirichlet sinir kogullarimin saglandigi varsayilacaktir.

Baslangic kogullar: ise

w(a) = wgla). v7@) @, o @) = @) 0 ) = o ()

formunda alinacaktir.

Eger t, zamanina kargilik gelen (u",@?71/2”0371/2,1&"_1/2) ¢oziimiiniin bilindigi

varsayilirsa, bir sonraki zaman adimina karsilik gelen sayisal ¢oziim su sekilde
hesaplanir: Ilk olarak ¢ fonksiyonunun tnt1/2 zaman adimindaki yaklasik degeri,
(4.28) denkleminin tam ayriklagtirilmig formu olan
+3 -1
I/)Zk ’ + djrik B _ n 2
Sitk ZO |
denklemi yardimiyla agik bir sekilde hesaplanacaktir.  Ote yandan (4.29)

denkleminin tam ayriklagtirilmig hali

+1/2 +1/2 +1/2 —1/2 —1/2 —1/2
90? j-|—/1,k - 2@? j,k/ + S0711 j—/l,k + 90? j+/1,k - 2@? j,k/ + 90? j—/l,k
2(Ax)?
+1/2 +1/2 +1/2 —1/2 —1/2 —1/2
90711 j,k/-i—l - 290? j,k/ + 90? j,k/—l + @711 j,k/+1 - 290? j,k/ + 90? j,k/—l
+mg
2(Ay)?
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
D2 i1 k+1 — P2 k=1~ P2 joi k1 T P2 k-1
+n
8AzAy
~1/2 ~1/2 ~1/2 —1/2
SOS j+/1,k+1 - 903 j+/1,k—1 - 903 j—/l,k—i—l + ‘Pg j—/l,k—l
+n
8AxAy
| U?Hk |2 — | u?—lk |2
= : : 4.32
2Ax ( )
seklinde ve (4.30) denkleminin tam ayriklagtirilmig hali
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n—1/2 n—1/2 n—1/2
)\902 j+/1,k: — 2¢, j,k/ + @y jf/Lk + @y j+/1,k — 2, j,k:/ + @y jjl,k
2(Ax)?
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n—1/2 n—1/2 n—1/2
2 j,k:/+1 — 2¢, j,k/ + ¥y j,k/fl + ¥ j,lc/+1 — 2¢, j,k/ + ¥y j71<:/71
+my
2(Ay)?
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
n Ol i+l — Pl ojtth—1 — Pl jmt k1 T P2 j k-1
SAxAy
n—1/2 n—1/2 n—1/2 n—1/2
i 1 j+/1,k+1 — ¥ j—&—/l,kfl — P j7/17k+1 + ¢ jf/l,kfl
SAxAy
u?y o P —luty 2
— ‘ 7.k+1 ’ ’ j,k—1 ’ (433)
2Ay
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ile verilir. Coziimiin ikinci adiminda, (4.32) ve (4.33) denklemleri yardimiyla
olugturulan baglantili lineer denklem sistemi ¢oziilerek, ¢, ve ¢o fonksiyonlarinin
tnt1/2 zaman adimindaki yaklagik degerleri hesaplanacaktir. (4.31) denkleminin

tam ayriklastirilmig hali ise

n+1 n ’n+1 "+1 n+1 n n n
P R VL SV RV s “J Lk Gk T 2k U
2
n+1 n-|—1 n+1 n n n

+uj7k+1 - 2u + Ujk—1 + Ujkt1 — Zuj,k + Yjk—1

2(Ay)?

Y
ntl/2 _gntl/2 o ondl/2 o gndl/2 o

_ s wn+2 (901 G1k — ¢ =Lk Y2 jk+1 — ¢, j,k—l) (uj,k uj?’“) (4.34)

20z 2Ay 2

ile verilir.  Coziimiin tciinci adiminda, daha oOnceki adimlarda hesaplanan
g07f+1/2, gpSH/Q ve 1" t1/2 yaklagik degerleri (4.34) denkleminde yazilarak olugturulan
lineer denklem sistemi ¢oziilerek u fonksiyonunun ¢, ; zaman adimindaki yaklagik

degeri hesaplanacaktir.
4.4.1 Hiperbolik-Eliptik-Eliptik hal

Tk olarak, HEE hal gozoniine alnacagindan, (2.18) sisteminde o = —1 secilir.
Daha once Boliim 3’de belirtildigi iizere, GDS sisteminin HEE hali ic¢in bir
sozde-konformal doniigim yardimiyla analitik patlama c¢oziimi elde edilmisti.

Simdi bu patlama c¢oziimii yardimiyla sayisal sema test edilecektir.

Béliim 3’de GDS sisteminin katsayilarinin (3.29) bagintilarini saglamasi halinde,
(3.31) ile verilen ¢oziime sahip oldugu gosterilmigtir. (3.31) ile verilen ¢6ziimde
a=1,b=—-4,u=1ve A=1 olarak alimirsa, ¢oziimiin L* normunun

1
1—4¢

[ulloe =
olmasi nedeniyle, analitik patlama zamam ¢, = 0, 25 olacaktir.
Ornek 4.3:
Simdiki 6rnek problemde, katsayilar (3.29) bagintilarini saglayacak gekilde m; = 2,
my=n=A=2/3, v = 32,k = —24 secilir. Problem [-10,10] x [-10, 10]
bolgesinde ¢ = 0,25 zamanmina kadar c¢oziilmiigtiir. Tablo 4.1’de, degisik uzay
ve zaman adimlar icin rolaksasyon sayisal yontemi kullanilarak bulunan patlama

zamani ve ¢ozlimiin bu patlama zamanindaki L* normunun degeri verilmektedir.

Verilen bir (Az, Ay) uzaysal adimina kargilik gelen At zaman adimini belirlemek
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icin At = v[(Az)? + (Ay)?] bagmtis1 kullanilacaktir. Burada v = 0,3828125

alinmigtir.

Tablo 4.1
Uzay ve zaman grid sayilarinin degisik degerleri i¢in bulunan patlama zamanlar: ve
sayisal ¢coziimiin bu patlama zamanlarindaki L normunun degeri

No=N, Mt |ule
150 18  0,1806 4,1478
200 33 0,1894 4,9669
250 51 0,2009 5,8684
300 73 0,2055 6,7183
350 100 0,2075 17,3959
400 131 0,2099 8,1943
500 204 0,2169 9,5290

Tablodan da gorildigi tlizere, uzaysal ve zamansal ayriklagtirma grid sayilar
arttikca, saywisal patlama zamani da analitik patlama zamanina giderek
yaklagmaktadir. Ayrica, grid sayilar arttikca ¢oziimiin L* normunun yaklagik
patlama zamanindaki degeri de artmaktadir. Sonug olarak, rolaksasyon yonteminin
teorik olarak varligi gosterilen patlama olaymi yakalamakta basarili oldugu
soylenebilir. Bilgisayar kapasitesindeki kisitlamalar nedeniyle grid sayilarini daha
fazla arttirmak ve patlama zamanina daha iyi bir yaklagim elde etmek miimkiin

olmamigtir.

4.4.2 Eliptik-Eliptik-Eliptik hal

Bu kisimda, EEE hal gozoniine alinacagindan asagidaki biitiin sayisal testlerde
o =1 alinmugtir. Agagida GDS sistemi cesitli parametre degerleri alinarak,

x2+y2
4

uw(z,y,0) =6 exp(— ) (4.35)

Gaussyen baglangi¢ kogulu icin [—12,12] x [—12,12] bdlgesinde T' =1 zamanina
kadar cozilmistir. Uzaysal ayriklastirma grid sayilarn N, = N, = 200 ve
zamansal ayriklagtirma grid sayis1 M = 150 olarak alinmigtir. Onerilen say1isal gema
Altboliim 3.3.2°de verilen analitik sonuclar yardimiyla test edilecektir. Agagida
GDS sisteminin EEE hali icin iki farklh durum, v > 0 ve v < 0 durumlari, ele

alinmigtar.
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4.4.2.1. v > 0 durumu

GDS sistemindeki katsayilar, (2.19) bagintisini saglayacak gekilde, A = 2,m; = 2,
my = 3,n = 1 olarak secilir. Ayrica v > 0 kosuluna dikkat ederek, v = 1 alinir.
Secilen parametre degerleri i¢in, (3.50) ve (3.52) kosullarindan, (i) x> —1/7
iken ¢Oziimiin global olarak varoldugu ve (i) k < —0,444 iken de ¢Oziimiin
sonlu zaman iginde bir tekillige sahip olacagi agiktir. Fakat —0,444 < k < —1/7
olmasi durumunda ¢oziimiin global olarak varolup olmadigi konusu analitik olarak

cevaplanamamis problemlerden biridir.

Sekil 4.8'de kK = —1/7 ve k = 0 degerleri i¢in sayisal ¢6ziimiin L normunun

zamanla degigimi sunulmustur.

6
5 N _  k=—1/7
N e k=0
41 N
3 R
2' ‘-‘-..__....--
‘I ]
O T T T T
0 0.2 G.4 0.6 0.8 1
Sekil 4.8. kK = —1/7 ve k = 0 degerleri icin sayisal ¢6ziimiin L normunun zamanla

degigimi. (Diisey eksen: ||u||so, Yatay eksen: t)

Analitik neticelere gore, k> —1/7 iken ¢6zliimiin global olarak varoldugu
gosterilmigtir.  Dolayisiyla elde edilen sayisal sonuclar analitik neticeler ile
uyumludur. Sekil 4.9’da ise, k = —5/7 ve k = —1 degerleri i¢in ¢Oziimiin L™
normunun zamanla degisimi sunulmustur.

Sekil 4.9, secilen k degerleri i¢in, ¢oziimiin L°° normunun patlama zamanina
yaklagtik¢ca biiytidiigiini gostermektedir. Yukarida segilen katsay1 degerleri igin,

k < —0,444 iken GDS sistemi sonlu zaman icinde tekillige sahip olacagindan, elde

edilen sayisal sonuclar analitik sonuclarla tamamen uyumludur.

Yukarida da belirtildigi gibi, —0,444 < x < —1/7 olmas1 durumunda ¢oziimiin

global olarak varolup olmadigi konusu analitik olarak bilinmemektedir. Bu
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araliktaki x degerleri i¢in, her tiirlii gayrete ragmen Hamiltoniyeni negatif yapacak
sekilde uygun bir baglangi¢ kogulu bulunamadigindan, sayisal yontem yardimiyla da

bu aralikta ¢oziimiin global olarak varolup olmadigi sorusuna cevap verilememistir.

304 K=-5/7%
........ K=— :
201 .
10 -
0 T T T
0 0.1 0.2 0.3
Sekil 4.9. k = —5/7 ve Kk = —1 degerleri i¢in sayisal ¢ozliimiin L* normunun zamanla

degigimi. (Diisey eksen: ||u||s0, Yatay eksen: t)
Simdi ¢oziimiin zamanla degigen profili cesitli x degerleri i¢in sunulacaktir. Sekil

4.10’da k = 1 degeri icin ¢oziimiin ¢ = 0 ve ¢ = 1 zamanlarindaki profilleri

sunulmugtur. k parametresinin bu degeri i¢in ¢oziimiin global varhiginin analitik

olarak gosterildigine dikkat edilmelidir.




-20 -20

Sekil 4.10. Sayisal ¢cozimun ¢t = 0 ve ¢ = 1 zamanlarindaki profilleri.

(Diigey eksen: |u|, Yatay eksen: z,y)

Sayisal ¢ozlimiin £ = 0 zamanindaki genligi 6 olmasina ragmen, ¢ = 1 zamanindaki
genligi yaklasik 1 civarindadir. Burada cozimiin zaman ilerledikce gittikce
dagilarak yayildigi goriilmektedir. Sonug olarak, secilen x degeri icin dispersiyonun

etkisi nonlinerligin etkisine gore daha baskindir.
Sekil 4.11’de ise k = —1 degeri i¢in ¢oziimin ¢ = 0 ve t = 1'deki
profilleri sunulmustur. & parametresinin bu degeri icin ¢o6ziimiin sonlu zamanda

patlayacaginin analitik olarak ispatlandigina dikkat edilmelidir.

-12 12
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Sekil 4.11 Sayisal ¢ozuimiin ¢ = 0 ve t = 1 zamanlarindaki profilleri

(Diigey eksen: |u|, Yatay eksen: z,y)

Sayisal coziimiin basglangicta 6 olan genligi, ¢ = 1 zamaninda yaklasik 30
civarindadir. Bu durum, segilen s degeri icin dogrusal olmayan terimin etkisinin

dispersiyonunun etkisine gore daha baskin oldugunu gosterir.

4.4.2.2. v < 0 durumu

GDS sisteminde (2.19) bagintisini saglayacak sekilde A =2,m; =2, my =3, n=1
ve v = —1 alimir. Secilen parametre degerleri i¢in, (3.51) ve (3.53) kosullaridan
k > 1 iken cozlimiin global olarak varoldugu ve x < 1 iken de ¢oziimiin sonlu zaman
icinde bir tekillige sahip olacagi agiktir. Dolayisiyla v < 0 durumunda, hakkinda
analitik olarak bir bilgiye sahip olamadigimiz x araligi bulunmamaktadir. Sekil
4.12’de, kK = 1 ve k = 2 degerleri i¢in ¢oziimiin L*° normunun zamanla degigimi

sunulmugtur.

Sekil 4.13’de ise, Kk = 0 ve kK = —1 degerleri icin ¢oziimiin L°° normunun zamanla
degigsimi sunulmustur. Analitik neticelere gore, x > 1 iken c¢oziimiin global olarak
varoldugu ve k < 1 iken c¢oziimiin sonlu zaman icinde bir tekillige sahip olacag:
gosterilmigtir. Dolayisiyla hem Sekil 4.12’de hem de Sekil 4.13’de elde edilen sayisal

sonuclar analitik neticeler ile tamamen uyumludur.
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Sekil 4.12. k = 1 ve kK = 2 degerleri i¢in sayisal ¢o6ziimiin L* normunun zamanla

degisimi
(Diisey eksen: ||u||so, Yatay eksen: t)

30

201

101

0 T
0 0.1 0.2

Sekil 4.13 Kk = 0 ve kK = —1 degerleri icin sayisal ¢cozimun L% normunun zamanla

degigimi. (Diisey eksen: ||u||s0, Yatay eksen: t)

4.5 YGDS sisteminin patlama ¢ozumleri

Bu altbéliimde, (3.62) sisteminde 0 = 1 ve m > 0 almacaktir. Agagida YGDS
sistemi cesitli parametre degerleri ahnarak (4.35) Gaussyen baslangi¢ kosulu igin
[—12,12] x [—12,12] boélgesinde T' =1 zamanna kadar ¢ozilmiigtiir. Uzaysal
ayriklagtirma grid sayilarnt N, = N, = 200 ve zamansal ayriklagtirma grid sayisi
M = 150 olarak alinmigtir. Simdi YGDS sistemi v parametresinin iki farkli hali

icin gozoniine alinacaktir.
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4.5.1. v > 0 durumu

YGDS sisteminde v = 1, m = 2 katsayilari secilir. Secilen parametre degerleri igin,
(3.85) ve (3.87) kosullarindan x > —0,5 iken ¢6ziimiin global olarak varoldugu ve

k < —0,5 iken de coziimiin sonlu zaman icinde bir tekillige sahip olacagi aciktir.

0 degerleri icin sayisal ¢oziimiin L°° normunun

Sekil 4.14’de Kk = —0,5 ve &

zamanla degisimi sunulmustur.

6 AY
. K=—0.5

54 \\ ------ k=0
4 .

3 ) .

21 JRRC

. 4

0 T T T T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sekil 4.14. k = —0,5 ve k = 0 degerleri i¢in sayisal ¢oziimiin L normunun zamanla

degigimi. (Disgey eksen: ||u||so, Yatay eksen: t)

30 7
""" K=—1.5 :
20+ N
10 A
O 1 1 I
0 0.05 0.1 0.15 0.2
Sekil 4.15. k = —1 ve k = —1, 5 degerleri i¢in sayisal ¢6ziimiin L* normunun zamanla

degigimi. (Diisey eksen: ||u||so, Yatay eksen: t)
Sekil 4.15’de ise k = —1 ve k = —1, 5 degerleri i¢in ¢oziimiin L* normunun zamanla

degigimi sunulmugtur.
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k = —0,5 ve k = 0 degerleri i¢in sayisal ¢oztimiin L*° normunun zamanla giderek
azalmasi, Kk = —1 ve Kk = —1,5 degerleri i¢in de sayisal ¢oziimiin L°° normunun

zamanla giderek biiytimesi yukarida verilen analitik sonuclarla uyumludur.

4.5.2. v < 0 durumu
YGDS sisteminde v = —1,m = 2 katsayilart secilir. Alinan parametre degerleri
icin, (3.86) ve (3.88) kosullarindan x > 1 iken ¢6ziimiin global olarak varoldugu ve

k < 1 iken de ¢oziimiin sonlu zaman icinde bir tekillige sahip olacag: agiktir.

rd
-
o
[

-
.
- -

O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4.16. x = 1 ve kK = 2 degerleri i¢in sayisal ¢o6ziimiin L* normunun zamanla

degigimi
30 .
k=0 ll
------ K=— :
20-
10 A
0 T |
0 0.05 0.1 015
Sekil 4.17. k = —1 ve k = 0 degerleri i¢in sayisal ¢oziimiin L°° normunun zamanla

degisimi. (Diisey eksen: ||u||o, Yatay eksen: t)
Sekil 4.16’da k = 1 ve k = 2 degerleri icin, Sekil 4.17°de ise k = —1 ve Kk = 0

degerleri i¢in sayisal ¢oziimiin L normunun zamanla degisimi sunulmusgtur. x =1

ve k = 2 degerleri ic¢in sayisal ¢oziimiin L® normunun zamanla giderek azalmasi,

77



k = —1 ve Kk = 0 degerleri i¢in de sayisal ¢ozlimiin L normunun zamanla giderek

biiyiimesi analitik sonuglarla uyumludur.
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5. GDS SISTEMI VE SPLIT-STEP FOURIER YONTEMI

5.1 Giris

Bu bolimde, ilk olarak split-step yontemi iki boyutlu NLS denklemi icgin
tanitilmigtir. NLS denklemi icin split-step yonteminin zamanda birinci mertebe
ve zamanda ikinci mertebe yaklagimlarina karsilik gelen sayisal semalar verilmigtir.
Daha sonra sayisal semalarin dogrulugunu test etmek amaciyla, érnek problemler
icin bulunan patlama zamanlar1 literatiirde verilen sonuclar ve rolaksasyon
yonteminin uygulanmasiyla elde edilen sonuglarla karsilagtirilmigtir. Bir sonraki
adimda ise, split-step yontemi DS sistemine uygulanmig ve yontemin zamanda
birinci ve zamanda ikinci mertebe olan yaklagimlari sunulmustur.  Sayisal
semalarin dogrulugu, DS sisteminin EE ve HE hallerine ait oérnek problemler i¢in
literatiirde verilmis patlama zamanlar ile ilgili sonuclarla kargilagtirma yaparak
dogrulanmigtir. Son olarak, split-step yontemi GDS sistemine genigletilmistir.
Sayisal sema GDS sisteminin EEE, HEE halleri ve YGDS sistemi icin Bolim 3’te
verilen analitik sonuclar ve Bolim 4’de verilen sayisal sonuglar ile test edilmistir.
Sonug olarak, split-step yonteminin patlama olayini yakalamakta basarili oldugu
ve split-step yonteminin rolaksasyon yonteminden daha hizh ve daha dogru sonug
verdigi gozlenmistir.

Rolaksasyon yonteminde yapildigi gibi, sayisal yontemi uygulayabilmek icin R?
yerine [a,b] X [¢,d] seklinde dikddrtgensel bir bolge alinir. a ve b sabitleri ile ¢
ve d sabitlerinin elde edilen sayisal sonuclarn etkilemeyecek kadar birbirlerinden
uzak secilmesi gerekir. u(z,y,t) fonksiyonunun periyodik sinir kogullarimi sagladig
varsayilir. [a, b] araligi N, sayida egit uzunluklu alt araliga ve [c, d] aralig1 N, sayida

esit uzunluklu alt araliga boliiniirse, uzaysal grid noktalar:

X;=j(b—a)/N,,  j=0,1,.,N,

Yy = k(d—c)/N,, k=0,1,..,N,
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seklinde olacaktir. Benzer gekilde, sayisal ¢6ziimiin aranacag [0, 7] zaman arahg

M tane egit uzunluklu alt araliga boliiniirse, zamansal grid noktalari
tm = mT /M, m=20,1,...M

seklinde verilir. Son olarak, u fonksiyonunun (Xj, Yy) grid noktas: ve t,, zamanima

karsi gelen yaklagimi U7} ile gosterilecektir.
5.2. Split-step Fourier yontemi ve NLS denkleminin patlama ¢oziimleri

Dogrusal olmayan dalga denklemlerinin sayisal c¢oziimlerini elde etmek icin
kullanilan sayisal yontemlerden biri de split-step yontemidir. Split-step
yontemindeki esas fikir, orijinal baslangic-deger problemini altproblemlere
ayrigtirmak ve bu altproblemleri uygun bir sirada c¢ozerek orijinal problemin
coziimiine yaklagmaktir.  Dogrusal olmayan dispersif dalga denklemleri icin
genellikle bu ayrisim sadece dispersif ve sadece dogrusal olmayan etkileri iceren
altproblemler geklinde gerceklestirilir. Split-step yontemi ilk olarak Hardin ve
Tappert [34] tarafindan NLS denklemine uygulanmigtir. Taha ve Ablowitz
yaptiklart calismada, sonlu farklar yonteminin acik ve kapali algoritmalarini
iceren degisik versiyonlarini split-step yontemi ile kargilagtirmiglar ve split-step
yonteminin NLS denklemi i¢in en iyi yontem oldugu sonucuna ulagmiglardir [35].
Ancak bu noktada, split-step yonteminin NLS denklemi i¢in ¢ok bagarili olmasinin
altinda bu 6zel duruma ait altproblemlerin analitik olarak ¢oziilebilmesinin yattig:
belirtilmelidir. Split-step yontemi ile ilgili daha ayrintih bilgi igin [36, 37, 38] ve

bu caligmalarda belirtilen kaynaklara bagvurulabilir.

Ilk olarak, split-step yontemi iki boyutlu NLS denklemi icin tamitilacaktir. Eger

[a, b] X [¢, d] bolgesi
27 (z — a) v — 27(y — ¢)

X =
b—a ’ d—c

(5.1)

doniiglimleri yardimiyla [0, 27] x [0, 27] kare bolgesine normalize edilirse, (2.1) NLS
denklemi

g+ @ uxx + 5 uyy + Aul*?u =0 (5.2)

seklini alir. Burada @ = [27/(b — a)]? ve 8 = [2m/(d — ¢)]? tanimlar1 yapilmigtir.
Yukarida da bahsedildigi iizere, split-step yontemindeki esas fikir orijinal problemi

dispersif ve dogrusal olmayan etkileri iceren altproblemlere ayristirmak ve daha
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sonra altproblemleri verilmig bir sirada cozerek orijinal problemin c¢oziimiine

yaklagmaktir. Bu amagcla, (5.2) NLS denklemi,
L: itu+@uxx —|—B uyy =0 (53)

lineer denklemi ve

N w4+ Mu[*u =0 (5.4)

dogrusal olmayan denkleme ayrigtirilir ve bu denklemler verilmis bir sirada ardigik
olarak ¢oziiliir. (5.3) lineer denklemi icin tamimlanmig baglangic-deger problemi
iki boyutlu Fourier doniisimii kullanarak coziiliir. Boylece m. zaman adimina ait

[ biyiikliiklerinin bilindigi varsayilirsa, (m + 1). zaman adimina kargilik gelen

biiyiikliikleri hesaplamak icin zamandaki ilerlemeler
Ut = F; Hexp[—i(a€] + BE) At Fe, o [UL]}

denklemi kullanilarak gerceklegtirilir. ~ Burada JF iki boyutlu ayrik Fourier
dontisiimiinii, F ! iki boyutlu ters ayrk Fourier doniisimiinii ve &,&, ise x,y
koordinatlarina kargilik gelen Fourier degiskenlerini gostermektedir. (5.4) dogrusal

olmayan denklem icin zamandaki ilerlemeler

Uﬂfl = exp(i)\| %\QUAt)UﬂC

bagintis1 yardimiyla hesaplanacaktir. Herbir zaman adiminda NLS denklemine ait

sayisal coziim, birinci mertebe split-step Fourier yontemi icin
©1(At) = S(At) o Sy (At) (5.5)

aynigtirma formiiliine gore gerceklestirilecektir. Burada S;(At) ve Sy (At) ile,
sirasiyla, lineer altprobleme ve dogrusal olmayan altprobleme karsilik gelen ¢oziim
operatorleri gosterilmektedir.  Yani, birinci adimda (5.4) dogrusal olmayan
denklemine gore ilerlenir ve ara ¢oziim elde edilir. Ikinci adimda ise, bu ara ¢OzZUum
baglangic datasi olmak iizere (5.3) lineer denklemine gore ilerlenir. Ikinci mertebe
split-step Fourier yontemi icin, herbir zaman adimindaki ilerleme

At At

p2(Al) = Sy () Sc(At) S (=) (5.6)

ayrigtirma formiiliine gore gerceklegtirilecektir. Birinci mertebe ve ikinci mertebe

split-step yontemlerinin hem yakinsamasi hem de yakinsama hizlarinin, sirasiyla,
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birinci ve ikinci mertebe oldugunun gosterilmesi literatiirde tartigilmig bir konudur
[27]. Bu ¢aligmada ele alinan 6rnek problemler igin (5.5) ve (5.6) ifadelerinde S, ve
Sy operatorlerinin yerlerinin degistirilmesinin de sayisal sonuclar1 degistirmedigi

gozlenmigtir.

Yukarida NLS denklemi i¢in Onerilen birinci ve ikinci mertebe split-step semalari,
literatiirde tartigilmig tic farkli 6rnek problem icin test edilecektir. Asagidaki sayisal
deneylerde, (2.1) denkleminde A = 1 ve 0 = 1 alimmigtir. Secilen (Az, Ay) uzaysal
adimia karsi gelen At zaman adimini belirlemek igin, At = v[(Az)? + (Ay)?]
bagintisi kullanilmigtir. v parametresinin gesitli degerleri icin yapilan deneylerde
sayisal yakinsama gozlenmis, ancak agagidaki biitiin sayisal deneylerde, hesaplama

zamani acisindan daha etkin olan, ¥ = 0,1 degeri kullanilmigtar.
Ornek 5.1:

Tk olarak, Gaussyen baslangic kosulu,
u(z,y,0) = 4 exp[—(2? +¢?)], (5.7)

icin tanimlanmig problem ele alinacaktir. NLS denklemi yukarida verilen baglangic
kosulu igin [—6,6] x [—6,6] bolgesinde T = 0,15 zamanina kadar ¢oziilmiigtiir.
Tablo 5.1’de, degisik uzay ve zaman adimlar1 kullanilarak, birinci mertebe
split-step Fourier yontemi ile bulunan patlama zamanlar: ve ¢oziimiin bu patlama

zamanlarindaki L normunun degeri verilmektedir.

Tablo 5.1
Degisik uzay ve zaman grid sayilar: icin birinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamam ve ¢oziimun bu patlama zamanmindaki L*°
normunun degeri

N; = Ny M Ty 12| oo
64 22 0,14318182 19,689
128 86 0,14476744 37,394
256 342 0,14517544 72,552

512 1365 0,14527473 140,175
1024 5462  0,14541377 280,540
2048 21486 0,14543424 555,542

Tablo 5.2’de ise, ikinci mertebe split-step Fourier yontemi icin degisik uzay ve
zaman adimlari kullanarak bulunan patlama zamanlari ve ¢oziimiin bu patlama

zamanlarindaki L normunun degeri verilmektedir.
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Tablo 5.2
Degisik uzay ve zaman grid sayilar: icin ikinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamam ve ¢oziimiin bu patlama zamanindaki L
normunun degeri

N,=N, M t [l oo
64 22 0,15000000 19,302
128 86  0,14651163 36,535
256 342 0,14517544 71,226

512 1365 0,14538462 142,383
1024 5462  0,14541300 278,050
2048 21486 0,14546216 436,278

Her iki tablodan da gorildiigi gibi, uzaysal ve zamansal grid noktalarinin
sayilarinin artmasi ile ¢, ile gosterilen yaklagik patlama zamanlari belirli bir
degere dogru yakinsamaktadir. Bu tablolardaki sayisal degerlerin bir incelemesi,
yvaklagik patlama zamaninin en azindan virgiilden sonraki ilk dort hanesi dogru
olacak sekilde kestirilebilecegini ve bu degerin ¢, = 0, 1454 oldugunu ortaya koyar.
Altboliim 4.2’deki Ornek 4.1’de bahsedilen ve [31, 32]’da verilen sonuglar ile simdi
bulunan sonucun ilk dért hanesinin uyumlu olduguna dikkat edilmelidir. Ayrica
[31] ve [32)'de farkli sayisal teknikler ve ¢ok daha biiyiik grid sayilar: i¢in bulunan
daha dogru sonuclar, split-step yontemi ile bulunan patlama zamaninin rolaksasyon
yontemi ile bulunana goére daha iyi oldugunu ortaya koyar. Burada ikinci
mertebe split-step yontemi ile daha hizli bir yakinsamaya ulagilmasi beklenirken,
patlama zamanini tahmin etme konusunda birinci ve ikinci mertebe yontemler
arasinda belirgin bir farklilik gézlenmemistir. Bu durumun dispersif ve dogrusal
olmayan etkilerin dengelenmesini ifade eden NLS denkleminde genligin ¢ok biiyiik
degerleri i¢in dogrusal olmayan etkilerin dispersif etkilere gore daha belirleyici
olmasindan kaynaklandigi ve bu nedenle genligin ¢ok biiyiik degerleri i¢in ayrigtirma

formiiliiniin onemini yitirdigi disiintilmektedir.

Sekil 5.1’de sayisal coziimiin L* normunun zamanla degisimi sunulmustur.
Sekilden de goriildiigii iizere, ¢Ozliimiin genligi patlama zamanina yaklastikca
giderek biiyiimektedir. Basglangicta ¢oziimiin genligi 4 iken, patlama zamanina

yaklagildiginda c¢oziimiin genliginin 300 civarinda olduguna dikkat edilmelidir.

Patlama zamanina yaklastikca coziimiin degigsen profilini gormek icin, birinci
mertebe split-step yontemi kullanilarak elde edilen sayisal ¢oziimiin baglangic ve

t =0, 14541377 zamanina ait profilleri Sekil 5.2’de sunulmustur.

33



300

200

100

Sekil 5.1. NLS denkleminde sayisal ¢cozimun L* normunun zamanla degisimi.
(Diigey eksen: ||u||s, Yatay eksen: )

200~
T

100

-6 -6
Sekil 5.2. Sayisal ¢oziimiin ¢ = 0 ve £, = 0,14541377’deki profilleri.

Burada uzaysal ayriklagtirma grid sayist N, = N, = 1024 ve zamansal

ayriklagtirma grid sayist M = 5462 alinmigtir. Sekilden de goriildiigii tizere patlama
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zamanina yaklagtikca dalganin genligi artarak biiytimektedir.
Ornek 5.2:

Ikinci olarak, farkli bir Gaussyen baglangic kosulu,
u(w,y,0) = 15 exp[—(a? + )7,

icin tanimlanmig problem ele alinacaktir. Bu baglangic kosulu icin NLS denklemi
[—2,5,2,5] x [~2,5,2,5] bolgesinde T' = 0, 03 zamanina kadar ¢oziilmiigtiir. Ornek
5.1’de, hesaplanan patlama zamanlar acisindan birinci ve ikinci mertebe yontemler
arasinda belirgin bir farklilhik gozlenmediginden, bu problemde sadece birinci
mertebe split-step yontemi uygulanmigtir. Tablo 5.3’de degisik uzay ve zaman
adimlari icin bulunan patlama zamanlar1 ve ¢oziimiin bu patlama zamanlarindaki

L*>® normunun degeri verilmektedir.

Tablo 5.3
Degisik uzay ve zaman grid sayilar1 i¢in birinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamam ve ¢oziimun bu patlama zamanindaki L
normunun degeri

N.=N, M i Tl
64 25 0,02760000 71,315
128 99 0,03000000 95,838

256 394  0,02984772 258,352
512 1573 0,02879847 394,333
1024 6291 0,02885551 859,381

Tablo 5.3’de sunulan sayisal degerler uzay ve zaman adimlarinin degerleri azaldik¢a
patlama zamanimin belirli bir sayisal degere dogru yakinsadigini ve yaklagik
patlama zamaninin, en azindan virgiilden sonraki ilk ii¢ hanesi dogru olmak iizere,
t. = 0,028 alinabilecegini gosterir. Bu problem [39]'da dinamik yeniden 6lgekleme
sayisal yontemi kullanilarak ¢oziilmiis ve patlama zamani, maksimum genlik 10°
mertebesinde olmak iizere, t, = 0,02875793 olarak hesap edilmigtir. Dolayisiyla
simdiki caligmada elde edilen patlama zamaninin literatiirde bulunanlar ile uyumlu

oldugu sonucuna ulagilir.

Ornek 5.3:

Akrivis ve arkadaslar tarafindan incelenen bir diger problemde ise
u(,y,0) = 6V2 exp[—(2* + )],
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seklindeki Gaussyen baglangic kogulu alinmigtir [31]. Bu c¢aligmada patlama
zamani, maksimum genlik 10'! mertebesinde olmak iizere, ¢, = 0, 0402898 olarak
hesaplanmistir. Asagida bu problem, birinci mertebe split-step yontemi kullanarak,
[—6, 6] x [—6,6] bblgesinde T = 0,05 zamanina kadar ¢6ziilmiistiir. Elde edilen

degerler Tablo 5.4’de sunulmustur.

Tablo 5.4
Degisik uzay ve zaman grid sayilar1 i¢in birinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamam ve ¢oziimun bu patlama zamanindaki L
normunun degeri

N, =N, M i ullo
128 29 0,03965517 42,499
256 114 0,04035088 83,683
512 456  0,04024123 153,790
1024 1821 0,04028007 298,031

Tablo 5.4’de sunulan sayisal sonuclar grid noktalarimin artan sayisi ile yaklagik
patlama zamanlarinin belirli bir degere yakinsadigimi ve yaklasik patlama
zamaninin, virgiilden sonraki ilk dort hane dogru olmak iizere, ¢, = 0,0402
alinabilecegini gosterir. Bu degerin [31]'de elde edilen ve yukarida belirtilen netice

ile uyumlu olduguna dikkat edilmelidir.

Literatiirde cegitli sayisal teknikler kullanilarak caligilmig NLS denklemine ait iig
ornek problem icgin split-step yontemi ile yukarida elde edilen sayisal sonuclarin
literatiirde sunulanlar ile cakigmasi dikkat cekicidir.  Bu durum split-step
yonteminin NLS denkleminin patlama ¢oziimlerini yakalamakta oldukca bagarili

oldugunu gosterir.
5.3. Split-step yontemi ve DS denkleminin patlama c¢oziimleri

(4.11)-(4.12) 1ile verilen DS sistemi, sayisal ¢Oziimiin aranacagl bolgenin (5.1)

dontigiimleri altinda normalize edilmesi ile

iU+ uxx + B uyy = m|u|2u+7u¢x

Boéxx+maoyy = -7 (u ’2))(

halini alir. Burada

27 — 2

27
2 _ 2
b_a) g, _(d_c)7

2 L 21
m
b—a

b—a b—a

=3
I
—~

)'m,

7=

=2
I
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tanimlart yapilmigtir. NLS denklemi icin yapilmis olana benzer gekilde, DS

sisteminin split-step yontemi ile ¢oziimii,

L: iut—i-EuXX +BUYY:0 (58)

lineer denkleminin ve
N Boxx +m dyy + (| u [*)x =0 (5.9)
iug— k| uPu—Fudx =0 (5.10)

dogrusal olmayan denklem sisteminin verilmis bir sirada ¢oziilmesi esasina dayanir
[7, 40]. Yine NLS denkleminde oldugu gibi, (5.8) lineer denkleminin kesin ¢éziimii
iki boyutlu Fourier doniigiimii kullanilarak elde edilecek ve lineer altproblem icin

zamanda ilerlemeler
ULt = FrH{exp[—i(0€] + BE)AL] Fe, ,[UL]} (5.11)

denklemi kullanilarak gergeklestirilecektir. Dogrusal olmayan altproblem ise iki
adimda coziilecektir. Ilk olarak (5.9) denklemi yardimiyla ¢x tiirevi hesaplanacak,

daha sonra bulunan ¢x tirevi (5.10) denkleminde yerine konarak u fonksiyonu

hesaplanacaktir.  Bu durumda dogrusal olmayan altproblem icin zamanda
ilerlemeler
= 2
m+l _ =1 1 & m |2

UL = exp{—i[s [UL]> +7 (éx) W] ALUT

denklemleri kullanilarak gerceklestirilecektir. Birinci mertebe split-step yontemi
(SS1) igin (5.5) ayrigtirma formiilii, ikinci mertebe split-step yontemi (SS2) i¢in
de (5.6) aynigtirma formiilii dikkate alinacaktir. Ayrica ayrigtirma formiillerinde
S, ve Sy operatorlerinin  yerdegigtirmesinin, patlama zamani icin bulunan
yaklagik degerleri etkilemedigi ele alinan 6rneklerde gosterilecektir. Ancak (5.6)
ayrigtirma formiiliiniin uygulanmasi sirasinda dogrusal olmayan altproblemin
iki adimda coziiliiyor olmasinin, yerdegistirme isleminin hesaplama zamanin
etkilemesi sonucunu verecegi gozden kacirilmamalidir. Sonuc olarak, sirasiyla,
dogrusal olmayan, lineer ve dogrusal olmayan adimin uygulandigi semadaki (N LN)

hesaplama zamani, yine sirasiyla, lineer, dogrusal olmayan ve lineer adimlarin
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uygulandigr semadaki (LA L) hesaplama zamanmdan daha biiytiktiir. Split-step

yonteminin DS sistemi i¢in yakinsamasi [7]’'de tartigilmigtir.

Agagida DS sisteminin EE ve HE halleri i¢in birtakim sayisal deneyler sunulacaktir.
Secilen bir (Az, Ay) uzaysal adimina kars: gelen At zaman adimini belirlemek igin
At = v[(Ar)? + (Ay)?] bagintis1 kullanilacaktir. Biitiin sayisal rneklerde v = 0, 1

alinmigtir.
5.3.1 Hiperbolik-Eliptik hal

Bu altbéliimde HE hal gézoniine ahnacagimdan (4.11)-(4.12) ile verilen sistemde
o = —1vem = 1secilir. Altb6liim 4.3.1’de DS sisteminin Ozawa [4] tarafindan elde
edilen bir analitik patlama ¢oziimiinden bahsedilmigti. Simdi bu analitik patlama

¢coziimu yardimiyla split-step semalar: test edilecektir.

DS sistemi, rolaksasyon yonteminde yapildigi gibi, (4.26) baslangic kosulu igin
[—40, 40] x [—40, 40] bdlgesinde t = 0, 25 zamanina kadar ¢dziillmiistiir. Tablo 5.5’de
birinci mertebe split-step gemasi igin, Tablo 5.6’da ise ikinci mertebe split-step

semasi i¢in elde edilen sonuclar sunulmugtur.

Tablo 5.5
Degisik uzay ve zaman grid sayilar1 i¢in birinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamam ve ¢ozimun bu patlama zamammndaki L
normunun degeri

SS1 (LN) SS1 (ML)

Ne =Ny, M b [[ulloo b [[ulloo
256 13 | 0,23076923 5,238 | 0,23076923 5,245
512 51 | 0,24509804 9,840 | 0,24509804 9,843
1024 205 | 0,24878049 18,834 | 0,24878049 18,837

Tablo 5.6
Degisik uzay ve zaman grid sayilar: icin ikinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamani ve ¢oziimiin bu patlama zamanindaki L*®
normunun degeri

SS2 (WLN) SS2 (CN'L)

Ny =N, M t [[wlloo t [[wlloo
256 13 | 0,23076923 5,242 | 0,23076923 5,242
512 51 | 0,24509804 9,841 | 0,24509804 9,841
1024 205 | 0,24878049 18,836 | 0,24878049 18,836
2048 819 | 0,24969475 36,135 | 0,24969475 36,135

Her iki tablodan da goriildiigii iizere, uzay ve zaman adimlarinin degeri azaldikga,

sayisal patlama zamani da teorik patlama zamani olan ¢, = 0,25 degerine
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yaklagmaktadir. Ayrigtirma formiillerinde £ ve A operatorlerinin yerdegistirmesi
ile patlama zamani i¢in elde edilen sonuclar simdiki sonuclar ile tamamen aynidir.
Tablo 5.5 ve Tablo 5.6’daki sayisal degerler, patlama zamani icin birinci ve ikinci
mertebe sayisal gemalar kullanilarak elde edilen sonuclarin da tamamen ayni
oldugunu gosterir. Bu durum daha c¢ok hesaplama zamani alan ikinci mertebe
split-step gsemas1 yerine, birinci mertebe split-step semas: ile de aymi sonuclarin
elde edilebilecegini ve daha iyi sonuclar1 elde etmede belirleyici olanin yontemin

mertebesinin degil uzaysal ayriklagtirma oldugunu gosterir.

Altboliim 4.3.1’de rolaksasyon yontemi kullanarak yapilan sayisal incelemede
patlama zamam ¢, = 0,2226 olarak bulunmustu. Uzay ve zaman adimlarinin
farkli olmasi nedeniyle bu 6rnek problem ic¢in rolaksasyon ve split-step yontemleri
arasinda tam bir kargilagtirma miimkiin olmamakla birlikte, split-step yontemi
ile elde edilen yukaridaki sonucun teorik patlama zamanina daha yakin oldugu
aciktir. Rolaksasyon yontemi ile daha iyi bir sonuc elde etmek icin uzaysal ve
zamansal grid nokta sayilarinin bir hayli arttirilmasi gerekmektedir. Bu ise bu
caligmanin yapildigr bilgisayarin kapasitesindeki kisitlamalar nedeniyle miimkiin

olmamaktadir.
5.3.2 Eliptik-Eliptik hal

Bu altbolimde EE hal gozoniine alinacagindan (4.11)-(4.12) sisteminde 0 = 1 ve
m = 1 secilir. Altboliim 4.3.2°de bahsedilen analitik sonugclar, yine ayni altbéliimde
tanimlanmig iki 6rnek problem yardimiyla onerilen sayisal yontemi test etmek icin

kullanilacaktur.
Ornek 5.4

Altbolim 4.3.2’de DS sisteminin katsayilarinin x = —1, v = 1 ve n = 1
alinmasi halinde, DS sistemi c¢oziimiiniin sonlu zaman icinde tekillige sahip
olacagindan bahsedilmigti. Altboliim 4.3.2’de tamimh aym 6rnek problem (4.27)
baglangic kogulu icin [—12,12] x [—12,12] bélgesinde T" = 0,14 zamanina kadar
¢oziilmigtiir. Tablo 5.7°de birinci mertebe split-step Fourier yontemi icin once
dogrusal olmayan sonra lineer adimin uygulandigi semaya (LN) ait sonuglar ve
once lineer sonra dogrusal olmayan adimin uygulandigi semaya (N L) ait sonuglar

birlikte sunulmustur.
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Tablo 5.8’de ise, ikinci mertebe split-step Fourier yontemi i¢in dogrusal olmayan,
lineer, dogrusal olmayan adimlarin uygulandigi gsemaya (N LN) ait sonuglar ve
lineer, dogrusal olmayan, lineer adimlarin uygulandigi semaya (LN L) ait sonuglar

birlikte sunulmustur.

Tablo 5.7
Degisik uzay ve zaman grid sayilar: icin birinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamani ve ¢oziimiin bu patlama zamanindaki L*
normunun degeri

SS1 (LN) SS1 (NL)
N,=N, M t [l 0o t [[2]] oo
128 20 0,13300000 19,700 | 0,14000000 19,662
256 80 0,13125000 34,891 | 0,13300000 34,928
512 319 | 0,13078370 63,861 | 0,13122257 63,904
1024 1274 | 0,13076923 121,734 | 0,13087912 121,698
2048 5907 | 0,13078043 237,547 | 0,13080413 237,406
Tablo 5.8

Degisik uzay ve zaman grid sayilar: icin ikinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamani ve ¢oziimiin bu patlama zamanindaki L
normunun degeri

SS2 (WLN) SS2 (CN'L)
N,=N, M t [[2]loo t [[wloo
128 20 | 0,14000000 18,048 | 0,14000000 19,185
256 80 | 0,13125000 33,576 | 0,13300000 35,385
512 319 | 0,13078370 62,514 | 0,13122257 66,483
1024 1274 | 0,13087912 119,517 | 0,13098901 127,961
2048 5097 | 0,13080413 237,618 | 0,13082783 248,239

Tablo 5.7 ve Tablo 5.8’de sunulan sayisal sonuclar, ikinci mertebe yontem icin daha
fazla hesap maliyeti ortaya ¢ikmasina ragmen birinci mertebe ile hemen hemen
ayni sonuclarin elde edildigini gostermektedir. Yine grid noktasi sayisinin artan
degerleri ile sayisal sonuclar belirli bir degere yakinsamakta olup, yaklasik patlama
zamanini t, = 0, 1308 kabul etmek uygun goriilmektedir. Burada bulunan patlama
zamaninin ayni ornek problem igin gerek literatiirde sunulmug gerekse Altboliim
4.3.2’de rolaksasyon yontemi kullanarak bulunmug patlama zamanlarinin virgiillden

sonraki iki hanesinin cakigtigima dikkat edilmelidir.
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Ornek 5.5:

Simdiki ornek problemde x = 1, v = 1 ve n = 5 alinmigtir. Althdlim

4.3.2’de bahsedilen patlama sonuca gore, n > 1 oldugundan, ¢oziimiin bir siire
sonra patlamasi beklenmektedir. (4.27) ile verilen baglangic kosulu igin problem
[—12,12] x [—12,12] bdlgesinde T" = 0,12 zamanina kadar ¢oziilmiistiir. Tablo
5.9’da birinci mertebe split-step Fourier yontemi icin 6nce dogrusal olmayan sonra
lineer adimin uygulandigi semaya (LN) ait sonuglar ve énce lineer sonra dogrusal

olmayan adimin uygulandigi semaya (AN L) ait sonuglar birlikte sunulmustur.

Tablo 5.9
Degisik uzay ve zaman grid sayilar: i¢in birinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamani ve ¢oziimiin bu patlama zamanindaki L
normunun degeri

SS1 (LN) SS1 (N L)
N,=N, M t 1wl oo t [[wloo
128 18 0,12000000 16,382 | 0,12000000 12,195
256 68 | 0,11294118 32,862 | 0,11470588 32,858
512 273 | 0,11076923 56,976 | 0,11120879 56,960
1024 1092 | 0,11142857 104,832 | 0,11153846 104,839
Tablo 5.10

Degisik uzay ve zaman grid sayilariicin ikinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamani ve ¢oziimiin bu patlama zamanindaki L
normunun degeri

SS2 (WLN) SS2 (CN'L)
N,=N, M t [[w]loo t [[wlso
128 20 | 0,12000000 14,389 | 0,12000000 12,357
256 80 | 0,11250000 33,122 | 0,11550000 37,378
512 319 | 0,11059561 57,977 | 0,11059561 61,334
1024 1274 | 0,11142857 106,963 | 0,11161695 114,043

Tablo 5.10°da ise, ikinci mertebe split-step Fourier yontemi icin dogrusal olmayan,
lineer, dogrusal olmayan adimlarin uygulandigi semaya (NLAN) ait sonuglar ve
lineer, dogrusal olmayan, lineer adimlarin uygulandigi semaya (LN L) ait sonuglar

birlikte sunulmustur.

Yukaridaki tablolarda sunulan sonuclar, patlama zamaninin yaklasik olarak t, =
0,111 alinabilecegini gosterir. Ayni problem ic¢in patlama zamani, ikinci mertebe
split-step yontemi kullanarak, maksimum genlik 150 civarinda olmak iizere, Besse

tarafindan ¢, = 0, 1115 seklinde hesaplanmigtir [7].
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Yukarida EE hal igin ele alinan iki 6rnek problem, onerilen sayisal yontemin teorik
olarak varhigi gosterilen patlama olayini1 yakalamakta bagarili oldugunu ve patlama
zamani icin bulunan degerlerin hem literatiirde sunulanlar hem de bir 6nceki
boliimde rolaksasyon yontemi kullanarak elde edilen sonuclar ile uyumlu oldugunu

gosterir.
5.4. Split-step Fourier yontemi ve GDS sisteminin patlama g¢oziimleri
Sayisal ¢bziimiin aranacag bolgenin (5.1) doniigimleri altinda normalize
edilmesiyle (2.16)-(2.18) GDS sistemi

iup+7 uxx + @ uyy =k | u P u+ (3 91x + T 2)u

Boixx + Mepryy + Mo xy =7, (| u *)x

Apa xx + Mipayy + 1 xy = To(| u 5%

seklini alir. Burada

_ 2m 2 5, _ 27 _ 27
U_(b_a) U7a_(d_c)7fyl_(b_a)f\/7 72_(d—c)7
-, 2m ., 2T, _ (27)?
6_(b—a)’m2 (d—C) m27n_(b_a)(d_c)
~ 2T 2T, 2 _ 27
)\_(b_ )A7 ml_(d_c) my, 771—b_a7 7]2—d_c

tanimlar: yapilmigtir. GDS sisteminin split-step yontemi ile ¢oziimii,

L: iu+Tuxy +auyy =0 (5.12)
lineer denkleminin ve
N Boixx +Mapiyy + g xy — T (| u ))x =0 (5.13)
X@ZXX + Mpayy + i1 xy — To(| w |2)Y =0 (5.14)
iug— K| u ]2 u— (7, Y1.x + 7 p2v)u=0 (5.15)

dogrusal olmayan denklemlerinin uygun bir sirada ¢oziilmesi esasina dayanir. Hem
NLS denkleminde hem de DS sisteminde oldugu gibi, (5.12) denkleminin kesin
coziimi iki boyutlu Fourier doniisimiu kullanarak elde edilir ve lineer altproblem

icin zamanda ilerlemeler

Upi = Fiplexol i@ +06) M) Fe, o [U73])

s
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denklemine gore gerceklestirilir. Dogrusal olmayan altproblem ise ii¢ adimda
coziilecektir. Tlk olarak, (5.13) ve (5.14) denklemleri yardimiyla ¢y x ve @qy
tirevleri hesaplanacak, daha sonra ¢;x ve oy tiirevleri (5.15) denkleminde
yerine konarak u fonksiyonu hesaplanacaktir. Bu dogrultuda, ilk olarak, ¢ x ve
@2y tiirevlerini hesaplamak igin (5.13) ve (5.14) denklemlerine Fourier doniigiimii

uygulanirsa

—(BE? + aE2) 1 — T E16a o = i (| u [?)

7 E& o1 — (N +T1E2) ¢y = imyEa(] u [?)

cebirsel denklemleri elde edilir.  Bu cebirsel denklemlerin c¢ozilmesiyle ¢; x

tirevinin fiziksel uzaydaki noktasal gosterilimi

()™ = Folf 7, (A& +m71§%)5% — ,EHES
Sk T (B + magd) O + &) — mAERE

bagintist ve ¢y tiirevinin fiziksel uzaydaki noktasal gosterilimi

(05 Y)m+1 s Y 7, (BE "‘mjfg)fg — &S
Ik AL (BE + ma3) (A + T &3) — nPEES

Faell U 1} (5.16)

Faell U 1} (5.17)
bagintis1 yardimiyla hesaplanir. Son olarak (5.16) ve (5.17) tiirevleri
U = exp{—i[r |ULI> 471 (01,x)]% + Vo (02 )]kl ALY U}

denkleminde yerine konulursa, dogrusal olmayan altproblem c¢oziilmiis olur. DS
sistemi ile ilgili orneklerde birinci ve ikinci mertebe split-step semalar: ile
tamamen ayni sonuglar elde edildiginden, GDS sistemine yalniz birinci mertebe
split-step yontemi uygulanacaktir. Ayrica, DS sisteminde £ ve N operatorlerinin
yerdegistirmesi ile elde edilen sonuclar tamamen ayni oldugundan, GDS sistemi
i¢in 6nce dogrusal olmayan sonra lineer adimin uygulandigi sema (LA), yani (5.5)

formiilii, dikkate alinacaktir.

Bu bolimde GDS sisteminin EEE ve HEE halleri gozoniine alinacaktir. Verilen
bir (Az,Ay) uzaysal adimma kargi gelen At¢ zaman adimim belirlemek igin
At = v[(Az)* + (Ay)?] bagintist kullanilacaktir. Biitiin sayisal deneylerde v = 0,1

alinmigtar.
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5.4.1 Hiperbolik-Eliptik-Eliptik hal

Tk olarak, HEE hal gézoniine ahnacagindan, GDS sisteminde o = —1 secilir. Daha
once Bolim 3’de, GDS sisteminin HEE hali icin bir s6zde-konformal doniigim
yardimiyla analitik patlama ¢oziimii elde edilmisti. Simdi bu patlama ¢oziimii

yardimiyla sayisal sema test edilecektir.

Boélim 3’de GDS sisteminin, katsayilarin (3.29) bagmtilarini saglamasi halinde,
(3.31) ile verilen analitik ¢6ziime sahip oldugu ve bu ¢bziimiin sonlu zamanda
patlayacagr gosterilmistir. (3.31) ile verilen ¢éziimde a = 1, b = —4, p = 1 ve
A =1 alinirsa, ¢oziimiin L* normu

1
o= T—— 5.18
T (518)

olarak hesaplanir ve bu durumda analitik patlama zaman ¢, = 0,25 olur.

Asgagida ele alinan iki 6rnek problemde (3.32) baslangic kogsulundaki A parametresi
1 olacak gekilde GDS sistemindeki katsayilar secilmigtir. Bu durumda
GDS sisteminin HEE hali icin secilen baglangic kosulunun, DS sisteminin
hiperbolik-eliptik halinde alinan (4.26) basglangic kogulu ile cakistigina dikkat

edilmelidir.
Ornek 5.6

Tk 6rnek problemde, katsayilar (3.29) bagintilarini saglayacak sekilde m; = 2,
2
my=n=\= 3 7= 32,k = —24 sec¢ilmistir. Problem [—40,40] x [—40, 40]

bolgesinde ¢t = 0, 25 zamanina kadar ¢oziilmiigtiir.

Tablo 5.11
Degisik uzay ve zaman grid sayilar1 i¢in birinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamam ve ¢oziimun bu patlama zamanmndaki L
normunun degeri

N, = Ny M by HUHOO
256 13 0,23076923 5,238
512 51 0,24509804 9,840
1024 205 0,24878049 18,834

Tablo 5.11°de birinci mertebe split-step yontemi kullanilarak, degisik uzay ve zaman
adimlari icin bulunan patlama zamanlar1 ve ¢oziimiin bu patlama zamanlarindaki

L normunun degeri verilmektedir.
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Tablodan goriildiigi iizere, uzay ve zaman adimlarinin degeri azaldik¢a, sayisal
patlama zamani da teorik patlama zamani olan ¢, = 0, 25 degerine yaklagmaktadir.
Ote yvandan Altbolim 4.4.1 Ornek 4.3'de aym 6rnek problem icin rélaksasyon
yontemi ile, bilgisayar kapasitesindeki kisitlamalar nedeniyle, ¢, = 0,2169
degerinden daha iyi bir sonug elde edilemedigi unutulmamalhdir. Dolayisiyla, bu
problem icin split-step yontemi ile elde edilen sonucun analitik patlama zamanina
daha yakin olmasi nedeniyle, split-step yonteminin bu oOrnekte rolaksasyon

yonteminden daha bagarili oldugu sonucuna varilir.
Ornek 5.7:

Ikinci 6rnek problemde, yine katsayilar (3.29) bagmtilarm saglayacak sekilde,
1
my = 0,5, mg = n = A\ = 3 v = —16,k = 24 olarak secilmistir. Problem

[—40, 40] x [—40,40] bolgesinde ¢ = 0,25 zamanima kadar ¢oziilmiigtiir. Tablo

5.12’de birinci mertebe split-step yontemi i¢in elde edilen sonuclar sunulmustur.

Tablo 5.12
Degisik uzay ve zaman grid sayilar1 i¢in birinci mertebe split-step Fourier yontemi
kullanilarak bulunan patlama zamam ve ¢ozimun bu patlama zamammndaki L
normunun degeri

N, = Ny M Uy HUHOO
256 13 0,23076923 5,238
512 51 0,24509804 9,840
1024 205 0,24878049 18,834

Bu tablodan da goriildiigii ilizere, uzay ve zaman adimlarinin degeri azaldikga,
sayisal patlama zamam da teorik patlama zamani olan t, = 0,25 degerine

yaklagmaktadir.

Tablo 5.11 ve Tablo 5.12’de sunulan sayisal sonuglarin tamamen ayni olduguna
dikkat edilmelidir. Bu iki tabloya kargilik gelen 6rnek problemlerde, baslangic
kogsulu aymi olmakla beraber katsayr degerleri farkli secilmistir. Ancak ayni
patlama zamanlart ve ayni maksimum genlikler bulunmustur. Coziimiin
L% normunun zamana baglihgini veren (5.18) denkleminin GDS sisteminin
katsayilarini icermemesi nedeniyle, patlama zamani secilen katsay1 degerlerine bagh
degildir. Bu sebeple her iki ornekte de ayni patlama zamani elde edilmigtir. DS
sisteminin de ayn1 6zellige sahip oldugunun altini ¢izmek gerekir. GDS sisteminin

burada ele alinan iki 6rnek problemi i¢in bulunan sayisal sonuclarla, DS sistemi i¢in
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elde edilen ve Tablo 5.5 ve Tablo 5.6’da sunulan sonuglarin tamamen ayni olduguna

dikkat edilmelidir.
5.2.2 Eliptik-Eliptik-Eliptik hal

Bu altboliimde, EEE hal gozoniine alinacagindan biitiin sayisal orneklerde o =
1 alinmigtir.  GDS sisteminin EEE hali i¢in, katsayilarm (3.50) veya (3.51)
kogulunu saglamasi halinde ¢6ziimiin global olarak varoldugu, (3.52) veya (3.53)
kogulunu saglamasi halinde de ¢oziimiin bir siire sonra patlayacagi analitik olarak
gosterilmistir. Simdi Onerilen sayisal sema bu analitik sonuclar yardimiyla test
edilecektir. Agagida GDS sisteminin EEFE hali i¢in iki farklh durum, v > 0 ve v < 0
durumlar, ele alinmigtir. Her iki durum icin de, GDS sistemi cesitli parametre
degerleri almarak (4.35) Gaussyen baglangic kogulu icin [—12,12] x [—12,12]
bolgesinde T' = 1 zamanina kadar ¢oziilmiigtiir. Uzaysal ayriklagtirma grid sayilar:

N, = N, = 1024 ve zamansal ayriklastirma grid sayis1 M = 9102 olarak alinmigtir.
5.2.2.1. 7> 0 durumu

Altbdliim 4.4.2.1’de, segilen parametre degerleri i¢in, (i) £ > —1/7 iken ¢6ziimiin
global olarak varoldugu ve (%) k < —0,444 iken de ¢Ozlimiin sonlu zaman iginde

bir tekillige sahip olacagi ifade edilmektedir.

Sekil 5.3'"de k = —1/7 ve k = 0 degerleri icin sayisal ¢6ziimiin L normunun

zamanla degigsimi sunulmustur.

6
A k=—1/7
5 1 N = k=0
4
3 -
2 N - ""-.._‘-
‘1 -
O T T T T
0 0.2 C.4 0.6 0.8 1
Sekil 5.3. Kk = —1/7 ve kK = 0 degerleri i¢in sayisal ¢ozimiin L*> normunun zamanla

degisimi. (Diisey eksen: ||u|lso, Yatay eksen: )

Analitik neticelere gore, k> —1/7 iken ¢6zlimiin global olarak varoldugu
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gosterilmigtir.  Dolayisiyla elde edilen sayisal sonuclar, analitik neticeler ve

rolaksasyon yontemi ile elde edilen sayisal sonuclar ile uyumludur. Sekil 5.4’de

ise, Kk = —5/7 ve k = —1 degerleri i¢in ¢6zlimiin L normunun zamanla degigimi
sunulmugtur.

200 1 K=—5/7

150 ~

100 ~

50 A
O ------ 1 1 1
0 01 0.2 0.3

Sekil 5.4. kK = —5/7 ve kK = —1 degerleri i¢in sayisal ¢6ziimiin L* normunun zamanla

degisimi. (Diisey eksen: ||u|lco, Yatay eksen: )

Sekil 5.4’de sunulan egriler, secilen « degerleri icin, ¢oziimiin L* normunun patlama
zamanina yaklagtikca biiyiidiigiinii gostermektedir. Secilen katsay1 degerleri igin,
k < —0,444 iken GDS sistemi sonlu zaman ic¢inde tekillige sahip olacagindan, elde
edilen sayisal sonuclar analitik sonuclarla ve rolaksasyon yontemi ile elde edilen
sayisal sonuclarla tamamen uyumludur. Sekil 5.4 ve Sekil 4.9°da sunulan egrilerin
bir karsilagtirilmasi, rolaksasyon sayisal yontemi yardimiyla elde edilen sonuglarda
patlama zamani civarinda ¢oziimiin genligi 30 civarinda iken split-step yontemi
yardimiyla elde edilen sonuclarda genligin 200 civarinda oldugunu gosterir. Bu
durum split-step yontemi kullanilarak patlama zamaninin daha iyi bir yaklagiklikla

hesaplanabilecegini ortaya koyar.
5.2.2.2. v < 0 durumu

Altbdliim 4.4.2.2’de, secilen parametre degerleri igin (i) k > 1 iken ¢6zlimiin global
olarak varoldugu ve (ii) k <1 iken de ¢dziimiin sonlu zaman i¢inde bir tekillige

sahip olacag: ifade edilmektedir.
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Sekil 5.5. & = 1 ve k = 2 degerleri icin sayisal ¢ozuimin L% normunun zamanla
degigimi.
(Diisey eksen: ||u||s, Yatay eksen: t)

120 T
k=0
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80 :
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Sekil 5.6. kK = 0 ve kK = —1 degerleri icin sayisal ¢cozuimun L% normunun zamanla

degigimi. (Digey eksen: ||ul|loo, Yatay eksen: ?)
Sekil 5.5’de k = 1 ve k = 2 degerleri ic¢in, Sekil 5.6’da ise, Kk = 0 ve Kk =

—1 degerleri i¢in sayisal ¢oziimiin L* normunun zamanla degisimi sunulmustur.
Analitik neticeler, x > 1 iken c¢oziimiin global olarak varoldugunu ve x <1
iken ¢oziimiin sonlu zaman ic¢inde bir tekillige sahip olacagini gostermektedir.
Dolayisiyla hem Sekil 5.5’de hem de Sekil 5.6’da elde edilen sayisal sonuclar
analitik neticeler ve rolaksasyon yontemi yardimiyla elde edilen sayisal sonuclar
ile tamamen uyumludur. Ayrica Sekil 5.6 ve Sekil 4.13’de sunulan egrilerin bir
kargilagtirilmasi, rolaksasyon sayisal yontemi yardimiyla elde edilen sonuglarda

patlama zamani civarinda ¢oziimiin genligi 30 civarinda iken split-step yontemi
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yardimiyla elde edilen sonuclarda genligin 120 civarinda oldugunu gosterir. Bu
durum split-step yontemi kullanilarak patlama zamaninin daha iyi bir yaklagiklikla

hesaplanabilecegini ortaya koyar.

5.5 YGDS sisteminin patlama ¢oziimleri

Bu altbdliimde, (3.62) YGDS sistemi split-step sayisal yontemi kullanilarak
¢oziilecektir.  Altholim 4.5’de oldugu gibi, (3.62) sisteminde v = 1 ve m >
0 alinacaktir. Rolaksasyon yontemi kullanarak Altbolim 4.5’de ¢oziilen Ornek
problemler, (4.35) Gaussyen baglangi¢ kosulu icin [—12,12] x [—12, 12] bélgesinde
T = 1 zamanina kadar ¢ozillmiistiir. Uzaysal ayriklastirma grid sayilan1 N, = N, =
1024 ve zamansal ayriklagtirma grid sayist M = 9102 olarak alinmigtir. Simdi
YGDS sistemi v parametresinin iki farkli durumu icin, v > 0 ve v < 0, split-step

yontemi kullanilarak ¢oziilecektir.

5.5.1. v > 0 durumu

YGDS sisteminde katsayilar v = 1,m = 2 geklinde secilir. Altboliim 4.5.1de,
segilen parametre degerleri igin, (3.85) ve (3.87) kogullarm sonucu olarak x > —0,5
iken ¢ozlimiin global olarak varoldugu ve x < —0,5 iken de ¢oziimiin sonlu zaman

icinde bir tekillige sahip olacagi ifade edilmektedir.

Sekil 5.77de kK = —0,5 ve kK = 0 degerleri icin sayisal coziimin L> normunun
zamanla degigimi sunulmugtur. Sekil 5.8’de ise k = —1 ve Kk = —1,5 degerleri
icin ¢oziimiin L* normunun zamanla degigimi sunulmugtur. x = —0,5 ve

k = 0 degerleri icin sayisal ¢oziimiin L normunun zamanla giderek azalmasi,
k = —1 ve k = —1,5 degerleri icin de sayisal ¢oziimiin L* normunun belirli
bir zamanda hizla biliylimesi yukarida verilen analitik sonuclarla ve rolaksasyon
yontemi yardimiyla elde edilen sayisal sonuclarla uyumludur. Ayrica Sekil 5.8
ve Sekil 4.15’de sunulan egrilerin bir karsilagtirmasi, rolaksasyon sayisal yontemi
yardimiyla elde edilen sonuglarda patlama zamani civarinda ¢oziimiin genliginin
30 civarinda iken split-step yontemi yardimiyla elde edilen sonuglarda genligin 160

civarinda oldugunu gosterir.
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Sekil 5.7. kK = —0,5 ve K = 0 degerleri icin sayisal ¢coziimun L% normunun zamanla

degigimi. (Digey eksen: ||u|oo,

Yatay eksen: t)
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Sekil 5.8. Kk = —1 ve Kk = —1,5 degerleri i¢in sayisal ¢oziimiin L*° normunun zamanla

degisimi. (Diisey eksen: ||u||co,

5.5.2. v < 0 durumu

Yatay eksen: )

YGDS sisteminde katsayilar v = —1,m = 2 geklinde secilir. Altbolim 4.5.2’de,

alinan parametre degerleri icin, (3.86) ve (3.88) kogullarinin sonucu olarak £ > 1

iken ¢ozlimiin global olarak varoldugu ve k < 1 iken de ¢6ziimiin sonlu zaman i¢inde

bir tekillige sahip olacag: ifade edilmektedir.

Sekil 5.9’da k = 1 ve kK = 2 degerleri i¢in ¢coziimiin L* normunun zamanla degisimi

sunulmugtur.

Sekil 5.10°da ise &

—1 ve K = 0 degerleri i¢in ¢oziimiin L

normunun zamanla degigimi sunulmustur.
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Sekil 5.9. k¥ = 1 ve k = 2 degerleri i¢in sayisal ¢o6ziimiin L® normunun zamanla
degigimi.
(Diigey eksen: ||ul|so, Yatay eksen: t)
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Sekil 5.10. kK = —1 ve Kk = 0 degerleri icin sayisal ¢ozimun L°° normunun zamanla

degigimi. (Digey eksen: ||ul|loo, Yatay eksen: ?)
k = 1 ve k = 2 degerleri i¢in sayisal ¢oziimiin L* normunun zamanla giderek

azalmasi, K = —1 ve k = 0 degerleri i¢in de sayisal ¢oziimiin L*° normunun belirli
bir zamanda hizla giderek biliylimesi analitik sonuclarla ve rolaksasyon yontemi
yardimiyla elde edilen sayisal sonuclarla uyumludur. Ayrica Sekil 5.10 ve Sekil
4.17°de sunulan egrilerin bir karsilagtirmasi, rolaksasyon sayisal yontemi yardimiyla
elde edilen sonuclarda patlama zamani civarinda ¢oziimiin genliginin 30 civarinda

iken, split-step yontemi yardimiyla elde edilen sonuclarda genligin 120 civarinda

oldugunu gosterir.
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6. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda, esas olarak GDS sisteminin patlama c¢oziimleri ve patlama
coziimlerinin ortaya cikmasi icin gereken kogullar analitik ve sayisal yontemler
yardimiyla incelenmigtir. Bu cercevede ilk olarak, Bolim 2’de, NLS denklemi,

DS sistemi ve GDS sistemi icin literatiirde bilinenler kisaca 6zetlenmistir.

Tkinci olarak, Bolim 3'de, GDS sisteminin HEE, EEE halleri ve GDS sisteminin
bir 6zel hali olan YGDS sistemi icin yeni baz analitik sonuclar verilmistir.
HEE hal ile ilgili kisimda, ilk olarak GDS sistemi i¢in 6lgek ve sozde-konformal
doniigiimler tanitilmig ve bu doniigtimlere kargilik gelen korunan biiyiikliikler elde
edilmistir. Daha sonra, sozde-konformal doniigiim yardimiyla, hem Ozawa’nin
yaklagimini takip ederek hem de ”radyal” coziimler yaklagimini kullanarak GDS
sistemi igcin bir parametreli ¢oziim ailesi elde edilmigtir. Ayrica bu ¢oziim
ailesinin sonlu zamanda orijinde tekillige sahip oldugu gosterilmistir. EEE hal
ile ilgili kisimda, ilk olarak [6]’da GDS sistemi i¢in verilen global varlik ve sonlu
zamanda patlama kogullar: iyilestirilerek yeni kogullar, (3.50)-(3.53), tiiretilmistir.
Yeni kosullarla [6]'da verilen k parametresi ile ilgili bosluk v < 0 durumu i¢in
ortadan kalkmaktadir. Yani 7 < 0 durumunda c¢oziimlerin global varligi veya
sonlu zamanda patlamasi acisindan belirsiz bir aralik bulunmamaktadir. Fakat
v > 0 durumunda ¢oziimlerin global varligi veya sonlu zamanda patlamasi
agisindan agikliga kavugmamig bir k araligi, [6]’da verilene gore daha kiigiik olmakla
beraber, hala mevcuttur. Dolayisiyla bu belirsizlik arahigindaki x degerleri icin
¢coziimlerin global olarak varolup olmadigi konusunda analitik bir sonu¢ mevcut
olmadigindan, sayisal yontemlere bagvurulmugtur. Ancak, belirsizlik araligindaki
k degerleri icin, Hamiltonyeni negatif yapacak sekilde uygun bir baglangic kosulu
bulunamadigindan, Bolim 4 ve Boliim 5 ’de sunulan sayisal yontemler yardimiyla
da ¢ozlimiin global varligi konusunda bir sonuca ulagilamamig ve bu durum bir acik

problem olarak kalmigtir. Son olarak, GDS sisteminin ¢oziimlerinin asimptotik
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davranigi incelenmig ve belirli bir kiimeden secilen ¢oziimlerin P normlarinin,
p > 2 igin, t — oo iken sifira gittigi gosterilmigtir. YGDS sistemi ile ilgili kisimda
ise, ilk olarak YGDS sistemi ozel bir doniisim yardimiyla klasik DS sistemine
doniigtiriilmiigtiir. Daha sonra, DS sistemi i¢in literatiirde verilmis kosullardan
yararlanilarak, YGDS sistemi i¢in ¢oziimlerin global varligi ve patlamasi ile ilgili
(3.85)-(3.88) kogullar elde edilmistir. Buradaki en ilging nokta, GDS sistemi i¢in
bu tez calismasinda tiiretilen kosullardan A =1, my; = my, n = 0 indirgenmesiyle
elde edilen kogullarin YGDS sistemi i¢in verilen (3.85)-(3.88) kosullarina ozdeg
olmasidir. Bu sonug, GDS sistemi igin sunulan kogullarin dogrulugunun ayri bir
isareti olarak kabul edilmektedir. Bu bolimde GDS sistemi icin verilen olcek ve
sozde-konformal doniigtimler, bu doniigiimlere karsilik gelen korunan biiytikliikler,
sistemin HEE hali i¢in bir sozde-konformal doniigiim yardimiyla elde edilen analitik
patlama c¢oziimleri ve GDS sisteminin EEE hali icin belirli bir kiimeden secilen
coziimlerin asimptotik davranisi icin elde edilen sonuclar tamamen orijinal nitelikte

olup bir makale [18] haline getirilmis ve yaymlanmigtir.

Ugﬁncﬁ olarak, Boliim 4’de, esas olarak DS sistemi icin oOnerilen rolaksasyon
semasi [26, 33] GDS sistemine genisletilmistir. Sayisal sema, GDS sisteminin EEE,
HEE halleri ve GDS sisteminin 6zel hali olan YGDS sistemi icin verilen analitik
sonuglar ile test edilmigtir. GDS sistemi i¢in Onerilen rolaksasyon yontemi, teorik
olarak varhg: gosterilmis patlama olayini yakalamakta veya c¢oziimiin global olarak
varoldugunu gostermekte oldukca bagarilidir. Elde edilen sayisal sonuclar, Boliim
3’de sunulan analitik sonuclar ve Bolim 5’de split-step sayisal yontemi ile elde
edilen sonuclarla ile tam bir uyum icerisindedir. Bu boéliimde, GDS sistemi icin
onerilen rolaksasyon yonteminin ve sunulan sayisal deneylerin orijinal nitelikte
oldugunu vurgulamak gerekir. Bu boliimdeki icerik daha da zenginlestirilerek

ontimiizdeki giinlerde bir makale haline getirilmeye caligilacaktir.

Son olarak, Bolim 5’de, esas olarak DS sistemi icin Onerilen split-step yontemi
[7, 40] GDS sistemine genigletilmigtir. ~ Sayisal sema GDS sisteminin EEE,
HEE halleri ve YGDS sistemi icin Bolim 3’de verilen analitik sonuclar ve
Boliim 4’de rolaksasyon yontemi yardimiyla elde edilen sayisal sonuglar ile test

edilmig ve tam bir uyum icerisinde oldugu gozlenmistir. Sonuc olarak, GDS
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sistemi i¢in Onerilen birinci ve ikinci mertebe split-step Fourier yontemlerinin,
teorik olarak varligi gosterilmig patlama olayini yakalamakta basarili oldugu
gozlenmigtir. GDS sisteminin HEE halinde, iki farkh katsayi grubu secilmesine
ragmen split-step yontemi kullanilarak ayni patlama zamanlari bulunmugtur. Bu
sonug, ¢oziimiin L™ normunun zamana bagliliginin GDS sisteminin katsayilarini
icermemesi sonucu ile uyumludur. Ayrica HEE durumda, analitik patlama zamani
bilindiginden, rolaksasyon ve split-step yontemleri karsilastirilmig ve split-step
yontemiyle patlama zamaninin daha iyi bir yaklagiklikla hesaplanabilecegi
sonucuna varilmigtir. Gerek HEE hal i¢in gerekse EEE hal icin gerceklestirilen
sayisal deneyler, split-step yonteminin rolaksasyon yontemine kiyasla sadece daha
hizli degil daha dogru da oldugunu gostermektedir. Son olarak, GDS sistemi
icin Onerilen split-step yonteminin ve sunulan sayisal deneylerin orijinal nitelikte
oldugunu vurgulamak gerekir. Bu bolimdeki icerik ontimiizdeki giinlerde bir

makale haline getirilmeye calisilacaktir.

Gelecekte caligilmasi diisiiniilen problemler agagidaki gibi 6zetlenebilir. Boliim 4’de
GDS sistemini ¢ézmek i¢in kullanilan rélaksasyon yontemi her zaman adiminda
bir lineer denklem sisteminin c¢oziimiine gerek duymaktadir. Ayriklagtirmadaki
nokta sayisi arttikca, matrisin boyutu da artmaktadir. Bdylece hem hiz hem
de bellek acisindan daha giiclii bilgisayarlara gerek duyulmaktadir. Bu tez
caligmasinda, GDS sistemi icin elde edilen sayisal sonuclar 4 islemcili, hafizas:
8GB olan bir Sun Solaris 9 bilgisayar1 kullanilarak hesaplanmigtir. Ancak tezde
sunulanlardan daha hassas sonuglar elde edilememistir. Bu nedenle, gelecekte
caligilmas1 diiglintilen konulardan biri GDS sisteminin roélaksasyon yontemi ile
cOzimi icin yazilmig bilgisayar programinin paralellegtirerek daha hassas sonuclar

elde edilmesi olacaktur.

NLS denkleminin sayisal ¢oziimlerinin lokal varligi, tekligi ve rolaksasyon gemasinin
yart ayrik formunun yakimsaklikligi [25]'de gOsterilmigtir. Daha sonra, NLS
denklemi i¢in verilen yakinsaklik analizi DS sistemi icin genisletilmistir [8, 33].
Ayrica, NLS denklemi ve DS sistemi icin kiitle ve enerjinin ayrik hallerinin de
rolaksasyon gemasi tarafindan korundugu [8, 25, 33|'da gosterilmigtir. Split-step

yonteminin NLS denklemi icin yakinsakligi [27]'de, DS sistemi igin yakinsaklhig
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ise [7]'de gosterilmigtir. Gelecekte ¢ahgilmasi diigiiniilen bir diger konu ise, GDS
sistemi icin Onerilen rolaksasyon ve split-step semalarinin yakinsaklik analizinin
gerceklestirilmesi olacaktir.  Ayrica korunan biiyiikliiklerin ayrik hallerinin
rolaksasyon ve split-step semalar1 tarafindan korunup korunmadig: da arastirilmasi

gereken konulardan biridir.

NLS denkleminin kritik ve kiritikiistii durumlari icin, patlama zamani ile dogrusal
olmayan terimin katsayisi arasindaki iligki monotonluk acisindan hem analitik hem
de sayisal yontemler yardimiyla incelenmistir [41]. Hem kiritik hem de kritikiistii
durumda, patlama zamaninin dogrusal olmayan terimin katsayisina monoton
olarak bagh olmadigi gosterilmigtir. GDS sistemi i¢in benzer bir incelemenin

yapilmasi gelecekte caligilmasi diigtiniilen konulardan biridir.

Dogrusal olmayan dalga denklemlerine direkt olarak uygulanan yontemlerin
patlama ¢oziimlerini daha iyi bir dogrulukla yakalayabilmeleri igin (i) patlamanin
gerceklestigi bolge civarinda uzaysal koordinatlarin ¢ok ¢ok kiiciik uzay adimlarina
izin verecek sekilde ayriklagtirilmasina ve (i) patlama zamanina yaklagtikca giderek
hizli bir sekilde azalan zaman adimlarina izin verecek sekilde ayriklastirilmasina izin
vermesi gerekir. Bu gekildeki dinamik uyarlamali sayisal yontemlerin bu ¢aligmada
onerilen, hem zaman adimlarinin hem de uzay adimlarinin sabit olmasi esasi iizerine
kurulu, yontemlere gore cok daha bagarili olmasi beklenir. Simdiki caligmanin, GDS
sisteminin patlama ¢oziimlerini anlama amaciyla gelecekte geligtirilmesi planlanan
uyarlamali sayisal yontemler ic¢in bir yol gosterici ¢aligma niteliginde oldugunu da

ayrica vurgulamak gerekir.
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