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ABSTRACT

In this study; the effects of selectable parameters of elemet-free Galerkin method (EFGM)
such as support domain size, number of Gauss integration point in a background cell and
order of monomials are investigated on the solution accuracy of bending analyses of layered
plates. A general EFGM algorithm based on Reissner-Mindlin plate theory (FSDT) has been
developed on MATLAB programming environment and solutions are achieved using this
algorithm. The effects of parameters on the solution accuracy are presented with displacement
results in Tables. The obtained results using regular and irregular node distributions are
compared with analytical results in the literature.

OZET

Bu ¢alismada, eleman bagimsiz Galerkin yontemi ¢ozlimlerinde destek etki biiyiikliigii, arka
plan hiicrelerindeki integrasyon nokta sayis1 ve monomiyallerin derecesi gibi se¢cime bagl
parametrelerin tabakali plakalarin egilme analizlerindeki etkileri incelenmis ve elde edilen
sonuglar literatiirde mevcut olan analitik sonuclar ile karsilastirilmistir. Kullanilan yontem
icin MATLAB programinda Reissner-Mindlin Plaka Teorisi tabanli genel amagli bir program
gelistirilmis ve ¢oziimler bu program kullanmilarak yapilmistir. Parametrelerin ¢6ziim
tizerindeki etkileri parametre degerlerine karsin deformasyon degeri diizeninde hazirlanan
cizelgeler ile gosterilmistir. Olusturulan modellerde, diizgiin dagitilmis diiglim noktalar1 ve
diizgiin dagitilmamis diiglim noktalar1 kullanilmistir.
GIRIiS

Son zamanlarda, sagladiklar1 yiiksek gerilim/agirlik oranindan dolayr tabakali kompozit
plakalar miihendislik uygulamalarinda 6nemli bir yer kazanmis ve dogru bir sekilde analiz
edilme gereksinimleri olugsmustur. Tabakali plakalari analiz etmek igin sonlu elemanlar
yontemi, sinir elemanlart yontemi ve agsiz yontemler gibi bir¢ok sayisal yontem
bulunmaktadir [1-3]. Sonlu elemanlar ve sinir elemanlart yontemleri problemi dogru bir
sekilde ¢dozmek i¢in iyi bir ag kalitesine ihtiya¢ duymaktadirlar. Agsiz yontemlerde ise boyle
bir zorunluluk bulunmamaktadir. Gilinden giine gelismekte olan agsiz yontemler, tabakali
plakalarin analizlerinde verdikleri dikkat c¢ekici sonuglardan dolayr tercih edilen
yontemlerdendir.

Eleman Bagimsiz Galerkin Yontemi sahip oldugu ¢6ziim hassasiyeti sebebiyle kat1 cisimler
mekaniginde en yaygin kullanilan agsiz yontemlerdendir [4,5]. Sekil fonksiyonu tliretimi i¢in
Hareketli En Kiigiik Kareler yaklagimi kullanan yontem sayisal integral almak icinde arka
plan hiicreleri ve Gauss quadrature yontemi kullanmaktadir [7]. Eleman bagimsiz Galerkin
yonteminin burulma [7], catlak analizleri [8], egilme [9] vs. gibi bircok alanda tercih edilen ve
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basarili bir sekilde uygulanan bir yontem oldugu goriilmektedir. Ote yandan, yéntem ¢oziimii
etkileyen agirlik fonksiyonu tiirii, destek etki biiytikliigii, arka plan hiicrelerindeki integrasyon
nokta sayisi, monomiyallerin derecesi ve ceza katsayisi gibi uygulayan insanlarin karar
verdigi bazi parametreleri igerir.

TABAKALI KOMPOZIT PLAKALAR iCIN REISSNER-MINDLIN PLAKA
TEORISi

Kartezyen koordinat sisteminin x — y diizleminde yatan orta diizlemi ile tipik bir Reissner-
Mindlin plakas1 Sekil 1°de gosterilmektedir. Orta diizlem ile mesafesi z olan bir noktanin yer
degistirme alan1 agagidaki gibi yazilabilir:

V= _Zey(xry) (1)
w w(x,y)

burada (u,v,w) plakanin x, y ve z yonlerinde ki yer degistirmelerini, 6, ve 6, enine kesitin x
ve y eksenlerine gore donmelerini gostermektedir. Egilmeden olusan 6,, 6, enine donmeleri
ve w orta diizlem yer degistirmesi ile Reissner-Mindlin plakasinda olusan birim deformasyon
asagidaki gibi yazilir.

{u} —20,(x,y)

( —y 00 (x,) 3\
0x
(SXX\ _ZM
! &y L dy
— _ ) 00:(xy) 38y(xy)
€= );xy = Z 2y z O ; (2)
yz ow (x,y)
Vxz _By (X, y) + T
ow (x,y)
\ —0, (x, Y) + T ox

Ortotropik dogrusal elastik malzemeler i¢in genellestirilmis Hooke yasasini kullanarak i’inci
tabakada ki gerilme asagidaki gibi ifade edilebilir:

o' =Cls (3)

burada
6 ={0xx Oyy Txy Tyz Tz}l 4)
¢ =TIc'T (5)

Ayrica ¢! i’inci tabakanin malzeme matrisidir ve Ej, Ey, Vi3, G2, G13 and G,z gibi malzeme
ozelliklerinden olusur. Ortotropik malzemeler i¢in malzeme matrisi agagidaki gibidir;

Ey

E1vaq

0 0 0 |
1=vi2va1r  1-vizvpyy
. E1V12 EZ O 0 0
cl = |1vizvar  1-vizvas (6)
0 0 Gqy 0 0
0 0 0 Go3 0
0 0 0 0 Gz

ve T tabaka doniisiim matrisi asagidaki gibi verilebilir:
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cos?0 sin%6 —sin26 0 0
| sin%6 cos?6 sin26 O 0 |
T =|sin6 cos® —sinb cosd cos?*0 — sin’6 0 | (7)
0 0 0 cos@ —sind
l 0 0 0 sinf cos6 J

burada 6 ilgili tabakada ki fiberin yonelim agisidir.

Sekil 1. Tipik tabakali Reissner-Mindlin plakasi

Tabakada ki fiber yerlesimine gore doniisiimii gergeklestirilmis birim deformasyonlar
{&xx &y VYxoy}=z{&«x &y Vxy} gbz Oniine alarak i’inci tabakamn iist yiizeyinde ki
gerilmeler agagidaki gibi yazilabilir:

zefl = Zi41 [Ci1' Ex + C12' &y + C13' Ty |

U;)i/H = 7141 [C12" Exx + 022 &y + C23' ny]

Tj;_l =Zit1 [513i ‘C—Txx + 523i gyy + 533i ny] (8)
TZH = [Cas" Var + Cus' Vyz]

T;;-H = [E4Si Yz + ESSi yyz]

Egme dondiirgiileri (M,;) ve kayma kuvvetleri (v;;) asagidaki gibidir:

M, Zf zcxxdz

My, = Zf zol dz
i A
n Zi+1 )
M,, = ZJ Z Tyy dz 9
i 4
n Zi+1
V. = kg Z f o dz
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burada k, kayma diizeltme katsayisidir. Denklem 8’de ki gerilme degerlerinin Denklem 9’a
yerlestirilmesi ile Denklem 9 asagidaki gibi ifade edilebilir.

3 3 . . .
— \1 |4 Zi = iz = iz = 1=
Mxx - Zi [%1_ ?l] [ 11 &xx T C12 Eyy + C13 )/xy]

3 3
_vyn |z Z) [~ i = = iz -
Myy = Zi [%1_?1] [C12 Exx T C22 Eyy + C23 yxy]

(10)

3 Zi3 — i - - i = — =
M., =37 [Z‘T” - ?] [€13" & + 12" &y + 13" Ty |
Vex = kon X1 (2141 — 21][Cas’ Var + Cas' ¥y ]

Vyy = ksh Z? [Zi+1 - Zi][c_‘451 Yz T C_'551 yyz]

Denklem 10°daki egme dondiirgiileri ve kayma kuvvetleri vektorel olarak asagidaki gibi ifade
edilirler:

MXX
i 3 3 3 3
= M = n t Zl_ —_ Z—l = i Zi — Z_l
M= [ty | = 510t (- ) = [0 (- D)o
xy
(11)
V. . ,
v= [V;;] = kop X1 [A5p (YW — @) (2441 — z)] = kg, [X] A5 (2141 — 2)] (VW — @)
burada,
_9 _9
Ox dy
L= a4 (12)
dy dx
d={0, 6,}7 (13)
a a3l
v={5 5 (14)

Ayrica D' ve A, sirasi ile egme ve kayma etkileri ile iliskili malzeme 6zellikleridir. Matris
olarak asagidaki gibi ifade edilebilirler.

I e
€11 €12 C13

i |= i = 0 =~
D' =|cp" Gt O3 (15)
= i = i = i
€137 C3 (33
e
i Caa  C45
l —
sh == @i = i (16)
C45  Css

Kiitle kuvvetlerin yoklugunda, sanal calisma prensibi kullanilarak elde edilen denge
denklemleri asagida verilmistir,

L'M-V=0
(17)
VIV+b =0

burada b uygulanan dis kuvvetler vektoriidiir. Eleman Bagimsiz Galerkin yontemi bu denklem
sistemlerinin ¢6ziimii i¢in kullanilir.
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ELEMAN BAGIMSIZ GALERKIN YONTEMIi
Hareketli En Kiiciik Kareler Yaklasim

Hareketli En Kii¢iikk Kareler Yaklagimi’na gore herhangi bir x noktasinda ve Q lokal alan
igerisinde yer alan u(x) alan degiskeni fonksiyonu i¢in asagidaki ifade yazilir;

u" () = XL, pi(0a;(x) = pTa) (18)

burada m esas terimlerinin sayisini, p"(x) = {p;(X), p,(X), p3(X), -+, p,, X)} mMonomiyal esas
fonksiyonlarmin vektoriinii, a’(x) = {a,(x), a,(x), az(x), -, a,, (X)} iSe katsayilar vektoriinii, ve
xT = [x,y] 2 boyutlu problemler i¢in konum vektoriini gosterir. pT(x) esas fonksiyonunu elde
etmek monomiyaller Pascal Uggeni’nden minimum biitiinliigii saglayarak segilir.

a(x) coefficients vektoriinii elde etmek i¢in u(x) fonksiyonu ve lokal yaklasimi arasindaki fark
Denklem 19’te ifade edilen agirhikli ayrik (discrete) L, norm kullanilarak minimize
edilmelidir.

J =2 wx = x)[pT(x)ax) —u;]? (19)

burada, n x noktasinin destek alani igerisinde bulunan diigiim noktalarinin sayisini, u; x =
x;’de u ‘nun noktasal degerini, w(x —x;) ise agirlik fonksiyonun ifade etmektedir. Agirlik
fonksiyonu degeri x noktasinin destek alani i¢inde bulunan biitiin diiglim noktalar1 i¢in
sifirdan biiyiik olmak zorundadir.

Herhangi bir x noktasinda a(x) e bagli olarak agirlikli kalanin minimize edilmesi igin
asagidaki denklem kullanilir;

=0 (20)
Denklem 20°nin uygulanmasi ile lineer denklemi kiimesi olarak asagidaki denklem elde edilir;
A(x)a(x) = B(x)Us (21)

burada U, = {u;,u,,us,-+,u,}" destek alanindaki diigiim noktalar1 ig¢in alan fonksiyonunun

noktasal degerlerinin vektoriidiir. Ayrica A ve B matrisleri sirasiyla Denklem 22 ve Denklem
23’de ki gibidir.
AX) = 2Ly w, ()pe)p' (x) , w; () = w(x —x;) (22)
B = [wi(p(x1) wa(0pG) - w, (0P ()] (23)

A matrisi hareketli en kiiglik karelerin agirlikli dondiirgii matrisi olarak adlandirilir ve eger
tekil degilse a(x) matrisi agagidaki gibi ifade edilebilir;

a(x) = AT (X)B(X)U, (24)
u"(x)’in noktasal yaklasimi Denklem 18 kullanilarak asagidaki gibi tekrar yazilabilir;
u" () = Bl () = B () Us (25)

burada ®" is hareketli en kiiciik kareler sekil fonksiyonlarmin vektoriinii gosterir ve Denklem
26°da ki gibi ifade edilir.

2T = (510 ¢ - G0} =pTOAT (MBX) (26)
Sekil fonksiyonlarinin kismi tiirevlerine Denklem 27 kullanilarak ulasilir.
®; = (p"A7'B); =plAT'B+pTA;'B+pTAT'B, (27)

burada
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All=-AT'A AT (28)

Agirlik fonksiyonlar1 hareketli en kiiglik kareler sekil fonksiyonlarini tiiretmek i¢in en 6nemli
noktalardan biridir. Hareketli en kii¢lik kareler yaklagiminin stireklilik 6zellikleri temel olarak
agirlik fonksiyonlarina dayanmaktadir. Agirlik fonksiyonu maksimum degerini destek
alaninin merkezinden alarak destek alani igerisinde pozitif, destek alani disinda monoton bir
diisiis kullanarak sifir olmalidir. Literatiirde degisik agirlik fonksiyonlar1 bulunmaktadir [5].
Bu caligmada kiibik spline agirlik fonksiyonu kullanilir ve formiilii asagidaki gibi
yazilmaktadir;

2/3 — 47% + 477 7 <05
wi(x—x) =w() =44/3 — 47 +47% — 4/37> 05<7 <1 (29)
0 7>1

2 boyutlu problemlerde dikdortgen etki alani i¢in agirlik fonksiyonlar1 Denklem 30 ve
Denklem 31 kullanilarak elde edilir.

w(®) =wr)w(n) = w,w, (30)
T = Ixr—_xll ve 1, = Iyr—_yll (31)
wx wy

burada r,, ve r,, x ve y yonlerinde destek alani dlgiileridir.
Galerkin Zayif Formu ve Sinir Sartlarimin Gii¢lendirilmesi
Reissner-Mindlin plakalari igin Galerkin zayif form denklemi asagidaki gibi ifade edilir;
Jo 8LawDLeudQ - [ $(L,w)"hdQ — [ $(L,a) trdS +5 % (up — ur)Ta(uy — up)drl (32)
Buradan ayrik(discrete) sistem denklemi asagida gibi yazilabilir;
K+KHYU=(F+F) (33)

burada K global direngenlik matrisini gosterir ve Denklem 34°de verilen noktasal direngenlik
matrislerinden elde edilir.

burada,
ap;  0¢i1’
[0 0o o - g]
9 0 |
<[ 0 e o) ()
op; 09
lO ady g 0 ('le

Ayrica Denklem 33’de yer alan K“ ceza katsayilari matrisi olup, Denklem 36’de ifade
edilmektedir.

K9y = fru ;" ag;dr (36)

burada ¢; diyagonal matrisidir. Eger ilgili serbestlik derecesi kisitlanmamis ise diyagonal
elemanlar 0’a aksi takdirde 1’e esittir.

Denklem 33’de yer alan kuvvet vektorii F global kuvvet vektoriidiir ve Denklem 37°de ifade
edilen noktasal kuvvet vektorleri kullanilarak elde edilir.

Fi = [,(L,®)"bdQ + [ (L, @) trdS (37)
burada @, sekil fonksiyonlariin diyagonal matrisidir.
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Denklem 33’de bulunan F* vektorii gerekli sinir sartlarinin yerine getirilmesi ile elde edilen
kuvvetleri gosterir ve ifadesi asagidaki gibidir;
F* = fru @, aupdl’ (38)
COZUMLER VE TARTISMA

Eleman Bagimsiz Galerkin YoOntemi’nin sahip oldugu secilebilir parametrelerin tabakali
kompozit plakalarin egilme analizlerinde ¢oziimlere etkilerini incelemek i¢in 2 sayisal 6rnek
gerceklestirilmistir. Orneklerde kullanilan malzemelerin dzellikleri Cizelge 1.’de verilmistir.
Coziimlerdeki deformasyon ve x yoniindeki gerilme degerleri kritik nokta olarak kabul edilen
1. tabakanin iist ve orta noktasinda, y yoniindeki gerilme degerleri 2. tabakanin iist ve orta
noktasindan elde edilmistir. Eleman bagimsiz Galerkin yontemi ¢oziimlerinde ceza katsayisi
icin 1x10° degerleri kullanilmistir. Ayrica ¢oziimlerde kayma diizeltme katsayis1 5/6 olarak
kullanilmustir.

Cizelge 1. Cozlimlerde kullanilan malzemelerin 6zellikleri

M1 M2

E;,Pa 250x10° 5.6 x10°

E,,Pa 10 x 10° 1.2 x 10°

Gy, Pa 5x10° 0.6 x 10°

Gy3,Pa 5x10° 0.6 x 10°

Gy3,Pa 2 x10° 0.6 x 10°
V12 0.25 0.26

Ornek 1: Basit mesnetli diizgiin dagitilmus yiik altinda kare plaka

Basit mesnetli kare plakaya uygulanan diizgiin dagitilmis yayili yikk miktar, g = 100%

olup, sahip oldugu kalinlik/uzunluk oranmi 0.1’dir. Plaka 4 tabakaya sahip ve tabakalardaki
fiber yonelimleri sirasiyla 0°/90°/90°/0° seklinde simetrik dizilimdedir. Malzeme olarak
Cizelge 1.’den M1 secilmistir. Simetriden dolay1, ¢dziimlerde plakanin 1/4'i modellenmistir.
Coziimlerde 1089 diigiim noktasi ve 1024 arka plan hiicresi kullanilmistir. Coziimlerde
kullanilan diizgiin dagitilmis ve diizgiin dagitilmamis diigiim noktalar1 modelleri ve kare plaka
Sekil 2.’de gortilebilmektedir. Elde edilen sonuglar Cizelge 2. ve Cizelge 3.’te yer almaktadir.

Sekil 2. Diizgiin dagitilmig yayili ylik altinda basit mesnetli kare plaka ve EFGM yonteminde
kullanilan modelleri

Elde edilen sonuglara gore; diizgiin dagitilmis diiglim noktalar1 ile diizgiin dagitilmamis
diigiim noktalar1 arasinda deformasyon sonuglari i¢in 6nemli bir fark goériilmemistir. Yine
deformasyon sonuclarinda arka plan hiicrelerindeki integrasyon noktasi sayilarinda ciddi bir
fark olmazken, gerilme sonuclarina bakildiginda 4x4’iin yeterli olmadig1 gozlemlenmistir.
Ayrica destek alani biiyiikliigii arttikca sonuclar bozulmakta oldugundan, kiigiik destek
alanlarinin daya yakin sonuglara sahip oldugu dikkat ¢cekmektedir.
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Cizelge 2. Dort kenarindan basit mesnetli kare plakanin orta noktasindaki diigiim noktasinin
diizglin dagitilmis diigim noktalar1 kullanilarak elde edilen normalize edilmis gerilmeleri ve

deformasyonlari
integrasyon Destek Alan Biiviikliigii Analitik
nokta sayisi 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5  Sonug [3]
w 4x4 1.018060 1.018196 1.019688 1.023319 1.020083 1.025
5x5 1.029614 1.029748 1.031311 1.027814 1.031662
6x6 1.034525 1.034657 1.036268 1.039447 1.036585
7x7 1.036861 1.036993 1.038642 1.042689 1.038990
(o 4x4 0.684840 0.684350 0.742126 1.031318 0.793138 0.7577
5x5 0.706293 0.703096 0.761318 1.179623 0.810029
6x6 0.715605 0.711436 0.774377 1.071878 0.818204
7x7 0.720495 0.715566 0.779869 1.074010 0.823306
ay 4x4 0.470685 0.473838 0.496144 0.516614 0.504414 0.5006
5x5 0.482023 0.483861 0.506421 0.050887 0.512959
6x6 0.487094 0.488338 0.511745 0.496491 0.517001
7x7 0.489686 0.490620 0.514203 0.548167 0.518659

Cizelge 3. Dort kenarindan basit mesnetli kare plakanin orta noktasindaki diiglim noktasinin
diizgiin dagitilmamis diiglim noktalar1 kullanilarak elde edilen normalize edilmis gerilmeleri

ve deformasyonlari

integrasyon Destek Alam Biiviikliigii Analitik
nokta sayisi 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 Sonug [3]
w 4x4 1.019920 1.026223 1.048636 1.082333 1.106673 1.025
5x5 1.029806 1.031657 1.037584 1.047550 1.046373
6x6 1.034428 1.035136 1.037000 1.039707 1.040383
7x7 1.036571 1.036938 1.037498 1.039042 1.039573
O, 4x4 0.385057 0.176058 0.265543 1.965286 4.420870 0.7577
5x5 0.653946 0.802960 1.112629 0.890351 0.915897
6x6 0.562104 0.657339 0.650592 0.747966 0.759844
7x7 0.697511 0.673039 0.720202 0.740533 0.797101
ay 4x4 0.354635 0.413216 0.764219 0.656152 1.008090 0.5006
5x5 0.409185 0.443306 0.482042 0.536520 0.527752
6x6 0.458450 0.467977 0.481683 0.504436 0.507448
7x7 0.465185 0.477066 0.484947 0.484172 0.495763

Ornek 2: Cevresi kenetlenmis diizgiin dagitilmis yayih yiik altinda dairesel plaka

Cevresi kenetlenmis dairesel plakaya uygulanan diizgiin dagitilmis yayili yiik miktar,
q = 1.0 Pa olup, sahip oldugu yarigap/uzunluk oran1 10’dur. Plaka 0° fiber yonelimine sahip
tek tabakadir. Malzeme olarak Cizelge 1.’den M2 secilmistir. Coziimlerde 817 diigiim
noktasi ve 768 arka plan hiicresi kullanilmistir. Simetriden dolay1, ¢éziimlerde plakanin 1/4'
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modellenmistir. Céziimlerde kullanilan diizgiin dagitilmis ve diizgiin dagitilmamis digim
noktalart modelleri ve dairesel plaka Sekil 3.’de goriilebilmektedir. Elde edilen deformasyon
sonuglar1 Cizelge 4.’te yer almaktadir.

Destek alani biiyiikliigii i¢in 2.5 ve arka plan hiicrelerindeki integrasyon nokta sayisi i¢in
5x5’ te en yakin sonuclarin elde edildigi Cizelge 4.’te goriilmektedir. Fakat biitiin sonuglar
kabul edilebilir diizeyde olup, hata oranlar1 ihmal edilebilecek kadar azdir.

Cizelge 4. Cevresinden kenetlenmis dairesel plakanin orta noktasindaki diigiim noktasinin
diizgiin dagitilmis ve dagitilmamis diigiim noktalar1 kullanilarak elde edilen normalize edilmis
deformasyonlari

Diigiim noktas1 integrasyon Destek Alam Biiyiikliigii Nguyen
dizilimi noktasayis1 25 3.0 3.5 4.0 45  (2007)
Diizgiin 4x4 0.137794 0.137846 0.138076 0.138326 0.138262 0.1394

dagitilng 5x5 0.139775 0.139829 0.140068 0.140309 0.140265

6x6 0.140614 0.140670 0.140918 0.141166 0.141107
7x7 0.141012 0.141071 0.141318 0.141572 0.141516

Diizgiin 4x4 0.137799 0.137821 0.137872 0.137864 0.137917 0.1394
dagitilmamis 5x5 0.139769 0.139784 0.139808 0.139822 0.139865
6x6 0.140608 0.140617 0.140636 0.140650 0.140676
7x7 0.140669 0.141018 0.141035 0.141047 0.141081

SONUCLAR

Bu calismada eleman bagimsiz Galerkin yOntemindeki ¢6ziimii etkileyen segilebilir
paramatrelerin tabakali plakalarin egilme problemlerinde etkileri incelenmistir. Elde edilen
sonuglara gore; diizgiin dagitilmis ve dagitilmamig diigiim noktalar1 kullanilarak yapilan
¢oziimlerde Onemli bir fark gdzlemlenmemistir. Incelenen &rnekler igin destek alani
blyiikligli ve arka plan hiicrelerindeki integrasyon nokta sayilari i¢in sirasiyla 3.0 ve 5x5
onerilebilir.
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